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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora no programable y no g
ca.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden dese:

PRUEBA A

PROBLEMAS

X3

x2 +1

1°) Sea la funciort(x) = Se pide:

a ) Halla su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos,
tervalos de concavidad y convexidad, puntos de inflexion y asintotas. Esbozar su g
ca.

1
b ) Calcular el valor de = [ f(x) - dx.

a)
Al no anularse el denominador para ningun valor real de x, el domino de defi
cion de la curva es R.

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a la
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rivada:

f'(x) = 3X2(X2+])_XS'ZX—3X4+3X2—2X4 x4 +3xE X2 (X +3)

O A S S e

Y0, 0O XxI R= La curvaes monétonacreciente

Al ser monétona creciente en su dominio no tiene maximaos ni minimos relativo

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a la
gunda derivada:

f"(x):(4>§+6>) (242 -+ 32 +7-2x
o +af

(4x°'+6><) (x +1) X (x2+ :) 22X AR+ A%+ 6X + Bx— 4X° —12x° _ - 2X° +6X _

e +2 )

f"(X)=0:>M:O;;— 3<(X2‘:) 0:;,%=0; X2 =3=01; X, =—/3 ;; X, =+/3.
X

La funcion f(x) es simétrica con respecto al origen porféex)=-f(x). Por ser
f(x)=0, los intervalos alternativos de concavidad y convexidad s(mo,: —\/§),

v3.9.(0V3) y (/3 +x).
Considerando un valor del intervdp +3), por ejemplo x = 1:

-2.(?-3)_-2.(-2)_a

fr)= (12 +1)3 S~ =§>0 = Convexidad

Concavidad (n) = f'(x)<0= (-v/3, 00 (V3, +)

Convexidad (0) = f'(x)> 0= (e, -v30(0, V3)

Una funcién tiene puntos de inflexion para los valores de x que anulen la segu
derivada; esta condicidén, que es necesaria, no es suficiente, por lo que es necesari
no se anule la tercera derivada para los valores que anulan la segunda.



f'(x):0:> =07 xzz—\/§ - x3:\/§

f"'(x)=(_ g + )5 (x2+ )f— 2((x2— :) -3(x2+])2 12X _

o]

@ b+ ) x(®-3 .3.2x_- 6¢- 6¢+ 8¢+ 6-12¢ +36¢° _
b +1) b +1)

_-18¢ +36¢ +6_ - 3 -6 -1)
b +1) b +1)

f (92 0= P1.= 0(0 9 ;;f"(@)¢o:> P.l. = A(\/é, ﬁ}

Por simetria: P.1. = B(—\/_, —#j

Las asintotas son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a valer infini
son de la forma y = k.

= > =0 = Notiene
X -» o X - 00X +1 —_—

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.
x*+1=0;; XJ R= Notiene

Oblicuas: son de la formga= mx+n, siendo:

lim  f(x lim 2 4 lim  x?
m= —(): X 1 > =1=m
X >0 X X >0 X X —» 00 X°+1

lim lim x3 lim  x*-x*-x
n= [f(x)—mx]: > -X|= — =0=n
X — 00 X > oo X +1 X - o X°+1

Asintota oblicua: y = x

La representacion aproximada de la funcidn es la siguiente:



N
‘N
S
N
S
N
S
N

7
b)
1
Para calculan = | f(x) - dx calculamos, en primer lugar, la integral indefinida:
0
X | x? +1
-x® -X X
0 - X
x® - X X - X x?
A= ~dx= || x+ cdx=—+ cdx=—+ A=A
J.x2+1 J.( x2+1j 2 x?+1 2 A

- X x> +1=t
= ax =
A J- {Zxdx:dt
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29) Se considera la recltae%lzy%zz z y el punto P(1, 8, 2).

a ) Hallese el punto A de la recta r tal que el vesterAP es perpendicular a r.

b ) Determinese el planoque es paralelo a r, pasa por B(5, 1, 0) y por el simétrico d
punto P respecto de r.

a)
Xx=1+31
La expresion de r por unas ecuaciones paramétrigas gs- 2+ 24.
z=A
Un vector director de r es =(3, 2, 1).

Los puntos genéricos de r son de la form{a+ 31, 2+ 24, A).
El vector genérico de origen cualquier punto de r y extremo P(1, 8, 2) es:

—_—

2 AP=P-A=(11 3,8 2 2,21)=(-31,6-21, 2-1).

<l

Para quev' y u =(3 2 1) sean perpendiculares su producto tiene que ser 0:

—_—

v u=(- 13642 2) (-32)E 6=- 9+ 12 4+ 21=0;14=141 ;; A=1.

El punto de la recta es A(4, 4, 1) y el vector pedido es:

v=AP=P-A=(18 2-(4 4 3=(-3 41

b)
El punto P’, simétrico de P(1, 8, 2) con respecto a la recta r es el siguiente:

El plano 7', perpendicular a r por P, es el que tiene como vector normal al vectc
director de larectaru =(3 2 1), y contiene al punto P:

m=3x+2y+z+D=0

= 31 28 2D=0;;D=-21 = =3+ 2y+z-21=0
P(1, 8 2)

El punto N de interseccion de la recta r con el plaines el siguiente:

= 33X+ 2y+z-21=0
x=1+3A
rsy=2+24
z=A

= 1+ 3)+ J2+22)+A- 2E 0 ;; 3+ A+ 4+ 44+ A -21=0 ;;



14=14 ;;1=1 = N(4 4, 1).

Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto ar, tiene que cumplirse c

PN=NP = N-P=P-N {4 4)1-(18 2=(x,v,2-(4 4 1)

X-4=3 - X=7
(3-4-9=(x-4 y-42z-1) = Jy-4=-4 - y=0; = P(7,0 0
z—-1=-1 - z=0

El planor pedido contiene al punto B(5, 1, 0) y tiene como vectores directores
vector director de la recta 1y =(3, 2, 1), por ser paralelo a ella y, por contener a los

puntos By P, al vectorv=BP=P-B=( 7, 0, §-(5, 1 0=(2 -1 0).

La expresion general dees la siguiente:

Xx-5 y-1 z
n(B; u, V)s 3 2 1= 0;; 0y - - 4+(x- §= 0;; x- 5+ 2y-2-72=0.
2 -1 0

T= X+ 2y—-72-7=0
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CUESTIONES

.., lim senx
12) Calcular el limite L™
X - O ex'_l

lim L2%*™ |im senx-L2 0-L2 0 O , :
= = = =— = Indeter. = L'Hopital =
X-0e-1 Xx-0 ¢e-1 e-1 1-1 0

lim L 2-cosx L 2:1_L2_

X

L2

—
e’ 1 —

X -0 e
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23) Hallar los puntos en los que la recta tangente a la gréfica de la furfgjén® es
paralela a la recta de ecuacién y = 3x + 2.

La pendiente de la recta es m = 3.
La pendiente a una curva en un punto es el valor de la derivada en ese punto.

fly=3%=m=3= 3¥=3;;¥=1;;x=1;; x,=-1.

Los puntos de tangencia soi{d=1= AL 1)y f(-)=-1= B(-1 -1).

Sabiendo que la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dad.
la expresiony- y, = n{x-x,), aplicada a los puntos Ay B con m = 3:

y- 4 4x- )E 8 3;y= 8- 2= Reta tangente t = 3x-y-2=0.

y+ 4 :{-x+ )L- g+ 3;y= 8+ 2= Reta tangente t,=3x-y+2=0.
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y+1_
3

3% Determinar el angulo que forma la recta— = =z y el planon= x+ y-z=4.

El anguloa que forman el plana y la recta r es el complementario del angulo
que forman un vectov director de r y un vecton , normal al planonu.

Sabiendo que el angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de
ducto escalar:

—

= — V- n
Vv .n:‘v‘ ‘n‘ -COS,B = COS,BZ‘_.—_. (*)
v

Un vector director de r es=(2, 3 1) y un vector normal d& es'n =(1, 1, -1).

—_— —

(23111 -1 _ 2+3-1 _ 4

H m 7+ 3+8 JP+T+(1f & O 1Jrirl V1443

cosf=sena =

E“b
N

= 06172 = a= arc sen 0617Z 38 06 47'=
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-x -1 2x
49) Resolver la ecuacigrex -x -1-x|=0.
-1 2x 0

X 1 -2x
—2x x 1+x|= 0;; &-(* - 2%- 2(# A=0;; 8 -1- x-23-2-2x°=0 ;;
-1 2x O

6xX - 4x° —x-1=0 = Resolviendo por Ruffini encontramos la Unica raiz real de I:
ecuacion:

6 -4 -1 -1
1 6 2 1
6 2 1 0
B- #-x- £ 0;x(6+ X+]=0:%=03 6¢+X+1=0 ;; x=— 212\/2_72 g

Solucién: x=1.
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PRUEBA B

PROBLEMAS
2x+y+z=4
1°) a ) Discutir, segun el valor del parametro tea&l sistema x-ay+z=a.
3x+2z=5

b ) Interpretar la discusion realizada en a ) en términos de la posicion relativa de
planos dados por cada una de las tres ecuaciones del sistema.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
2 1 1 2 1 114
M=1 - 1|yM'=|1 -a 1 «a
3 0 2 3 0 25
El rango de M en funcion del parametres el siguiente:
2 1 1
IM|=|1 -a 1|=-4+3 H-2=1-a=0= a=1.
3 0 2
Para a #1 = RangoM= RangoM '=3=n° incégnitas = Compatibledeterminado
2 1 1 2 1 14
Parag=1= M=|1 -1 1|y M'=|1 -1 1 1| = RangoM=RangoM"'=2.
3 0 2 3 0 25
Téngase en cuenta que en M’ se cumple que G + G + G;..
Para a =1 = RangoM= RangoM'= 2< rPincég = Compatible Indeterminado
b)

Parao # 1 el sistema es compatible determinado, es decir, que la solucion es Ut
ca, lo que indica que los tres planos que representan las tres ecuaciones del sisteme
cortan en un punto.

Los tres planos son secantes entre Si y se cortan en un punto.

Parao = 1 el sistema es compatible indeterminado y, como los rangos de las m.



trices de coeficientes y ampliada tienen rango 2, indica que se cortan en una recta. (
mo los planos no son coincidentes ni paralelos,

Los tres Qlanos Se cortan en una recta.
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2°) Sea la funcidon{ Y= senx+cosx, definida en el intervalfo, 277]. Se pide:

a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos. Es|
zar su grafica.

b ) Calcular el area del recinto limitado por la gréfica de f y las rectas de ecuacio
x=0, x—— e 2.
k y=

a)
La funcion f(x) es continua en su dominio por ser la suma de dos funciones co
nuas en R, que saofer x Y cos x.

f{ X=cos xsenx=0 ;; ®n x=cos x = x1=% H X =

Las raices que anulan la primera derivada dividen el dominio en los interva

4’ 4 4
determinar el crecimiento o decrecimiento consideramos un valor sencillo, por ejem|
X =m correspondiente al segundo intervalo:

(o, 727] (5 : 5—”) y (5—” , 271), gue son alternativamente, crecientes o decrecientes. P«

f (m)=cosm-senr=-1- 0=-1<0 = Decrecierg.

De lo anterior se deducen los siguientes periodos de crecimiento y decrecimier

f'(x)<0 = Decreciers xD(Z 5;)

f'(x)>0 = CrecientexD(O, %TJD(STH 277]

7T\/§2

f"(%):—seng Cosz_—7 \/2_ -J2<0 = Maximo

f''(77)=-senx-cosx =

f' (57) —sen%—coss—” —(—QJ—(—%j=\/§>O = Minimo

f(’;’) sen’ +cos” = —2+£:\/§ = Maximo: P I—T, J2|.
4 4 2 2 4

f(—”) sen57n+0055—” —\/_ £ =-J2 = Minimo: Q( \/Ej

4 4 2 2




Los puntos de corte de la funcion con los ejes en su dominio, son los siguiente

EjeOY= x= 0;;y= f( p=sen 8 cosO= 0+ 1=1= A(0, 1)

Eje OX = f(x):O ;7 senxcos x0;; senx=-cos X;; tagx=-1= xlzi%ﬂ "

x, =7 8(3—”, oj : C(7—”, oj.
4 4 4

Teniendo en cuenta que la funcién f(x) es periédica de perigd@Zumple que

f(0)= f(277), por lo cual es punto de la funcifr, 1).

La representacion grafica (aproximada) de la funcién es la siguiente:

Ah{
2
J2 P f(x) = sen»+cos x
Dl D
A /
G X
O > 3 /% 2n
1 y.
-V2 Q
-2
b)
f(x) = sen x +cox 3 1
y | S:J'[Z—(senx+ cos x)]dx:j(Z— senx- cos X)dx=
2 . y=z2 0 0
\/E ; :[2>¢Ircos x—senx]gz
|
<
oA ! \< :(2-7—7+c037—7—sen5j—( 2.0+ cos0-sen0)=
I il 4 4 4
x ><| \B
O %21 % 23 _
| N :7_T+£—_2—0—1+O:7_T—1:—ﬂ 2 u2:S
2 2 2 2 2
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CUESTIONES

x=1+4A

, X VA
12) Seaa #0 un numero real, y las rectasE: ==y s=<y=21 . Para el valor de
a

z=3-24
a para el que r y s son paralelas, hallar el plano que las contiene.

Los vectores directores de las rectas 80 (2, 1, a)y v, =(4, 2, -2).

Para que las rectas r y s sean paralelas es necesario que sus vectores dire

sean linealmente dependientes:

Para determinar el plamogue contiene a las rectasg = y:i1 y s=

x=1+4A
y=24
z=3-2A

determinamos un vector que tenga como origen el punto de r, O(0, 0, 0), y como e>

tremo el punto de s que se obtiene, por ejemployparh, A(5, 2, 1);w =(4

La expresion general del plan@s la siguiente:

=1/= 0 ;; » 5w 4z- 52+ 2x- 2y =0.
1

g
O
ﬂ<|
s |
1
a1 N X
N P <

m=3x-7y-2=0
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2-1 1 1
2%) Estudiar, en funcion del parametr@l rango de la matria=| 1 -1 -1
1 -1 2-12

El rango de una matriz es el numero de lineas (filas o columnas) que son lin
mente independientes, o dicho de otra manera: es el orden del menor complemen
de mayor dimension que puede formarse en el determinante de la matriz.

2-1 1 1
|Al=] 1 -2 -1 |=-A(2-2)-1-1+A-(2-4)-(2-2)=-A(2-2) -2+ 1 -4+24=
1 -1 2-2

=M N R)+ A==+ - P+ A= -+ WA= 6=0; P-4 +1+6=0

Resolviendo por Ruffini:

1 -4 1 6
2 2 -4 -6
1 -2 -3 0
A -1 3
1 -3 0
3 3
1 0

Las soluciones de la ecuacion resultantese, A, =-1y A, =3.

31 1

31
Parai=-1= A=|1 1 -1|=> ‘1 1¢O = Rango A=2
1 -1 3
0 1 1
Parai=2 = A=|1 -2 -1| > #0 = Rango A=2
1 -1 0
-1 1 1
Parai=3 = A=| 1 -3 -1| > #0 = Rango A=2
1 -1 -1
Az-1 A=-1

Para< A#2; = RangoA=3 ;; Para{A=2; = RangoA=2
A#£3 A=3

*kkkkkkkkk



3%) Probar que la ecuacioff” - e* + 2=0 tiene alguna solucion.

Considerando la funciorf(y = x** -e* + 2, que es continua en su dominio, que

es R, le es aplicable el Teorema de Bolzano en cualquier intervalo real que se consi
Sea, por ejemplo, el intervale 2, 0).

f(_ 2):(_2)2009_e—2 + 2=_22009_e_];+ 2<O

f(0)=0%°-€° + 2= 0- 1+ 2=1>0

Segun el Teorema de Bolzano, la funcif(y = x** -e* +2 tiene al menos una
raiz real en el intervalf- 2, 0), lo que prueba que

La ecuacionx® —e* +2=0 tiene almenosuna solucion real (C.q.p.)
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dx
43) Calculan = |————.
) J-(1+ x)\&
dx Ix=t o 1 -dx=dt ;; %=2dt
. S 2x x
(L xx x=t2 - (1+x)=1+t2

=2 arctagt+ C=2 arctag\/;+C:I
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