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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora no programable y no gráfi-
ca. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden deseado. 
 
 
PRUEBA A 
 
PROBLEMAS 
 

1º) Sea la función ( )
12

3

+
=

x

x
xf . Se pide: 

 
a ) Halla su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, in-
tervalos de concavidad y convexidad, puntos de inflexión y asíntotas. Esbozar su gráfi-
ca. 

b ) Calcular el valor de ( )∫=
1

0

· dxxfI . 

---------- 
a )   
 Al no anularse el denominador para ningún valor real de x, el domino de defini-
ción de la curva es R. 
 
 Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a la de-
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rivada: 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )22

22

22

24

22

424

22

322

1

3

1

3

1

233

1

2·13
'

+

+
=

+

+=
+

−+=
+

−+
=

x

xx

x

xx

x

xxx

x

xxxx
xf  

 
crecientemonótonaescurvaLaRxy ⇒∈∀> ,0'  

 
 Al ser monótona creciente en su dominio no tiene máximos ni mínimos relativos. 
 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a la se-
gunda derivada: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )32

2

32

3

32

35335

32

2223

42

222223

1

32

1

62

1

1246644

1

2·2·31·64

1

2·12·31·64
''

+

−−=

=
+

+−=
+

−−+++=
+

+−++
=

=
+

++−++
=

x

xx

x

xx

x

xxxxxx

x

xxxxxx

x

xxxxxxx
xf

 

 
 Una función es cóncava ( )∩  cuando ( ) 0'' >xf  y convexa ( )∪  cuando ( ) 0'' <xf .  
 

( ) ( )
( ) ( ) 3;;3;;03;;0;;032;;0

1

32
0'' 32

2
1

2

32

2

=−==−==−−=
+

−−
⇒= xxxxxx

x

xx
xf . 

 
 La función f(x) es simétrica con respecto al origen por ser ( ) ( )xfxf −=− . Por ser 

( ) 0'' =xf , los intervalos alternativos de concavidad y convexidad son : ( )3, −∞− , 
( ) ( ) ( )∞+− ,33,0,0,3 y . 
 
 Considerando un valor del intervalo ( )3,0 , por ejemplo x = 1:  
 

( ) ( )
( )

( )
Convexidadf ⇒>=

−−
=

+

−−
= 0

8

4

2

2·2

11

31·2
1''

332

2

. 

 
( ) ( ) ( ) ( )∞+∪−⇒<⇒∩ ,30,30'' xfConcavidad  

 
( ) ( ) ( ) ( )3,03,0'' ∪−∞−⇒>⇒∪ xfConvexidad  

 
 Una función tiene puntos de inflexión para los valores de x que anulen la segunda 
derivada; esta condición, que es necesaria, no es suficiente, por lo que es necesario que 
no se anule la tercera derivada para los valores que anulan la segunda. 
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( ) 3;;3;;00'' 321 =−==⇒= xxxxf  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )42

34

42

34

42

34224

42

222

62

222322

1

1636

1

63618

1

36126666

1

2·3·321·66

1

2·13·321·66
'''

+

−−−=
+

++−=

=
+

+−++−−=
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=

=
+

+−−++−
=

x
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x

xx

x

xxxxx

x

xxxxx

x

xxxxxx
xf

 

 

( ) ( ) ( ) 









⇒⇒≠⇒⇒≠

4

33
,3..03''';;0,0..00''' AIPfOIPf .   

 

Por simetría:  









−−⇒

4

33
,3.. BIP  

 
 Las asíntotas son las siguientes: 
 
 Horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a valer infinito; 
son de la forma y = k. 
 

  ( ) .
12

3

tieneNo
x

x

x

lím
xf

x

lím
ky ⇒∞=

+∞→
=

∞→
==  

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
  
  .;;012 tieneNoRxx ⇒∉=+   

 
 Oblicuas: son de la forma nmxy += , siendo: 
 

( )
m

x

x

x

lím

x
x

x

x

lím

x

xf

x

lím
m ==

+∞→
=+

∞→
=

∞→
= 1

1
1

2

22

3

 

 

( )[ ] n
x

xxx

x

lím
x

x

x

x

lím
mxxf

x

lím
n ==

+
−−

∞→
=







 −
+∞→

=−
∞→

= 0
11 2

33

2

3

 

 
Asíntota oblicua: y = x 

 
La representación aproximada de la función es la siguiente: 
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b )  

Para calcular ( )∫=
1

0

· dxxfI  calculamos, en primer lugar, la integral indefinida: 

3x    12 +x  
3x−  x−    x  

0 x−   
 

AA
x

dx
x

xx
dx

x

x
xdx

x

x
A =+=

+
−+=









+
−+=

+
= ∫∫∫ 1

2

2

2
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3

2
·
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·

1
·

1
 

 

( )∫∫ =+−=−=−=⇒












−=−
=
=+

⇒
+

−= 1
2

2

21 1
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
·

1
AxLtL

t

dt
Adtdxx

dtdxx
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dx

x

x
A  

 

 Sustituyendo en A el valor obtenido de A1:  ( )1
2

2
2

+−= xL
x

A  

 

( ) ( ) ( )

I
L
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x

dx
x

x
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

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+
= ∫

2
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2

2

1
02

2

1
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2

1
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2

0
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2

1
1

2
·

1
2

2
2
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0

2
21

0
2

3

 

 
********** 

Y 

X O 3  

y = x 

f(x) 

3−

A 

B 
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2º) Se considera la recta z
yx

r =−=−≡
2

2

3

1  y el punto P(1, 8, 2). 

 
a ) Hállese el punto A de la recta r tal que el vector APv =  es perpendicular a r. 
 
b ) Determínese el plano π que es paralelo a r, pasa por B(5, 1, 0) y por el simétrico del 
punto P respecto de r. 

---------- 
a )  

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es 








=
+=

+=
≡

λ
λ

λ

z

y

x

r 22

31

. 

 Un vector director de r es ( )1,2,3=u . 
 
 Los puntos genéricos de r son de la forma ( )λλλ ,22,31' ++A . 
 
 El vector genérico de origen cualquier punto de r y extremo P(1, 8, 2) es: 
 

( ) ( )λλλλλλ −−−=−−−−−=−== 2,26,32,228,311''' APPAv . 
 
 Para que 'v  y ( )1,2,3=u  sean perpendiculares su producto tiene que ser 0: 
 

( ) ( ) 1;;1414;;02412901,2,3·2,26,3·' ===−+−+−⇒=−−−= λλλλλλλλuv . 
 
 El punto de la recta es A(4, 4, 1) y el vector pedido es: 
 

( ) ( ) ( )1,4,31,4,42,8,1 −=−=−== APAPv  

 
b )  
 El punto P’, simétrico de P(1, 8, 2) con respecto a la recta r es el siguiente: 
 
 El plano 'π , perpendicular a r por P, es el que tiene como vector normal al vector 
director de la recta r,  ( )1,2,3=u , y  contiene al punto P: 
 

( ) 02123'21;;028·21·3
2,8,1

023'
=−++≡⇒−==+++⇒



=+++≡

zyxDD
P

Dzyx
π

π
 

 
 El punto N de intersección de la recta r con el plano 'π  es el siguiente: 
 

( ) ( ) ;;0214493;;021222313
22

31

02123'

=−++++=−++++⇒





















=
+=

+=
≡

=−++≡

λλλλλλ

λ
λ

λ
π

z

y

x

r

zyx
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( )1,4,41;;1414 N⇒== λλ . 

 
 Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto a r, tiene que cumplirse que: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )0,0,7'

011

044

734

1,4,41,4,3

;;1,4,4,,2,8,11,4,4;;''

P

zz

yy

xx

zyx

zyxNPPNNPPN

⇒
















=→−=−

=→−=−
=→=−

⇒−−−=−−

−=−−=−⇒=
 

 
 El plano π pedido contiene al punto B(5, 1, 0) y tiene como vectores directores al 
vector director de la recta r, ( )1,2,3=u , por ser paralelo a ella y, por contener a los 

puntos B y P’, al vector ( ) ( ) ( )0,1,20,1,50,0,7'' −=−=−== BPBPv . 
 
 La expresión general de π es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) 07225;;054312;;0

012

123

15

,; =−−+−=−+−−−=
−

−−
≡ zyxxzzy

zyx

vuBπ . 

 
0772 =−−+≡ zyxπ  

 
********** 
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CUESTIONES 
 

1ª) Calcular el límite 
1

2

0 −→ x

xsen

e

L

x

lím
. 

---------- 
 

2
1

21·2cos·2

0

'.det
0

0

11

0

1

2·0

1

2·

01

2

0

0

0

L
L

e

L

e

xL

x

lím

HopitalLerIn
e

L

e

Lxsen

x

lím

e

L

x

lím

x

xx

xsen

===
→

⇒

⇒⇒⇒=
−

=
−

=
−→

=
−→

 

 
********** 
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2ª) Hallar los puntos en los que la recta tangente a la gráfica de la función ( ) 3xxf =  es 
paralela a la recta de ecuación y = 3x + 2. 
 

----------  
 
 La pendiente de la recta es m = 3. 
 
 La pendiente a una curva en un punto es el valor de la derivada en ese punto. 
 

( ) 1;;1;;1;;3333' 21
222 −====⇒=== xxxxmxxf . 

 
 Los puntos de tangencia son: ( ) ( )1,111 Af ⇒=  y ( ) ( )1,111 −−⇒−=− Bf . 

 
 Sabiendo que la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dada por 
la expresión ( )00 xxmyy −=− , aplicada a los puntos A y B con m = 3: 
 

( ) 023:tanRe23;;331·31 1 =−−≡⇒−=−=−=− yxtgentectaxyxxy . 

 
( ) 023:tanRe23;;331·31 2 =+−≡⇒+=+=+=+ yxtgentectaxyxxy . 

 
********** 
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3ª) Determinar el ángulo que forma la recta z
yx

r =+=≡
3

1

2
 y el plano 4=−+≡ zyxπ . 

 
---------- 

 
 Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un esquema de la situación: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El ángulo α  que forman el plano π  y la recta r es el complementario del ángulo 
que forman un vector v  director de r y un vector n , normal al plano π . 
 
 Sabiendo que el ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de pro-
ducto escalar: 
 

 (*)
·

·
coscos···

nv

nv
nvnv =⇒= ββ  

 
       Un vector director de r es ( )1,3,2=v  y un vector normal de π  es ( )1,1,1 −=n . 
 

( ) ( )
( )

==
++++

−+=
−++++

−===
3·14

4

111·194

132

111·132

1,1,1·1,3,2

·

·
cos

222222nv

nv
senαβ  

 

αα ===⇒== ''47'06º386172'0.6172'0
42

4
senarc  

 
********** 

v
β  

α  

π  

r 

n  
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4ª) Resolver la ecuación 0

021

12

21

=
−

−−−
−−

x

xxx

xx

. 

 
---------- 

 

( ) ( ) ;;022218;;012218;;0

021

12

21
3223223 =−−−−−=+−−+−=

−
+−

−
xxxxxxxxxx

x

xxx

xx

 

 
⇒=−−− 0146 23 xxx   Resolviendo por Ruffini encontramos la única raíz real de la 

ecuación: 
 

 6 -4 -1 -1 
1   6  2  1 
 6  2  1 0  

 

( )

Rx

xxxxxxxxxx

∉⇒

⇒
−±−==++==++=−−−

6·2

2442
;;0126;;0;;0126;;0146 2

1
223

 

Solución:  x = 1. 
 

********** 
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PRUEBA B 
 
PROBLEMAS 

 

1º) a ) Discutir, según el valor del parámetro real α, el sistema 








=+
=+−
=++

523

42

zx

zyx

zyx

αα . 

 
b ) Interpretar la discusión realizada en a ) en términos de la posición relativa de los 
planos dados por cada una de las tres ecuaciones del sistema. 
 

----------  
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

  
















−=
















−=
5

4

203

11

112

'

203

11

112

ααα MyM  

 
 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
 

.1012334

203

11

112

=⇒=−=−++−=−= αααααM . 

 
adoerCompatibleincógnitasnMRangoMRangoPara mindetº3'1 ⇒===⇒≠α  

 

2'

5

1

4

203

111

112

'

203

111

112

1 ==⇒
















−=
















−=⇒= MRangoMRangoMyMPara α . 

 
Téngase en cuenta que en M’ se cumple que C4 = C1 + C2 + C3 . 

 
adoerInCompatibleincógnMRangoMRangoPara mindet.º2'1 ⇒<==⇒=α  

 
 
b ) 
 Para α ≠ 1 el sistema es compatible determinado, es decir, que la solución es úni-
ca, lo que indica que los tres planos que representan las tres ecuaciones del sistema se 
cortan en un punto. 
 

Los tres planos son secantes entre si y se cortan en un punto. 
 

Para α = 1 el sistema es compatible indeterminado y, como los rangos de las ma-
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trices de coeficientes y ampliada tienen rango 2, indica que se cortan en una recta. Co-
mo los planos no son coincidentes ni paralelos, 
 

Los tres planos se cortan en una recta. 
 

********** 
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2º) Sea la función ( ) xxsenxf cos+= , definida en el intervalo [ ]π2,0 . Se pide: 
 
a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos. Esbo-
zar su gráfica. 
 
b ) Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de f y las rectas de ecuaciones 

0=x , 
4

π=x , e 2=y . 

---------- 
a )  
 La función f(x) es continua en su dominio por ser la suma de dos funciones conti-
nuas en R, que son xsen  y xcos . 
 

 ( )
4

5
;;

4
cos;;0cos' 21

ππ ==⇒==−= xxxxsenxsenxxf . 

 
 Las raíces que anulan la primera derivada dividen el dominio en los intervalos 










4
,0

π , 








4

5
,

4

ππ  y 






 ππ
2,

4

5 , que son alternativamente, crecientes o decrecientes. Para 

determinar el crecimiento o decrecimiento consideramos un valor sencillo, por ejemplo, 
x = π correspondiente al segundo intervalo: 
 

( ) eDecrecientsenf ⇒<−=−−=−= 0101cos' πππ . 
 
 De lo anterior se deducen los siguientes periodos de crecimiento y decrecimiento: 
 

( ) 






∈⇒<
4

5
,

4
0'

ππ
xeDecrecientxf  

 

( ) 






∪






∈⇒> πππ
2,

4

5

4
,00' xCrecientexf  

 

( )
( )

( )














⇒>=








−−









−−=−−=

⇒<−=−−=−−=

⇒−−=

Mínimosenf

Máximosenf

xxsenf

02
2

2

2

2

4

5
cos

4

5
''

02
2

2

2

2

4
cos

4
''

cos''

4
5

4

ππ

ππ

π

π

π

 

 

( ) 







⇒=+=+= 2,

4
:2

2

2

2

2

4
cos

44

ππππ PMáximosenf . 

 

( ) 






 −⇒−=−−=+= 2,
4

5
:2

2

2

2

2

4

5
cos

4

5
4

5 ππππ QMínimosenf . 
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 Los puntos de corte de la función con los ejes en su dominio, son los siguientes: 
 

( ) ( )

( )

.0,
4

7
;;0,

4

3

4

7

;;
4

3
1;;cos;;0cos;;0

1,01100cos00;;0

2

1

















⇒=

=⇒−=−==+=⇒

⇒=+=+===⇒

πππ

π

CBx

xxtagxxsenxxsenxfOXEje

AsenfyxOYEje

 

 
Teniendo en cuenta que la función f(x) es periódica de periodo 2π, se cumple que  
 

( ) ( )π20 ff = , por lo cual es punto de la función ( )1,2πD . 
 
 La representación gráfica (aproximada) de la función es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b )  

( )[ ] ( )

[ ]

( )

Su

sensen

xsenxx

dxxxsendxxxsenS

=−=−=+−−−+=

=−+−






 −+=

=−+=

=−−=+−= ∫∫

2

0

4

0

4

0

2

2
1

2
010

2

2

2

2

2

00cos0·2
44

cos
4

·2

cos2

cos2cos2

4

πππ

πππ

π

ππ

 

 
********** 

f(x) = sen x +cos x 

X 

2  

-2 

1 

2 

3 π π2  
2
π

4
π

2
3π  

1 

Q 

4
3π  

A 

O 

2−

P 

4
5π

4
7π  

D 

Y 

B C 
2 

-1 

f(x) = sen x +cos x

2  

1 

2 

2
π

4
π

1 

4
3π

A 

O 

P 
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B 
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y = 2 

x 
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 π
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CUESTIONES 
 

1ª) Sea 0≠α  un número real, y las rectas 
α
z

y
x

r ==≡
2

 y 








−=
=

+=
≡

λ
λ

λ

23

2

41

z

y

x

s . Para el valor de 

α para el que r y s son paralelas, hallar el plano que las contiene. 
 

---------- 
 
 Los vectores directores de las rectas son ( )α,1,2=rv  y ( )2,2,4 −=sv . 
 
 Para que las rectas r y s sean paralelas es necesario que sus vectores directores 
sean linealmente dependientes: 
 

1
22

1

4

2 −=⇒
−

== αα . 

 

 Para determinar el plano π que contiene a las rectas 
12 −

==≡ z
y

x
r  y 









−=
=

+=
≡

λ
λ

λ

23

2

41

z

y

x

s  

determinamos un vector w  que tenga como origen el punto de r, O(0, 0, 0), y como ex-

tremo el punto de s que se obtiene, por ejemplo, para λ = 1, A(5, 2, 1); ( )2,2,4 −=w . 
 
 La expresión general del plano π es la siguiente: 
 

( ) 022545;;0

125

112,; =−+−+−=−≡ yxzzyx

zyx

wvO rπ . 

 
073 =−−≡ zyxπ  
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2ª) Estudiar, en función del parámetro λ, el rango de la matriz 
















−−
−−

−
=

λ
λ

λ

211

11

112

A . 

---------- 
 
 El rango de una matriz es el número de líneas (filas o columnas) que son lineal-
mente independientes, o dicho de otra manera: es el orden del menor complementario 
de mayor dimensión que puede formarse en el determinante de la matriz. 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 064;;06463446344

242222112

211

11

112

2323322

22

=++−=−−+−=−+−+−=−++−−=

=+−+−−−=−−−−+−−−−=
−−
−−

−
=

λλλλλλλλλλλλλλ

λλλλλλλλλ
λ

λ
λ

A

 

 
 Resolviendo por Ruffini: 

 1 -4  1  6 
2   2 -4 -6 
 1 -2 -3 0  

-1  -1  3 
 1 -3 0  

3   3 
 1 0  

 Las soluciones de la ecuación resultante son 21 =λ , 12 −=λ  y 33 =λ . 

 

Para 20
11

13

311

111

113

1 =⇒≠⇒
















−
−=⇒−= ARangoAλ  

 

Para 20
21

10

011

121

110

2 =⇒≠
−

⇒
















−
−−=⇒= ARangoAλ  

 

Para 20
31

11

111

131

111

3 =⇒≠
−

−
⇒

















−−
−−

−
=⇒= ARangoAλ  

 

2

3

2

1

;;3

3

2

1

=⇒
















=
=

−=
=⇒

















≠
≠

−≠
ARangoParaARangoPara

λ
λ
λ

λ
λ
λ
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3ª) Probar que la ecuación 022009 =+− xex  tiene alguna solución. 
 

---------- 
 
 Considerando la función ( ) 22009 +−= xexxf , que es continua en su dominio, que 
es R, le es aplicable el Teorema de Bolzano en cualquier intervalo real que se considere. 
Sea, por ejemplo, el intervalo ( )0,2− . 
 

( ) ( )

( ) 











>=+−=+−=

<+−−=+−−=− −

01210200

02
1

2222

02009

2

200922009

ef

e
ef

 

 
 Según el Teorema de Bolzano, la función ( ) 22009 +−= xexxf  tiene al menos una 
raíz real en el intervalo ( )0,2− , lo que prueba que  
 

realsoluciónunamenosaltieneexecuaciónLa x 022009 =+−   (c.q.p.) 
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4ª) Calcular 
( )∫ +

=
xx

dx
I

1
. 

---------- 
 

( ) ( )

ICxtagarcCttagarc

t

dt

t

dt
I

txtx

dt
x

dx
dtdx

x
tx

xx

dx
I

=+=+=

=
+

=
+

=⇒
















+=+→=

==→=
⇒

+
= ∫∫∫

2·2

1
·2

1

2

11

2;;·
2

1

1 22
22
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