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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora no programable y no gráfi-
ca. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden deseado. 
 
PRUEBA A 
 
PROBLEMAS 
 
1º) Sea r la recta que pasa por los puntos A(1, 1, 1) y B(3, 1, 2), y sea s la recta de ecua-

ciones 




=−
=−

≡
02

12

y

zx
s . Se pide: 

a ) Estudiar su posición relativa. 
 
b ) Si fuera posible, calcular su punto de intersección. 
 
c ) Calcular, si existe, un plano que las contenga. 
 

---------- 
a )  
 Un vector director de r es ( ) ( ) ( )1,0,21,1,12,1,3 =−=−== ABABu . 
 

 La recta r es: 




=−
−=−

≡⇒




=−
−=−

⇒
−=−=−≡

01

12

01

221

1

1

0

1

2

1

y

zx
r

y

zxzyx
r . 
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 



















−−

−

=



















−

−

=

0010

1201

0010

1201

'

010

201

010

201

AyA . 

 
 Según los rangos de A y A’ pueden presentarse los casos siguientes: 
 

Rango A = Rango A’ = 2   →   Coincidentes 
 

Rango A = 2 ;; Rango A’ = 3   →   Paralelas 
 
Rango A = Rango A’ = 3   →   Secantes 
 
Rango A = 3 ;; Rango A’ = 4   →   Se cruzan 

 
 Teniendo en cuenta que en la matriz A tiene iguales las filas F1 = F3 y F2 = F4, su 
rango es 2. 
 
 Para determinar el rango de A’ tenemos en cuenta que F2 = F4 y que C3 = -2C1: 
 

3'0211

101

010

101

' =⇒≠−=−−=
−

⇒ ARangoARango  

 
 Según lo expresado anteriormente: 
 

Las rectas r y s son paralelas. 
 
b )  

Las rectas paralelas no tienen punto de intersección. 
 
c )  
 
 El plano π que contiene a las rectas r y s tiene como vector director el vector di-
rector de las rectas, que es ( )1,0,2=u ; otro vector director del plano es cualquiera que 
tenga el origen en un punto de una recta y el extremo en otro punto de la otra recta. 
 

 Un punto de 




=−
=−

≡
02

12

y

zx
s  es P(1, 2, 0) y otro vector director de π es: 

 
( ) ( ) ( )1,1,01,1,10,2,1 −=−=−== APAPv . 

 
 La expresión general de π es la siguiente: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ;;012112;;0

110

102

111

,; =−+−−−=
−

−−−
≡ yxz

zyx

vuAπ  

 
0322;;022122 =−++−=−++−− zyxyxz  

 
0322 =+−−≡ zyxπ  

 
********** 
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2º) Sea la función ( ) 22 −−= xxxf . 

 
a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y convexi-
dad y esbozar su gráfica. 
 
b ) Demostrar que no es derivable en x = 2. 
 
c ) Calcular el área de la región limitada por dicha gráfica, el eje OX y las rectas x = - 2 
y x = 0. 

---------- 
a ) 
 Los puntos de corte con el eje OX de la función se obtienen igualándola a cero: 
 

( ) .2,1
2

31

2

91

2

811
;;0202 21

22 =−=⇒
±=±=+±==−−⇒=−−= xxxxxxxxf  

  
 Conocidos los puntos de corte, la función puede redefinirse de la siguiente forma: 
 

( )








>−−
≤≤−++−

−<−−

=
22

212

12

2

2

2

xsixx

xsixx

xsixx

xf , cuya derivada es ( )








>−
≤≤−+−

−<−
=

212

2112

112

'

xsix

xsix

xsix

xf . 

  
 Conviene observar que la derivada solamente puede anularse en el intervalo cen-
tral, pues en los otros intervalos, los valores que anulan la derivada no pertenecen a esos 
intervalos. 
 

( ) ( ) ( )
2

1
02'';;2,1

2

1
;;0120' =⇒<−=−∈==+−⇒= xpararelativoMáximoxfxxxf . 

 

( ) 







⇒=−=−−=−−=−−







=
4

9
,

2

1
:

4

9

4

9

4

821
2

2

1

4

1
2

2

1

2

1
2

2
1 PMáximof  

 
 Los mínimos de la función son los puntos angulosos, que son los puntos de corte 
de la función con el eje X, o sea, son mínimos absolutos los puntos siguientes: 
 

( ) ( )0,20,1: ByAabsolutosMínimos −  

 
 Sabiendo que una función es convexa ( )∪  cuando es positiva la segunda derivada 
y es cóncava ( )∩  cuando es negativa. 
 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 

















−⇒∩

∞+∪−∞−⇒∪

⇒








>>
≤≤−<−

−<>
=

2,1

,21,

202

2102

102

''

Concavidad

Convexidad

xsi

xsi

xsi

xf  
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 La representación gráfica de la función es la que se muestra en la figura. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Para facilitar la representación gráfica, además de los puntos críticos y los perio-
dos de concavidad y convexidad, se construye tabla de valores adjunta. 
 
b ) 
 
 Por la representación gráfica podemos observar que la función no es derivable en 
el punto B, (x = 2), sin embargo si es continua en este punto.  
 
 Como se nos pide, vamos a demostrar que la función no es derivable para x = 2: 
 
 Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 
continua en ese punto; no se demuestra la continuidad por evidente, según la gráfica. 
 
 Una función es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y además, son iguales. 
 

( )
( )

( )
( ) ( )+−

+

−

≠⇒








=−=

−=+−=
⇒









>−

≤≤−+−
= 2'2'

312·22'

312·22'

212

2112

' ff

f

f

xsix

xsix

xf  

 
La función no es derivable para x = 2, como queríamos demostrar. 

 
c )  

 Dada la función de la forma ( )








>−−
≤≤−++−

−<−−

=
22

212

12

2

2

2

xsixx

xsixx

xsixx

xf  podemos determinar 

el área pedida, observando la siguiente figura, considerando en cada intervalo la función 

P 

A B 
X 

Y 

O 

( ) 22 −−= xxxf10 

5 

3 

-1 2 

x f(x) 
0 2 
-1 0 
-2 4 
-3 10 
½ 4

5  
1 2 
2 0 
3 4 
4 10 
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correspondiente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

23231

2

231

2

2
1

6

11

6

314

2

1

3

7
42

3

8
2

2

1

3

1

2·2
2

2

3

2
1·2

2

1

3

1
2
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2
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x
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dxxxS
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=
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

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
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
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
−−−−−=








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−

−

−

−
∫

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

2
2
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1
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1

2
2

6

7

6
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2
2

1

3

1
1·2

2
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3

1
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2
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x
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




−+−+−−−=








++−=++−=

−−
∫

 

 

SuSSS ===+=+= 2
21 3

6

18

6

7

6

11  
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A B 
X 

Y 

O 

( ) 22 −−= xxxf10 

5 

3 

-1 2 

S1 

S2 

x = -2 

x = 0 

-2 
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CUESTIONES 
 
1ª) Sea A una matriz cuadrada tal que ( ) ( )[ ] 32·2det1det =−−= AyA . Calcular el tamaño 
de la matriz A. 

---------- 
 
 Sea la matriz A es de orden n. 
 
 Teniendo en cuenta que si una matriz se multiplica por un número, todos los ele-
mentos de la matriz quedan multiplicados por ese número y que si una línea de un de-
terminante se multiplica por un número, el valor del determinante queda multiplicado 
por dicho número, sería: 
 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 522322;;321·2·2·2det 55 =⇒−=−=−=−=−−=−=− nAA nnn  

 
La matriz A tiene una dimensión de 5 x 5. 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

2ª) Calcular la matriz X que verifica tBBXA ·· = , donde 








−
=

23

12
A  y 









−
=

213

010
B , 

siendo Bt la matriz traspuesta de B. 
 

---------- 
 
 Multiplicando por la izquierda por A-1, queda: 
 

(*)··;;···;;···· 1111 ttt BBAXBBAXIBBAXAA −−−− ===  

 

 Supongamos que 







=−

db

ca
A 1 ; se tiene que cumplir que A · A-1 = I: 

 





















=−
=+









=−
=+

⇒







=









−−
++









=

















−
=−

123

02

023

12

10

01

2323

22
;;

10

01
·

23

12
· 1

dc

dc

ba

ba

dcba

dcba

db

ca
AA  

 










−
=⇒















=−=−===⇒




=−
=+





=−
=+

==−=−===⇒




=−
=+





=−
=+

−

7
2

7
3

7
1

7
2

1

7

2
2;;

7

1
;;17

123

024

123

02

7

3

7

4
121;;

7

2
;;27

023

224

023

12

A

dcdcc
dc

dc

dc

dc

babaa
ba

ba

ba

ba

 

 
 Sustituyendo en la expresión (*) y operando: 
 

X

X

=








−
=









−
=









−−−−+−
+−++

=

=
















−








−−
=

















−








−+−
+−+

=

=
















−








−








−
=

















−








−








−
=

7
31

7
5

7
12

7
1

7
2

7
3

7
1

7
2

315

121
·

7

1

8518050

419010
·

7

1

20

11

30

·
456

213
·

7

1

20

11

30

·
402360

201230
·

7

1

20

11

30

·
213

010
·

23

12
·

7

1

20

11

30

·
213

010
·

 

 
********** 
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3ª) Halla la distancia desde el punto P(1, 3, -2) a la recta 








−=
+−=

+=
≡

λ
λ
λ

21

1

32

z

y

x

s . 

---------- 
 

La distancia del punto P a la recta s puede determinarse teniendo en cuenta que Q 
es un punto de s y v  es el vector director de la recta 
(obsérvese la figura). 
 
 Teniendo en cuenta que vdA ·=  y que tam-

bién puede ser QPvA ∧= , se deduce que la distan-

cia es: ( )
v

QPv
sPd

∧
=, . 

 
Un punto de r es ( )1,1,2 −Q  y ( )2,1,3 −=v  es un vector director de la recta s. 

 
( ) ( ) ( ) QPQPQP =−−=−−−=−= 3,4,11,1,22,3,1  

 

( )
( )

( )sPdu

kjijikkji

kji

v

vQP
sPd

,
2

103

2

53

2

45

14

315

14

315

14

16912125

14

13115

14

13115

419

231298

213

213

341

,

222

222

======++=++=

=
−−−

=
++

−+−−−−
=

−++

−
−−

=
∧

=

 

 
********** 

QP 
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d 

Q 

P 

v
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4ª) Calcular ∫ −
= dx

x
I ·

1

1
2

. 

---------- 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) (*)
2

1

2

1

2

1
·

1

1

2

1
·

1

1

2

1
·

11

2

1
;;

2

1
;;12

1

0

11

111111

1
·

11

1
·

1

1

2121

2

IIIIIdx
x

dx
x

dx
x

B

x

A
I

BAA
BA

BA

xx

BAxBA

xx

BxBAxA

x

B

x

A

xx
dx

xx
dx

x
I

=+=+=
+

+
−

=








+
+

−
=

===⇒




=+
=−

⇒
+−

++−=

=
+−

−++=
+

+
−

=
+−

⇒
+−

=
−

=

∫∫∫

∫∫

 

 

( )

22

11

1·
11

·
1

1

1·
1

·
11

·
1

1

ICxLCtLdt
tdtdx

tx
dx

x
I

IxLtLdt
t

dx
tdtdx

tx
dx

x
I

=++=+=⇒








=
=+

⇒
+

=

=−−=−=−=−⇒








−=
=−

⇒
−

=

∫∫

∫∫∫

 

 
 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de I1 e I2, queda: 
 

[ ] [ ] IC
x

x
LC

x

x
LCxLxLCxLxLI =+

−
+=+

−
+=+−−+=+++−−=

1

1

1

1

2

1
11

2

1
11

2

1  
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PRUEBA B 
 
PROBLEMAS 

 

1º) Sea el sistema de ecuaciones lineales 








=−
=+

=−

32

5

zx

zy

yx

λλ . Se pide: 

 
a ) Discutirlo en función del parámetro R∈λ . 
 
b ) Resolverlo cuando sea compatible. 
 

----------  
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

  
















−

−
=

















−

−
=

3

5

201

10

011

'

201

10

011

λλλ MyM . 

 
 El rango de M en función del parámetro λ es el siguiente: 
 

2

1
;;012;;012

201

10

011

−==+=−−=
−

−
= λλλλM  

 

adoDeterCompatibleincógnitasnMRangoMRangoPara minº3'
2

1
⇒===⇒−≠λ  

 

















−
−

−
−

=⇒−=
3

5

201

10

011

'
2

1
2
1

2
1MPara λ . 

 

 Veamos cual es el rango de M’ para 
2

1−=λ : 

 

{ } ( ) ( )

3'0
2

3

3·
2

1
513·

2

1

301

110

511

·
2

1

301

0

511

,,' 2
1

2
1

421

=⇒≠=

=−−=−−−=
−

−=−−
−

⇒⇒

MRango

CCCMRango
 

 

leIncompatibMRangoMRangoPara ⇒==⇒−= 3';;2
2

1λ  
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b )  

Resolvemos para 
2

1−≠λ  aplicando la Regla de Cramer:  








=−
=+

=−

32

5

zx

zy

yx

λλ  

 

( )
xx =

+
+=

−−
−−=

−−
−−−=

−−
−

−

=
12

143

12

312

12

2310

12

203

1

015

λ
λ

λ
λ

λ
λλ

λ

λλ

   ;;  

 

yy =
+
−=

−−
−+−=

−−
−

=
12

22

12

352

12

231

10

051

λ
λ

λ
λ

λ

λ

 

zz =
+

=
−−

−=
−−
−−=

−−

−

=
12

3

12

3

12

53

12

301

0

511

λ
λ

λ
λ

λ
λλλ

λ

λλ
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2º) Un campo de atletismo de 400 metros de perímetro consiste en un rectángulo y dos 
semicírculos en dos lados opuestos, según la figura adjunta. Hallar las dimensiones del 
campo para que el área de la parte rectangular sea lo mayor posible. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

---------- 
 
 La superficie pedida es S = a · b, cuya derivada tiene que ser cero. 
 
 El perímetro equivale a la longitud de una circunferencia de radio a/2 , más 2b: 
 

( )abbab
a

p πππ −==+=+= 400
2

1
;;4002;;4002

2
·2 . 

 
 Sustituyendo el valor de b obtenido en la expresión del área: 
 

( ) ( ) ( ) 66'63
200

;;02002400
2

1
'400

2

1
400

2

1
· 2 ≅==−=−=⇒−=−=

π
ππππ aaaSaaaaS  

 

( ) 100;;200·
2

1200
·400

2

1
400

2

1 ==






 −=−= bab
π

ππ  

 
Las dimensiones del rectángulo son 100 metros de largo por 63’66 metros de alto. 

 
Justificación de que se trata de un máximo: 
 

( ) ...,02
2

1
'' jqcMáximoS ⇒<−=−= ππ  

 
********** 

b 

a 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
CUESTIONES 
 

1ª) Calcular la distancia entre las rectas 




−=−
−=−

≡
47

13

zx

yx
r  y 

4

3

3

2
2

−=−=−≡ zy
xs . 

 
---------- 

 
 La expresión de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 









+=
+=

=
≡⇒=+=+=+==⇒





−=−
−=−

λ
λ

λ
λλλ

74

313131;;74;;
47

13

z

y

x

ryxyzx
zx

yx
 

 
Un vector director de r es ( )7,3,1=u  y un director de s es ( )4,3,1=v . 

 
 Como puede observarse, los vectores vyu  son linealmente independientes, lo 
cual significa que las rectas se cruzan o se cortan; para diferenciar el caso determinamos 
un tercer vector w  que tenga como origen un punto de r, A(0, 1, 4) y por extremo un 

punto de s, B(2, 2, 3): ( ) ( ) ( )1,1,24,1,03,2,2 −=−=−== ABABw . 
 
 Las rectas se cruzan cuando los vectores wyvu,  están en planos diferentes, 

por lo tanto, el rango de { }wvu ,,  tiene que ser 3; por el contrario, si se cortan, están 
en el mismo plano y el rango es dos: 
 

{ } 3015493434422473

112

431

731

,, =⇒≠−=−=+−−++−=
−

⇒ RangowvudeRango  

 
 Las rectas r y s se cruzan. Se entiende como distancia entre dos rectas que se cru-
zan, a la menor distancia entre ambas. 
 
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 Pa- ra calcu-
lar la dis- tancia 
entre las rectas 
vamos a determi-
nar un paralelepípedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y el 

A 

B 

d h 

r 

u

s 

v

w
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vector w .  
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 

 

( ) ( )
vu

wvu
ddvuhvuwvuV

∧

∧
=⇒∧=∧=∧=

·
···  

( )
( )

( )
( )srdu

jijikkjikjivu

wvu
srd

,
2

10

10

105

10

5

103

15

90

15

981

15

39

15

39

15

42133712

15

431

731

112

431

731

·
,

22
======

+
=

+−
=

=
+−

=
−−−++

−
=

−
=

∧

∧
=
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2ª) Resolver la ecuación: 0

1

1

1

=
+

+
+

xxx

xxx

xxx

. 

 
---------- 

 

 Restando a cada fila la anterior, queda: 0

110

011

1

=
−

−
+ xxx

. 

 

3

1
;;013;;01 −==+=+++ xxxxx  
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3ª) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función ( )
x

xL
xf =  en su 

dominio de definición. 
---------- 

 

 El dominio de la función ( )
x

xL
xf =  es ( )∞+,0 . 

 
 Una función es creciente o decreciente en un punto cuando su derivada es positi-
va o negativa en ese punto, respectivamente. 
 

( )
22

1
1··

1

'
x

xL

x

xLx
xxf

−
=

−
= . 

 
 Como el denominador es positivo ( )fDx∈∀ , para saber el signo de f’(x) basta con 
estudiar el numerador. 
 

( )

( )








∞+⇒<⇒>

⇒>⇒<

⇒===−
,:0)('

,0:0)('

;;1;;01

eeDecrecientxfex

eCrecientexfex

exxLxL  
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4ª) Calcular los valores de a para los cuales el área comprendida entre la gráfica de la 

función 42 axy +−=  y el eje OX es de 
3

256  unidades de superficie. 

---------- 
 
 Los puntos de corte con el eje OX de la función 42 axy +−=  son los siguientes: 
 

2
2

2
1

24242 ;;;;;;00 axaxaxaxaxy −=−=⇒±===+−⇒= . 

 
 En el intervalo determinado por los puntos de corte, todas las ordenadas de la 
función 42 axy +−=  son positivas, por lo cual: 
 

( )

( ) ( ) ( )

( )666666
6

6

6
6

6
6

24

32
24

32

4
3

42

2264;;2564;;25626;;
3

256

3

2
2

;;
3

256

33
;;

3

256
·

3
·

3

;;
3

256

3
;;

3

256
·

2

2

2

2

−=====−=−

=+−+−=











−+−−−












+−

=







+−=+−=

−−
∫

aaaa
a

a

a
a

a
a

aa
a

aa
a

xa
x

dxaxS
a

a

a

a

 

 
Los valores de a que cumplen la condición pedida son 2 y -2. 
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