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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: EI alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo desar
los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.-Calculadora: Se permitir4 el uso de calculadoras no programables (que no adn
memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacién de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitame
las operaciones no triviales, de modo que pueden reconstruirse la argumentacion I¢
de los célculos.

OPCION A

1°) Se divide un alambre de 100 metros de longitud en dos segmentos de x y 100
Con el de longitud x se forma un triangulo equilatero, y con el otro un cuadrado. ¢
f(x) la suma de las areas. ¢ Para qué valor de x dicha suma es minima?
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2 . 2
_ 43X+ 90;400321800“9" _ 14114 {( 43+ 9% —1800<+9oood = £(x).

Por tratarse de una funcion polindbmica, su dominio es R; sin embargo, en el c
que nos ocupa, su dominio légico®&r )= (0, 100).

Nota: Se excluyen los valores 0 y 100 por no cumplir las condiciones del problema
decir, no habria un triangulo y un cuadrado.

f'(x):l—i4 [-(2\21_3 )9(— 1840 o f ('x): 0= 2(4/_3+ Q)x:1800;; x:4\/9é339.

Para justificar que se trata de un minimo vamos a probar que la segunda deri\
es positiva para el valor de x hallado:

f(x) = TL Aav3+9)= 4\/3; ® > 0, como querfamos probar.

900
4/3+9

[15650.

El valor aproximado de x es=

La suma de las areas es minima para x = 56’50 metros.
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2°) Determinar la funcion f tal que(x) =

X+ x+1

X2 + X

y con f(1) = 2.

4
f(x) :ILX” . dx = Realizando la division:

x* + X
+ x* + X +1|x3+x
-x* =x® x> —x+1
0 -x° +X  +1
+x° +x2
0O +x* +x +1
-x* =X
0 0 +1
3 2 3 2
f(@:j(xz—x+1+ . j-dx:zi—§_+x+ 21 dx= X m X 1 = £(x).
X"+ X 3 2 X*+ X 3 2

A, B _ Ax+1)+Bx_ Axt A+Bx_ (At Bjx+A N

-1 . 1 A -
l_jx&+ﬁ dx:>x&+ﬂ X x+1 X + X X + X X + X

X

X+1

{A+B:O

}: B=-1= | :jl-dx—ji-dx: L x| L| x+1|=L
A=1 X X+1

Sustituyendo el valor de | en la expresion de f(x):

X

X+1

3 2
fx)=2 -2+ x+L +C.
3 2

Sabiendo que tiene que ser f(1) = 2:

3 2
fR=2= Pl Xlec=2; - tinia-124c=2;
3 x+1 3 2
—1+0—L2+C=l;;C:1+1+L2=Z+L2=C.
6 6 6
3 2
ﬂﬁ:5=3L+X+L———+Z+L2

3 2 x+1l| 6

*kkkkkkkkk



39 a ) Determinar las ecuaciones de los planos paralelos al pktex +3y-4z=7
gue distan 6 unidades del mismo.

b ) Probar que el punto P(1, 1, 2) perteneagyacalcular la recta r perpendiculara
que pasa por P.
a)

La expresion general del plamoes: 7n1=12x+3y-4z-7=0.

Todos los planos paralelos/a o sea, el haz de planos paralelos &iene por
ecuacioni12x+3y-4z+ D =0.

. . . D-D' ,
Sabiendo que la distancia entre dos planos paraleld&e*r| | , Sera:
VA +B2+C?

b7l b7 o [ps7|_ o [De7|_
J1Z2+ 3 +(-4) v J144+9+16 7 169 13 a

D,+ 7= 78;;D, = 78 7=71=D,

|ID+ 1=6-13=78 = .
-D,- 7= 78 ;;D,=-78-7=-85=D,

Los planos pedidos son:

n,=12% 3y-4z+71=0 yn,= 1%+ 3y— 4-85=0

b)
Para que el punto P(1, 1, 2) pertenezca al ptdieme que satisfacer su ecuacion:

T= 12X+ 3y—-4z-7=0
= 124 3% 4-2 7= 0;;15-15=0 = PUOm, cqgp.
P(1 1 2) —

El haz de rectas perpendiculares tteenen como vector director a cualquier vec-
tor que sea linealmente dependiente al vector normal del plano, que @8 3, -4).

La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es:

Xx=1+1241
r=<y=1+31, OAOR
z=2-4A
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ax+ y-z=1
4°) Discutir, y resolver en los casos que sea posible, el sistenzy+z=2.
x+3y-z2=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a l -1 al -11
M=1 2 1|yM=12 1 2]|.
1 3 -1 1 3 -10

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

a 1 -1
IM[=|1 2 1|=-2- 3 ¥ 2 Z+1=-5a+1=0 ;; a:é_
13 -1 2

Para a ¢% = RangoM= RangoM '= 3=n° incégnitas= CompatibleDeterminado

11 -11
5
Paraa:%: M'=|1 2 1 2|= RangoM' = {C, C,, C,} =
13-10
111 o
= |[M'|=|1 2 2|=3+2-2-—==-%0 = Rango M'=3.
130 /%

Para a:% = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilte

b)
Resolvemos para # -1, que es compatible determinado. Aplicando la regla d
Cramer:

11 -1
2 2 1
y = 0 3 “1_-2-6-3+2_ -9 _ .
1-5a 1-5a 1-5a
a 1 -1
1 2 1

10 -1 _-2a+1+2+1_-2a+4_ 22-a) _
1-5a 1-5a 1-5a  5(1-5a) v



a 11
122

1 3 0|_3+2-2-6a_3-6a_ J1-2a)
1-5a -

= =Z7.
1-5a 1-5a  5(1-5a)
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OPCION B
1°) Sea la funcionf(x) = x/4-x? .

a ) Determinar el dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extrem
relativos.

b ) Esbozar su grafica.

a)
El dominio de f(x) es el conjunto de valores de x que haeedi = 0, que es:

D(f)=[-2 2]

Una funcion es creciente o decreciente cuando su derivada es positiva 0 nega
respectivamente.

()= wa-% =Vad X = f(x)= 8x—4x* _ 4x-2x° _2(2—x2): £(x).

B 244x% - x* B X4 — X2 B Ja-x?

2 21=0;;2-%¥=0;; x*=0= x, =2 ;; x,=+/2.

Teniendo en cuenta que f(X) es continua en su dominio, las raices de la prin
derivada dividen el dominio en tres intervalos alternativos de crecimiento y decre
N2
miento. Considerando el valor x = €:(0) _22-0) >0.

V4-0°
De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que Sol

Crecimient = (— \/._2, + \/E)

Decrecimiato = (— 2, —\/_Z)D (\/._2 2)

Una funcion tiene un extremo relativo para los valores que anulan la primera:
rivada; para diferenciar entre maximos y minimos se recurre a la segunda derivada
gun que sea negativa o positiva para los valores que anulan la primera se trata c
maximo o de un minimo, respectivamente.

- 2X 4x-2x°
— & NA--(4-23) 2 _axJa-x2+
( ) 2V4-x" X § V4-x> _

4-x° e (x/4—x2)2 ) 4-x° -




— 4{4- )+ 4x-2x°

_ NV _m16x+AX +4Ax-2x7 2 -12x 2><(x2—6) - £(x)
4-x° (4—x2)\/m (4—x2)\/m (4—x2)\/4—x2 '

f"(—\/i)— - 4JT2(2—6) _16V2

_ - =8>0 = Minimo para x=—-+2.
(4-2Va-2 22 P

f(—\/_j:—x/_Z N 4-2=-2 = Minimo: A(—\/TZ, —2).

Sabiendo que f(x) es simétrica con respecto al origen, por ser f(-x) = -f(x), la fu
cion tiene un maximo relativo en el punto simétrico de A con respecto al origen:

Maximo: B(\/_Z, 2)

b)
Teniendo en cuenta que la funcion pasa por el origen de coordenadas y cor
datos anteriores puede esbozarse su grafica, que es la que indica la figura.

YA
2 B
f(x) = x/4-x° /
1
RN
2
2 1 0 1+2 2%

/-

A -2
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2°) Determinar el area limitada por la pardbola de ecuaciérx y la recta de ecuacion
y=x-2.

Notese que la parabola no es una funcion, lo cual dificulta el célculo del area
dida. Para facilitar el ejercicio puede considerarse la condicion de que el area que |
tan dos funciones es la misma que limitan sus funciones inversas.

Sabiendo que la funcion inversa de una funcion dada es la que se obtiene al «
biar la “x” por la “y” y la “y” por la “X”, despejando nuevamente la “y”.

La funcion inversadg’=xes: X =y = y=x°.
La funcidn inversadg =x-2 €s: x=y-2 = y=x+2.
El area pedida es la misma que la que limitan las funcipres e y = x + 2.

En primer lugar dibujamos la situacion, para lo cual determinamos los puntos
corte de ambas funciones:

y=x°
y=x+2

/ 11\/1T8_113:>{X1=2

=X =x+2 ;X -x-2=0;; x= .
2 2 x, = -1

Los puntos de corte son: A(2, 4) y B(-1, 1).

A Todas las ordenadas de la recta son
y=x° iguales o mayores que las de la paréabola er
qA el intervalo determinado por los limites de
' integracion que es el siguiente: (-1, 2). El
area pedida es:

Y

s:f(x+2)-dx—fx2-dx:

v

X

1 [/

_2 B _ NG _X3 2 _
= [(x+2 xz)-dx—{7+2x ?]1—

-1

=(244-8)-(2-2+1)=6-242-2-1-53-1-5- 20y 2=,
2 3 2 3 3 2 3 2 2 2 —
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3°) Determinar la ecuacion de la recta s que pasa por el punto P(2, -1, 1) y corta pel

dicularmente a la recta= - =2 “=7,

La situacion del problema esta representada en la figura adjunta.

La expresion de la recta r por unas ecuaciones parameétricas es de la form:
guiente:

X=2+2A
=z => rsy=1+24.
z=A

" x-2 y-1
2

Un vector director de r eg =(2, 2, 1).

El haz de planos perpendiculares a r tiene
por vector normal el vector director de r; su expre-
sion es de la formar=2x+2y+z+D =0.

De todos los infinitos planos del haz anterior,
el planon que contiene al punto P(2, -1, 1) es el
gue satisface su ecuacion:

a=2x+2y+z+D=0
}: 2-2 2(- 1+ ¥D=0;; 4 2+1+D=0;; 3+D=0 ;;
P(2 -1 1)

D=-3= n=2x+2y+z-3=0.

El punto Q de corte de la recta r con el planes el siguiente:

X=2+2A
rsqy=1+24
Z_A = 2(2 2A)+ 2-(1+24)+1-3=0 ;;
T= 2x+ 2y+z-3=0
x:Z—E:ﬂ
3 3
1 2_1
4 A+ 2 41I+)I—3:0;;9JI+3:0;;3/1+120;;/1:—:—3 = y=1—§::—3 =
1
z=-=
3




Un vector u director de la recta s puede ser cualquier vector que sea linealme
dependiente del vectar que determinan los puntos Py Q:

U=pPo=o-p=[2 1 _D_(5_19=(-2 4 _4 u=(1 -
uU=PQ=Q-P (3,3, 3) (2, 11)[3,3, 3]:>u (1 -2 2).

XxX=2+A
La recta pedida s pasa por P y tiene como vector directos={y=-1-24.
z=1+2A
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a b ¢
4°) a ) Si se sabe que el determinamie b, c,| vale 5, calcular razonadamente:
a b ¢
a 2a, 3a C b C
b 2o, 30,y a+ta b+h c+c.
Cl 202 303 aZ bz C2

b ) Si A es una matriz cuadrada de tamafio 2x2 para la cual se cumple' gque
(A" = traspuesta de la matriz A), ¢,puede ser el determinante de A = 3?

a)
Sabiendo que el determinante de una matriz es igual que el determinante d
a b ¢ 8 & &
matriz traspuesta, seriga, b, c,| =|b b, b,|.
a b

C3 Cl C2 C3
Una propiedad de los determinantes es que si se multiplica o divide una linee
un determinante por un niumero, el valor del determinante queda multiplicado o divid
por dicho namero.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores:

a 2a 3 a a, & a b ¢
b 2, 3,|=2-3-|b b b|=6-a b c|=6-5=30.
Cl 202 303 Ci C2 C3 a3 b3 C3

Otra propiedad de los determinantes es la siguiente: si los elementos de una |
de una matriz se descomponen en dos sumandos, su determinante es igual a la su
los dos determinantes obtenidos al considerar por separado cada sumando de esa
y el resto de las lineas iguales a las del determinante inicial.

a b G a b ¢ a b ¢ a a &
&t a bz'FQ CG+GC = & bz G|t & b3 C; =0- bl bz bs :_=5
& bz C, &, bz C, a, bz G, G G G

En el ejercicio anterior se han tenido en cuenta las siguientes propiedades de
determinantes:

1.- Siun determinante tiene dos lineas iguales o proporcionales, su valor en c

2.- Si se intercambian entre si dos lineas de un determinante, su valor cambi
signo.



b)
A™' = A" = Multiplicando por la izquierda por A:

AR =AR GI=AA G =[A A= |1]=]|A-|A].

En el apartado anterior se ha tenido en cuenta que el determinante de un proc
de matrices es igual al producto de los determinantes de las matrices.

Teniendo en cuenta que el determinante de la matriz unitaria es 1 y que el de
minante de una matriz es igual que el determinante de su matriz traspuesta:

1=| N[ A=] A" = [ A[=#1.

Lo anterior demuestra gue el determinante de A no puede ser 3.

(Independientemente del tamafio de la matriz A)
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