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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: EI alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo desar
los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculadoras no programables (que no adn
memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiede
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitame
las operaciones no triviales, de modo que pueden reconstruirse la argumentacion I¢
de los célculos.

OPCION A

1°) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2) y determina en el pr
cuadrante con los ejes coordenados un triangulo de area minima. Calcular dicha are

b-2 4

El area del triangulo OAB eS:% -a-b. (»

--------------- _ Para expresar el area en funcion de una sol

b variable consideramos los triangulos sombreados, qu
son rectangulos semejantes, de la figura, en los cuale
M _B se cumple la siguiente proporcion:
— o = E:i = b-2= 2 b= 2 +2=
2 a-1 a-1 a-1
_2+t2-2_2a _
a-1 a-1

Sustituyendo el valor obtenido de b en la expresion (*) resulta:
A. Menguiano



2 -(a-1)-a*-1_2a-2a-a>_a’-2a
S= = = =0 > &-2a=0;; aa-2)=0
e S i

=07 .
= {ai = Solucibna=2 ;; b= 2a _2:2_4_
a,=2

La ecuacion en forma candnica o segmentaria de—yheé:l = 12(+% =1.
a e 4

La forma general de r esi= 2x+y-4=0
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2°) a ) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funci¢x)=|x-1| en el intervalo
[- 2, 2]. Calcular la funcién derivada de f(x) en ese intervalo.

b ) Calcular el area del recinto limitado en el primer cuadrante, por la grafica de la f
cion y=Lx ylasrectasy=0,y=1yx=0.
a)
., - x+1si x<1
La funcién f(x)=| x-1| puede expresarse de la fornigx)= _ :
Xx-19 x21

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicidn necesaria que

continua en ese punto, por lo cual, estudiamos en primer lugar su continuidad.

La funcion f(x) en continua para cualquier valor real de x, excepto para x = 1,
ya continuidad es dudosa; para que f(x) sea continua para x = 1 tiene que cumplirse
los limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la func
en ese punto:

[im [im
o q T= T Fxrd=-1r1=0

= f k escontinua para x =1.

lim lim
- f(x)—x _)1(x—:l)—1—1—0— f (1)

(f )| *1| escontinuaen[-2, 2]

Una funcién es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

~1six<1l [f{r)=-1
f'(x) = = = {3 noes derivable para x=1.
1 six=>1 f'(]_"):l

{ ¥=| x1| noes derivableen[-2, 2]

-1si —2<xx<1

En|-2 2| es f'(X) = ,
[ ] ) {1SI2>X>1

b)
El punto de corte de la funcion=Lx y larectay = 1 es el siguiente:

;’i;x}: Lx1;; xe= A(e, 1).



El punto de corte de la funcion=Lx y la rectay = 0 es el siguiente:

3:;)(} = Lx=0;;x=1= B(l O).

Teniendo en cuanta lo anterior y que=-«, la representacion grafica de la si-
tuacion es, aproximadamente, la que indica la figura.

i

El valor de la superficie a calcular (sombreada en la figura) es el siguiente:

1 e 1
S=[1-dx+[(1-Lx)-dx=1,+1,. (¥ L =1 dx=[s =1-x=1u”=1,.
0

0 1

|2:E(1— LX) dx = {1_ Lx=u- du:_%'dx} - |2:{(1— LX) -x—jx.(—lj.de:

dx=dv- v=x
:[ % XLx| J%z[ x xLx K=[2x xLf=( 2e Le)-( 24 1L)= 2-e -+ 2-1.0=
= 2e-e-2-0=(e-2)u?=1,.

Sustituyendo los valores obtenidos de kL en la expresion (*):
S=1,+1,= t(e- P=e- T 2721=172 # =S
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-1 0 1

3°) a ) Averiguar para qué valores de mlamat#z-1 1 -m| no tiene inversa.
O m -2
b ) Calcula la matriz inversa de A para m = 0.

c ) Sabemos que el determinante de una matriz cuadrada B vale -1 y que el determir
de la matriz (2 - B) vale -16. ¢ Cudl es el orden de la matriz B?

a)
Una matriz no tiene inversa cuando su determinante es cero.
-1 0 1
-1+
|A|:—1 1 —m:2—m—rﬁ:—mz—m+2:O;;mz+m—2=O;;m:LTlJrS=
0O m -2
-1+4/9 -1+3
= = =>m=-2;,m=1.
5 5 m, m,
La matriz A no tiene inversa param =-2y param = 1.
b)
-10 1
Param=0ex=|-1 1 0 |. Para hallar A utilizamos el método de Gauss-
0 0 -2
Jordan.
-10 1]12 00 1 0 -1|-100
(A/1)=|-11 0|0 10/={FR--F}=|-11 0|0 10>
0 0-2/001 0 0-2/0 01
10 -1|]-100 10 -1/-10 O
={F,-F+F}=]01 -1|-11 0|={F--iF}=]01 -1/-11 0|=
00 -2/ 0 01 00 1|0 0 -1
100[-10 -4 -1 0 -3
F, - F+F, _ _1 2 | 1
= 010[/-11-1=A'=]-11 -1
F, -~ F,+F, B B
0010 0 -1 0 0 -4

Supongamos que el orden de la matriz B es n.

Teniendo en cuanta que el producto de una matriz por un namero real es la m:



gue resulta de multiplicar todos y cada uno de los elementos de la matriz por dicho
mero real.

Por otra parte: si los elementos de una linea de una matriz se multiplican po
namero real, el valor del determinante de la matriz queda multiplicado por dicho nur
ro real.

Teniendo en cuenta lo anterior, resulta lo siguigraes|= 2" -| B|.

Sabiendo queéB|=-1 y que|2-B|=-16, sustituyendo en la expresion anterior
| 2-B|=2"|B|, resulta:

- 16 2 (-1 ;;16=2"=2" = n=4.

El orden de la matriz B es 4.
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+y=1 : L
4°) Sean la rectas{x Z —oY el plano 7= »( m1) y+ mz=m+1. Estudiar la posicion

relativa de la recta y el plano segun los valores de m.

x+y=1
La recta ry el plana determinan el siste y+z=0 :
 ( mr1) yr mz=m+1

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 0 1 1 0 1
M=f0 m 1|yM=0 m 1 O
1 m+l m 1 mtl mm+l

Segun los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
Rango M = Rango M’ = 3— Secantes. (un punto en comun)

Rango M =2 ;; Rango M’ = 3— Paralelos. (ningun punto en comun)
Rango M = Rango M’ = 2— Recta contenida en plano. fntos en comun)

Los rangos de M y M’ son los siguientes:

1 1 0

RangoM = [M|[=/0 m 1|= fm1-( ml)= m+l- mi= M- m=n(m-1)=0=>
1 mtl m

= m=0;m=1.

1101 Lo

Param=0esM'=[ 0 0 10 :>{F1=F3}:>‘0 1‘:1;&0:» Rango M '= 2.
1101
1101 111

ParamlesM'=|0 1 10|={C,C,C}=|0 1 0/=2-1=120 =
1212 12 2

= RangoM '=3.

m#0
Para { ¢1}:> RangoM=RangoM'=3 = Larectar y el plano /7 son seantes
m




Param=0= RangoM=RangoM'=2 = Larecta r estacontedida en el plano 7

Param=1= RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Larecta r es paralela al plano 7

*kkkkkkkkk



OPCION B

1°) Dada la funciénf(x)=ﬁ, determinar su dominio de definicion, sus asintotas, ex
X

tremos relativos y puntos de inflexion. Hacer un esbozo de su representacion grafica

Sabiendo que los numeros negativos no tiene logaritmo, el dominio de la func
t(x)==X esD(f)= (0, +w).
X

Las asintotas horizontales son los valores de la funcidon cuandss ; teniendo
en cuenta el dominio de la funcién, solamente pueden ser cxandoo:

lim , lim
Lx =2~ Ind.= (L'Hopital) = A
X > +00 X oo X +0o 1 X o 400 X

I |

La recta y = 0 (Eje OX) es asintota horizontal.

Las asintotas verticales son los valores finitos de x para los cuales se anula e
nominador, que en el caso que nos ocupa, solamente puede obtenerse a partir del
lateral por la derecha, que es donde existe la funcion:

lim Lx_—oo

= -o = Larectax =0 (Eje OY) es asintota vertical.

+ +

X -0 X

., Lx . , . . .
La funcién f(x)=—= no tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con Iz
X

asintotas horizontales.
Aunque no se pide, estudiamos los periodos de crecimiento y decrecimiento.

Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su derivada es pt

1 -X—-Lx-1
va 0 negativa en ese punto, respectivamentg).= X

_1-Lx

2 X2

X

Como el denominador es positiza1D(f), para saber el signo de f(x) basta con

estudiar el numerador.
x<e = f'(x)>0 = Creciente (0, e)

1- Lx=0;; Lx=1;; x=e =
x>e = f'(x)<0 = Decrecierg: (e, + )

La funcion puede tener maximos y minimos para los valores que anulan el nui



rador, o sea, para x = e.

X |

Nt e o B T 2x(1- Lx) _ -1-2(1-Lx) _
f (X)— * - x4 - NE =

-1-2+2Lx _2Lx-3
x3 X

f"(e)= 2Le3— 3 2'13_3:_—31<O = Maximo relativo para x=e.
e e e

f(e)=53=E — Maxima A(e, Ej 0( 273 037).
e e e

De los datos obtenidos anteriormente se deduce que la funcion tiene un punt
inflexion, que es el siguiente:

2LX3_3: 0;; 2Lx-3=0;; LX
X

f'(x)=0 = =3;; %X=4é; x=+ele448.

f(e\/6)=£ 0033 = Puntode Inflexion E(e\/E EJ 0( 448 033).

ele ele

La gréfica de la funcién es, aproximadamente, la siguiente:
Y A
1

f(x) Max P. 1.
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2°) Hallar el valor de m para que el area delimitada, en el primer cuadrante, por la
cion y=4x® y la rectay =m» sea de 9 unidades cuadradas.

La funcidn y=4x* es una curva simétrica con respecto al origen de coordenad
por sery(- 1= 4-(- x* =-4x* =-y.

Los puntos de corte de la funcién con la recta son los siguientes:

— 3
y—4x}:> 4% mx:; 4%X— mx O;;>(4>€—m): 0;;%=0=0(0,0 ;;4¢-m=0;;
y=mx e
4)(2:m XZ:_:>)(:+ Ln_@ @M
h 4 2 2" 2

La representacion gréafica de la situacion es, aproximadamente, la de la figura
junta.

Teniendo en cuenta que las ordenadas de la recta s
iguales o mayores que las ordenadas de la curva en el inten
lo determinado por la superficie a calcular, el area pedida e
la siguiente:

Vm Jm Jm
2 4

S J-(mx—4x’3).dx:|:m_x2—4i} ? :{ﬁ—x“} ? =
0 2 4 1, 2 o

- = 9;m2: 9.16 3 -&:(3'4)2:122 =

m=12

*kkkkkkkkk



39) Discutir segun los valores de m y resolver cuando sea posible, es sistema de ¢

mx+y =2
ciones lineales x my=m.
Xty=2
m 1 m 1 2
Las matrices de coeficientes y ampliadasenl m|jy A={1 m m]|.
1 1 1 1 2
m 1 2 _
m =0
RangoA' = |1 m 2 2+ m2 m m-2= M- m=n(m-1)=0 = {—
m, =1
1 1 2 —
m#0 .
Para {m#l} = RangoA'=3;; RangoA<3 = Incompatile
01
01
A=|1 0 :‘1 O‘z—l;tO: RangoA=2
11
Param=0 es
01
01
A=l1 0 :‘1 0‘2—1#0: RangoA'=2
11

Param=0 = RangoA RangoA= 2= rf incog = Compatible Determinado

= RangoA=1

Param=1 es

12
= ‘1 1‘=—1¢O:> Rango A'=2

N s
N >

Param=1= RangoA=1;; RangoA'=2 = Incompatilbe

<
1
N

Resolvemos para m = 0; el sistema resulta: g

(0}
3

, que es compatible de-
=2

X
+
<

terminado y cuya solucién es obvia.
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4°) a ) Calcular un vector unitario ortogonal a los vectore$l, 2,0) y w=(-1, 0, 1).

, +1=0
b ) Calcular el plano que contiene a las recta%ﬂ_l y ss__xlz y;’3

=z-2.

a)
Un vector ortogonal a los vectores=(1, 2, 0) y w=(-1,0,1) es cualquiera que
sea linealmente dependiente de su producto vectorial.

i
u=vOw=|1
-1

=2+%-j=(2-12)=u.

O N —-
= O X

Un vector unitario de un vector dado (versor) es el vector que se obtiene d
diendo las componentes del vector por su médulo.

u|=V 2+ Frz=Vara=ozs.

@;%%;%fa %wwwmwmmmommmmav=@20)yW:GlQD

b)
+1=0
Para que un planecontenga a las rec:tas{y+ LY SzlfyT*?’:Z_z es ne-
Xt+z= -

cesario que las rectas sean paralelas, cosa que comprobamos a continuacion.

Dos rectas son paralelas cuando sus vectores directores son linealmente de
dientes y no son coincidentes.

Un vector director de s eg =(- 1, 0, 1).

Para obtener un vector director de r la expresamos por unas ecuaciones par
tricas:

x=1-4
+1=0 . —
r5{3>/<+z—1:> r={y=-1 . Un vector director de reg =(-10,1).
B z=/

La igualdad de los vectores indica que las rectas son paralelas o coincidentes
ra diferenciar el caso consideramos el punto de s A(0O, -3, 2), que no pertenece a la
r, con lo cual comprobamos, en efecto, que las rectas r y s son paralelas.

Una forma de obtener la ecuaciéon del plangue las contiene es hallando un



vector w que tenga como origen el punto A de s y como extremo el punto B(1, -1,
der: w=AB=B-A=(1- 1, 0-(0- 3 3=(1 2 -2).

La expresion general del plan@s la siguiente:
X y+3 z-2

H(A v W)E -1 0 1 |=0;(yr 3-4z- - x-Ay+3=0;
1 2 -2

- 2(—(y+ 3— 12—2) 5 2X—y—3-22+4=0.

T= 2%+ y+ 22-1=0
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