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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: EI alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo desar
los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculadoras no programables (que no adn
memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiede
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitame
las operaciones no triviales, de modo que pueden reconstruirse la argumentacion I¢
de los célculos.

OPCION A

1°) Calcular el area de la region finita y limitada por la gréaficaf(0g= x*-x+1 y la
recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

La pendiente de la tangente de una funcién en un punto es el valor de la deri\
de la funcion en ese punto.

f(Y=3¢-1= m=f()=3- £-1=3-1=2=m.

El punto de tangencia es( )= - +1=1= A1 1).

La ecuacion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene
por la férmula y- y = n(x-x,), que aplicada al caso que nos ocupa es:

t=y- 2 (-}l ;y- £ - 2= Reta tangente y=2x-1.

Los puntos de corte de la funcién y su tangente se obtienen de la ecuacion
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resulta de la igualacion de sus expresiones:

f(X)

y= f(x)=x* - x+

y=2x-1

1}: X - x+ 1= 2-1;;, X - X+2=0. Resolviendo por Ruffini:

1 0 -3 2
1 1 -2

1 1 -2 0
1 2

1 2 0
-2

1 0

Los puntos de corte son A(1, 1), que es el punto de tangencia, y B(-2, -5).

Como no hay mas puntos de corte, las ordenadas del intervalo (1, -2) tienen
ser todas mayores en la funcion o en la tangente; para averiguarlo consideramos u
lor sencillo del intervalo, por ejemplo, x = 0: f(0) = 1; y(0) = -1. Las ordenadas de

YA

—X

+1

TE

funcién son mayores que las correspondientes a la tat
gente.

Otros puntos de la funcién son C(0, 1), D(1, 1) y
E(2, 7).La representacion gréfica de la situacion, apro
ximadamente, es la que se indica en la figura adjunta.

El valor de la superficie pedida es:

s [ O ¥ o Jlle- e -(2c-1] o

7 [ xt o3 b
—J'(f—3x+2)-dx—{7 7+2x]2—

-2

:(2— 3L, 24){('2)4 - 3'(;2)2 " 2-(—2)}:

4 2

=——§+2— ———-4 =£—§+ 2—4+6+4=1—§+8=1_6+3‘
2 4 2 4 2 4
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Jx  si0sx<1

2°) a ) Estudiar si la funcion :[0, 2] - R dada porf(x)={ 3 . 7 _ , Veri-
—§x2+—x—15| 1<x<2

fica las hipotesis del teorema de Rolle. Enunciar dicho teorema.

lim cos(2X-e™ - x

b ) Calcular
X -0 X senx

a)
El teorema de Rolle se puede enunciar del modo siguiente:

Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) y si
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un puett(a, b) tal que f'(x) = 0.

La funcion f(x) es continua €0, 2|, excepto para x = 1, cuya continuidad es du-
dosa, y que vamos a determinar a continuacion.

Para que la funcion f(x) sea continua para x = 1 tiene que cumplirse que los li
tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la funcion er
punto:

X -1 X -1
Para x=1= = f(x) es continua
lim lim
. f(x)= Sealyaa]=-3+1121
X -1 X1 2 -
parax = 1.

f(x) es continua y derivable dn, 2] por lo cual, le es aplicable el teorema de Ro-
lle en el intervalo considerado.

f(0=v0=0

f(2):—§ 2240 2 1=-6+7-1=0
2 2
La funcién f(x) cumple las hipoétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 2].

b)

lim e —e®-0 1-
cos(2-e” -x _ cos0-e®-0_1-1_0 = Indet = {L'Hopital} =
X-0 X- senx 0-sen0 0-0 O




lim - 2ser(2x)+e™-1_-2sen0+e’-1_-0+1-1_0
X - 0 1-senx+ X -COSX 1-0+0-1 0+0

= Indet = {L'Hopital} =

lim - 4os(2x)-e* _-41-1_ 5
X - 0 cos ¥cos x xenx 1+1-0 _2°
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1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12|
13 14 15 16

39) a ) Calcular el rango de la mataz

b ) Si B es una matriz cuadrada de dimension 3 x 3 cuyo determinante vale 4, calcu
determinante de 5B y el dé.B

a)
1 2 3 4 123 4
5 6 7 8 : . |4 4 4 4
= = Restando a cada fila la anterior =
9 10 11 12 4 4 4 4
13 14 15 16 4 4 4 4
12 3 4
: .3 2-10
= Restando de nuevo a cada fila la ant rO o (N Rango A=2.
00 0O
b)
Sabiendo que B es de dimension 3 x 2 y|@le 4:
| B|= % |B|= 125-4=500=|5B|.
Se han tenido en cuenta las siguientes propiedades:
12 . - Si una matriz se multiplica por un nimero, todos sus elementos que

multiplicados por dicho nimero.

22 . - Si una linea de un determinante (fila o columna) se multiplica por un nun
ro real, el determinante queda multiplicado por dicho namero.

\ BZ\=| B B|=|B| |B|= 4-4=16=\BZ\.

Nos basamos en la propiedad que el determinante de un producto de matrice
igual al producto de los determinantes de las matrices.
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4°) a ) Determinar la posicion relativa de la re&a{

y—-x=1

el plano n=x-y=0.
z—2x:Oy P Y

b ) Hallar el plana perpendicular a que contiene a r.

a)

b)

X—-y=-1
Larectary el plane determinan el sistemgx-z=0.
x-y=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 -1
M=l2 0 -1lyM'=[2 0 -10
1 -1 0 1-100

Segun los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
Rango M = Rango M’ = 3— Secantes. (un punto en comun)

Rango M =2 ;; Rango M’ = 3— Paralelos. (ningun punto en comun)
Rango M = Rango M’ = 2— Recta contenida en plano. funtos en comuan)

Los rangos de M y M’ son los siguientes:

1-10
RangoM = |[M|=|2 0 -1/=1-1=0 = RangoM =2,
1-10
1-1-1
RangoM'= {C, C,,C,} = |2 0 0|=2#20= RangoM'=3
1-10

La recta r y el plana son paralelos.

El planoa, por ser perpendicularm tiene como vector director al vector normal

den, que esn =(1, -1, 0).

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del pro

to vectorial de los planos que la determinan; es el siguiente:



i j Kk
v, =[1 -1 O|=i+X+j=i+j+x=(112)=v, .
2 0 -1

y—-x=1 y=X+
=
z—2x=0 Z2=2X

Un punto deresr.s{ 1}: x=0= A(0,10).

La expresion general del plangedido es la siguiente:

x y-1 z
a(A- n, W): 1 -1 0|=-2x% z = 8y-3=-2x+ 22— 2y+2=0.
1 1 2

a=x+y-z-1=0
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OPCION B

2
-3x+
19) Seaf(x)= X —**3,
x-1
a ) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, int
valos de concavidad y convexidad y sus asintotas.

b ) Esbozar su grafica.

a)
Por tratarse de una funcioén racional, su dominio de definicion es R, excepto
valores de x que anulan el denominadafrt) = R-{1}.

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a
primera derivada:

o )_( - 3 {x-3-(-x+3.1_ 20— 2x-3x+3-x+3x-3 _ X -2x _
o (x-1) ) (-1 (-1F -

El signo de f'(x) depende del numerador, ya que, el denominador es siempre p
tivo para los valores de x pertenecientes al dominio de definicion.

Las raices del numerador s&r=0 y x, =2, que considerando el dominio de la
funcién, lo dividen en los siguientes cuatro intervales: , 9,(0,3,(1 2) y (2, +).

Los signos de la derivada en los anteriores intervalog+goft), (-) y (+), res-
pectivamente, de donde se deducen los intervalos de crecimiento y decrecimiento:

f'(x)>0 = Creciente= (-, 0)0(2, +)

f'(x)<0 = Decreciene = (0, )0(1, 2)

Los maximos y minimos relativos son los valores que anulan la primera deriva
por tanto puede tener maximos y minimos en los puntos de abscisas 0 y 2. Para
existan los maximos o0 minimos es necesario que no se anule, para esos valores,
gunda derivada. Segun que la segunda derivada sea negativa o0 positiva, el valor c
mina un maximo o un minimo relativo, respectivamente.

= 3 Pl E-(3 - 3) 269 a_(2c 3 {x-1-2(¢-24

(x-1)° (x-17




_ 2% — 2x— 2x+ 2—2x2+4x: 2 _ f"(x)
(x~-1) (x-1)° '

2 __ 2 :1:—2<0 = Maximo relativo para x=0.

(-1 (-1 -1

£(0)=

=-3 = Maximo: A0, -3).

f(2)= 22_23_'12+3: 4_f+3:%:1 = Minimo: B(2, 1).

Para que una funcion tenga un punto de inflexion es condicidbn necesaria que
anule la segunda derivada.

( 21)3 #0, OxXOR = No tiene puntos de inflexion.
X_

Por serf"(x)=
Las asintotas son las siguientes:

Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a ve
infinito; son de la forma y = k.

. . 2
[im f(x): lim x*-3x+3

=+00 = Notiene
X — 00 X — 00 Xx—-1 _—

Asintotas verticales: son los valores de x que anulan el denomiraden.

Asintotas oblicuas: Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es
cesario que el grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denor
dor; como ocurre en nuestro caso.

Son de la forma y = mx + n; los valores de m y n se obtienen como se indic
continuacion:

x> —3x+3
lim f(x)_ lim 21  _ lim x*-3x+3_

3 =m.
X -0 X X -5 © X X — 00 X —X

" ] - . ~ w2 o
. Iim [ f()-mo = lim (x 3x+3_xj: lim ¢ -3x+3-x*+x _ lim —2x+3_

X - X — 00 x-1 X - 00 x-1 X >0 X—-3



=-2=n = Asintota dblicua: y=x-2

b)
Con los datos anteriores, la representacion grafica de la funcidén es, aproxime
mente, la siguiente:

Y A ,r 7 .
? 4
A /
y
~3x+3 | ;
f(x)== i A
x—1 ? § .
! B . ‘
\ o | X
A
=x-2 y
Y 1 //
o
4
/
J
4
,,'/ L 2
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senx—ax
2°) a ) Hallar el valor de los parametrog b para los quef(x)={  x?
X+b six<0

si x>0

continua en R.

b ) Calcularl =I% - dX.

a)
Para que la funcion f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los li

tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la funcion er
punto:

[im lim senx-ax
fix)= ————=0 (*
X - O_ ( ) X > O X2 - ()
Para x=0 = =
lim lim
fix)= X +b)J= f(0)=Db
)= " (b= ()=b
lim - lim 0- lim - -
*) —senx2 - 0°0_0 . indet= L"Hopital = cosx=a_1-a
X0 X X-0 O 0 X -0 2X 0

Segun los valores dela expresion anterior tiene como valos i es indetermi-
nado para. = 1, que es lo légico, ya que los pardmetros dados son reales.

Parao = 1 el limite anterior continua de la forma siguiente:

lim - - lim -
cosx-1_1 1:9:> Indeter.= L Hopital = Senx
X-0 2x 0 O X-0 2

0.

. li li
Como tiene que ser 'mo_ 9= 'mo+ f(x), se deduce que b = 0.

—

Para gue f(x) sea continua en R tiene que.set y b = 0.

b)
Lx=u du—ldx
| = L—ZX-dx:> X = I:Lx-(—gj—j—l-—1dx=—ELx+ji2dx=
X 1 1 X X X X X
— dx=dv-v=-=
X X

-1
-1 Lx+.[x‘2dx=—1 Lx+X—+C:——1Lx——1+C=—1(Lx+1)+C =1.
X X -1 X X X
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X+ y+z=1
39) Discutir, y resolver cuando sea posible, el sistemay-z=0 , segun los va-

3 ¥ my z=m+1
lores del parametro m.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

11 1 11 1 1

A=l1 -1 -1|yA=l1 -1 -1 0
3 m 1 3 m 1 m+l
11 1

|A|=1 -1 -1=-% m- 3 3 m-1= -2=0= m=1.
3 m 1

Param#1= RangoA RangoA= 3= rf incog. = Compatible Determinado

11 11
ParanFlesA=|1 -1 -1 0| = RangoM'= {C,=C.} =
31 12
11 1
={C,C,C}=|1 -1 0|=-2+1+3-2=0 = RangoA'=2.
31 2

Param=1= RangoA RangoA= 2< rP inc6g = Compatible Indeterminado

Resolvemos para m 1, que es compatible determinado, aplicando la regla d
Cramer:

1 1 1
0 -1 -1
Jjmtl mo 1) -1-(me )+ (m+l)+m_ m-1 1
X = = = ===X.
2m-2 2Am-1) 2Am-1) 2
1 1 1
1 0 -1

y= 3 m+l 1| (m+1)-3+(m+1)-1_2m+2-4_ 2m-2 _2Am-1)

om-2 Am-1)  2Am-1) 2Am-1) 2ZAm-1) —




11 1

1 -1 0

_18 m m+1 _ —(m+ )+ m+3-(m+1) _-2m-2+m+3_ 1-m _ 1 _

Z= = = = =——=17Z.
2m-2 2Am-1) 2Am-1) 2An-1) 2

Resolvemos ahora para m = 1, que es compatible indeterminado; es sistema r
x+y+z=1
ta ser< x-y-z=0 .
3x+y+z=2

Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la tercera, y parametrizandc
variable, por ejempla=4, resulta:

X+y=1-A

= 2x=1;; le 5 y:1—/1—x:1—)l—1=£—)l:y.
X-y=A 2 2 2

x=1
Solucion y=4-A4;, OAOR
z=A
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4°) a ) Hallar la recta r que pasa por el punto A(1, -1, 0), esta contenida en el pl
=x+y=0,ycortaalarectasx=y=z.

b ) Hallar la distancia del punto B(2, -2, 2) a la recta s.

a)

El planon=x+y=0 y la rectas=x=y=2z son secantes por ser el vector normal
del plano,n =(1, 1, 0), y el vector director de s,=(1, 1 1), linealmente independientes y
no ser perpendiculares.

De la observacion de las ecuaciones del piayta recta s se deduce que su pun-
to de corte es el origen de coordenadas.

La recta r pedida es la que pasa por los puntos O(0, 0, 0) y A(1, -1, 0), cuyo v
tor director esv =(1, -1, 0).

x=1+A
La expresion de r dada por unas ecuaciones parameétricas|es:-1-A.
z=0
b)
La distancia del punto B(2, -2, 2) a la recta s viene dada por la siguiente form
BPOvV
dB s)= ‘ ‘ , siendo P un punto de la recta s yun vector director de la recta s.

v
Un punto de la recta s es P(0, 0, 0) y un vector director de s(asl, 1).

BP=P-B=(-2 2 -2).

i j ok
o lF2 2 -2
d(BS:BPDVL 11 1] [2-2-Kk-X+2+2j|_[4i-4k| _
| v JE+12 412 J1+1+1 3

#+(-4F _J16+16 _ V32 _ 4/2 _ 46
3

Ne NE e unidades= d(B, s).
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