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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Indicaciones:  
 
1.-Optatividad: El alumno deberá escoger una de las dos opciones, pudiendo desarrollar 
los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee. 
2.-Calculadora: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no admitan 
memoria para texto ni representaciones gráficas). 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. Deben figurar explícitamente 
las operaciones no triviales, de modo que pueden reconstruirse la argumentación lógica 
de los cálculos. 
 
 
OPCIÓN A 

 
1º) Sea la función ( ) ( ) xexxf ·32 2 += : 
 
a ) Estudiar asíntotas, crecimiento, decrecimiento, extremos relativos, concavidad, con-
vexidad y puntos de inflexión.  
 
b ) Esbozar su gráfica. 

---------- 
 
a ) 
 El dominio de f(x) es R y ( ) Rxxf ∈∀> ,0 , lo cual indica que la gráfica de la fun-
ción está situada en los cuadrantes primero y segundo. 
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El eje de abscisas es asíntota horizontal de la función. 

 
 Por no existir ningún valor finito de x que haga que la función tienda a valer infi-
nito, la función f(x) no tiene asíntotas verticales. 
 
 La función f(x) no tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas 
horizontales. 
 
 Para determinar los periodos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a su de-
rivada:  
 

( ) ( ) ( ) ⇒=++⇒=++=++= 03420';;342·32·4' 222 xxfxxeexexxf xxx  
 

( ) ⇒∈∀>⇒∉⇒
−±−=⇒ RxxfRxx ,0'

4

24164  f(x) es monótona creciente. 

 La función f(x), por lo anterior, no tiene extremos relativos. 
 
 Una función es cóncava ( )∩  o convexa ( )∪  cuando su derivada sea negativa o 
positiva, respectivamente. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxxexexxexf xxx ''782·44·342·'' 22 =++=++++= . 
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 Por ser ( )xf ''  continua en su dominio, que es el conjunto de los número reales, las 
raíces dividen la recta real en tres intervalos abiertos donde la concavidad y convexidad 
son alternativas. 
 
 Teniendo en cuenta que ( ) 077·17·0'' 0 >=== ef , los periodos de concavidad y 
convexidad son los siguientes: 
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 Los puntos de inflexión son los valores que anulan la segunda derivada y hacen 
distinto de cero la tercera derivada: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxxexexxexf xxx '''15122·84·782·''' 22 =++=++++= . 

 

( ) 3'1
2

2
27'2

2

2
2..0''' 2

24 −≅+−=−≅−−=⇒≠±− xyxparaIPf . 

 
Los puntos de inflexión son, aproximadamente: 

 
 ( ) ( )2'1,7'2.2'12

24 −⇒⇒≅−− AIPf . 

 
 ( ) ( )7'1,3'1.7'12

24 −⇒⇒≅+− BIPf . 

 
 Para la representación gráfica de la función determinamos, aproximadamente, 
algunos puntos: 

 ( ) ( )2'0,62'06 −⇒≅− Cf .   ( ) ( )6'0,46'04 −⇒≅− Df .   ( ) ( )1'2,5'01'22
1 −⇒≅− Ef . 

 
( ) ( )3,030 Ff ⇒= .   ( ) ( )8'3,25'08'34

1 Gf ⇒≅ .   . 
 

 La representación gráfica de la función es, aproximadamente, la de la figura. 
 

********** 
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2º) a ) Calcular: dx
xsen
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---------- 

 
a )  

=⇒








=
=+

⇒
+

=
+

= ∫∫∫ dt
tdtdxxxsen

txsen
dx

xsen

xxsen
dx

xsen

xsen
I ·

1

·cos··2

3
·

3

cos··2
·

3

)2( 2

22
  

 
( ) CxsenLCtL ++=+= 23 . 

 

( ) CxsenLdx
xsen

xsen
I ++=

+
= ∫

2
2

3·
3

)2(  

 
 
b )  

( ) ( ) ( )( )[ ] ( )
⇒⇒=−

→
=−+

→
=−++

→
.

0

0

·

1
0·

11
0·

11
0

2

Ind
xsenx

xL

x

lím

xsenx

xxL

x

lím

xsenx

xLxL

x

lím
 

 

{ } ( )( )

{ } ( ) ( )( ) =
−+−++−

−
→

⇒⇒

⇒⇒=
+−

−
→

=
+
−

−

→
⇒⇒

xsenxxxxxxxsenxx

lím
HopitalL

In
xxxsenx

x

x

lím

xxxsen
x

x

x

lím
HopitalL

·cos·1cos1cos··2

2
0

'

.det
0

0

cos·1

2
0cos··1

1

2

0
'

2

2

2

 

 

( )( ) 1
2

2

011010

2 −=−=
−+−+

−= . 

 
( ) ( )

1
·

11
0

−=−++
→ xsenx

xLxL

x

lím
 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

3º) Se considera el sistema 








+=−+
=++

=−+

1

02

2

azyx

azyx

zayx

, donde α es un parámetro real. Se pide: 

 
a ) Discutir el sistema en función del valor real de α. 
 
b ) Hallar la solución del sistema para α = 1, si procede. 
 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
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 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
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b )  

Para α = 1 es sistema resulta 








=−+
=++
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2

02

2

zyx
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, equivalente al sistema 




=−+
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2

02
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, 

que es compatible indeterminado. Para resolverlo hacemos λ=z  con lo que resulta: 
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4º) Dados el punto A(2, 1, 1) y las rectas 1
2

2 −=+=≡ z
y

xr  y 




=+
=+

≡
2

0

zx

yx
s , se pide: 

 
a ) Hallar la ecuación de la recta que pasa por A y corta a r y s. 
 
b ) Hallar la ecuación del plano perpendicular a r que pasa por A. 
  

----------  
 
a )  
 La expresión de la recta s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 









−=
−=

=
≡⇒−=−==⇒





=+
=+
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λ
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2;;;;
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x
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s . 

 
Un punto y un vector director de la recta r son M(0, -2, 1) y ( )1,2,1=rv . 
 
Un punto y un vector director de la recta s son N(0, 0, 2) y ( )1,1,1 −−=sv . 
 
Los puntos A y M determinan el vector ( )0,3,2=−== MAMAu . 
 
Los puntos A y N determinan el vector ( )1,1,2 −=−== MANAw . 
 
La ecuación del plano α que pasa por A y contiene a la recta r tiene la siguiente 

expresión general: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;023141312;;0

032

121

112

,; =−−−−−+−=
−−−

≡ xzzy

zyx

uvA rα  

 
( ) ( ) ( ) 0523;;012263;;011223 =−+−≡=+−−++−=−−−+−− zyxzyxzyx α . 

 
La ecuación del plano β que pasa por A y contiene a la recta s tiene la siguiente 

expresión general: 
 

( ) ;;0

112

111

112

,; =
−
−−
−−−

≡
zyx

wvA sβ  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;013122;;012121122 =−+−−−=−+−+−+−+−−− zyxyxzzyx  
 

0632033142 =−+−≡⇒=−++−− zyxzyx β . 
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 La recta t pedida es la que determinan los planos α y β al cortarse: 
 





=−+−
=−+−

≡
0632

0523

zyx

zyx
t  

 
b )  

El plano σ perpendicular a r que pasa por A(2, 1, 1) tiene como vector normal al 
vector director de r, que es ( )1,2,1=rv .  

 
La expresión general de σ es de la forma: 02 =+++≡ Dzyxσ .  
 
Por contener al punto A tiene que satisfacer su ecuación: 
 

( ) 5;;05;;011·22
1,1,2

02
−==+=+++⇒



=+++≡

DDD
A

Dzyxσ
. 

 
052 =−++≡ zyxσ  
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OPCIÓN B 
 
1º) a ) Determinar en qué puntos de la gráfica de la función 846 23 ++−= xxxy  la 
recta tangente a la misma es paralela a la recta 74 += xy . 
 
b ) Hallar el área de la región comprendida entre las rectas x = 1, x = 4 y que está limi-
tada por dichas rectas, la gráfica de la función ( ) 42 −= xxf  y el eje OX. 

 
---------- 

a )  
La recta 74 += xy  como pendiente m = 4. 
 
La pendiente a una función en un punto es el valor de la derivada en ese punto. 
 

( ) ⇒=−=−=+−⇒==⇒+−= 043;;0123;;441234'4123' 222 xxxxxxmyxxy  
 

( ) ( )

( ) ( )








−⇒−=+−=++−=⇒=

⇒=⇒=

⇒

8,4824966484·44·6444

8,0800

2
23

2

11

Tyx

Tyx

. 

 
b )  

La función ( ) 42 −= xxf  puede redefinirse de la forma: ( )






>+−

≤−
=

24

24
2

2

xsix

xsix
xf . 

 
La representación gráfica de la situación es 

la que indica la figura adjunta. 
 
Los puntos A(1, 3) y B(4, 12) son los puntos 

de corte de la función ( ) 42 −= xxf  con las rectas 

x = 1 y x = 4, respectivamente. 
 
De la observación de la figura se deduce el 

área a calcular, que es la siguiente: 
 

( ) ( ) =−++−= ∫∫
4

2

2
2

1

2 ·4·4 dxxdxxS  
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
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




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2
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3

4
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3

1
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2

4
3

4
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4
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1
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Su ==−=−=+−−+−++−= 2
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2º) a ) Determinar los extremos absolutos de la función ( ) 442 +−= xxxf  en el intervalo 
[1, 4]. 
 
b ) Aplicando la definición, estudiar la continuidad y derivabilidad de la función f dada 

por ( )








≤<
−

≤≤−
=

21
1

10
2

2

xsi
x

xL

xsixx
xf  en el punto x = 1, donde L denota logaritmo neperiano. 

---------- 
a )  

La función ( ) 442 +−= xxxf  es una parábola convexa ( )∪  cuyo mínimo absoluto 
es el punto siguiente: 

 
( ) ( ) [ ]4,12022042' ∈=⇒=−⇒=−= xxxxf . 

 
( ) ( ) ⇒⇒=+−=+−= 0,2(048442·422 2 Af  Mínimo absoluto. 

 

( )
( )

( )
⇒

















=+−=+−=

−=+−=+−=
⇒+−=

54161644·444

144141·411

44
2

2

2

f

f

xxxf Máximo absoluto: x = 4. 

 
Máximo absoluto del intervalo [1, 4] → B(4, 4). 

 
b )  

La función ( )








≤<
−

≤≤−
=

21
1

10
2

2

xsi
x

xL

xsixx
xf  es continua en R, excepto para x = 1, cuya 

continuidad vamos a estudiar. 
 
Para que la función f(x) sea continua para x = 1 tiene que cumplirse que los lími-

tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la función en ese 
punto: 
 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )xf
x

lím
fxf

x

lím

x

xL

x

lím
xf

x

lím

fxx
x

lím
xf

x

lím

xPara +−

+

−

→
==

→
⇒




























=
−→

=
→

==−
→

=
→

⇒=
1

1
1

(*)0
111

01
11

1
2

2

. 

 

( ) { } =
→

=
→

⇒⇒⇒=
−→

=
−→ x

xL

x

límx
xL

x

lím
HopitalLIn

x

xL

x

lím

x

xL

x

lím

1
·2

1

1
··2

1
´.det

0

0

1111

22

 

 

0
1

0
·2 == .      (*) 
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La función f(x) es continua para x = 1. 

 
Una función es derivable en un punto cuando existen sus derivadas laterales en 

ese punto y además son iguales. 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )








≤<
−

−−
≤≤−

=⇒








≤<
−

−−
≤≤−

=
)2(21

1

22·

101

1'
)1(21

1

22·

1021

'
22

xsi
xx

xLxxxL

xsi

f
xsi

xx

xLxxxL

xsix

xf  

 

(1) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )22

2

1

22·

1

1·1·
1

··2
'

−
−−=

−

−−
=

xx

xLxxxL

x

xLx
x

xL
xf . 

 

(2) ( ) ( )
( ) { } ⇒⇒⇒=

−
−−

→
=

→
HopitalLIn

xx

xLxxxL

x

lím
xf

x

lím
'.det

0

0

1

22·

1
'

1 2
 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) =

+−−

−+−−

→
=

−+−

−−−+−−

→
⇒

xxx

xLxLxL
x

x

lím

xxx

xLxLxLxx
x

x

lím

211

2
2

112·1

102·22·
1

1

2

2
 

 

( )( ) { } ⇒⇒⇒=
+−

−−

→
=

−−

−−

→
= HopitalLIn

xx

xL
x

x

lím

xx

xL
x

x

lím
'.det

0

0
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2
2

1131

2
2

1 2

22

 

 

1
2

2

46

02

46

1
·2

2

1

2

==
−
−=

−

−

→
⇒

x
x

xL
x

x

lím
. 

 
( ) ( ) ⇒≠ +− 1'1' ff La función f(x) no es derivable en x = 1. 
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3º) a ) Determinar, en función del parámetro α, el rango de la matriz 
















−
−

=
aa

a

A

3

101

11

. 

 
b ) Sea C una matriz 2x2 de columnas C1 y C2 y de determinante 5, y sea B una matriz 
2x2 de determinante 2. Si D es la matriz de columnas 4C2 y C1 – C2 , calcular el deter-
minante de la matriz B · D-1. 

---------- 
 
a )  

( ) 3;;003;;03;;03

3

101

11

21
22 −==⇒=+−=−−=−+−−=−

−
= aaaaaaaaaa

aa

a

A . 

 
Para α ≠ 0 y α ≠ -3 → Rango A = 3. 

 

{ } 2

003

101

101

0 21 =⇒=⇒
















−
−

=⇒= ARangoFFAaPara . 

 

2

333

101

131

3 =⇒
















−−
−
−−

=⇒−= ARangoAaPara . 

 
Para α = 0 y α = -3 → Rango A = 2. 

 
 
b )  

=−==+=−+=−= 2112122212212 ·4·404444 CCCCCCCCCCCCCD  

 
D=−=−= 205·4 . 

 
 Se han tenido en cuenta para hacer lo anterior las siguientes propiedades de los 
determinantes: 
 
1ª.- Si se multiplican o dividen todos los elementos de una línea de una matriz, su de-
terminante queda multiplicado por dicho número. 
 
2ª.- Si los elementos de una línea de una matriz se descomponen en dos sumandos, su 
determinante es igual a la suma de los dos determinantes obtenidos al considerar por 
separado cada sumando de esa línea, y el resto de las líneas iguales a las del determinan-
te inicial. 
 
3ª.- Si se intercambian dos líneas de una matriz, su determinante cambia de signo. 
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4ª.- Si una matriz tiene dos líneas paralelas proporcionales, su determinante es nulo. 
 
 Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es el produc-
to de los determinantes de las matrices: 
  

10

1

20

21
··· 11 −=

−
==== −−

D

B

D
BDBDB . 

 

10

1
· 1 −=−DB  

 
********** 
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4º) Sea s la recta de ecuaciones paramétricas 








=
−−=

+=
≡

1

1

23

z

ty

tx

s . 

a ) Hallar la ecuación de la recta r que pasa por el punto P(1, 0, 5) y corta perpendicu-
larmente a la recta s. 
 
b ) Hallar la ecuación del plano que contiene a r y a s. 
 

---------- 
a )  
 Un vector director de la recta s es ( )0,1,2 −=sv . 
 
 El haz de planos α perpendiculares a la recta s tiene como vector normal al vector 
director de la recta; su ecuación general es 02 =+−≡ Dyxα . 
 
 De todos los infinitos planos del haz α, el plano π que contiene al punto P(1, 0, 5) 
es el que satisface su ecuación: 
 

( ) 0222;;02;;001·2
5,0,1

02
=−−≡⇒−==+=+−⇒



=+−≡

yxDDD
P

Dyx
π

α
. 

 
 El punto Q de intersección de la recta s y el plano π es el siguiente: 
 

( ) ( ) ⇒−=−==−+++=−−−−+⇒













=−−≡









=
−−=

+=
≡

1;;55;;02146;;02123·2

022

1

1

23

tttttt

yx

z

ty

tx

s

π

 

 

( )1,0,1

1

011

123

Q

z

y

x

⇒
















=
=+−=

=−=
⇒ . 

 
 La recta r pedida es la que pasa por los puntos P y Q. 
 
 Los puntos P y Q determinan el vector ( ) ( )4,0,01,0,1)5,0,1( =−== QPvr . 
 
 La expresión de r, dada por unas ecuaciones paramétricas, es la siguiente: 
 









+=
=
=

≡
λ1

0

1

z

y

x

r  
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b )  

Para hallar la ecuación del plano β que contiene a r y a s tenemos en cuenta que se 
cortan, por lo cual se puede determinar considerando que los vectores directores del 
plano son los vectores directores de las rectas y como punto puede tomarse cualquier 
punto de una de las rectas, por ejemplo: P(1, 0, 5).  

 

( ) ( ) 0484;;0814;;0

400

012

51

,; =+−−=−−−=−
−−

≡ yxyx

zyx

vvP rsβ . 

 
012 =−+≡ yxβ  

 
********** 
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