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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Indicaciones:  
 
1.-Optatividad: El alumno deberá escoger una de las dos opciones, pudiendo desarrollar 
los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee. 
2.-Calculadora: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no admitan 
memoria para texto ni representaciones gráficas). 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. Deben figurar explícitamente 
las operaciones no triviales, de modo que pueden reconstruirse la argumentación lógica 
de los cálculos. 
 
OPCIÓN A 
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a ) Calcular, cuando sea posible, las matrices C · BT, BT · C y B · C. 
 
b ) Hallar α para que el sistema CByAx 4·· =+  de tres ecuaciones y dos incógnitas x, y, 
sea compatible determinado y resolverlo para ese valor de α. 
 

---------- 
a )  
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Nota: Para que el producto de dos matrices pueda efectuarse el número de columnas de 
la primera tiene que ser igual al número de filas de la segunda. 

 
b )  
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 Se trata de un sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas. Según el teorema de 
Rouché-Fröbenius, para que sea compatible determinado es necesario que los rangos de 
las matrices de coeficientes y ampliada sean ambos iguales a dos. 
 

 La matriz ampliada es 
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Para que el sistema dado sea compatible determinado tiene que ser α = -1. 

 

 Para α = -1 el sistema resulta ser 
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2º) Sean los puntos A(1, 2, -1), P(0, 0, 5), Q(1, 0, 4) y R(0, 1, 6). 
 
a ) Hallar la ecuación de la recta r que pasa por el punto A, es paralela al plano π que 
pasa por los puntos P, Q y R, y tal que la primera componente de su vector director es 
doble que la segunda. 
 
b ) Hallar la distancia del punto A al plano que pasa π por P, Q y R. 
 

---------- 
a )  
 Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores: 
 
 ( ) ( ) ( )1,0,15,0,04,0,1 −=−=−== PQPQu . 
 
 ( ) ( ) ( )1,1,05,0,06,1,0 =−=−== PRPRv . 

 Los puntos P, Q y R determinan el plano ( ) ;;0

110

101

5

,; =−
−

≡
zyx

vuPπ  

0505 =−+−≡⇒=−+− zyxyxz π . 

 
 Un vector normal del plano π es ( )1,1,1 −=n , 
 
 El vector director de la recta r es de la forma ( )ammvr ,,2= . 
 
 Por ser r paralela a π, el vector director de la recta ( )ammvr ,,2=  y el vector 

normal del plano ( )1,1,1 −=n  son perpendiculares, por lo cual, su producto escalar es 
cero: 
 
 ( ) ( ) ( )1,1,2;;02;;0,,2·1,1,10· −=⇒−==+−=−⇒= rr vmaammammvn . 

 
 La recta r, expresada por unas ecuaciones paramétricas, es la siguiente: 
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b ) 

La distancia del punto ( )0000 ,, zyxP  al plano  0=+++≡ DCzByAxπ viene dada por 

la fórmula ( )
222

000
0,

CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
Aplicándola al plano 05=−+−≡ zyxπ  y al punto A(1, 2, -1), es: 
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3º) Sea la función  ( )

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10 . Halla α, b y c sabiendo que f(x) es conti-

nua en ( )∞,0 , la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa 
16

1=x  es paralela a la recta 

34 +−= xy , y se cumple que ( ) 2·
1
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e

dxxf . 

---------- 
 

Para que la función sea continua para x = 1 tiene que cumplirse que los límites 
por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la función en ese 
punto: 
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 La pendiente de la tangente a una función en un punto es el valor de la derivada 

en ese punto. Para 
16

1=x  la función es ( ) bxxaxf +=  y la derivada ( ) b
x

a
xf +=

2
' . 

 
 La tangente tiene la misma pendiente que la recta 34 +−= xy  por ser paralela a 
ella, por lo cual: 
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 Las ecuaciones (1) y (2) determinan el sistema 
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El valor de la integral indefinida ∫ dxxL ·  se obtiene mediante el método de inte-

gración por partes, del modo siguiente: 
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( )1−=−=−= ∫ xLxxxLxdxxLx . Sustituyendo este valor en (*): 

 
 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]{ } ( )[ ] 2;;21011··;;21·11··;;21· 1 ==+−−=−−−=− cecxLeLecxLxc e . 
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4º) a ) Estudiar el crecimiento de la función ( ) 33 23 −+= xxxf . 
 
b ) Probar que la ecuación 033 23 =−+ xx  tiene exactamente tres soluciones reales. 
 

---------- 
a )  
 La función ( ) 33 23 −+= xxxf , por ser polinómica es continua y derivable en su 
domino, que es R. 
 
 Una función es creciente cuando su derivada es positiva y decreciente cuando es 
negativa. 
 

( ) ( ) 0;;202363' 21
2 =−=⇒=+=+= xxxxxxxf . 

 
Los valores que anulan la derivada dividen el dominio de f(x) en tres intervalos 

en los que la función es creciente o decreciente, alternativamente, en los tres intervalos, 
que son ( )2, −∞− , ( )0,2−  y ( )∞+,0 . 

 
Considerando el valor sencillo x = 1 perteneciente al intervalo ( )∞+,0 , se tiene: 
 

( ) ( ) Crecientef ⇒>=+= 0621·31' . 
 
De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la fun-

ción f(x), que son los siguientes: 
 

( ) ( ) ( )∞+∪−∞−∈⇒>⇒ ,02,0' xxfoCrecimient  

 
( ) ( )0,20' −∈⇒<⇒ xxfntoDecrecimie  

 
b )  
 Sabiendo que la función ( ) 33 23 −+= xxxf  tiene extremos relativos para x = -2 y 
para x = 0, según los periodos de crecimiento y decrecimiento determinados, para x = -2 
tiene un máximo relativo y para x = 0 tiene un mínimo relativo. 
 
 Como quiera que f(0) = -3 y ( ) ( ) ( ) 01312832·322 23 >=−+−=−−+−=−f , según el 
teorema de Bolzano, en el intervalo (-2, 0) la ecuación 033 23 =−+ xx  tiene exactamente 
una raíz real (primera). 
 
 Siendo f(0) = -3 y la función f(x) creciente en (0, +∞), necesariamente la ecuación 
dada tiene una y solo una raíz real mayor que cero. Por ejemplo, y recurriendo de nuevo 
al teorema de Bolzano, ( ) 0133131·311 23 >=−+=−+=f , lo que significa que en intervalo 
(0, 1) la ecuación 033 23 =−+ xx  tiene una raíz real (segunda). 
 
 Por un razonamiento similar al anterior, siendo f(-2) = 1 y f(x) creciente en el in-
tervalo ( )2, −∞− , la ecuación dada tiene una y solo una raíz real menor que -2. Por 
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ejemplo, aplicando el teorema de Bolzano: ( ) ( ) ( ) 033272733·333 23 <−=−+−=−−+−=−f , 
lo que implica, necesariamente, que la ecuación 033 23 =−+ xx  tiene una raíz real en el 
intervalo (-3, -2), que es la tercera y última raíz real de la ecuación. 
 

********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Sea 


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a ) ¿Para qué valores de α la matriz A es inversible? 
 
b ) Estudiar el rango según los valores de α. 
 

c ) Hallar α para que se cumpla que AA
4

11 =− . 

---------- 
a )  

Una matriz es inversible cuando su determinante es distinto de cero. 
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b )  
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Para α = 0 el rango de A es uno y para α ≠ 0 el rango de A es tres. 

 
c )  

 Para hallar la matriz inversa de 
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Gauss-Jordan. 
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Para que sea 2
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2º) Sean los puntos P(1, 4, -1), Q(0, 3, -2) y la recta 




=−
=

≡
4

1

zy

x
r . 

 
a ) Hallar la ecuación del plano β que pasa por el punto P, por un punto R de la recta r y 
es perpendicular a la recta que pasa por Q y R. 
 
b ) Hallar el ángulo que forman la recta r y el plano 03=−−≡ yxπ . 
 

---------- 
a )  

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es 








=
+=

=
≡

λ
λ

z

y

x

r 4

1

. El punto R, 

por pertenecer a r, tiene la expresión de la forma: ( )λλ,4,1 +R . 
 
 La recta s que pasa por los puntos Q(0, 3, -2) y ( )λλ,4,1 +R  tiene como vector 
director a cualquiera que sea linealmente dependiente del vector que determinan estos 
dos puntos, que es ( ) ( )2,1,12,34,01 ++=+−+−== λλλλQRvr . 
 
 El haz de planos perpendiculares a la recta s tiene una ecuación general de la 
forma ( ) ( ) 021 =+++++≡ Dzyx λλγ . 
 
 De los infinitos planos que componen el haz γ, el plano β, por pasar por los pun-
tos P y R, es el que satisface sus ecuaciones: 
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;;02441;;02141
1,4,1

021
=+−−++=++−++⇒





−
=+++++≡

DD
P

Dzyx
λλλλ

λλγ
 

 
033 =++ Dλ .     (1) 

 

 
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ;;02141
,4,1

021
=++++++⇒





+
=+++++≡

D
R

Dzyx
λλλλ

λλ
λλγ

 

 
0572;;02441 222 =+++=+++++++ DD λλλλλλλ .     (2) 

 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 ;;0242;;033572
33

0572

033
22

2
=++=−−++⇒

−−=→





=+++
=++

λλλλλ
λ

λλ
λ D

D

D
 

 
( ) DD ==−=−=⇒=+=++ 033;;101;;012 22 λλλλ . 

 
 El plano β pedido es:  0=+≡ zxβ . 
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b ) 
 Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un esquema de la situación: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 El ángulo δ que forman el plano 03=−−≡ yxπ  y la recta 




=−
=

≡
4

1

zy

x
r  es el com-

plementario del ángulo φ que forman el vector  ( )1,1,0=rv , director de r, y el vector n , 

normal al plano π, que es ( )0,1,1 −=n  
 
 Sabiendo que el ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de pro-
ducto escalar: 
 

 ( ) ( )
( )

=
+−+++

−===⇒=
222222 011·110

0,1,1·1,1,0

·

·
coscos···

nv

nv
sennvnv

r

r
rr δϕϕ  

 

º330;;º210
2

1

2·2

1

11·11

010
21 ==⇒−=−=

++
+−= δδ . 

 
La interpretación adecuada es el plano π y la recta r forman un ángulo de 30º. 

 
********** 
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3º) Sea la función ( )
2

2

+
−=

x

x
xf . 

 
a ) Calcular sus asíntotas y estudiar su crecimiento y decrecimiento. 
 
b ) Dibujar el recinto comprendido entre la recta y = 1, la gráfica de la función f(x), el 
eje OY y la recta x = 2; calcular el área de dicho recinto. 
 

---------- 
 
a ) 

Las asíntotas de la función son las siguientes: 

Horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a valer 
infinito; son de la forma y = k. 
 

 ( ) y
x

x

x

lím
xf

x

lím
ky ==

+
−

±∞→
=

±∞→
== 1

2

2 . 

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador: 202 −=⇒=+ xx . 

 
 Oblicuas: No tiene. 
 
 (Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que el grado 
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador). 
 
 Teniendo en cuenta que el dominio de la función es ( ) { }2−−⇒ RfD , los intervalos 
de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )222 2

4

2

22

2

1·22·1
'

+
=

+
+−+=

+
−−+=

xx

xx

x

xx
xf . 

 
( ) ( ) .min,0' iodosuencrecienteesfunciónLafDxxf ⇒∈∀>  

 
 
b ) 
 Para calcular la superficie pedida debemos tener en cuenta que en el intervalo co-
rrespondiente a la misma, todas las ordenadas de la asíntota horizontal y = 1 son mayo-
res que las correspondientes ordenadas de la función, lo que facilita su cálculo, como se 
hace a continuación: 
 

( )[ ] ∫∫∫∫ +
=

+
+−+=









+
−−=−=

2

0

2

0

2

0

2

0

·
2

4
·

2

22
·

2

2
1·1 dx

x
dx

x

xx
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Haciendo el cambio de variable adecuado, así como los límites de integración co-

rrespondientes, resulta: 
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( ) ( ) SuLLLLL =≅=−=−= 22 77'224222·422·4 . 

 
 La representación gráfica, aproximada, de la función es la siguiente: 
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4º) Determinar, de entre los triángulos isósceles de perímetro 6 metros, el que tiene área 
máxima.  

---------- 
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 Sustituyendo el valor de h en la fórmula de la superficie, queda: 
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Como se aprecia, se trata de un triángulo equilátero. 

 
 A continuación se justifica que el área es máxima. 
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