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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Indicaciones:

1.-Optatividad:El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo desarr
los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.-CalculadoraSe permitira el uso de calculadoras no programables (que no admi
memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pru&m observaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiede
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitame
las operaciones no triviales, de modo que pueden reconstruirse la argumentacion I¢
de los célculos.

OPCION A

. ). . i : 5 2
19 a ) Resolver la siguiente ecuacion matricial A=B-C, siendo Az(s J,
2 1 1 -1
B= yC= :
(3 —2] (1 2)

b) Sean E F, y R las filas de una matriz cuadrada de orden 3 cuyo determinante v:
5. Calcular razonadamente el valor del determinante de la matriz cuyas filas son res
tivamente3r,-F,, F, y 2F,.
a)

X - A= B-C. Multiplicando por la derecha los dos términos pdr A

X AR=(BQg-A; X I=(B-9- A'= x=(B-C)-A*. (1)

5 2 5 3 1 -2 -1 2
|A|=‘ ‘:5—6:—_1. ATz( J AdjdeATz( 3 5J:>A‘1:(3 J
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Sustituyendo los valores obtenidos en (1) y operando:

L (1 2 (-1 2 -6 2-10
ey L0 S )
2 -4) 3 -5) (-212 4+20

e

X =
-14 24
b)

Para la resolucion del apartado se van a utilizar las siguientes propiedades:

.- Si un determinante tiene dos lineas iguales o proporcionales, su valor es cero.

.- Si todos los elementos de una fila o columna se descomponen en dos 0 ma:
mandos, entonces el determinante es igual a la suma de los determinantes que t
en esa fila o columna el primero y segundo sumandos, respectivamente, y en las
mas los mismos elementos que el determinante inicial.

.- Si los elementos de una linea (fila o columna) se multiplican o dividen por |
numero, el valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho nimero

3 3F,-F,| [3F| |-F,| [3F, 3
FRl=56=| F, |=|FR |+ F |=|F, |+ & 3-2{F,|= 6-5=30.
F, oF, | [2F,| |2F,| |2R, F,
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2°) Sea el punto A(1, 1, 3) y la recta {;:;+ 2:0.

a ) Calcular el plano perpendicular a la recta r y que pase por A.

b ) Calcular la distancia del punto A a la recta .

a)
X==-2+A
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas gs- A
z=2
Un vector director de r eg =(1, 1, 0).

El haz de planos perpendiculares a la recta r tiene como vector normal al ve
director de la recta r y su expresion genergdes+y+D =0.

De todos los infinitos planos del hfzel planor pedido es el que contiene al
punto A(1, 1, 3), por lo cual, tiene que satisfacer su ecuacion:

L=Ex+y+D=0
A1 1 3)

}:> B1+D=0;;,2¢D=0;;D=-2= m=x+y-2=0.

b)
La distancia d del punto A a la recta r puede determinarse teniendo en cuenta
Q(-2, 0, 2) es un punto de rw =(1, 1, 0) es un vector director de la recta r.

Para facilitar la comprension del ejercicio
hacemos un grafico aproximado de la situacion.

Teniendo en cuenta que=d-|v,

y que
también puede seB:‘T DGA‘, se deduce que la

o v 0QA
distancia es:d =1——
VI'
QA=A-Q=( 11 3-(- 202=(311).
i ] ok
1o
VOQA |8 1 1) |i+k-&-j| _[i-j-2k| _P+(-12+(-2)

d(A, r)=

—_—

CJE+r+0? V14140 J2 V2

\Y/

r




_ [1+1+4
2

=+/3 unidades=d(A, r).

Otra forma de resolver el problema es el siguiente:

El punto de interseccion del planoy la recta r es la solucion del sistema que
forman:

X=-2+A
r=qy=A4

o = (-2+2)+1- 2 0;- 4 2=0;- 2A=0;1=2=>N(0,2 2).
m=x+y-2=0

La distancia entre el punto A(1, 1, 3) y la recta r es la misma que la distancia
tre los puntos Ay N:

dA r)=AN=y( & F+(2 P +(2 9 =/ 1+1=+/3 unidades
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3°) Sea la funcionf(y= ¥ -e*. Determinar sus intervalos de crecimiento y decreci

miento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad, puntos de inflex
y asintotas. Esbozar su grafica.

La funcién esta definida para cualquier valor real de x.
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) son los siguientes:

Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivac
positiva 0 negativa en ese punto, respectivamente.

=0= x=0;; x,=2.

X

— . X 2 _
f'(X): 2X'é<ezx)(2 e :2Xe X :X(ZGX X)

Por sere #0, OxOR, las raices encontradas dividen el dominio de f(x) en tre

intervalos que son, alternativamente, crecientes y decrecientes, por lo cual, basta

estudiar uno de ellos, por ejemplo el intervalo (0, 2), (al que pertenece el valor senc
2-1_1
x=1): f'\1)= ==>0.
;)=

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que sol

Crecimient : x((0, 2) ;; Decrecimi@to: x((-co, 0)1(2, +)

Los maximos y minimos relativos de la funcion f(x) son los siguientes:

, . . . f'lx)]=0
Un maximo relativo existe para los valores de x que cumpler{ 19%20'
X

. . . f'(x)=0
Un minimo relativo existe para los valores de x que cumple ]gLi :>0'
X

f'X)=0= x=0;; x,=2.

2 f "(0)=£0 =2>0 = Minimo relativo = 0O(0, 0)
f"(X)=X —4X+2:> e |
¢ f(2)= 4_§+2 <0 = Méaximo relativo = A{Z, ei;j

Una funcion tiene puntos de inflexion para los valores que anulan la segunda
rivada y hacen distinta de cero a la tercera derivada.

a2 2 € - X2 x) € _ 2-2x-2x+x* _ X' —4x+2
(x)= - _ |

X

e e* e




2 _ —
fr)=0 = XTHH2_ g aipm0n xe 41«/216 8=412\/§=4122\/§=
€

= 2J2= x=2-V2;; x, =2+42.

f(Z—\/_Z)Df(0586)=§?—5§§=03—43= 020= P .| = B( 059 020).

f(2e42)0f(314)= ji}f:;;f;: 038= P .| = C( 341 038).

A
Y 16

N

_.,
—
>
N
1
m|><
X

—
H
\

2 A O 1 2 3 4 5 6 x

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas.

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcion cuando x tiende a ma
menos infinito; son de la forma y = k.

lim x2 _

y=k= f(x)= Z-=— = Indet = {L'Hopital} = fim Z—i(:ﬁzlndet.:
X - © X -5 00e 00 X > 00e 00
:{L'Hopital}: ! %—E:Q.
X > o0t o
] ) Rt
yok= lim f(x)= lim X_x: lim ( :) oo
X - —00 X - —o00oe X -0 e

El semieje positivo OX es asintota horizontal de f(x).

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.



g 20, OxOR = No tiene asintotas verticales

Oblicuas: Las asintotas horizontales y oblicuas son excluyentes.

La funcidn f(x) no tiene asintotas oblicuas.

Con los datos obtenidos puede dibujarse, aproximadamente. la grafica de f
gue es la que aparece en la figura adjunta.
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4% a ) Hallar el punto en el que la recta tangente a la grafica de la funci
f(x)= x*—x+4 es paralela a la recta=5x-7.

b ) Calcular el area delimitada por la parabola de ecuaci®® y la rectay = 2x+ 4.

a)
La pendiente a una funcion en un punto es el valor de la derivada de la funciér

ese punto. La pendiente de la recta dada es m = 2.

f(Y=m= X-1=2;; 2x=3= x:§.

b)
Los puntos de corte de la parabola y la recta ‘
son los siguientes:

y=2X

= 2= X+4;;2-X%-4=0;;

y=2x+4 \/
\

_1x4/1+8 :11@ _1#3_

X =-x-2=0:: X

2 2 2
y=2x+4
x=-1- A-12)
=
% =2~ B(28)
A\
La representacion grafica de las dos funciones D

: g ) 1 >
es, aproximadamente, la que indica la figura. 0O 1 2X

Como puede apreciarse, en el intervalo correspondiente al area a calcular, la
denadas de la recta son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas
parabola.

De la observacion de la figura se deduce que el area pedida es la siguiente:

2 2
S—-jl[( 2% )- 2>%] -dx=j;(‘ 2X + 2x+ 4)'dx={—2—?)’(3+2)2(2 +4x]l={—2—§+ x2+4x]l=



:(_ 2'323 + 2?+4.2j{_ 2(—31)3 +(- 92+ 4. (1) _ 16 2

+4+8-2-144=15-8-15 6=09.
3 3 3

S=9u®.
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OPCION B

. . . Xx-y=1
1°) Sea el sistema de ecuaciones lin {2 :
- X+ my=1-2m

a ) Discutir el sistema segun los valores de m.

b ) Hallar los valores de m para los que el sistema tenga alguna solucion en la que x

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son, respectivamente, las siguientes:

m - m -1 1
A= y A= :
(—1 mj (—1 m 1- ZmJ
El rango de A en funcion del parametro m es:

A=

Ao me-1=0 =—1m =1
Cl=m-1=0= m=-1m =1.

m#
Para{ m;tl} = RangoA RangoA=2=r? incég = Compatibledeterminado.

Param =-1 es\=(:i - j y A':(_i _i g — Rango A=1yRango A’ =.2

Param=-1= RangoA=1;; RangoA'=2= Incompatile.

Param=1 es.\:(_ll _1] y A'=(_11 _11 _1] — Rango A = Rango A’ =1

Param=1= RangoA RangoA=1< r? incog = Compatible indeterminado.

b)
. 2m-y=1 . . .
Para x = 2 el sistema es . Resolviendo por igualacion:
-2+ my=1-2m

2m-y=1 - y=am-1 -
y 3-2m = 2m—1:m S 2mM-mE 3-2m ;2 +m—-3=0 ;;
my+ 2n=1+2

Y T m
~ 141424 -1+/25 -1+5 N
4 4 4

N |
3
I
=
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2°) a ) Dados el punto A(3, 5, 1), la remtaxT_l: y+2=z+1 Yy el plano de ecuaciéon

n= 3x- 2y+5z+5=0, determinar el punto B de tal que la recta AB sea paralela a la
rectar.

b ) Hallar las coordenadas de un vector de médulo 1 que sea perpendicular a los v
resPQ y PR, siendo P(1, 3, -1), Q(2, 0, 1) y R(-1, 1, 0).

a)
Un vector director de la rectar es=(2, 1, 1).
x=3+24
La expresion de la recta AB por unas ecuaciones paramétricgseg=5+1 .
z=1+A
El punto B pedido es la interseccion del plaromn la rectass:
1= 3X— 2y+52+5=0
=3+24
X — 83 2)- 45+ 1)+ 1+1)+5=0;;
g =9Y=5+/
z=1+A
x=3-2=1
9 b~ 18 2+ 5 A+ 5 0;; A+9=0;;1+1=0;; A=-1= {y=5-1=4; = B(1, 4, 0).
z=1-1=0
b)

PQ=Q-P=(20)-(13-9=(1-3 2).
PR=R-P=(- 11 0-(13-9=(-2-22).

Un vector perpendicular a los vectoe® y PR es cualquier vectow que sea
linealmente dependiente a su producto vectorial.

i ]k
‘W=PQOPR=| 1 -3 2/=-i6 #- R- 16+ 4~ 2=-2-6-&=(-2 -6 -8)=
-2 -2 2

= w=(13 4).

El vector pedidom es un versor dev, 0 sea, el vector de modulo 1 de la misma

—_—

direccion quew: m=— = (134) _ (134 _(134)

_‘W‘ S+ a2 J1+9+16 /26

Los dos vectores que cumplen la condicion son los siguientes:
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3°) Se desea construir un depdsito de chapa (en forma de prisma recto, abierto y de
cuadrada) con una capacidad de 32.000 litros. ¢, Cuales han de ser las dimensione
depdsito para que se precise la menor cantidad de chapa posible en su construccior

32000
et (*)

X

V=x* h=32000/ odn? = h=

La superficie del envase eS= x +4xh y que, te-
niendo en cuenta el valor de h se puede poner de la forn
siguiente:

s 3
// S= )(2+4Xh: X2+4X- 3i8002x2+ 12?00:)( +1X28300

El coste es minimo cuando la superficie de chapa es la menor posible.
La superficie es minima cuando su derivada sea cero:

_ 3¢ x=(x+ 128000 -1_3x*-x*- 128000 &°-128000_

NG NG NG

Sl

0= 2°-128000=0 ;;

x> — 64008 0 ::x°= 64000= 40 :: x=40dm.

Sustituyendo el valor de x en (*) obtenemos el valor de h:

_ 32000 _ 32000 _ 320

h 2
402 160C 16

=20dm.

El depésito es un prisma cuadrangular regular de 40 dm de base y 20 dm de altur
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4°) a ) Enunciar e interpretar geométricamente el teorema de Rolle.
b ) Hallar la primitiva def(x)= x*-Lx cuya grafica pasa por el punto P(1, 2).

a)
El teorema de Rolle se puede enunciar diciendo:

Si f(x) es una funcidn continua en el intervaip ] y derivable end| b) y si se
cumple que ) = f(b), existe al menos un puntal(a, b) tal que f'(x) = 0.

La interpretacion geométrica del teorema de Rolle es la que se indica en el gré
siguiente.

YA

f(x)

f(a) f(b)

o X1 O Xo X3 b X

Existe al menos un valog xomprendido entre y b para el cual la tangente a la
curva es horizontal. Pero para que esto sea asi es imprescindible que la funcién se
rivable en todos los puntos del intervalo.

De forma sencilla puede decirse que, si una funcién continua y derivable lleg
la misma altura para dos valores distintos de x, en algun punto entre los dos val
tendra tangente horizontal.

b)

1
Lx=u—>du=;-dx y & 1 y L
F()a:sz'LX'dX: )gidxzdv V=X_3 :LX'E_I?';'dX: Lx_gsz'dxz
3

3 3
:X_LX_E.X_+ C:} )(3(3LX—1)+C:F(X)
3 3 3 9

Si F(x) pasa por el punto P(1, 2) tiene que cumplirserdlle 2:



Ol

*1( 3 2 )wC= 2;{ 3.6 }+ £=18;;9C=19;; c:%’.

F(x):éxs(SLx—l)+139 = F(x):é[xs(fﬂLx—])+19].
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