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MATEMÁTICAS II          Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Indicaciones:  
 
1.-Optatividad: El alumno deberá escoger una de las dos opciones, pudiendo desarrollar 
los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee. 
2.-Calculadora: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no admitan 
memoria para texto ni representaciones gráficas). 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. Deben figurar explícitamente 
las operaciones no triviales, de modo que pueden reconstruirse la argumentación lógica 
de los cálculos. 
 
OPCIÓN A 

 

1º) Discutir, y resolver cuando sea posible el sistema de ecuaciones 
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según los valores del parámetro m. 
----------  

a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
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 El rango de la matriz ampliada es, en función de m, el siguiente: 
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( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) 1,101111111211 21

222 =−=⇒=−+=−−+=−−=−+−= mmmmmmmmmmm . 

 
 El rango de la matriz de coeficientes, cuyas filas primera y tercera son proporcio-
nales, tiene rango dos para cualquier valor real de m, excepto para m = 1 y m = -1, en 
cuyos casos el rango es uno. 
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b ) 

 Para m = 1 el sistema es 








=+
=+
=+

222

1

1

yx

yx

yx

, equivalente a { 1=+ yx . 

 

R
y

x
Solucíón ∈∀





−=
=

λ
λ

λ
,

1
: . 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
2º) Sean π el plano que pasa por los puntos A(1, -1, 1), B(2, 3, 2), C(3, 1, 0) y r la recta 

dada por 
2
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a ) Calcular el ángulo que forman la recta r y el plano π. 
 
b ) Calcular los puntos de r que distan 6 unidades del plano π. 
 

---------- 
a ) 

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores: 
 
 ( ) ( ) ( )1,4,11,1,12,3,2 =−−=−== ABABu . 
 
 ( ) ( ) ( )1,2,21,1,10,1,3 −=−−=−== ACACv . 

 Los puntos A, B y C determinan el plano ( ) ;;0
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;061336;;0132821234 =−−+−−=−+−−−+−+−− zyxyxzzyx  

 
( ) ( ) 052202162;;03132 =−+−≡⇒=++−−=+−−− zyxzyxzyx π . 

 
 Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un esquema de la situación: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El ángulo α que forman el plano π y la recta r es el complementario del ángulo 
que forman el vector  rv , director de r, y el vector n , normal al plano π. 
 
 El vector director de r es ( )2,1,2 −=rv  y el vector normal de π es ( )2,1,2 −=n , 
que como se observa son iguales, lo que significa que: 
 

La recta r y el plano π son perpendiculares. 
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b ) 

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es 
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 El punto P genérico de r es ( )λλλ 23,6,27 +−−−+P . 
 

Sabiendo que la distancia del punto genérico ( )0000 ,, zyxP  al plano genérico de 

ecuación 0=+++≡ DCzByAxπ  es ( )
222

000
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=π ; aplicándola al punto P 

y al plano 0522 =−+−≡ zyxπ , sabiendo que la distancia es de 6 unidades: 
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( ) ( )9,3,171,7,91 21 −−⇒−=−−⇒= PParayPPara λλ . 

 
Los puntos de r que distan 6 unidades de π son P1(9, -7, -1) y P2(1, -3, -9). 
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3º) Hallar la función polinómica de grado 3 sabiendo que su gráfica pasa por P(1, 0), 
que tiene por tangente en el punto de abscisa x = 0 la recta 12 += xy , y que su integral 
entre 0 y 1 valga 3. 

---------- 
 
 Sea la función pedida ( ) DCxBxAxxf +++= 23 . 
 
 Por pasar por P(1, 0): ( ) 001 =+++⇒= DCBAf .     (1) 
 
 Por tener la tangente para x = 0 una pendiente m = 2: 
 
 ( ) ( ) 223'20' 2 =⇒++=⇒= CCBxAxxff . La función es: ( ) DxBxAxxf +++= 223 . 
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241243;;36121243 =++=+++ DBADBA .     (2) 

 
El punto de tangencia es común a la función y a la tangente, por lo cual tiene que 

ser ( ) 110·20 =+=y , lo cual significa que el punto Q(0, 1) pertenece a la función: 
 

( ) 110 =⇒= Df . 
 

El sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) resulta: 
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La función resulta: ( ) 122124 23 +++−= xxxxf . 
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4º) Sea la función ( ) 2xexf −= . Calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, 
extremos relativos, puntos de inflexión y asíntotas. Esbozar su gráfica. 
 

---------- 
 
 Por ser ( ) ( ) ( )xfeexf xx ===− −−− 22

, la función se simétrica con respecto al eje de 
abscisas. 
 
 Una función es creciente o decreciente en un punto cuando su derivada es positi-
va o negativa, respectivamente. 
 
 ( ) 2

·2' xexxf −−= . Como quiera que es Rxxe x ∈∀>− ,
2

, la derivada es negativa para 
los valores positivos de x y viceversa. 
 
 Teniendo en cuenta que el dominio de la función es R, los periodos de crecimien-
to y decrecimiento son los siguientes: 
 

( ) ( )0,:00·2'
2

∞−⇒<⇒>−= − oCrecimientxexxf x . 

 
( ) ( )∞+⇒>⇒<−= − ,0:00·2'

2

oCrecimientxexxf x . 

 
Una función tiene un extremo relativo para los valores de x que anulan la primera deri-
vada; para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: si 
es positiva se trata de un mínimo y si es negativa, de un máximo. 
 
  ( ) 00·20'

2

=⇒=−⇒= − xexxf x . 
 
 ( ) ( ) ( )122·2·2·2'' 2222

−=−−−= −−− xeexxexf xxx . 
 
 ( ) ( ) ⇒<−=−= 021020'' 0ef  Máximo relativo para x = 0. 
 
 ( ) ( )1,0:10 0 AMáximoef ⇒== . 

 
 Una función tiene un punto de inflexión para los valores que anulan la segunda 
derivada y hacen distinto de cero a la tercera derivada. 
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 Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas. 
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 Una función tiene una asíntota vertical para los valores finitos de x que hacer que 
la función valga más o menos infinito. 
 
 No hay asíntotas verticales. 
 
 Asíntotas horizontales son los valores finitos de la función cuando x tiene a valer 
más infinito o menos infinito. 
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La recta y = 0 (eje de abscisas) es asíntota horizontal de la función. 

 
  No existen asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 
 
 De todo lo anterior se puede intuir fácilmente el esbozo de la función, que es el 
gráfico que figura a continuación. 
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OPCIÓN B 
 
 

1º) Sea la matriz 
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a ) Discutir su rango en función de los valores de α. 
 

b ) Para α = 1, resolver la ecuación matricial 
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a

a

a

. (la tercera columna es suma de las otras dos). 

 
 Se utilizan las propiedades de los determinantes siguientes: 
 

“Si se multiplican o dividen todos los elementos de una línea de una matriz por 
un número, su determinante queda multiplicado o dividido por dicho número”. 
 

“Si los elementos de una línea de una matriz se descomponen en dos sumandos, 
su determinante es igual a la suma de los dos determinantes obtenidos al considerar por 
separado cada sumando de esa línea, y el resto de las líneas iguales a las del determinan-
te inicial”. 
 

“Si una matriz tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales, su determinante 
es nulo”. 
 

 El determinante 
65

43

21

a

a

a

, equivalente A , tiene, por ejemplo, el menor 
43

21
, 

cuyo valor es distinto de cero. 
 

El rango de A es dos, independientemente del valor de α. 
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b )  

 Para α = 1 la matriz es 





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 Como el sistema formado es homogéneo y el rango de la matriz de coeficientes At 
es dos por ser la última fila la suma de las otras dos, según el teorema de Rouché-
Fröbenius, el sistema es compatible indeterminado. Despreciando, por ejemplo, la últi-
ma de las ecuaciones: 
 

 ⇒

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0642

0

zyx

zyx
Simplificando: 




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0
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. Haciendo λ=z : 
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2º) Calcular la recta r contenida en el plano 31 =++≡ zyxπ , paralela al plano 02 =≡ xπ , 
y que pasa por el punto simétrico de B(-1, 1, 1) respecto de π2. 
 

---------- 
  
 En primer lugar hallamos el punto B’ simétrico de B(-1, 1, 1) respecto de π2. 
 
 Un vector normal al plano π2 es ( )0,0,1=n . 
 
 La expresión por unas ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto 

B y es perpendicular al plano π2 es 





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=
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1

1

z

y

x

s

λ
. 

 
 El punto M, intersección del plano π  con la recta s, tiene que satisfacer las ecua-
ciones de ambos, por lo cual: 
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El punto M(0, 1, 1) obtenido es el punto me-

dio del segmento BB’: 
 

( ) ( ) ( )1,1,1'1,1,12,2,02'
2

'
BBMB

BB
M ⇒−−=−=⇒

+= . 

 
Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente del 

producto vectorial de los vectores normales de los planos π1 y π2, que son los siguientes: 
( )0,0,11 =n  y ( )1,1,12 =n . 

 

 ( ) ( )1,1,01,1,0

111

001' −=⇒−=+−=−== rr vkkjk

kji

v . 

 
 Un punto del plano 31 =++≡ zyxπ  es B’(1, 1, 1), (casualmente). La expresión de 

r dada por unas ecuaciones paramétricas es: 
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B(-1, 1, 1) 

B’(x, y, z) 
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3º) Sea la función ( ) xxf 2+= . 
 
a ) Hallar su dominio y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. 
 
b ) Calcular el punto de la gráfica de ( )xf  más cercano al punto P(4, 0). 

---------- 
a ) 
 El dominio de la función es ( ) [ )∞+⇒ ,0fD . 

 
 Una función es creciente o decreciente cuando su derivada es positiva o negativa, 
respectivamente. 

 ( ) ( )fDx
xx

xf ∈∀⇒=+= ,0
1

2

1
·2' . La función f(x) es monótona creciente. 

b ) 
 
 El punto Q por pertenecer a ( ) xxf 2+=  es de la 
forma ( )xxQ 2, . 
 
 La distancia entre los puntos P y Q tiene que ser 
mínima, por lo tanto, su derivada tiene que anularse y 
la segunda derivada tiene que ser positiva para los valo-
res que anulan la primera derivada. 
 

( ) ( ) 1644168024 2222 +−=++−=−+−= xxxxxxxd . 
 

( ) 2;;020
164

2

1642

42
'

22
==−⇒=

+−
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+−
−= xx

xx

x

xx

x
xd . 

 
Vamos a justificar que se trata de un mínimo para el valor de x encontrado: 
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+−−+−
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( ) ( ) ( ) ...,0
6

3
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El punto pedido es ( )22,2Q . 

 
********** 
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4º) Sea la función ( ) ( )2
1 x

x

e

e
xf

+
= . 

 
a ) Calcular un punto de su gráfica tal que la recta tangente en dicho punto sea paralela 
al eje OX. Escribe la ecuación de la recta tangente. 
 
b ) Calcular el área limitada por la gráfica de la función, el eje OX y las rectas x = 0 y 

5Lx = . 
---------- 

a ) 
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de su 
derivada en ese punto. 
 

( ) ( ) ( )
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( )
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+
−+=

+
−+=

+
+−+=  

 

( ) ( )
( ) ( ) 01;;01;;01·;;0
1

1·
0'

4
=⇒==−=−=

+
−

⇒= xeeee
e
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xf xxxx

x
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El punto de tangencia es: ( ) ( ) ( ) 







⇒=
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1
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P
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e
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La tangente en la recta 
4

1=y  o también: 014 =−≡ yt . 

 
b ) 

 Teniendo en cuenta que el recorrido de ( ) ( )2
1 x

x

e

e
xf

+
=  es ( )∞+,0 , la superficie a 

calcular es la siguiente: 
 

( ) =




=




−=

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
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

−
==⇒






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



=→=
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=
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⇒
+

=
−

∫∫
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0
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1
·

1
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1 tt

t
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t
S
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dtdxe
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e

e
S

x

xL

x

x

 

 

Su ===−=−= 2

3
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6

2

6
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6

1

2

1 . 

********** 
 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s




