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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendc
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no
admitan memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaran fundamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolv
Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Clarida
coherencia en la exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Debe
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirs
la argumentacioén logica y los calculos.

OPCION A
m+ 2 0 0
1°) Dada la matrid = < -3 m+1 1 > se pide:
1 0 m—1

a) Hallar los valores de m para que la ma#i? tenga inversa.
b) Para m = 0, calcular, si es posible, la matriz inversa de A.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero, por lo cua
para qued'® tenga inversa es necesario ¥ | = 0.

Adj.de AY®  Adj.de A

10—-1 — 2
(A == === = (AD* # 0 = 4] # 0.
m+ 2 0 0
Al=| -3 m+1 1 |[=m+2)(m+1D(m-1)=0 =
1 0 m—1
:>m1=—2,m2=—1,m3=1.
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A es invertiblevm € R — {—2,—-1,1}.

b)
2 0 0
Param=0ed = (—3 1 1) = |A| = -2 # 0 = Aesinvertible.
1 0 -1
2 0 01 0 0 1 0 —-1/0 0 1
(AII)=<—3 1 10 1 0>:>{F1<—>F3}=><—3 1 10 1 0):
1 0 —1lo 0 1 2 0 0l1t o o
1 0 —-1/0 0 1 F, > F, + 3F, 1 0 —10 0 1
=(-3 1 1010=>{F_>F_2F}=>01—201 3 |=
2 0 0l1t o o 3721 N0 0 211 0 =2

00 1

0 1 3):{F1_’F1+F3}=>
1

2

0 0 1 1 F, > F, + 2F;
1 00 O 10 0
=10 1 01 1 1]|=41tT=[11 1
0 0 1|12 0 -1 10 -1
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2°) a) Calcular la recta s que corta perpendicularmente al eje OZ y que pasa por ¢
puntoP(1,2,3).
: . , . : =0

b) Estudiar, en funcion del parametro redla posicion relativa de la rectas {; ~0
yelplanot =x+y+az = 1.
a)

El haz de planos perpendiculares al eje OZ tien& & (0,0,1) como vector
normal. La expresion general del hazres z + D = 0.

El planof € a que contiene al puni®(1, 2, 3) es el que satisface su ecuacion:

a=z+D=0 _ _
P(1,2,3)}:>3+D_0=>D__3 =>pB=z—-3=0.
: ., x=0
La recta OZ tiene por expresian = {y —0

El punto de corte de la recta OZ y el plghes la solucion del sistema que
forman:

p=z—-3=0
OZE{xiO}ﬁQ(O,O,B).
y=0

Los puntos Q y P determinan el vecﬁ? =[P —-Q] =(1,2,0).

La recta pedida s es la que pasa por los puntos P y Q, cuya expresion por un

x=A
ecuaciones parametricasses {y = 2A.
z=3
b)
x+y+az=1
Larectary el plana determinan el sisten{ac =0 , Cuyas matrices
y=20
1 1 a 1 1 a1
de coeficientes y ampliada sth= <1 0 0) yM' = (1 0 0 0).
0 1 0 0 1 0O

Segun los rangos de M y M’ pueden presentarse los tres siguientes casos:
Rang M = Rang M' = 3 = S.C.D.= Larectay el plano se cortan en un punto.

Rang M = 2; Rang M’ = 3 = S.Incomp.= Larectay el plano son paralelos.



Rang M = Rang M' = 2 = S.C.Ind.> La recta esta contenida en el plano.

1 1 a
IM|=1[1 0 0]|=a.
0 1 0

Paraa +# 0= RangM = Rang M' =3 = S.C.D.

Para a # 0larectar y el plano m son secantes (se cortan en un punto).

Paraa=0= RangM = RangM' =2 = S.C.I.

Para a = 0 larecta r esta contenida en el plano .
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3°) Determinar los vértices del rectangulo de area maxima que tiene lados paralelos
los ejes de coordenadas y vértices en el borde del recinto delimitado por las gréaficas
las funcioneg (x) = x2 y g(x) = 2 — x2.

Los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de la ecuacion q
resulta de la igualacion de sus expresiones:

2 _ 9 22.9.2 _ 9. .2 _ x;=—-1-A4A(-1,1)
xc=2—x° 2x _Z'X_lz{x2=1—>B(1,1)
El vértice de la parabol&(x) = x2 es0(0,0) y es convexdu) y el vértice de

la otra parabolg(x) = 2 — x? esV(0,2) y es con- YA
cava(n). \ f(x) = x2/

La representacion grafica de la situacion se
expresa en la figura adjunta.

Las coordenadas de los vértices del rectan-
gulo son las siguientesd(x,x?), B(x,2 — x?),
C(—x,2 —x%) yD(—x,x?).

La superficie S del rectangulo es la siguiente: g(x)=2-X
S=DA-AB =[x — (=x)] - [2 — x% — x%] = 2x - (2 — 2x?) = 4x — 4x5.

La superficie es maxima cuando se anula su primera derivada:

S'(x)=4—-12x% = S'(x) = 0=>4—12x2=0; 1— 3x%=0; x2=§=>
V3 V3
=>x1=—?,x2 =?

Los vértices del rectangulo pedidos son:

A(ﬁ 1),3 (E,E),C(_E,E) y D (_E,l)_

3’3 3’3 3’3 3’3
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4% a) Seag(x) una funcién continua y derivable en toda la recta real tag gue= 0
y g(2) = 2. Probar que existe algun punto c del interal@) tal queg’(c) = 1.

b) Hallar la funciénf (x) que cumple qug’(x) = xL(x*> + 1) y f(0) = 1.

a)

El teorema del valor medio o de Lagrange dice que “si una funcidn es continuz
enla, b] y derivable er{a, b), entoncesdic € (a, b) tal quef’'(c) = %”.
Aplicado el teorema a la funci@(x) en el intervald0, 2) cong’(c) = 1:

g(2)—-g(©) _ 2-0
2-0 2

= 1.

g'(c) =

Queda probado que 3c € (2,0) tal que g'(c) = 1.

b)

u=L(x?+1) > du=2%

£ = [ £/ dx = flxL (2 + D] dx = Tl
x-dx=dv-v= —

2x-dx
x%+1

2 2 2 3
SLP+1) -S> == L*+ D)~ [S—-dx=

=x—2-L(x2+1)—f(x— ad )-dx=

2 x24+1

2 L2+ 1) = [x- Y e =T L) =l (2 gy =
= LP+ D) - [x-de+ [oo-de =T LxP+ D -S43 [odx=
x?2 22

2
L(x2+1)—x7+%-L(x2+1)+C=

2
z. Coixr+ 1D -S+c.
2 2 2

fO=1=22LO+1)-3+C=1>C=1.

x2+1
2

fE =" L+ D -+ 1.
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OPCION B

+my = -1
Smy

1°) Dado el sistema de ecuaciones Iine%azf? > om)x—y = m’ se pide:

a) Discutir el sistema segun los valores del parametro m.
b) Resolver el sistema en los casos en que la solucion no sea unica.

c¢) Calcular los valores de m para que x = -3, y = 2 sea solucion.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M= (1 om TV = (T )

_ 1 mi|_ 4 _ _ _ 1 _ 2 _ Q.
|M|—|1_2m _1|_ 1—-m(1—2m) =—1—m+2m? = 0;
2m? —m—1=0; m=1i41+8:1i3=>m1=1,m2=—%.

m#*1
Para {m " _1} = Rang M = Rang M' = 2 =n%inc6g.= S.C.D.
2

1 1 -1

Param=1=>M’=(_1 11

) = {F, = —F,;} > Rang M' =

Param =1= Rang M = Rang M' =1 <n®incdég.= S.C.I.

| 1 -1
1 ! !
Param=—--=M =<O _i _1>=>‘0 _i + 0= Rang M' = 2.

Param = —% = Rang M = 2; Rang M' = 1 = Sistema incompatible.

b)
La solucion no es Unica (compatible indeterminado) para m = 1.

x+y=-1

El sistema result _ 1 equivalente a + y = —1.

Solucion:x =1,y =—-1—A1,VA ER.




c)
{x+my=—1 :>{x=—3}=> —34+2m=-1 }
1-2m)x—y=m —-3-(1-2m)—2=m

-3 +26T;ln=—22 - m} snr;ils} =z
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2% a) ¢ Puede haber dos vectotiegy deR3 tales quei - ¥ = —3, [u| = 1y |¥| = 27?

b) Hallara para que existan una recta t que pasa por el pate a,1 — a, a), corte
x+y=2 x+z=0

alarectarz{zz1 y=0

y sea paralela a la rectae {

a)
Por definicién de producto escalar de dos vectores:
— - - - ﬁi} -3
u-v=|\ul-|vl-cose 2cosa =——=—=-3 > a€&¢R
|T]- 7| 1-2
No hay dos vectores iy v de R3 tales que 1 - ¥ = =3, |u| = 1y |¥| = 2.
b)

Un vector director de una recta dada por la interseccién de dos planos es cue
quiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores normal
de los planos que la determinan.

. ik
x+z=0 n1:(1,0,1)} — e Y L

= _ I — =k— = 1, ,_1-

S {y:O :>{n2=(0,1,0) ! ; (1)(1) i=>v,=(1,0—-1)

La recta t pedida, por ser paralela a s, tiene su mismo vector director.

x=14+a+41
La expresion de t por unas ecuaciones paramétricas g =1 —a
z=a—A
X=2—-u
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas ey = u
z=1

Como las rectas r y t se cortan en un punto tiene que ser:
l+a+A=2—-yu
l—a=u =>14+a+(@a-1)=2-1-a);
a—1=1 - A=a-1
l+a+a—-1=2—-14a; 2a=14+a=> a=1.
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3°) Dada la funcionf(x) =%, determinar su dominio, asintotas, intervalos de

crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.

Teniendo en cuanta que la funcion logaritmica tiene como doffijHex) y
quelLl1 = 0, el dominio de la funcién dada éx(f) = (0,1) U (1, +0).

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas.

Horizontales: Son los valores finitos de x para los cuales la funcién toma valore:
finitos, es decir, es el limite cuangle» o de la funcion.

1 .
= lim x = oo.

X— 00

k = lim f(x) = lim = =2 5 Ind.= {L'Hopital} = lim
X—00 X ©0 X

—oo Lx —00

R 1|

La funcion dada no tiene asintotas horizontales
Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 1.

Asintotas oblicuas: Son de la forma mx + n, siendo:

f(x)

m = lim ——yn= lim [f(x) — mx], con m finito ym # 0.
X—00 X—00

m = lim & _ lim = = lim — = = = 0 = No tiene asintotas oblicuas
x>0 X x—00 XLx x—oo Lx e}

Una funcion es creciente o decreciente en su dominio para los valores de x g
haces que su primera derivada sea positiva 0 negativa, respectivamente.

1
1-Lx—x~; Lx—1

f,(x) ~ T 2x 2x

Flx)=0 = Lz‘z‘;:o; Lx—1=0; Lx=1 >x=e.

f'x)>0 =2x>e; f'(x) <0 =>x<e.

Decrecimiento: (0,1) U (1,e).

Crecimiento: (e, +).

Para que una funcién tenga un extremo relativo (maximo o minimo) es condicior
necesaria que se anule la primera derivada. Para diferenciar los maximos de I



minimos se recurre a la segunda derivada: si es positiva para los valores que anular
primera se trate de un minimo y, si es negativa, de un maximo.

1 1 Lx 2
£10x) = CLx—(Lx-1)-(2Lx7) | Z-21x-1)  px-21x42  2-Lx
o L4x o L3x T xL3x  xL3x
2—Le 2—-1 1 s s .
f'"(e) = =—=->0 = Minimo relativo para x = e.
e-L3e e e

f(e) = Lie = % =e = Minimo: P(e, e).

Con los datos obtenidos anteriormente puede hacerse la representacion grafic
aproximada, de la funcion, que es la siguiente:

7 P
1 INe_+"
___:____&I’/\
14 PUCETS
I { Lx
i
0 jl//e 4 7 X
2 i
4
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o o[ 1
4% a) Calcular}lg_r)r(l) il yepwe |

b) Calcular el area del recinto limitado por las graficas de las funcfqngs= %

gx) = xiz y la rectax = e.

a)
. 1 1 1 1 . L(1+x)—x 0-0 0
llm[—— ]:———:oo—oo=>lndet.=> llm( ) = =- =
x—0 Lx  L(1+x) 0 0 x—=0 x-L(1+x) 0-0 0
1 1-1-x
= Indet. = {L'Hopital} = lim Ltx = lim—&—~— =
{ p } x-0 1-[,(1+_x)+_x—i x-0 w
1+x 1+x
. -X 0-0 0 .
= lim = =- = Indet. = {L'Hopital} =
x—0 (1+x)L(1+x)+x 0-0 0
. -1 -1 1
= lim B = = —=,
x—0 1-L(1+x)+(1+x)-m+1 0+1+1 2
b)

El punto de corte de las funciones se obtiene de la igualacién de sus expresione

f(x):g(x):>§=x—12:>x=1:>p(1,1).

v
\ gx) = x_12
T\
1 N\ | }/S
2 o T 7/ »
% X=e
— /1
fx) = ;E
\ 3
|

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es |
siguiente:



5=+ (- 2)-x= - S = x-S =[x+, -

x  x? —2+1 1

=(Le+§)—(L1+%):1+§—0—1=§50,37u2.
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