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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendc
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no
admitan memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaran fundamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolv
Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Clarida
coherencia en la exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Debe
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirs
la argumentacion logica y los céalculos.

OPCION A
1°) a) SeaM = (é 2) Estudiar, en funcién del parametno cuando M posee
inversa.
b) Siendod = (1 2) calculard? y A™1.
3 7/
a)

Una funcion tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.
I 1 O _
|A|—|3 a|—a 6=0=>a=06.

La matriz A es invertible Va € R — {6}.

b)
w#=a4=(3 9) G 7)= (5 54

La inversa de A se obtiene por el método de Gauss-Jordan.
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1 211 0

(A/l):(3 I 1)=>{F2_>p2_3,:1}=>(1 2| 1 o)=>

0 11-3 1

= {F, > F, — 2F,} > ((1) (1) _73 —12) o4l = (_73 —12)
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2°) a) Consideremos los punt®{—1,—4,0),0Q(0,1,3) y R(1,0, 3). Hallar el plano
7 que contiene a los puntos P, Q y R.

b) Hallaa para que el punt®(3, a, 2), pertenezca al plano=x+y —2z+4+5 = 0.

a)
Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:

PG =[Q - P]=1[(0,1,3) — (=1,-4,0)] = (1,5,3).

PR=[R—-P]=1[(1,0,3) — (-1,—4,0)] = (2,4,3).

L x+1 y+4 =z
n(P; PQ,PR)=| 1 5 3|=0;
2 4 3

15(x+1)+6(y+4)+4z—10z—12(x+1) —3(y+4) =0;
3(x+ 1) +3(y+4)—62=0; (x+1)+ (y+4)—2z=0.

n=x+y—2z+5=0.

b)
El punto S(3,a,2) pertenecera al plan@a=x+y—2z+5=0 cuando
satisfaga su ecuacion:

n=x+y—2z+5=0

5(3,a,2)}=>3+“_2'2+5:0; 8+a—4=0;

4+a=0=aq=—4

El punto S esta contenido en el plano w para a = —4.
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x sSi x<0

i , calculara para quef sea
x> +ax, si x>0 P quef

3° a) Dada la funcionf (x) :{
derivable erx = 0.
b) Hallara, b y c para que la funci6fi(x) = ax? + b - sen x + c verifiquef (0) = 0,

f1(0)=1yf"(0) = 2.

a)
Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que S
continua en ese punto.

La funcionf(x) es continua en R, excepto para el valer 0 cuya continuidad
se va a forzar, para lo cual, se va a de determinar el correspondiente walor de

Para qué¢ (x) sea continua en = 0 es necesario que sus limites laterales en ese
punto sean iguales e iguales al valor de la funcién:

lim f(x) = Li_r)r(l)x =0

1‘:%1 FG) = limGx? +ax) = 0= £(0)] ~ aup-/ ) = /O = Jip 109 =

= La funcidnf(x) es continua em = 0,Va € R.

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto y, adem:
sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

Se va a determinar ahora cual o cuales de los valowe$fdeen derivable a la
funcion parax = 0:

, _ 1six<O0
f(x)_{2x+asix20'

f1(0") =1. f'(07) = a.
ffO)=7'(0")=a=1

La funcion f(x) es derivable en x = 0 paraa = 1.

b)
f(0)=0=>a-02+b-sen0+c=0; 0+0+c=0=c=0.

f'(x) =2ax+ b - cosx.
f'(0)=1=>2a:-0+b-cos0=1; 0+b-1=1=b=1.

f'"(x) =2a—1-senx = 2a — sen x.



f"(0)=2=>2a—-—sen0=2; 2a—0=2; 2a=2=>a=1.
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ex_e(xz)

49) a) Calcularlim
x—0

b) Hallar el area de la regidn del plano comprendida entre las graficas de las funcione
flx)=—x*ygx) =x*—2.

a)

. e¥—e(?®)  g0_p(0*) 11 o ' . . e*—2x.e(*?)
lim = = = - = Indet.= {L'Hopital} = lim——— =
x—0 X 0 0 0 x—0 1

2
_e%-2.0e(0%) _ 1-0
1 1

b)
Las abscisas de los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de
ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

x; =—1-A(-1,-1)
x, =1-B(1,—-1)

\ L ]
- s

—x2=x?-2; 2x>-2=0; x2—1=0=>{

SN

La parabolg (x) = —x?, cuyo vértice es el
origen, también tiene otros puntos, como por ejem-
plo, C(=2,—4) y D(2,—4). E

g@f

/

La parabolgy(x) = x% — 2 tiene como vér -
tice al puntd/ (0, —2). Otros puntos de la parabola
SONE(—2,2) y F(2,2).

La representacion grafica, aproximada, de la C/
situacion se expresa en la figura adjunta.

Por ser las ordenadas de la paralfile) / ® ‘(
iguales 0 mayores que las correspondientes ordenadas de la patabaa el inter-

valo del area a calcular y de la observacion de la figura se deduce que:

S=[11f00) — g -dx = [ [-x® — (x* = 2)] -dx = [* (2 — 2x¥)dx =

25311

-2 = 1-2) - v

2:(-1)° 2

3

=42
3

|=2-2+2-
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59 De una bolsa con 2 bolas blancas, 2 negras y 2 amarillas se extraen dos ¢
devolucion (es decir, una vez extraida una bola no se vuelve a poner en la bolsz
Calcular la probabilidad de que las dos sean blancas.
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OPCION B

x+y+z=1
[0)
1°) a) Discutir, segun el valor del parametrg el S|stema{ bty 4+2z=1"

b) Resolverlo parar = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
~m 1 1 r_m 1 1 1
A_(1 1 z)yA _(1 1 2 1)'
Por existir el menoH §| + 0= Rang A = Rang A’ = 2,Vvm € R.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:
Rang A = Rang A' =2 <n%inc6g.= S.C.1.Ym € R.
b)
+y+z=-1 : . :
Param = 1 el sistema resultd: Y+ +22 } que es compatible indetermi-

nado. Haciendy = 4, resulta:

x+z=-1-1) —x—z=1+4+1 . L
x+22=1—/1} x+22=1_1}:>z—2'x+2— 1-4 x=-3-A

Solucion:x = -3 -1, y=A14,z=2,VAER.
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2°) a) Calcular la ecuacién de la recta que pasa por el pR(2p3,4) y es
perpendicular al plane = x +y + 22+ 4 = 0.

b) Calculara para que las rectas=x—1=y -2 = % ys = = =
sean perpendiculares.

a)
Un vector normal del plana=x+y+2z+4=0 esn=(1,1,2), que
también es vector director de la rectaedida.

x=2+A
La expresion de r por unas ecuaciones paramétrica =3+1.
z=44+2A

b)
Los vectores directores de las rectasisos (1,1,2) y v, = (a, 2, 3).

Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores.
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
v, =0=(1,1,2)(a,2,3)=0; a+2+6=0=a=-8.

Las rectas r y s son perpendiculares para a = —8.
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. ., 2+1 . , .
39°) Consideremos la funcidifx) = ;”. Calcular el dominio, asintotas, intervalos de

crecimiento y decrecimiento, extremos relativos. Esbozar su grafica.

Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores reale
de x que anulan el denominador.

x2+2+#0,Yx€R=>D(f) =R.

Asintotas horizontales: son de la forna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

xZ2+1

k = lim f(x) = lim =— = 1 = Asintota horizontal:y = 1.
X—00 x—00 X4+2

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tiend:
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x?>+ 2 # 0,Vx € R = No tiene asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontale:

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

, _ 2x(x%42)-(x2+1)-2x _ 2x-(x%+2-x2-1)  2x
fe) = @?+2)? T @2z @

Parax >0= f'(x) >0 = Crecimiento: (0,+).

Parax < 0= f'(x) <0 = Decrecimiento: (—,0).

Para que una funcién racional tenga un maximo o minimo relativo en un puntc
es condicién necesaria que se anule su primera derivada en ese punto.

flX) =02 ——=0; 2x=0; x =

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
Si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.

2:(x2+42)%-2x-[2-(x%+2)-2x] _ 2-(x?+2)-8x% _ 2x%+4—8x? 4—-6x2

f) = (x2+2)* T T x2+2)® | (x2+2)° | (x2+2)°




_ 2(2-3x?)

T (x242)3
f'"(0) = g = % > 0 = Minimo relativo para x = 0.
f(0) = g = % = Minimo: A (0,%).

La representacion grafica, aproximada, de la funcion es la siguiente:

o | Y | | o
|__ | | | =1___ |

_‘ _‘___\__'______i___'__' _____ 1 __'__'__}]_‘_ ______________ \_ﬁ
N flx)

6 4 2 [ 2 2. 6 X
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eX—
4°)a) Calcularlim % b) Calculad = [ Lx - dx.
xX—
a)
. x-er- 0-e’—sen0 _ 0-0 _ 0 )
lim == ,fenx = — ,fen = = - = Indet.= {L'Hopital} =
x—0 x 0 0 0

. 1l-e*+x-e*—cosx 1-e°+0-e®—cos0 14+0-1
= lim = =

=25 Indet.= {L'Hopital} =
x=0 2x 0 0 0

e*+1-e*+x-e*+senx _ e%+1-e°+0-e°+0 _ 1+1+0+0 _ 2

= lim = = =-=1.
x—0 2 2 2 2
. x-e*—senx
lll’rl—2 =1.
x—-0 X
b)

1
I=fo-dx=>{u_Lx_>du_;'dx}zLx-x—fx-l-dx=
dv=dx »v=x x

=x-Lx—[dx=x-Lx—x+C.

I=[Lx-dx=x(Lx—1)+C.
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59 Se tiran al aire, simultAineamente, un dado (con forma cubica) y una moned:
Teniendo en cuenta que los sucesos son independientes. ¢, Cudl es la probabilidad
que en el dado salga un 5 y de que en la moneda salga cara?

— L —0,0833.

N R

12
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