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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno debera escoger libremente CINCO problemas completos de los DIEZ pro
puestos. Se expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, solo se correg
los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de numeracion de pliegos y hojas
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. Se permite el uso de calculada
no programables. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: corre
utilizacion de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturale:
de la situacidon que se trata de resolver. Justificaciones tedricas que se aporten pare
desarrollo de las propuestas. Claridad y coherencia en la exposicion. Precision de |
calculos y en las anotaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no trivi

les, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légica y los céalculos.

Ax+y=1

1°) a) Discutir el sistema de ecuaciones Iinea{es—k Ay +z = 2, segun los valores

x+y+z=2

del parametrd.

b) Resolverlo pard = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A1 0 A1 01
M=|1 A 1]yM =1 2 1 2|
1 1 1 1 1 1 2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametscel siguiente:

A 1 0
M=|1 2 1|=2+1-21-1=0; 2—-1=0>14,=0,4, = 1.
1 1 1
Para {/1 > 0} = Rang M = Rang M' = 3 = n2%incb6g.= S.C.D.
A#1
0 1 0 1
Para/1=0=>M’=<1 0 1 2>=>RangM’=>{C1,CZ,C4}=>
1 1 1 2

Antonio Menguiano



0 1 1
=1 0 2(=1+2—-2=1+#0= RangM' =3.
1 1 2
Paral =0 = Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Sistema incompatible.
1 1 01
Parai=1=>M=|1 1 1 2|={F,=F;}= RangM' =2.
1 1 1 2
Paral=1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incbég.= S.C.I.
b)
x+y=1
Paral = 1 el sistema result%% +y + z = 2, que es compatible indeterminado
x+y+z=2
valent I.,[n/{x+y=1
y equivalente al siste glc+y+2=2.

Haciendoy =1; x=1—-4; z=1.

Solucionix =1—A4;, y=4, z=1, VAER.

kkkkkkkkkk



2°) Sea la matriad = (7}1 2)

a) Encontrar los valores de y n para que se verifique? = A¢, siendoA! la matriz
traspuesta d4.

b) ¢ Para qué valores dey n la matrizA es invertible?

a)
A2=A-A=(;l 2)(7}1 g)z(m-l-lmn 1?2)
A2=At=>(m+1mn T?Z)=((1) ™om=0 n=11
b)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
1 0

14| = | | = n.
m n

La matriz A no es invertible paran =0y m € R.
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2 _y-3 _ z—4,
-1 -3

3°) Dado el punt®(2,1,1) la rectar = "I

a) Hallar la rects paralela a y que pase par.
b) Hallar la ecuacién del planoque pasa por el punfoy contiene a la recta

a)
La rectas, por ser paralela g tiene por vector director a cualquiera que sea
linealmente dependiente del vector directorde = (1,—1,—3).

x-2 _y-1 z-1
1 -1 -3

S

b)
Un punto de- esQ(2,3,4).

PQ=0Q—-0P=1(2,3,4)—-(2,1,1)] =(0,2,3).
x—2 y—1 z—-1

n(P; v, PQ)=| 1 -1 =3 |=0;
0 2 3

—3(x-2)+2(z—-1)+6(x—-2)—3(y—1)=0;
3(x—2)-3(y—1)+2(z—1)=0; 3x—6—-3y+3+22—2=0.

n=3x—3y+2z—-5=0.
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4°) a) Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el d(mia, 3) y es paralela a
| ¢ ={x—y—z—1=0

arectar = x+y+z—-3=0

b) Calcular el puntad’, simétrico ded(1, 2, 3) respecto del plarm de ecuacion gene-
ralm=3x+2y+z+4=0.

a)
La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:
_(x—y—z—-1=0 _ x—y=1+)l} o
r_{x+y+z—3=0=>2_/1=>x+y:3—/’l =>2x =4; x = 2.
x =2
2+y=3—4 y=1—/1:>rE{y=1—/1.
z=A

Un punto y un vector director aesonP(2,1,0) y v, = (0,—1,1).

La recta pedida contiene al puntd(1,2,3) vy, por ser paralelas tiene por
vector director a cualquiera que sea linealmente dependiente del vector director de
rectar: v, = (0,—1,1).

x—-2 _y-2 z-3
o -1 1

S

b)
La rectat que pasa pad y es perpendicular a tiene como vector director al
x=1431
vector normaldelplano =3x+2y+z+4=0:n=(3,2,1) =t =y =2 + 2A.
z=3+1
El puntoM, interseccion del plano con la recta es el siguiente:
t
mn=3x+2y+z+4=0 ¢A(1,2,3)
x=1+431 N
t=qy=2+2A1
z=3+4 ﬁ?M
53(1+30)+22+20)+ B+ ) +4=0; (i !
3491+4+4+41+34+21+4=0; 14+ 141 =0; 4,4/(,6,%2)

1+1=0=21=—-1= M(=2,0,2).

Tiene que cumplirse queM = MA'.

AM = 0M — 04 = [(=2,0,2) — (1,2,3)] = (=3,-2,-1).



MA = 04" — 0M = [(x,y,2) — (=2,0,2)] = (x + 2,y,z — 2).

(=3,-2,-1)=(xx+2,y,z-2)=>{y=-2 N
z—2==—1-z=1

= A'(-5,-2,1).
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5°) Determinar la funciéfi(x) = x3 + ax? + bx + ¢, conociendo que tiene un punto
de inflexion ernx = 1 y que la recta tangente a su gréafica en el pRttd, 0) es el eje
de abscisas.

Por contener al pun®(—1,0) = f(—1) = 0:

f-D=(C-1)34a-(-1)*+b-(-1)+c=0; -1+a—-b+c=0=>
>a—-b+c=1. (1)

Por tener un punto de inflexién para=1 = (1) = 0:

f'(x) = 3x2 + 2ax + b. " (x) = 6x + 2a.

f'fA)=6:-1+2a=0; 3+a=0= a=-3.

Sustituyendo este valor en (1):
—3—-b+c=1, b—c=-4. (2

La pendiente de la tangente a la grafica de una funcién en un punto es igual qt
el valor de la primera derivada de la funcion en ese punto.

El eje de abscisas es la recta de pendiente gerd = m = 0.

Paraa = —3 = f'(x) = 3x? — 6x + b.
ff(-1)=m=0=3-(—-1)2+6+b=0; 3+6+b=0=>hb=-09.
Sustituyendo en (2): -9 —c=-4= ¢ = 5.

f(x) = x3—3x% —9x — 5.
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6°) Demuestre que la ecuacivh+ 3x = 1 + sen x tiene alguna solucion real en el
intervalo[0, 2]. Probar que la solucién es unica.

Demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que la fufiion= x* +
3x — 1 — sen x tiene una solucién Unica.

La funcionf (x), que es continua y derivable en su dominio, que es R, por serlo
las funcioneg(x) = x* + 3x — 1y h(x) = —sen x y si dos funciones son continuas
y derivables en R también lo es su funcién suma algebraica.

El teorema de Bolzano dice que fKix) es una funcion continua ¢n, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, enteneesa, b) tal

quef(c) =0".

A la funcionf(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en cualquier intervalo
cerrado que se considere, por ejemfp2]:

f(0)=0*"+3-0—-1—sen0<0

f(z)=24+3-2—1—sen2>0}:>ace[0'2]:f(C)=0.

Ya se ha probado que la funcién tiene una xafzc € [0, 2]; ahora se debe
demostrar que este valor es unico.

Teniendo en cuenta la continuidad y derivabilidad @@ y que:

f'(x) =4x3+3—cosx >0,Vx € [0,2], lo cual significa que la funcién es
monotona creciente lo que implica que solamente tenga una solucion.

Queda demostrado lo pedido.

k*kkkkkkkkk



VxZ—x+1—/2x-1

7°) a) Calcular:lim
x—1

1—x

b) Dada la funciorf (x) = if::x hallar la funcién primitiva suyB(x) que verifique
F(0) = 3.
a)

lim VaZox+1-v2x=1 _ V12-141-y21-1 _ yI-V1 _ 0 = Indet. =

prave 1-x 1-1 0 0
_ pign (NI TR D) _ () (VBT _

xl_{r} (1-x)(Vx2—x+1+v/2x-1) B xl—rg (1-x)(VaZ—x+1+V2x—-1)
2_ _ _ 2_ —

— lim x“—x+1-(2x-1) — lim x“—x+1-2x+1

x—1 (1-x)(Vx2—x+1+/2x-1) T xo1 (1-x)(Vx2—x+1+V2x-1) =

— lim x%-3x+2 (%) — lim (x—1)(x-2) — —lim x—2 _
x—>1 (1-0)(VaZ—x+1+V2x-1)  x51 —(x—1)(VxZ-x+1+/2x-1) x>1Vx2—x+1+V/2x—-1

_ 1-2 _ -1 1 1
VIZ1+14v21-1  VI+V1  1+1
3+/9-8 3+V1  3+1
(*) x2—=3x+2=0; x= —==—=——>x=1xn=2>

>x2-3x+2=(x-1(x-2).

. Vx2—x+1-/2x-1 1
lim ==
x—1 1-x 2

También puede hacerse de la siguiente forma:

Vx2-x+1-vV2x-1 _ V12-1+1-vV2-1-1 _ J1-V1 _ 0

lim = - = Indet.> {L'Hopital} =
X1 1-x 1-1 0 0
2x—-1 2 2-1-1 1
o oofx2xy1 2V2x—1 129141 V211 . (L . L) _ _l _ l
= i‘f} -1 - —1 — \2vi Vi +1 2
b)

_ r2x—e ¥ x’+e*=t 1 _
Fl) = fxz"‘e_x.dx =z {(Zx—e‘x) -dx = dt} = f;dt =Lt+C=

= F(x) = L(2x — e~¥) + C.

F(0)=3=>L2-0—e+C=3 L2-1D)+C=3; L1+C=3;



0+3=C=>C=23.
F(x)=L(2x—e™) + 3.
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. L . .
89 a) Dada la funciorf (x) = 7’6 Encontrar sus extremos relativos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) Dada la funcioéry (x) = x? — 2x. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo
[1, 3] y encontrar el area del recinto comprendido entre su grafica, el eje OX y las recta
x=1yx=3.
a)

El dominio de la funcién eB(f) = (0, +).

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (e, +).

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (0, e).

Una funcién tiene un maximo o un minimo relativo cuando se anula su primera
derivada:

ffx)=0=21-Lx=0=>Lx=1=>x=ce.
Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad

si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata de un maximao
si es positiva, de un minimo.

f"(x) = —%. f'"(e) = —i < 0 = Maximo relativo para = e.

Le 1 , . 1
f(e) = —=-> Max.relativo = P (e,;).

b)
La funcionf (x) = x? — 2x es una parabola conveia) por ser positivo el coe-
ficiente dex?; su vértice es el siguiente:
f'(x) =2x — 2. f'x)=0=22x—-2=0; x—1=0=>x=1.
f(H)=12-2-1=1-2=-1=V(,-1).

De la observacion de la grafica adjunta se deduce la superficie a calcular, que



la siguiente:

S = lef(x)-dx+f23f(x)-dx =

= [FOL+[F; = 4
f@x
=F(1)-F2)+FQB)-F2)=>
* —F 0 4 X>
=>S=F1)+F@3)—-2F2). N e
Fx) = [ f(x)dx = [(x? — 2x ) dx = 2 | ’
= %3 - Zziz +C = %3— x?+C. Sustituyendo esta expresion en (*):

= ()¢ (-9) -2 -2 =i 1e9-9- 2.3 4)-
= -1-2+8=7-2=7-5=2.

Sl ::2'u2.
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99 El consumo de azucar en un determinado pais, calculado en kg por persona y ai
varia segun una distribucion normal de media 15 kg y desviacién tipica 5.

a) ¢ Qué porcentaje de personas de ese pais consumen menos de 10 kg de azUc:
ano?

b) ¢ Cual es el porcentaje de personas del pais cuyo consumo anual de azlcar es st
rior a 25 kg?

a)
Datos: up=15; o =>5.

X = N(u; 0) = N(15; 5). Tipificando la variableZ = X‘T“‘

10-15

P=P(X<10)=P(Z< .

)=P(z<T)=Pz<-1)=

=1-P(Z<1)=1-08413 = 0,1587.

b)
25-15
5

P=P(X>25)=P(Z> )=P(Z>12—0)=P(Z>2)=

=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228.
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10°) Los estudiantes, que comienzan los estudios en Medicina, en el conjunto formac
por las comunidades de Andalucia, Baleares y Castilla y Leon, se distribuyen de |
siguiente forma: un 50 % de Andalucia, un 15 % de Baleares y un 35 % provienen d
Castilla y Leon. Los porcentajes de dichos estudiantes que no consiguen el titulo c
Médico son los siguientes: 15 % de Andalucia, 10 % de Baleares y 5 % de Castilla
Leon.

a) Calcular la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar, no col
siga el titulo de Licenciado en Medicina.

b) Si un alumno no consigue el titulo de Licenciado en Medicina, ¢es mas probabl
gue provenga de Andalucia o de Castillay Ledn?

Andalucia

Ti _w—p=015-090 = 0,1350
015 . 590

Baleares) 0.10
) \Tl\ —p=0,15-0,10 = 0,0150

- p=2035-095=0,3325

Castilla y Leén

Ti ~& —p=035-0,05=0,0175

a)
P=P(Ti)=P(ANnTi)+P(BNTi)+P(CLNTi) =

= P(A) - P(Ti/A) + P(B) - P(Ti/B) + P(CL) - P(Ti/CL) =
=0,50- 0,15+ 0,15- 0,10 + 0,35 - 0,05 = 0,0750 + 0,0150 + 0,0175 =

= 0,1075.

b)
P(AnTi) _ P(A)-P(Ti/A) _ 0,50-0,15 _ 0,0750

Py, = P(A/Ti) = p(ti) ~  P(Ti) 01075 01075

= 0,6977.

p(cLnTi) _ P(cL)-P(Ti/CL) _ 0,35-0,05 _ 0,0175

P, = P(CL/T‘) = P(Ti) P(Ti) ~ 0,1075  0,1075

= 0,1628.

E's mucho mas probable que proceda de Andalucia.
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