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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno debera escoger liboremente cinco problemas completos de los diez propue
tos. Se expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, solo se corregiran
5 primeros que estén resueltos (segun el orden de numeracion de pliegos y hojas
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. Podran usarse calculadoras
programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolucién de ecuacione
ni para resolucion de integrales, ni para representaciones graficas. Se observaran fi
damentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, defir
ciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
solver, justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas, c
ridad y coherencia en la exposicion, precision de los calculos y en las anotacione
Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan recon
truirse la argumentacién logica y los célculos.

x+y+mz=4
1°) a) Discuta el sistem{a?x —y + 2z = 3 segun los valores del parameitto
x—2y+z=0

b) Resuelva el sistemami = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 m 1 1 m 4
A= <2 -1 2) yA = (2 -1 2 3>.
1 -2 1 1 -2 1 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcidén del paramedsoel siguiente:

1 1 m
Al=12 -1 2|=—-1-4m+2+m+4—-2=0; 3—3m=0;
1 -2 1

1-m=0>m=1.

Paraa #1 = Rang A = Rang A’ =3 =n%inc6g.= S.C.D.
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1 1 1 4
Paraa=1=>A’=<2 -1 2 3>=>{C1=C3}=> Rang A' =

1 -2 10
1 1 4
={C,C,C} =2 -1 3|=-16+3+4+6=-3%0= RangA =3.
1 =2 0

Paraa =1= Rang A = 2; Rang A' = 3 = Sistema incompatible.

b)
x+y+2z=4
Param = 2 el sistema resultdx —y + 2z = 3}, gue es compatible determi-
x—2y+z=0

nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

4 1 2 1 4 2
3 -1 2 2 3 2
— —4-12+16-3 -3 3+8—-6—-8 -3
x:O 2 11 =—=1. y=101= =—=1.
3-3:2 -3 -3 -3 -3 -3
1 1 4
2 -1 3
- —16+3+4+6 -3
7 = 1 2 0l _ =—=1.
-3 -3 -3

Solucion:x =1, y=1, z=1.
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1 3

5 2), hallese la matriz

2°) a) Dadas las matrice = (1 (1))B = ((1) 3) yC = (
X tal quedX + B = C.

1 0 1 1 2 10
b) Dadas las matrice®l = (_1 1 0),N = (3 4) yP = ((1) (1)> expliquese

cudles de los productd$é - N,M - P, N - P pueden calcularse, y calculense cuando se
pueda.

a)
A-X+B=C; A-X=C—-B; A71-A-X=A"1-(C—-B);

[-X=A"1-(C-B)=X=A4"1-(C-B).

=l e w= (b D) e =y 9)

0

1
-1 _ Adj.de At _ (_1 1) -1 _ 1 0
A== =T 2 AE (—1 1)'

x=atc-m=C )G -G =G DG )=

1=, )

b)
Para que sea posible el producto de dos matrices es necesario que el nimero
columnas de la primera sea igual que el nimero de filas de la segunda.

M-N=(1 0 1)-(1 i):Noesposible.

-1 1 0 3
1 0
mer=(4 0 -1 1)-G -

1 2 1 0
N-P=( ) 1 1|= Noesposible.
3 4 0 0
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3% a) Calcule el planar que pasa por el puni(1,0,1) y es paralelo a los siguientes
vectoresut = (1,1,1) yv = (1, 2,3).

b) Calcule el plang paralelo al plana = 3x + 2y + 2z + 1 = 0 que pase por el
puntoQ(1, 2, 3).

a)
La ecuacion general del plangedido es la siguiente:
x—1 y z-1
n(u,v; P)=| 1 1 1 |=0;
1 2 3

3x—-1D)+y+2z—-1)—-(z—-1)—2(x—1) -3y =0;

x—-1)-y+(=z—-1)=0, x—-1-y—z—-1=>n=x—-y—2z—2=0.

b)
El haz de planoy, paralelos al plana = 3x + 2y + 2z + 1 = 0 tiene por ex-
presion generat = 3x + 2y + 2z+ D = 0.

De los infinitos planos de haz el planof pedido es el que contiene al punto
Q(1,2,3).

y=3x+2y+2z+D =0
Q(1,2,3)

3+4+6+D=0=>D=-13=>8=3x+2y+2z—13=0.

}=>3-1+2-2+2-3+D=0;
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4°) a) Encuéntrense las ecuaciones de la recfae esta contenida en el plame
x —y =0, es paralela al plan® = 2x — 3y + z = 4 y pasa por el puntB(1, 1, 3).

b) Hallese la ecuacion del plano que es paralelo a laresta— 1 =y + 2 = xz;l y

pasa por los punta$(0,3,1) y B(—2,1, —1).

a)

El vector director de la rectaes perpendicular al vector normal del plangor
estar contenida en él y, también es perpendicular la vector normal deppancer
paralela a él, por lo cual, es perpendicular a los vectores normales a los planos. L
vector perpendicular a dos vectores dados es linealmente dependiente del produc
vectorial de los dos vectores, es degjres linealmente dependiente de los vectores
ng Yy ng.

e = (1,-1,0) y 75 = (2,-3,1).

_ i j k
vVie=ngAng=|1 -1 0|=-i—-3k+2k—j=-i—j—k>
2 =3 1
x=1+21
=>F{=(1,1,1)=>r§{y=1+/1.
z=3+1
b)
BA=0A—-0B =[(0,3,1)—(-=2,1,-1)] = (2,2,2).
v, = (1,1,2).
. x y—3 z-—1
n(BA, v A)=|2 2 2 |=0;
1 1 2

4x+2(y—3)+2(z—-1)—-2(z—1)—2x—4(y—-3)=0; 2x—2(y—3) =0;

x—(y—-3)=0>n=x—-y+3=0.
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2
5°) Dada la funciéif (x) = -—, se pide:
a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos
relativos, si los tiene.

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valares de
gue anulan el denominador:

2—-x=0; x=2=D(f) >R —{2}.

Asintotas horizontales: son de la forgna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

2
k= lim f(x) = lim Z— = +o0 = No tiene asintotas horizontales.
x—+o0 x—>+o00 2—X

Asintotas verticales: son los valores finitoscdgie hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

2—x=0; x=2= Larecta x = 2 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: Son de la forma= mx + n, siendo:
m = lim % y n = lim[f(x) — mx], conm finitoy m # 0.
X—00 X—00
XZ 2
m = lim £Z2 = lim 2= = |im —= - =-1.
x—o0o X x—o0o X X—00 2X—X
. . x? . X%+2x—x? . 2x
n = lim[f(x) —mx] = lim (—+x) = lim ———— = lim — = 2.
X—00 x>0 \2—X X—00 2—X x—00 2—X
Asintota oblicua: y = —x — 2.

b)
Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

2x-(2-x)-x%(-1) _ 4x—-2x*+x? _ 4x-x? _ x(4—x)

[/ ==—"%5% @2 @x? @

fl(x)=0 :Q(Cz(i;;) =0;x4—-x)=0>x; =0,x, = 4.




Como quiera que el denominador de la derivada es positivo para los valore
reales dec pertenecientes al dominio de R, el sighg’te) es el que tenga el nume-
rador, al cual lo dividen las raices de la derivada en los intervalos
(—0,0),(0,4) y (4,4+x), donde l&f'(x) es, alternativamente, positiva 0 negativa.

Considerando, por ejemplo,= 1 € (0, 4):

/ _ 1-(4-1) _ E
f'(1) = 2D =1 > 0.

Teniendo en cuanta el dominio de la funcién y de lo anterior se deducen los
periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o0,0) U (4, +0).

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(0,2) U (2,4).

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicidon neces
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.

£ (x) = (4-2x)-(2-x)?—(4x-x2)-[2-(2-x)-(-1)] _ (4—2%)-(2—%)+2(4x—x2) _
(2-x)* 2—x)

8—4x—4x+2x2+8x—2x? /" 8
= — = f'(x) = —=.
(2-x) (2-x)

f"(0) = (2_80)3 = g =1 > 0 = Min. relativo para = 0.

£(0) = 0 = Min: 0(0,0).

f"4) = (2_84)3 = _38 = —1 < 0 = Max. relativo para = 4.

42 16 .
f(4) = a = >y =-8= Max:A(4,—8).
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6°)a) Calcule lim Lty
X—

e*—1

b) Estudiando previamente el signo de la funcion en el intef0adg, hallese el area
limitada por la gréafica de la funcigf(x) = x> — 9x y el eje de abscisas, cuando
varia en el interval§o, 3].

a)

1

=25 Ind.> {L'Hopital} = lim L= =
0 x—0 eX

. L(1+x) L(1+0) L1
lim = =
x—0 e*—1 e0-1 1-1

1
lim =
x—0 (1+x)-e* (1+0)-e®

1 . L(1+x)
= —= l]m =
1-1 x—0 e¥—1

1.

b)
Teniendo en cuenta q€—x) = (—x)3 -9 (—x) = —x3 +9x = —f(x), la
funcidn es simétrica con respecto al origen.

Los puntos de corte con el eje de abscisas de la funcidn son los siguientes:

x; =—3 - A(-3,0)
fX)=0=>x3-9x=0; x(x2—9)=0=>{x, =0-0(0,0)
x3 =3 - B(3,0)

Teniendo en cuenta qug1) =1—-9 = -8 < 0, la representacion gréfica,

aproximada, de la funcién, donde se sombrea la superficie a calcular, es la que se indi
en la figura adjunta.

S=[fx) dx+ [(x*—9x) - dx =

. 81+81_ 81+162 _ 81
T 4 2 4 4

S =2 u? = 20,25 u?.
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7°) a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Averigue si la funciorf (x) = x + sen x — 2 se anula en algun punto del intervalo

El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, enteneesa, b) tal

quef(c) =0".
b)

La funcidnf(x) = x + sen x — 2 es continua en su dominio, que es R, por ser
suma de funciones continuas en R, por lo cual, le es aplicable el teorema de Bolzanc
cualquier intervalo finito que se considere.

f(0)=0+sen0—-2=0—-2=-2<0.

=" T_»_T —_2=T_
f(;)—2+sen2 2=-+1-2=--1>0.

Teniendo en cuenta lo anterior se puede afirmar que:

A la funcion f(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en el intervalo [0, %]
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8°) a) Estudie el signo de la funcidifx) = x> — 4x? + 3x en el intervaldo0, 2].

b) Calcule el area limitada por la grafica de la fungiém) y el eje de abscisas en el
intervalo|0, 2].

a,b)
La funciénf(x) = x3 — 4x2 + 3x, tiene los siguientes puntos de corte con el
eje de abscisas:

fX)=0>x3—4x2+3x=0; x(x>?—4x+3)=0=>x, =0.

x, =1 - A(1,0)
x; =3 > B(3,0)

X2 —4x +3=0; x=4i”26‘12=4if=4j2=zi1=>{

Teniendo en cuenta, por ejemplo, ¢ffe¢) =8—-16+ 6 = -2 < 0, la repre-
sentacion grafica, aproximada, de la funcion, donde se sombrea la superficie a calculz
es la que se indica en la figura adjunta.

S = folf(x)-dx+f21f(x)-dx =

= [F()Ig + [FO)I; =

=F(1)—-F0)+F(1)-F2)=>

=85=2-F(1)—F(0)-F(2). (*

(O — a2 430y = A B
F(x) = [(x® — 4x% + 3x) dx=—7—-—+—+C.

Sustituyendo el valor obtenido #€x) en la expresion (*):

1* 413 312 2% 4.23 3.2
s=2-(F-F+5) -0 (G- +5) =
-2 (l—i+§)—4+2—6—l—§+3—10+2—1+1=>S=§u2=1,5u2,
4 3 2 3 3 2
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99) Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez:

--- E1 28 % de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maesit
--- El 24 % son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros.

--- El 48 % son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros.
Considerando los sucesos: R: “ser ruso”; E: “ser estadounidense”; M: “no ser ruso r
estadounidense” y GM: “ser gran maestro”.

a) Indique cuales son los valores®igiM /R); P(GM/E); P(GM/M).

b) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el to
neo, sea un gran maestro.

c) Se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, ¢,cual es la probabilic
de que sea ruso?

GM_—w—p=024-050=0,12
024 , 050
E ~ 0,50
% > p=0,24-0,50 = 0,12

0482 =016
->p=0, § =
2

GM -»p=048--=0,32

a)
P =P(GM/R) = % =0,75. P(GM/E)=0,5. P=P(GM/M)= § = 0,33.
(Sorprendente la pregunta: son datos del ejercicio)

b)

P=P(GM)=P(RNGM)+P(ENGM)+P(MNGM) =
=P(R)-P(GM/R)+ P(E)-P(GM/E)+ P(M) - P(GM/M) =
=0,28-0,754+0,24-0,50+ 0,48 - § =0,21+0,12+ 0,16 = 0,49.

b)
p = P(R/GM) _ P(RNGM) _ P(R)-P(GM/R) _ 028075 _ 021 _ 04286

P(GM) ~ P(GM) 049 0,49
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10°) La variable agudeza visual de una poblacién se ajusta a una distribuciéon norm
de media 2 cpg (ciclos por segundo) y desviacion tipica 1 cpg. A los individuos cor
una agudeza visual inferior a 1,1 cpg se les considera con “problemas visuales grave:

a) ¢, Qué porcentaje de la poblacion tiene “problemas visuales graves™?

b) ¢ Qué porcentaje de la poblacion tiene una agudeza visual entre 2y 2,9 cpg?

a)
Datos: n=2; o=1.

X-> N o)=N(21). Tipificando la variableZ = e

1,1-2

P=P(X<1,1)=P(z< -

) = P(Z < —0,9) =P(Z>09) =

=1-P(Z<09)=1-0,8159 =0,1841 = 18,41 %.

b)
P:P(2<X<2,9):P(2—12<Z<i1_2)=P(0<Z<0,9)=

= P(Z <0,9)—P(Z <0)=08159 — 0,5 = 0,3159 = 31,59 %.
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