Ejercicio 1A del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2022 (Andlisis)
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X +1 si x<0
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Sea la funcién continua definida por f(x) = .
> Sl x>0
(x+1)
a) Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2. (1’5 puntos)
b) Paraa =2 yb =-1, estudia la derivabilidad de f. (1 punto)
Solucion
2
+
X 1 si x<0
X -
Sea la funcién continua definida por f(x) = .
> Sl x>0
(x+1)

(@)

Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2.

Como f(x) es continua, lo es en x = 0 luego f(0) = Iing f(x) = Iing f(x)

2 + 1
XL o0y =1 him f) = tim X2
x-1 X0+ X”O*'(X‘i'l)

=b/12=h.

1) = Jip 109~ fy

De f(0) = IirTO1_f(x) = Iirg f(x) , tenemos -1 = b, de donde b =-1.

Como f(x) f tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2, f /(2) = 0.

. 2_ . . . -
Vemos que x = 2 esta en la rama f(x)= ax 12 , luego f'(x)=a (x+1y-2 & +21) L(ax-1)
(x+1) (x+1)
a-(2+1P-2-2+1)1-(2a-1)

Def'(2)=0 - 0=

(b)
Paraa=2yb=-1, estudia la derivabilidad de f.

Z - 0=9a-12a+6 - 3a=6,luegoa=2.
(x+1)

2
X +11 si x<0
Hemos visto que paraa=2yb =-1, f(x) = ;); -1 es continua en R. Ahora nos piden estudiar
——— si x>0
(x+1)
la derivabilidad, y solO falta ver la derivada en x = 0, es decir si f '(0-) = f (0+)
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Como f’'(0-) =1 #f‘(0+) =4, f(x) no es derivable en x = 0 luego es derivable en R — {0}.

Ejercicio 2A del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2022 (Andlisis)
Se quiere cercar un trozo de terreno como el de la figura, de modo que el area del recinto central rectangu-
lar sea de 200/t metros cuadrados. Sabiendo que el coste de la cerca que se puede poner en los tramos
rectos es de 10 euros por metro lineal, y en los tramos circulares de 20 euros por metro lineal, calcula las
dimensiones a y b del terreno para las que se minimiza el coste del cercado.

Solucion

Es un problema de optimizacion.



Sabemos que la longitud de una circunferencia es 21, en nuestro caso el radio es b/2 y la longitud de la cir-
cunferencia seria 21(b/2) = mb.

La funcion a optimizar es el coste C(a, b) = tramo recto + tramo curco = 2a-10 + 1h-20 = 20a + 201h.

Relacion entre las variables = area del recinto central rectangular sea de 200/t metros cuadrados, es decir
a-b =200/t - b = 200/(am).

Luego la funcién a optimizar es coste C(a) = 20a + 201t (200/(am)) = 20a + 4000/a.
Sabemos que sif‘(@a) =0y f“(a) >0, x =a es un minimo relativo de C(a).
Derivando tenemos: C ‘(a) = 20 - 4000/a2 = 20 - 4000-a2.

De C ‘(a) = 0 tenemos: 4000/a2 =20 - a2 =4000/20 = 200, de donde a = +V(200). Como “a” es una longi-
tud, no puede ser negativa, luego a = +V(200) metros.

Veamos que es un minimo.
8000

(\/ﬁ)a >0, conlo cual

De C “(a) = -4000-(-2)a2-*+ 0 + 0 = 8000@ 2 = 8990  tenemos C "(+ 200) =
a

a =+V/(200) es un minimo.
200

\200-711

Ejercicio 3A del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2022 (Andlisis)
Considera la funcién f : R - R definida por f(x) = e*-sen(2x). Halla la primitiva de f cuya grafica pase por el
punto (0, 0).

Las dimensiones son a = + V(200) 014’14 metrosy b= =/(200)/m 04’5 metros.

Solucion

u=e* = du=e*dx

F(x):I:_[ex-sen(Zx)dx :{ }:-eX-COS(ZX)/Z - '[-ex -cos(2x)/2dx =

dv=sen(2x)dx = szsen(Zx)dx: -cos(2x)/2
=-e*.cos(2x)/2 + |,

u=e = du=e*dx

I, = _[ex-cos(ZX)Ide:
‘ dv=cos(2x)/2dx = v= I cos(2x)/2dx= sen(2x)/4

} = ex-sen(2x)/4-J' e*-sen(2x)/4dx =

=e*.sen(2x)/4 - 1/4
Luego | = -e*-cos(2x)/2 + |, = -€*-cos(2x)/2 + (€" -sen(2x)/4 - 1/4 ) = (1/4)-(-2-€ -cos(2x) +e*-sen(2x) - 1)
= 4:|=-2-€"-cos(2x) + € -sen(2x) - | = 41=-2-€"-cos(2x) + € -sen(2x) - |

= 5.1 =-2€"-cos(2X) + &-sen(2x) = F(X)= Jex-sen(ZX)dx - 2@ 'COS(ZX); e’-sen(2x) ,
Como F(0) =0 - 0 =(1/5)-(-2e° cos(0) + €°-sen(0)) + K - 0 = (-2/5) + K, es decir K = 2/5 y la primitiva
pedida es F(x) = (1/5)-(-2e *-cos(2x) + e *-sen(2x)) + 2/5 = (1/5)- (-2e*-cos(2x) + e*-sen(2x) + 2)

Ejercicio 4A del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2022 (Andlisis)
Considera las funciones f, g : R — R definidas por f(x) = 1 - x2 y g(x) = 2x2.
a) Calcula los puntos de corte de las gréficas de fy g. Esboza el recinto que delimitan. (1,25 puntos)
b) Determina el area del recinto anterior. (1,25 puntos)
Solucion
Considera las funciones f, g : R — R definidas por f(x) = 1 - x2 y g(x) = 2x2.
(@)

Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza el recinto que delimitan.

La gréfica de f(x) = 1 - x2 es la de una parabola con las ramas hacia abajo (n) porque el n® que multiplica a
X2 es negativo, abscisa del vértice en la solucion de f ’(x) = 0 = -2x, de donde x = 0 y el vértice es V(0,f(0)) =
= (0,1). Ademas pasa por los puntos (1, f(1)) = (1,0) y (-1, f(-1)) = (-1, 0).

2



La gréfica de g(x) = 2x? es la de una parabola con las ramas hacia arriba ([I) porque el n® que multiplica a x?
es positivo, abscisa del vértice en la solucion de g '(x) = 0 = 4x, de donde x =0 y el vértice es V(0,g(0)) =
= (0, 0). Ademas pasa por los puntos (-1, g(-1)) = (-1, 2) y (1, g(2)) = (1, 2).

Los puntos de corte de ambas curvas se obtienen resolviendo la ecuacién f(x) = g(x), es decir 1 - x2 = 2x2.
Tenemos 1 = 3x2, de donde x2 = 1/3 con soluciones x = +1/v(3) (seran los limites de integracion), por tanto
los puntos de corte de ambas curvas son (-1/V(3), 2/3) y (+1/V(3), 2/3).

Un esbozo de las gréficas es

(b)

Determina el area del recinto anterior.

Sabemos que el area encerrada por dos funciones es la integral de la resta de ambas funciones, entre
las abscisas de sus puntos de corte, en nuestro caso la grafica es simétrica:

Area = Z-ISIﬁ(f(x) - g(x) )dx = 2-]01”5(1 - X% - 2x?)dx = 2-]01”5(1 -3x2)dx = 2:[x - x*]

= 2[(%) - (%T - o} uw = 2[(%—%)} u® = 2“?—@}} u® = % u> 00’7698 u2.

Ejercicio 5B del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2022 (Algebr'a)

1/4/3
, =

12 1
Considera la matriz A=|1 1 1.

1 -1 -1
a) Calcula A, (1 punto)
b) Calcula la matriz X de orden tres que verifica AX + (A — X)2 = X2 + |, siendo | la matriz identidad de orden
tres. (1,5 puntos)

Solucion

12 1
Considera lamatriz A=|1 1 1

1 -1 -1
(a)
Calcula A™.

12 1 1 3 2|Adjuntos

Calculamos |A|=1 1 1|C,+C,=|1 2 2| tercera = (1)(6-4) =2 # 0, luego existe la matriz inversa

1 -1 -1Cc,+C, [1 0 0 fia

Adi(Al 111 0 1 1 aginy 1[0 L L) [0 w2 12
Al= K).A‘z 2 1 -1], Adj(AY=|2 -2 0], Al= ﬁ) =22 2051 1 0
A 11 -1 2 3 -1 Al 2 3 -1) \-1 32 -1/2

(b)
Calcula la matriz X de orden tres que verifica AX + (A — X)2 = X2 + |, siendo | la matriz identidad de orden
tres.

Tenemos AX + (A—-X)2=X2+| - AX+AZ-AX-XA+X2=X2+1] 5 A2-XA=1| - XA=A2-1|.
Multiplicando la XA = A2 — | por la derecha por la matriz A1 — XA-AT=AZ . AT-[.A1 , X:-I=A1-A! 5

3



o~ X=A-A™L
1 2 1 0 1/2 1/2 1 3/2 1/2
Portanto X=A-A'=(1 1 1|1 -1 0 |=|0 2 1
1 -1 -1)(-1 3/2 -1/2 2 -5/2 -1/2

Ejercicio 6B del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2022 (Algebr'a)
En un estudio del ciclo del suefio se monitoriza la fase NO-REM (es el momento del suefio que el cuerpo
utiliza para descansar fisicamente). Esta fase se divide a su vez en tres momentos: Fase | (adormeci-
miento), Fase Il (suefio ligero) y Fase Il (suefio profundo). Una persona dedica el 75% de su suefio a la
fase NO-REM. Ademas, el tiempo que dedica a la Fase Il es el doble que el de la Fase | y Il juntas. Por otro
lado, a la Fase Il se dedica el cuadruple que a la Fase I. Si una persona ha dormido 8 horas, ¢,cuantos mi-
nutos dedica a las Fases |, Il y Il del ciclo del suefio?

Solucion

Sea:
X = nimero de minutos que dedica a dormir en la Fase |,
y = nimero de minutos que dedica a dormir en la Fase II,
Z = nimero de minutos que dedica a dormir en la Fase Il

De, “Una persona dedica el 75% de su suefio a la fase NO-REM y si una persona ha dormido 8 horas,

duerme 8x0'75 = 6 horas = 360 minutos” - X+Yy+z=360.
De, “el tiempo que dedica a la Fase Il es el doble que el de la Fase | y Ill juntas” > y=2(X +2).
De, “a la Fase Il se dedica el cuadruple que a la Fase I" - Z=4x.

Vamos a intentar resolverlo por el método de Gauss.
Xx+y +z=360 |x+y +4x=360
y=2(X+2) =Jqy=2(X+4x)=10x, de x + 10x + 4x = 360 - 15x = 360, luego x =24,y =240y
Z =4x z=4x

z = 96, es decir duerme 24 minutos en la Fase I, 240 minutos en la Fase Il y 96 minutos en la Fase lII.

Ejercicio 7B del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2022 (Geometria)

: x=0 x+y=1
Considera las rectas r = y s= y \
z=0 x-y=1
a) Determina la ecuacion del plano que contiene ar y es paralelo a s. (1,5 puntos)
b) Determina la ecuacion del plano que contiene ar y es perpendicular a s. (1 punto)
Solucion
. x=0 X+y=1
Considera las rectas r = y s= y .
z=0 x-y=1

(@)

Determina la ecuacion del plano que contiene ar y es paralelo a s.

x=0 x=1
. Xx+y=1 Xx+y=1
Ponemos ambas recta en paramétricas: r=qy=m, s = = ={y=0conmyn
L=0 x-y=1(E,+E;) |[2x =2 S=n

nimeros reales.

Un punto de r es A(0, 0, 0) y un vector director u = (0, 1, 0). De la recta s tenemos el punto B(1, 0, 0) y el
vector director v = (0, 0, 1).

Para un plano tnecesitamos un punto, el A(O, 0, 0) (el plano contiene a “r"), y dos vectores independientes,
uno el u = (0, 1, 0) (esto es porgue el plano contiene a “r), y el otro vector es el v = (0, 0, 1) (al ser paralelo
a larecta “s”).

X Yy z|Adjuntos
La ecuacion general de m=det(AX,u,v)=0= |0 1 O] primera = (x)(1-0)-(y)(0-0)+ (z)(0-0)=x=0.
0 0 1 fila



(b)

Determina la ecuacion del plano que contiene ar y es perpendicular a s.

Como los vectores u y v ho son proporcionales las rectas se cortas o se cruzan. AB = (1, 0, 0).
100

Como det(AB,u,v)=10 1 0] =1 #0 las rectas se cruzan.
0 01

Existird un plano 1T que contiene a r y es perpendicular a s, solamente si las rectas son perpendiculares es
decir su producto escalar es cero.

Como uev = (0, 1, 0)+(0, 0, 1) = 0 las rectas son perpendiculares.
El plano pedido 1t tiene vector normal n’ el director de s, n’ =v = (0, 0, 1) y un punto de r el A(O, 0, 0).
Plano Tt = AXev =0=(X,y,2)*(0,0,1)=z=0

Ejercicio 8B del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2022 (Geometria)

. . 2x+z=1
Consideralosplanosu =x+y+2=0yTR=Xx-2-1=0, asi como la recta rz{ ; 12 .
y =
a) Calcula los puntos de la recta r que equidistan de los planos Tz y Te. (1,5 puntos)
b) Halla el &ngulo que forman los planos 1 y Te. (1 punto)
Solucién

2x+z=1

ConsideralospIanosmEx+y+2=0yT[zEx—z-1=O,asicomo|arectarz{ 1
y:

(@)

Calcula los puntos de la recta r que equidistan de los planos T y Te.
Tomando x =m O R, la recta r en forma vectorial es “r’'=(x,y, z) =(m, 1, 1 - 2m).
Un punto genérico de larecta “r’ es X =(m, 1, 1 - 2m).

Como me piden los puntos de “r’ que equidistan de Tu y Te, tengo que resolver la ecuacion:
d(X, Tw) = d(X, TR), con X punto genérico de “r".

_lm)-(1-2m)-1_[3m-2|

|(m)+(1)+2] _|m+3]

dx, ) = == 5 dxm —— 7

[m+3 ] _|83m-2]|

V2 V2

(m + 3) =+(38m - 2), de donde 5 = 2m, es decir m = 5/2 y un punto de la recta que equidista de ambos pla-
nos es X1((5/2), 1, 1 - 2(5/2)) = X1(5/2, 1, -4).

Igualando tenemos

, es decir |m + 3| =|3m - 2|, de donde salen dos ecuaciones:

(m + 3) =-(3m - 2), de donde 4m = -1, es decir m = -1/4 y el otro punto de la recta que equidista de ambos
planos es X2((-1/4), 1, 1 - 2(-1/4)) = Xa(-1/4, 1, 3/2).
(b)

Halla el angulo que forman los planos o y To.

Sabemos que el angulo que forman dos planos 1i(n) y @(n’) es el menor de los angulos que determinan sus
diedros, el cual coincide con el menor de los angulos que forman sus vectores normales con un origen coman,
es decir cos(<T, TT>) = |cos(<n, n’>)|

Demn=x+y+2=0,tenemosn=(1,1,0).Demw=x-z-1=0, tenemosn’ =(1, 0, -1)

Aen’
il
es a =arcos(1/2) = 60°.
Nen'=1+0-0=1 - |nen’ [=]1] =1;|In]] =V(12+ 12+ 09) =(2); [In']| = V(12 + 02 +12) =V/(2)

cos(a) = cos(<T,r>) = [cos(<n,n’>)| = =1/( (V(2) )2 = 1/2, por tanto el &ngulo que forman los planos





