Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad. SEPTIEMBRE 1997.
Matemadticas I1.

OPCION A
1 00 0 01
1. Dadas las matrices A=| 0 2 1| y B=|0 1 0|, hallar la matriz X dada por AX A" =B [2,5 puntos].
05 3 1 00

SOLUCION.

AXA'=B & X=A"BA

100
Calculemos A™": |A|=l0 2 1|=6-5=1
05 3
100 100 1 0 0 Adi(AY) 1 0 0
A=[0 2 1| > A'=[0 2 5| > Adj(A')=]0 3 -1| > A'= NV 3 -1
0 5 3 01 3 0 -5 2 Al 0 -5 2
1 0 0Y(0 0 1Y(1 0 0 0 0 100 0 5 3
Portanto: X=A"BA=/0 3 1[0 I O0[-|0 2 1|={-1 3 0 0 2 1|=[|-1 6 3
0 -5 2)(1 0 o0)lo 5 3 2 5 00 5 3 2 -10 -5

2. Hallar, en funcion del parametro positivo a, la posicion relativa de la circunferencia de ecuacion (X — 2)2 + y2 =a
v la recta de ecuacion y =x. [1,5 puntos]

SOLUCION.

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones de la circunferencia y la recta:

oV 4y = 4+,/16-8(4-a) 4+./8a-16
{(X 2] +y =a = xX'-4dx+4+x’=a = 2x -4x+4-a=0 = x= 2 ( )= 4a
y=x

X Si a=2: larecta es tangente a la circunferencia pues sé6lo se cortan en un punto.
X Si a>2: larectaes secante a la circunferencia pues se cortan en dos puntos.

X Si a<2: larecta es exterior a la circunferencia pues no tienen puntos comunes.

x=1+A
3. Hallar el punto de la recta {y =142\ mds proximo al punto 4 (0,!1,1) [1,5 puntos]
z=2+A

SOLUCION.

Puesto que el punto A es un punto de la recta, el punto de la recta mas proximo a A es el propio A.



4
4. Dada la funcion f(x)=-x+ — . se pide:
X

a) Asintotas de la curvay = f{x) [1 punto]
b) Extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento  [1 punto]
¢) Dibujar la grafica [0,5 puntos]

SOLUCION.

. , 4
a) X Asintotas verticales: x=0 pues lim (—x +—2J =,
x—0 X

Posicion de la curva respecto a la asintota:

; 4 . 4
lim | —x+—|=+0 ; lim | —Xx+— [=+®
x—0" X x—0" X

X Asintota oblicua: es larecta y=-x K
. 4 4
Posicion de la curva respecto a la asintota: ~ lim —-=0" ; lim —=0"
X0 ¥ X240 ¥
8 8 8 )
b) f'(x)=—l——§=—1——3=0 => ——=1 = x’=-8 = x=-2 (punto critico)
X X X
24x* 24 . .
f"(x) = )6( =— = f"(-2)>0 = x=-2 esunminimo relativo: (-2,3)
X X

X Intervalos de crecimiento y decrecimiento: los valores de x donde f'(x) puede cambiar de signo son x=-2 'y
x=0:

F<0 , £>0 L P<0 La funcion es decreciente en: (-0, —2)U(0, + o)

La funcion es creciente en: (-2, 0)

©)

5. La derivada segunda de una funcion fes f’(x) =6 (x — 1). Hallar la funcion si su grdfica pasa por el punto (2, 1)
y en este punto es tangente a la recta 3x—y—35 = 0. [2 puntos]

SOLUCION.

f'(x):j £"() dx:j 6(x—1)dx:6(§—x+CJ:3x2—6x+C

2
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Como la grafica es tangente a la recta y =3x—5 en el punto (2,1) : f')=3 > V- +C=3 = C=3
luego f'(x)=3x>—-6x+3.

3 6x7

F@=[ 1@ dv=[ (35" ~6r+3)de="2-2

+3x+K =x*-3x"+3x+K

y como la grafica pasa por el punto (2,1): 8-12+6+K=1 = K=-1

Por tanto: | f(x)=x-3x>+3x-1 |

OPCION B

a 1 -1
0 | segun sea el valor del parametro a [2,5 puntos]
1 a -1

1. Hallar el rango de la matriz B =

—_ O =
ot
o
|
—_

SOLUCION.

Puesto que el menor

1
1‘:—17&0 = rgB>2

Se observa que la cuarta columna es combinacion lineal de la primera, por lo que no debemos tenerla en cuenta para el
estudio del rango. Orlemos el menor anterior con los elementos de la segunda y tercera columnas:

1 a 1
)
01 al|=A+a>~A—f-a+f=a>-a=0 :
11a A+a’—d—f-a+)f=a>-a :><:a:1
a

X Paraa#0 ya=l: rgB=3

X Paraa=0 o0 a=1: rgB=2

2. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P del plano tales que la suma de los cuadrados de las
distanciasde Pa A (0,0) yaB (2,0) es 4. ;Qué figura representa esta ecuacion? [1,5 puntos]

SOLUCION.

Sea P (x , y) un punto cualquiera del lugar geométrico. Se tiene:

[d(P,A)T+[d(P,B)T=4 o Xy H(x-2) 4y =4 o xX+y+xi-dx+dry'=4 o

o 22y —4x=0 & | X +y’=2x=0 | que es una circunferencia




3. Hallar el punto del eje OY que es coplanario con los puntos P (1,1,1), Q(2,2,1) y R(1,2,0). [1,5 puntos]

SOLUCION.

Un punto del eje OY es Y(O,y,O). Para que sea coplanario con los puntos P, Q y R, los vectores

U uuw uuw
PY =(-1,y-1,-1), PQ=(1,1,0) y PR=(0,1,~1) deben ser linealmente dependientes:

-1 y-1 -1

I 1 0|=0 = /-J/+y-1=0 = y=1 = |Y(0,1,0)

0 1 -1
x> six <1

4. Hallar a y b para que la funcion f dada por f(x)= sea continua y derivable para todo x
—x?+ax+b six>1

real [1,5 puntos]. Encontrar los puntos en donde la recta tangente a la curva y = f{x) es paralela al eje OX [1
punto].

SOLUCION.

X La funcién es continua en (—oo , 1) U (1 ,+ oo) por ser funciones polindmicas las definidas en dichos intervalos.

La funcidn tiene que ser continua en x =1 y para ello debe ser:

lim f(x) = lim f(x) < lin}xzzlinll(—x2+ax+b) o l=-l+a+b < a+b=2 (%
x—1" x—1" X—> X—>

2x six<l1

2x+a six>1’

X £'(x) ={
La funcion es derivable (3f'(x)) Vxe(—o0,1)U(1, +). También tiene que ser derivable en x =1 y para ello debe
ser: f'(17)=f'(1') & 2=-2+a = |a=4

Sustituimos el valor de a en la igualdad (*) y obtenemos: | b=-2

2 2x six <1

-2x+4 six>1

six <1

X
X f(x):{

—x*+4x-2 six > 1

= f'(x)= {
Los puntos de tangente horizontal son aquellos en los que f'(x)=0:
Para x e (—»,1): f'(x)=0 = 2x=0 = x=0 = [(0,0)

Para xe(l,+): f'(x)=0 = -2x+4=0 = x=2 = [(2,2)
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5. Un cono circular recto tiene una altura de 12 cm y radio de la base de 6 cm. Se inscribe un cono de vértice el centro
de la base del cono dado y base paralela a la del cono dado. Hallar las dimensiones (altura y radio de la base) del
cono de volumen maximo que puede inscribirse asi [2 puntos].

SOLUCION.
C
A A ¢ El volumen del cono inscrito es: 'V = % nx’y
12!y
X Encontremos una relacion entre las variables x e y:
12 12 D E
y Los triangulos ABC y DEC son semejantes, luego
y
12—
Yy yv T2V o x=72-6y & y=12-2x
6 A 6 B 6 12

. . . . 1 2
El volumen del cono inscrito viene dado entonces por la funcién: V = 3 nx?(12-2x) = 4nx* - nx’.

Estudiemos para qué valor de x el volumen es maximo:
V'=8mx-2nx’ =0 = 2mx(4-x)=0 = x=0, x=4 (valores criticos)

V"(0)=8r>0 = volumen minimo
V"=8n—-4nx = .
V"(4)=8n—-16n<0 = volumen maximo

Por tanto, el volumen es maximo para x =4 , y=4 es decir 4 cm de altura y 4 cm de radio de la base.





