Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad.
Matemadticas I1.

Septiembre 2004

OPCION A

x+y-2z=0
1. Sea el sistema homogéneo de ecuaciones 1 ax—y+z=0
xX+2ay-2z=0

a) Determinar el valor o valores del parametro a para que el sistema tenga soluciones distintas de la nula [1,5 puntos]
b) Resolver el sistema para el valor o valores de a hallados en el apartado anterior [1 punto]

SOLUCION.

a) Para que el sistema tenga soluciones distintas de la nula el rango de la matriz de los coeficientes debe ser menor que
tres, y para ello el unico menor de orden tres debe ser nulo:

1 1 =2 a=0

a -1 1 |=0 & 1+1-4a*-2+a-2a=0 & -4a’-a=0 < a-(-4a-1)=0 = ~
\a——l

1 2a -1

4
|
b) X Para a =0, la matriz de los coeficientes | 0 —1 1 tiene rango 2. Como el menor #0 las dos
1 0 -1
ecuaciones primeras son independientes respecto a las incognitas x e y. Utilizando z= g como parametro, el sistema
es:
X+y=2u
= y = /u s X = :u > zZ= /u
—y=—u
X 1l 1 -2 1 1
X Para a =——, la matriz de los coeficientes | —— -1 1 tiene rango 2 y como el menor | 1 117 0
4 4 . 4
I -= -1
2

las dos primeras ecuaciones son independientes respecto a x e y. Utilizando z=A4 como parametro, el sistema a
resolver es:

24 1 1 24
Xx+y=24 X +y=2A 40 4| 8A—44 44 1 42| 41-21 24
- X = = = — ; y: = = — ; Z:ﬂ
——x-y=-4 X +4y=421 ‘1 1‘ 4-1 3 3 3 3
1 4

2. Descomponer el numero e en dos sumandos positivos de forma que la suma de los logaritmos neperianos de los
sumandos sea maxima [1,5 puntos]. Calcular dicha suma [1 punto]

SOLUCION.

Sean x e y los dos sumandos positivos: e=x+y = y=e—X
La funcidn que debe ser maximaes: S=Inx +1In (e - x) . Veamos para que valor de x se maximiza la funcion:

! 1 e—Xx—-Xx e-2x
S:—— = =
x e-x x-(e-x) ex-x2

0 = e-2x=0 = x:g



e e . . L.
luego para x = 7 y= 5 la suma de los logaritmos neperianos es maxima.

Lasumaes: S=In §+ln §=2~1n §=2-(1ne—1n2)=2-(1—1n2)=2—1n4

3. Calcular el drea encerrada entre las grdficas de la recta y=x+2 ylapardbola y=x> [2,5 puntos]
SOLUCION.

Consideremos la funcion diferencia de las dos funciones dadas: d(x)=x+2— x* . El 4rea pedida es el area del recinto
limitado por esta funcion diferencia y el eje de abscisas.

-1+ 41+8 -1£3 - -1

Los puntos de corte de d(x) y OX son: ~x2+x+42=0 = x= 5 = ;= .,

2
2 3 2
Entonces: A=J. (—x2+x+2)dx= S X x| = —§+2+4 = l+l—2 =—3+8—l=2 u?
-1 32 o 3 3 2 2 2

1- 2-z
4. Larecta x = Ty = 5 corta a los tres planos coordenados en tres puntos.

Determinar las coordenadas de estos puntos [0,5 puntos], las distancias existentes entre cada par de ellos [1 punto]
e indicar cudl es el que se encuentra en medio de los otros dos [1 punto].

SOLUCION.

. . A -y 2-z 3x=1-y 3x+y—-1=0
Escribamos la recta como interseccion de dos planos: x =——= = =
2 2x =2 -2z 2x+z-2=0

a) Puntos de corte con los planos coordenados:

3x+y-1=0

X Puntodecortecon x=0: {2x+z-2=0 = x=0,y=1,2z=2 = A(0,1,2)
x=0
3x+y-1=0

X Punto de corte con y=0: 2x+z-2=0 = x=l,y=0,z=i = B(l,o, ij
y=0 3 3 3 3
3x+y-1=0

X Punto de corte con z=0: 2x+z-2=0 = x=1,y=-2,z=0 = C(l,—2,0)
z=0

b) Distancias entre los puntos:

X d(a, B)=\/G—o]2+(o_l)2+(§_2j2: 1+1+g= %zﬁ
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X d(A, C)=y(1-0)7+(2-1)2+(0-2)% =1+ 9+4 =14

+T4:\/ﬁ = d(A, B)+d(B, C):d(A, C) = el punto B se encuentra entre A y C.

Puesto que
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OPCION B

2 =2 10
1. Determinar una matriz cuadrada X que verifique AX + XA = [3 3 J siendo A= (1 1) [2 puntos]. Luego

analizar si la matriz X es inversible, y en el caso de serlo calcular su matriz inversa [0,5 puntos]

SOLUCION.
a b 1 0 a b a b 10 2 =2 a b a+b b 2 =2
Sea X = : . + . = & + =
c d 1 1)lc d c d) (1 1 3 3 a+c b+d c+d d 3 3
2a+b=2
2a+b 2b 2 =2 2b=-2 3 1
& = = = b=-1, a==, d=2 , c=——
a+2c+d b+2d 3 3 a+2c+d=3 2 4
b+2d=3
ER
esdecir: X = 21
-— 2
4
3
X La matriz X es inversible pues: |X|: 21 :3—%:%1:&0. Calculemos X'
-—— 2
4
3 8 4
- -1 3 1 2 1 ( t) - —
X=| 2 > X'=| 5 4| - Adj(Xt)z 13| & x 1 2AX ) o
-7 2 1o 12 x[ 7|1 &

n
—_
—
—_
—

2. Sea el polinomio x> + ax* +bx +c.

a) Determinar los coeficientes a, b y c¢ sabiendo que tiene extremos en x=-1 y en x=1 y que pasa por el
origen de coordenadas [1,5 puntos]
b) Estudiar la naturaleza de ambos extremos [1 punto]

SOLUCION.

a) f(x)=x’+ax’+bx+c = f(x)=3x?+2ax+b



x=-1 extremorelativo = f(-1)=0 = 3-2a+b=0 (¥)
x =1 extremorelativo = f(1)=0 = 3+2a+b=0 (¥

Sumando las igualdades (*): 6+2b=0 = b=-3 = a=0

Y como la funcién pasa por el origen de coordenadas: f(0)=0 = c=0

Por tanto, el polinomio es x* - 3x

b) La naturaleza de los extremos (maximo o minimo) depende del signo de la segunda derivada: f{''(x)=6x

f ”(— l) =-6<0 = en x =-1 la funcion tiene un maximo relativo

f'(1)=6>0 = en x=1 la funcién tiene un minimo relativo.

3. Sea la pardbola f(x)=x>—6x+9.

a) Probar que es tangente a uno de los ejes coordenados, indicando a cual [1 punto].
b) Calcular el area encerrada entre la grdfica de la parabola y los dos ejes coordenados [1,5 puntos]

SOLUCION.

a) Solo puede serlo el eje OX. Probémoslo:

f'x)=2x-6=0 = x=3

f'"(x)=2>0 = en x =3 laparabola tiene un minimo (el vértice).

Ademas: f(3)=9-18+9=0 = el punto (3, 0) es un minimo y pertenece al eje OX = OX es tangente a la
parabola en el punto (3, 0)

3 %3 ’
b) A=J’O (x2—6x+9)dx={?—3xz+9x} =(9-27+27)-0=9 v’
0

4. Sear la recta que pasa por los puntos (1, 2,3 ) y (—1, 0,2 )

a) Determinar las ecuaciones de los planos © y o que son perpendiculares a la recta v y que pasan respectivamente
por los puntos (4, -2, —l) y (2, -1, —3) [1,5 puntos]

b) Calcular la distancia que hay entre ambos planos «# y o [1 punto]

SOLUCION.

a) Un vector direccional de r es ﬁ:(2, 2, 1) y un plano perpendicular a r tendra por ecuacion: 2x +2y+z+ D=0
Comozpasapor(4,—2,—l): 8§-4-1+D=0 = D=-3 yportanto: 7 =2x+2y+z-3=0
Comoapasapor(2,—1,—3): 4-2-3+D=0 = D=1 yportanto: oc=2x+2y+z+1=0

b) Losplanos # y o son paralelos. La distancia entre ambos es:

d= D-D _ -3-1 :4

JAZ+B?+C? J22 422412 | 3






