Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad.

Matemdticas I1.
Junio 2007.
OPCION A
x+3y+z=5
1. Considerar el sistema lineal de ecuaciones en X,y y z: mx +2z=0
my—z=m
a) Determinar los valores del parametro m para los que el sistema tiene solucion unica. Calcular dicha solucion para
m=1. [1 punto]
b) Determinar los valores del parametro m para los que el sistema tiene infinitas soluciones. Calcular dichas
soluciones. [1 punto]
¢) Estudiar si existe algun valor de m para el cual el sistema no tiene solucion. [0,5 puntos]
SOLUCION.

a) El sistema es compatible determinado (tiene una solucién unica) cuando rg A =rg M =3 siendo A la matriz de los
coeficientes y M la matriz ampliada:

Veamos para qué valores del parametro el rango es maximo:

1 3 1
m 0 2|=m*+3m-2m=m*+m=0 = m(m+1):0 = m=0, m=-1
0 m -1

Por tanto, el sistema tiene una solucion tinica para m#0 y m# —1.

» Para m = 1, las soluciones las encontramos con la regla de Cramer:

53 I 5 1 I 3

00 2 1 0 2 1 00

11 -1 6-10 -4 0 1 -1| 1+5-2 4 0 1 5-3
X = = :—_—2 5 y: = :—:2 ’ z= = :1

I3 1] 1+3-2 2 2 2 2 2 2

1 0 2

01 -1

b) Para que el sistema sea compatible indeterminado (tenga infinitas soluciones) debe ser: rgA=rgM <3 y esto
sucedera para m=0 o m=-1.

1 3 1
1
Param=0: A4={0 0 2 | = rgA=2 puesel menor 2‘:67&0
0 0 -1

Orlemos el menor de orden 2 con los términos independientes para comprobar cudl es el rango de M:

315
0 2 0/=0 = rgM=2
0 -1 0

Por lo tanto, param=0: rgA=rgM =2<3 = elsistema es compatible indeterminado.



Para resolverlo, teniendo en cuenta el menor que da rango a las matrices, utilizamos las dos primeras ecuaciones y las

[Tl €69

incognitas “y” y “z” como incdgnitas principales y “x” como secundaria. Consideremos x = A como un parametro:

3y+z=5-1 - -
rrE = z=0 , y:u luego las soluciones son: x=41 y=u , z=0
2z=0 3 3

¢) Elsistema so6lo puede ser incompatible (no tiene solucion) para m = —1 y lo sera si para dicho valor: rg 4 #rg M

1 3 115
Comprobemos cuales son los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada: | -1 0 2 |0
0 -1 -1]-1
El menor (3)‘:37&0 = rgd=2.
1 3 5
Orlando este menor con los términos independientes: -1 0 0 (=5-3=2#0 = rgM =3
0 -1 -1
Por tanto, para m = —1 el sistema es incompatible.
2. Calcular: a) }(133 % [1,25 puntos] b) XILIEO (1 —%)X [1,25 puntos]

SOLUCION.

2 /.2
'x2_5_2_0 ( X _5_2)'( X _5+2) x2_5_4 x2_9
x=3

a) lim —=lim =Ilim =lim =
b 0 o (x—3)-(\/x2 -5 +2) P (x—3)-(\/x2 -5 +2) 3 (x—3)~(\/x2—5 +2)
lim (x+3)-(x—3) —lim x—+3:§:§

4 2

3 (x—3)-(\/x2—5 +2) =[xt 542

1
LY LY | xl(fx)-i—lx B E
b) lim (1——2j =1" = lim (l—i— ZJ = lim (1+ zj = lim [1+ zj =e’ =1
X—>+00 X X—>+00 —X X—>+00 —X X—>+00 —X

3. Sea F(x)= J-IX. Int dt, conx >1. Calcular F’(e). ;Es F’’(x) una funcion constante? Justificar la respuesta.
[2,5 puntos]
SOLUCION.

* Calculemos J Intdt. Aplicamos el método de integracion por partes: j u-dv=u- v—J. v-du

1
=Int du =~-dt
Sean: = ¢ = I1nt-dt=t-1nt—'[t.%-dtzt.lnt—t=t-(1nt—l)

dv=dt = v=t
Por tanto: F(x):jfz ne-de=[t-(nt=1)]" =[-(Inx? =1)|-[1-(In1-1)] = 2*-(2Inx-1) 41

. F’(x):2x-(2lnx—l)+x2-£:2x-(2lnx—l)+2x:2x-(21nx—1+1):4x-lnx = F'(e)=4e
x

e F"(x)= 4-1nx+4x-l =4-(Inx+1) = F"(x) no es una funcion constante
x

2
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4. Escribir las ecuaciones implicitas de una recta con la direccion del vector (l,—l,O) vy que pasa por P’ el simétrico

de P = (0,—2,0) respecto al plano 7 :x+3y+z=5. [2,5 puntos]
SOLUCION.
P@©,!2,0) « Calculemos el punto P’ (simétrico de P respecto al plano B):

El vector 1 = (1,3,1) es normal al plano B.

Las ecuaciones paramétricas de la recta PP’ (que pasa por P y
. I . .
tiene a n como vector direccional) son:

'I'M x=t
B i y=-2+3¢
z=t

El punto M, interseccion de la recta y el plano, es:

P’ (x.y,2)

a ,IN 1+3(=2+31)+1=5 = (-6+%+1=5 = 1lt=11 =
! => t=1 = M(LL])

Puesto que M es el punto medio del segmento PP’:

_0+x 0+z

1

x:2 ; lzﬂ = y:4 ; 1:

5 = z=2 esdecirel punto P’ es: P'(2,4,2)

. . . N -2 -4 -2
» La ecuacion continua de la recta que pasa por P’ y tiene la direccion del vector (1 ,—1 ,0) es: X | =Y " =z 0

—-x+2=y-4 +y=6
xy}c)xy}

y

sus ecuaciones implicitas:
0=z-2 z=2

OPCION B

1. Un cajero automatico contiene 95 billetes de 10, 20 y 50 euros y un total almacenado de 2000 euros. Si el numero
total de billetes de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20, averiguar cuantos billetes de cada tipo hay.

SOLUCION.

Sea “x” el n°® de billetes de 10 €, “y” el de billetes de 20 € y “z” el de 50 €. Se tiene:

X+y+z=95 xX+y+z=95
10x+20y+50z=2000 } < x+2y+5z=200
x=2y x—2y=0

Resolviendo el sistema por la regla de Cramer:

95 1 1
200 2 5
x= 0 =20 = —400+950 :E:SO ;  de la tercera ecuacion: y:£:$:25 ; z=95-50-25=20
1 1 1 -2+5-2+10 11 2 2
1 2 5
1 -2 0

Por tanto, hay 50 billetes de 10 €, 25 billetes de de 20 € y 20 billetes de 50 €.



(x+2)2 .

2. Sea la funcion f: / —> /deﬁnidapor f(x)= 0
X +

a) Calcular su dominio. [0,5 puntos]
b) Estudiar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. [l punto]

¢) Analizar sus asintotas verticales, horizontales y oblicuas y determinar las que existan. [1 punto]
SOLUCION.
a) Por tratarse de una funcién racional: D (f)=; —{x/x+1=0}=; —{-1}

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento dependen del signo de f'(x):

2(x+2)(x+1)—(x+2)2_(x+2)[2(x+l)—(x+2)]_(x+2)x >0 | P<0 | £>0
(x+1)? - (x+1)? (1) 12 0

frx)=

Por tanto, la funcion es creciente en (—o0,—2)U (0, ) y decreciente en (—2,0).

c) * Asintotas verticales: x=-1 pues lim f(x)=o0.
x—-1

Posicion relativa de la curva respecto a la asintota: x=1 11\\ 7y — X3
. (x+2) . (x+2)
lim (x+2)7 —o0 lim (C) +00
x> x+1 x> x+1

* Asintotas horizontales u oblicuas:

2 2
(x+2) =X Fhxta =x+3+L = y=x+3 esuna asintota oblicua. %
x+1 x+1 x+1
Posicion relativa de la curva respecto a la asintota:
1 1
lim ——=0" lim ——=0"
x>0 x 4] x40 x4 ] \V
3. Calcular JT/ | Inx | dx. [2,5 puntos]

SOLUCION.

—-Inx si0O<x<l

La funciéon |lnx|:{ l 51
nx six>

Jlje| 1nx|dx:j1;e (—Inx) dX+Jle Inx dx:—J.I;e Inx dx+JT Inx dx = (1)

* Calculemos J. Inx dx por el método de integracion por partes: J'u-dv:u-v—.[v-du.
1
=1 du=—-d
Sean u=xy = X * = Ilnx~dx:x~lnx—jx-l-dx:xdnx—x:x(lnx—l)
dv=dx = v=x ¥

Se tiene entonces: (1) =—[ x(lnx—l)]i/e +[x(1nx—l)]f =—[1-(0—1)—1'(—1—1)}+[e'(l—l)—l'(0—l)]=
e

e e e e e
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4. a) Las componentes de ﬁ,{/y\gv en una cierta base de V; son: {1:(2,0—1), {/:(—3,1,2),\%:(4,—2,7).

Hallar, en esa misma base, las componentes del vector 20—V +%\§v . [0,75 puntos]
) ) o 7x+5y-7z-12=0 5x-5y-z-16=0
b) Determinar la posicion relativa de las siguientes rectas: 1, : L,
2x+3z+11=0 3x-2y-7=0
[1,75 puntos]
SOLUCION.
r r Ir 1 4 27 25 5 5
a) 2u—-v+-—w=2-(2,0,-1)—(-3,1,2)+=-(4,-2,7)=(4,0,-2)+(3,-1,-2)+|—,—=,— |=| —,—=,—=
) 2P Hh=2 (2,0 (3. 1,243 (41-2.7) = (4,025 01232 D) (22

b) ¢ Obtengamos dos puntos de 7, :

z=1: x=4 y——g = 4 4,—2,1
Tx+5y=12+7z 5 5 -
= ABz(—3,7,2)
2x=11-3z 26 26
z=3 x=1 y=? = B 1,?,3

*» Obtengamos dos puntos de 7, :

5x—z=16+5y y=1: x=3 z=-6 = P(3,1,—6) -
= = PQ=(-2,-3,5)
3x=T7+2y y=-2: x=1 z=-1 = Q(l,—2,—1)

— —
Puesto que las coordenadas de 4B y PQ no son proporcionales, los vectores no tienen la misma direccion = las dos
rectas se cortan o se cruzan.

. . - 14
* Consideremos ahora un vector de origen un punto de 7 y extremo un puntode r,: AP = (—1 i 7] .

Estudiemos el rango del conjunto de vectores AB, PQ y AP:

-3 7 2
-2 -3 5 =—63—35—%—6—98+42¢0 = lasrectas 7, y r, se cruzan.
SRR
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