Prueba de Acceso a la Universidad. SEPTIEMBRE 2014.
Matematicas I1.

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B. En cada pregunta se sefala la puntuacion maxima.

OPCION A

1. (2,5 puntos)

a) (1,5 puntos) Sean A y B matrices 2 x 2. Determine dichas matrices sabiendo que verifican las
siguientes ecuaciones:

A+3B = (_4 _2)

3 -4
24-8=(T) 3)

b) (1 punto) Sean Cy D las matrices:
_(1 1 _(2 2
C_(1 0)' D‘(o 1)
Determine el determinante: |5(CD)™!|, donde (C D)~! es la matriz inversa de (C D).

SOLUCION.

- L, -3 9
a) Multiplicamos por 3 la segunda ecuacién: 6A—3B:[ 3 Sj

. -7 7 -1 1
Sumamos ahora ambas ecuaciones: 7A =( 0 7} = A :( d J

Para calcular B, sustituimos A en la segunda ecuacién y despejamos B:
-1 3 -2 2 -1 3 -1 -1
B=2A- = - =
3 BHG A
1 1)(2 2 2 3
o cofi oo iz 2
10)0 1 2 2

. 2 3
Calculemos la inversa de CD: CD]=~

=4-6=-2
2 2

- = Adj(CD))" (-
cp-[2® Adjunta Adj(CD)= 2 2 Traspuesta (Adj(CD)) = 2 73) nversa (CD)*:(J(i)): 132
2 2) = 3 2) ——m 2 2 [cD| 1 -1
Por tanto: 5(CD)1:(_55 15{3 = ‘S(CD)’l =

5 -5

2 2

-5 15/2

2. (2,5 puntos)
a) (1,5 puntos) Determine el valor o valores de m, si existen, para que la recta

. {mx +y =2
e
x+ mz=3
sea paralela al plano:

m:2x—y—z+6=0
b) (1 punto) Determine la distancia del punto P= (2,1, 1) a la recta rcuando m = 2.

SOLUCION.

a) La recta serd paralela al plano cuando un vector direccional de la recta sea perpendicular a un vector normal al
plano.



Para obtener un vector direccional de la recta, obtengamos dos puntos de la misma:

Paraz=0: x=3,y=2-3m = A(3,2-3m,0)

AR — (_ 2
Paraz=1: x=3-m,y=2-3m+m’ = B(3-m,2-3m+m? 1) = AB=(-m,m",1)

Un vector normal al planoes ni=(2,-1,-1)

2+ [4-4

rft < ABLAi < AB:i=0 = -2m-m’-1=0 = m=72=—1
2X+y=2 . . . L

b) Para m=2, larectares <427 3yunvectordlreccmnal delamismaes i=AB=(-2,4,1).
=+ =

Hallamos el plano =' perpendicular a r que pasa por P. Su vector normal es el direccional de la recta luego su ecuacion
€S —2x+4y+z+D=0ycomo contieneal puntoP: —4+4+1+D=0 = D=-1 = n'=-2x+4y+z-1=0.

El punto Q de interseccion de la rectar y el plano =' (proyeccion de P sobre r):

2X+y=2
x+22=3 = -2(3-22)+4[2-2(3-22)]+z=1 = -6+4z+8-24+16z+2=1 = 21z=23 = z:g =
—2x+4y+z=1

= X=3-2z2=3-—="— , y=2-2X=2——=—
21 21 21 21

46 17 34 8 N 17 8 23
21'21' 21

La distancia entre el punto y la recta es la distancia entre los puntos P y Q:

(P,r)=d(P,Q)= 2—£2+ 1—£2+ 1—52: £2+£2+izz 1\ 2
d 17 8 23 25 13 2 798 38

— Otra forma —

Un punto de la recta es A(3,-4,0) ysu vector direccional t=(-2,4,1). Ademas, el vector AP=(-1,5,1).
ik

-151

|APxu| |2 4 1

i —2) — 4K +10K + j — 41 _
Setiene: d(P,r)= _‘5' ]~ 4Kk +10k+ ] 4":‘(1' 1,6)) Jiri+36 [38

lu|  Ja+16+1 Jat NER NER 21

3. (2,5 puntos) Considere la funcion:

x2

f&)=5"%

a) (1,25 puntos) Determine el dominio y las asintotas, si existen, de esa funcion.

b) (1,25 puntos) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos
relativos, si existen, de esa funcion.

SOLUCION.
a) - Por tratarse de una funcion racional:  Dom(f)=R—-{3}
2 2 2

- Asintotas verticales: x=3 pues lim X _w. Ademés: lim y =
x>3 2X —6 x>3 2X—6 x->3" 2X—6

x’ 1 3 13 .
=SX+—+ = y=>x+= esunaasintota
2x—-6 2 2 2x-6 2 2 J

oblicua de la funcion.

« Asintota oblicua:  f(x)=

2
X 2x—6
-2 + 3x 1 3 Ademas, la posicion de la gréfica respecto a la asintota:
3 2 2 lim 9 =0 y lim 9 =0" -
-3x+9 x>0 22X —6 X—>+0 2X —6
9
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2x(2x —6)—2x% 2x(2x—-6-x) 2x(x-6 x=0
b) f'(X)Z ( )2 _ ( . ): ( 2): :>< -
(2x—6) (2x—6) (2x—6) x=6
Se tiene:
f>>0 f’<0 f’<0 f’>0

Luego la funcion es creciente en (—o,0)U(6,+x) Yy
decreciente en (0,6)—{3}

- La funcion solo es discontinua en x=3. En x=0 la funcién tiene un maximo relativo puesto que pasa de creciente a
decreciente y en x =6 tiene un minimo relativo puesto que pasa de decreciente a creciente.

4. (2,5 puntos)
a) (1,25 puntos) La derivada de una funcién f(x) es:
(x—1)*(x —3)
Determine la funcién f(x) sabiendo que f(0) = 1.
b) (1,25 puntos) Determine el limite:

lim
x—+00

3 4 2% 42 3x24+x+1
( x3+1 )
SOLUCION.

!
a) f)=[(x-1)(x-3)dx= |x-1=t —3=t-2 ,dx=dt | =[t(t-2)dt=[ (t*-2t*)dt=—-2-—+C=
) f(x) j(x ) (x=3)dx=|x = X X \ _[ (t-2) j( ) 525

=1(x—1)5—1(x—1)“+c y como f(0)=1: S P RN CO I SHE 1)
5 2 5 2 5 2 10
1 5 1 4 17
Por tanto: f(x)==(x-1)"-=(x-1) +—
(x)=F (-1 -2 (x-1) + 12
2 X3+l 2x+1
3x2+x+1 2 (3X +X+1) 2x+l x4
. X2 +2Xx+2 ) 2x +1 ) 1
b) lim | —5—— =1"=1lim | 1+—; = lim [1+— =
X—>400 X° +1 X—>+0 X°+1 X—>+00 X°+1
2x +1
_ _6x34+5x2+3x+1
3 +2X + ] 3+ X+ x4l
X 2X + 2 X' +1 ]
3
= = ' = lim ||1+ ! =eb
2x+1 X—>+00 X3+1
2x+1
— Otra forma —
3x2+x+1 C[(x3+42x+2 (x¥+2x+2-x3-1
lim B rox+2) _ 1w:eleTw[7x3+l+ —1]-(3x2+x+1): xl.ﬂﬁ(; o ].(3x2+x+l):
X—>+0 X3+1

-~ (6x3+5x%+3x+1
lim (2)3(+1]-(3x2+x+1) x'ﬂ&[ailj
-\ x3+1 e X7+ — eG



OPCION B

1. (2,5 puntos) Determine para qué valores de a el sistema que aparece a continuacion es compatible
determinado, compatible indeterminado o incompatible.
ax—3y+6z=3
ax+3y+az=6
—ax—6y+9z=0

SOLUCION.
a -3 6|3
Las matrices de los coeficientes, A, y ampliada, B, son: a 3 a|6
-a -6 9|0

El sistema es compatible determinado cuando rg A = rgB =3, es compatible indeterminado cuando rgA=rgB<3y
es incompatible cuando rgA = rgB.

Estudiemos el rango de las matrices segun los posibles valores del parametro a:

a -3 6
a 3 a|=27a-36a+3a’+18a+27a+6a’=9a°+36a=0 = 9a(a+4)=0 = a=0,a=-4
-a -6 9

«Siaz—4y a=0: rgA=rgB=3 = el sistema es compatible determinado.

-4 -3 6 |3
« Si a=-4las matrices A y B son ahora: -4 3 4|6
4 -6 9 |0
EI menor _33‘=—12—12=—24¢0 = rgA=2
-4 -3 3
Orlamos el menor con los términos independientes: |-4 3 6|=0+72-72-36-0-144#0 = rgB=3
4 -6 0
Luego para a =—4 el sistema es incompatible.
0 -3 6
« Si a=0 las matrices de los coeficientes y ampliada son ahora: |0 3

-6 9

El menor de la matriz de los coeficientes

6
0‘=—l8¢0 = rgA=2

-3 6 3

Orlamos el menor con los términos independientes: 3 0 6|/=81-216+162=27#0 = rgB=3
-6 9 0

Luego para a =0 el sistema es también incompatible.

« El sistema no es compatible indeterminado para ningdn valor del parametro.
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2. (2,5 puntos)
a) (1,5 puntos) Estudie la posicion relativa de los planos:

m:x—y—2z=0

x=34+21—pu
n:ly=1+A+u
zZ= U

b) (1 punto) Determine la ecuacion de la recta perpendicular a ™ que pasa por el punto P= (1,0, 1).
Escriba la ecuacion de la recta como interseccion de dos planos.

SOLUCION.

a) Los planos pueden ser secantes, paralelos o coincidentes.

n=(1,-1,-1) esun vector normal al plano =. A(3,1,0) esunpuntoy t=(2,1,0), v=(-1,1,1) dos vecto-

res de ' . Puesto que n-ti=2-1+0=1+0 descartamos la posibilidad de que coincidan o sean paralelos. Los planos
se cortan.

b) El vector n :(1 —1,- } perpendicular al plano = es un vector direccional de cualquier recta perpendicular al
plano. Como la recta que buscamos debe pasar por el punto P(l, 0, 1), la ecuacion (en forma continua) es:

x-1 vy
- - ] X+ -1=0
x_lzl:z_l < Y como interseccion de planos: 1 1 o y
1 -1 - y z-1 y-z+1=0
-1 -1
3. (2,5 puntos)
a) (1,25 puntos) Considere la funcién:
& si x<2
f(x)=4{2x +a si. 2<x<4

—x2+43x+b si x>4
Determine los valores de a y b para que la funcién sea continua.
b) (1,25 puntos) Supongamos ahora que a = (0. Usando la definicion de derivada, estudie la
derivabilidad de f(x) en x = 2.
SOLUCION.

a) Puesto que los tres trozos en que esta definida la funcién corresponden a funciones continuas (polindmicas),
debemos exigir que f (x) sea continuaen x=2 yen x=4.

limf(x)=lim f(x) < Iim(xz):lim(2x+a) < 4=4+a = a=0
x—2"

X—2" X—2 x—2"

lim f(x) = lim f(x) < Iir’rl(2x+0)=linl(—x2+3x+b) & 8=-16+12+b = b=12
X—4" X—4" X—> X—>

Debe ser:

b) La funcion es derivable en x =2 si f'(27)=f'(2").

f(2+h)-f(2 2+h) -4 2 _ 2
£(27)= lim (2+0)=F(2) _ gy (240) =4 _ g A+dheh?=a_ o ahed?
N f(2 hh f(2 - 2(2 hh 4 " " " h = Noesderivable.
fl(2+):|.!l,rg]+ ( + lz_ ( ):hll’n(;l ( +h )— :hll,rgl 4-+2hh—4-:hll,n(;1 2hh:2



4. (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Dadas las funciones f(x) =x? y g(x) = —x? + 2, determine el area encerrada
entre ambas funciones.

b) (1,25 puntos) Calcule la integral:
3 x3 i
——— (X
J;_ x2—-2x+1

SOLUCION.

a) Definimos la funcion diferencia de ambas funciones:  d(x) =x* +x*>—2=2x*-2

Los puntos de corte de esta funcion con OX son: 2x*-2=0 = x’=1 = x=-1, x=1
3 1

ZL_QX = [g_zj_(_z+zJ :‘2_2+2_2‘:‘_§‘:§ u?
3 B 3 3 3 3 3] 3

b) Calculemos una primitiva de la funcion:

Tenemos: A:‘ J:ll (2x2—2)dx‘:

x? 3x-2 1 3x -2
3 2 —dx=| [ x+2+——"—|dx==x"+2x+| ———dx
X X —2x+1 -[ X2 —2x+1 j( x2—2x+1j 2 X2 —2x +1
3 2
XA -X X+2 Calculemos la nueva integral:
2% —x
Py 3x-2 3x-2 A B Ax—A+B
—2X° +4x -2 5 = > = + == >
X®—2X+1 (x—l) Xx-1 (x—l) (x—l)
3x -2
A=3
=
-A+B=-2 = B=1
IZBX—_Z = [ = dx+ ! ~dx =3In(x-1)-—
X®—2X+1 Xx-1 (x—l) Xx-1
] . - x? 1, 1
Asi pues la integral inicial es jz—dx ==X"+2x+3In (x —l)—— y tenemos:
X°=2x+1 2 x-1

3 2 8
[l == X oxe3in(x—1)-— | =[21643n2-1]-(24440-1)=5+In8
2 x°=2x+1 x=1], 2 2





