Prueba de Acceso a la Universidad. JUNIO 2014.
Matematicas I1.

Elija una de las dos opciones propuestas, A 0 B. En cada pregunta se sefiala la puntuacién maxima.

OPCION A

1. (2,5 puntos) Sea m un nGimero real y considere la matriz:

1 0 m
A={m 0 -1
2 -1 1

a) (1 punto) Determine todos los valores de m para los que la matriz A4 tiene inversa.
b) (1 punto) Determine, si existe, la inversa de A cuando m = 0.

c) (0,5 puntos) Determine, si existe, la inversa de A%cuando m = 0.

SOLUCION
1 0 m
a) 3A™ vm tal que |A|=0: |A|l=lm 0 -1|=-m’-120 Vm = 3JA™" Vm
2 -1 1
1 0 0
b) A=|0 0 -1
2 -1 1
Calculemos la matriz adjunta de A:
P e T (e PO LIPS I |t o, .
11 71 1 4 12 2 1 ' 13 2 71 21 71 1 22 2 1 ’
-1 -2 0
A23=—1 Ozl ; A31:0 O:0 ; A32=—1 0:1 ; A33:1 0=0 y por tanto: (AdjA)=| 0 1 1
2 -1 0 -1 0 -1 00
0 1 0
-1 00
Calculemos ahora la matriz traspuesta de la adjunta: (Ade)‘:[—z 11
0 10
. (1 0 0
Y como |A|=-1, la matriz inversa de A es: A1=(AdLA) =2 -1 —1]
0 -1 0

1 00
) AP=AA = (A =(A-A)'=ATAT=[2 1 1|2 1 1]=[0 21
11

2. (2,5 puntos) Dados el punto P = (1,—1,0), y la recta:

_{—Zx +z-1=0
| 3x—y -3=0

a) (1,5 puntos) Determine la ecuacién general del plano (Ax + By + Cz + D = 0) que contiene al
punto P vy a la recta s.

b) (1 punto) Determine el angulo que forman el plano mw:2x+y—z+1=0 vy larecta s.

SOLUCION.
a) La ecuacion del haz de planos que contienen a larectases: -2x+z-1+A(3x—y—3)=0.



Obtengamos la ecuacion del plano que contiene al punto P(1,-1,0):

—2-1+7(3+1-3)=0 = A=3 = -2x+z-1+9x-3y-9=0 = 7x-3y+z-10=0

b)
El &ngulo o que forman el plano y la recta es el complementario del p
que forman los vectores G (direccional de la recta) y ri (normal al
plano).
« Obtengamos dos puntos de la recta:
Parax=0:y=-3, z=1 A(0,-31 —
=0y =1 = A( M a_AB-(13.2)
Parax=1:y=0,z=3 = B(1,0,3)
- El vector normal al plano:  n=(2,1,-1)
Entonces: cosp=| — 1 |- 2+3-2 __3 _03273 = B-70°53'36" = o =90°—B=19°6'24"
lufff|] J1+9+4 Ja+1+41 fe4

3. (2,5 puntos) Considere la funcion:
2
x“+3
[@)==—7
x4+ 2

a) (1,5 puntos) Determine las asintotas, horizontales, verticales y oblicuas, que tenga la funcion f(x).

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). (Tiene la funcién f(x)
algiin méaximo o minimo relativo?

SOLUCION.
a) « Asintotas verticales: no tiene
2
. Asintotas horizontales:  y =1 es una asintota horizontal pues lim X +2:1
X—0 X +
2 2 J
Ademas:  lim X2+3=1* y lim X2+3=1* < \'S y=1
X—>-0 X% 42 X400 XS 4 2
2x(x? +2)—(x*+3)2x _ . >0 <0

b) f'(x)= ( ) ( 5 ) s =0 = x=0 Se tiene: |

(x*+2) (x*+2)

0

es decir, la funcion es creciente en (—o, 0) y decreciente en (0, +o).

Como la funcién es continua, en x =0 tiene un maximo relativo pues pasa de creciente a decreciente.



Prueba de Acceso a la Universidad. JUNIO 2014.
Matematicas I1.

4. (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Usando el cambio de variable t = In(x), determine el valor de la integral:

1+ 31In(x) + (In(x))3 5
.[ *(1—(n@)y)

b) (1,25 puntos) Determine el limite:

lim(cos(x (3973("))2
lim (cos(x))

SOLUCION.

a) t=In(x) = dt:idx = dx=xdt
X

3 3 3 2

J1+3|n(x)+(ln(2x)) ix=| l+3t+2t ‘ :J-t +23t+1dt:I[_t+4t+21jdt:_L+I 4t+21dt:(1)

x(l_(m(x))) x(1-t%) —t*+1 1-t 2 7 1-t

£ +3t+1 | —t°+1

-t o+t -t

4t +1
- - ~A+B=4

4t+zl:i+£:A At+B+Bt:( A+B)t:A+B ~ + - O B=§ , A:1_§:_§
1-t* 1+t 1-t  (1+t)(1-t) 1-t A+B=1 2 2 2
[ e P TR PR YE R

1-t 291+t 20 1-t 2 2

Ll 3 5 PPN 51
(1)——§t —Eln(l+t)+aln(1—t)+K_ 2In (x) 2In(l+|n(x))+2In(1 In(x))+K

b) Iim (cosx)[ﬁ)z =1"
x—0 '
« Unaforma: aplicamos logaritmos y tenemos en cuenta que Inlim f (x) =lim In f (x) :

—senx

1) 1 Y In(cosx)| ovLw
. JENR . . . —senx
|n|lm(COSX)[39n><] =lim| | —— | -In(cosx) [=lim # == = lim| —S8X_ |- |im| ————|=
x>0 x-0 | | senx x>0 sen‘x 0 x>0] 2senX CcosSX | x-0| 2senX Cos” X

_ 1Y 1
=I|'m{ 12 }=—1 = Iim(cosx)[sﬁ] =g 2
2 cos“ X x—0

x—0 2

2
1) lim (cosx—l)-[i] Jim 898X |y i —senx lim L 1
. Otra forma: lim (COSX) wx) =17 =" senx) _ g0 sen’x g0 2SNXCOSX_ g 0 2005X _ o2

x—=0




1. (2,5 puntos) Considere las matrices de orden 2 x 2 siguientes:

(1 -4 (1 2 (4 2
A‘(—z —1) B‘(—1 0) D‘(—z )
a) (1,5 puntos) Determine dos matrices My N de orden 2 x 2 tales que:

{AM +BN =D

AM =N

b) (1 punto) Se considera una matriz & de orden 3 x 3, cuyas columnas se representan por Cy,Cy, Cy
y cuyo determinante vale 2. Considere ahora la matriz A cuyas columnas son C3, C3 + C, 3Cy,
écudl es el determinante de esta nueva matriz H?

SOLUCION.
AM+BN=D 1
a) { & N+BN=D < (1+B)N=D < N=(1+B)"-D
AM =N

(1 O) ( 1 2} ( 2 2)
I+B= + =

01 -1 0 -1 1
Obtengamos (1+B) "

(Adj(l+B))=[_12 ;J , (Adj(|+B))t:G —ZZJ , (|+B)-1:(Adjl(+';8)):[il//j —]/1/22

. oo (Y4 -y2) (4 2 (2 2
Por tanto:  N=(1+B) .D_(l/‘l 1/2}(_2 _3)_[0 _]

De la segunda ecuacion: M=A"*-N

2 2
j pues |1+B|=

=4
-1 1

1 4
} puesA—_2 D =9

Calculemos A™: (Ade)_(_zll ij : (Ade)‘_[

. [ VO 49 (2 2 _(2/9 23
Y por tanto: M=A 'N_(Z/g 1/9] [0 1}(4/9 1/3]

-1 4 A717(Ade)‘7 Y9 —4/9
2 1) A _[—2/9 -1/9

b) [G|=|C, C, C,|=2

2

® (©)
\H\z\g C,+C, 3C1\=\C3 C, 3C1\+\C3 C, 3C1\ =0—\3C1 C, C3\ =—3\C1 C, C3\=—3\G\=—6

Propiedades aplicadas:
(1) Descomposicion de un determinante en suma de otros dos por tener la segunda columna como una suma.
(2) Un determinante con dos columnas iguales es nulo. Al permutar dos columnas, el determinante cambia su signo.

(3) Cuando todos los elementos de una columna estan multiplicados por un mismo numero, su determinante queda
multiplicado por ese nimero
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2. (2,5 puntos) Considere las rectas:

x+y+z=1 3:2_ a 1

‘{Zx—4z=2 x y+2 z-(1/2)
a) (2 puntos) Determine la posicion relativa de dichas rectas, segtn los diferentes valores de a.

b) (0,5 puntos) Si a = 2, determine el angulo que forman las rectas ry s.

SOLUCION.

a) Obtengamos un vector direccional de larectar:

—AB=(2-3,1)

2x—4z=2 Paraz=0: x=1, y=0 = A(1,0,0)
= =
X+y+z=1 Paraz=1: x=3, y=-3 = B(3,-3,1)

De larecta s, un punto es P (0 =2, %) y un vector direccional v=(2,a,1)

« Si a=-3: Uy v tienen la misma direccién (sus coordenadas son proporcionales) y las rectas son paralelas o
coinciden. Para decidir entre una posicion u otra, consideramos un vector con origen en r y extremo en s:

— 1 ~ . . : .. L
AP :[—1, -2, 5) | w=(2,4,-1) ycomo no tiene la misma direccion que dy v, las rectas son paralelas.

« Si a=-3: 1Yy v tienen distintas direcciones (sus coordenadas no son ahora proporcionales) y las rectas se cortan o
se cruzan. Estudiemos la dependencia lineal de los vectores G, vy w:

2 2 2
-3 a 4 |=-2a-6+8-2a-6-8=-4a-12+0 paraa=-3 = las dos rectas se cruzan.

1 1 -1
b) Sea o el &ngulo que forman las dos rectas.

|d-v| |4-6+1]

STy~ Ja+9+1 Ja+4+1 3\/=

=0,0891 = o =84°53"'20"

3. (2,5 puntos)

a) (1,5 puntos) Determine, si existen, los maximos y minimos relativos y puntos de inflexién de la
funcion:

x

+1

glx) = p

b) (1 punto) Determine:

xlj)rpw\/3x2+2x+2—\/3x2 +x

SOLUCION.

e x+1)—ex_ xe*

(x+1)2 - (x +1)2

=0 = x=0 (punto critico)

a) g'(x)=



(e +xe*)(x+1)" —xe*2(x+1) _ e*(x +1)[(X +1)° - ZX} e (x*+1)
(x +1)4 (x +1)4 (x +1)3

9"(x) =

9"(0)>0 = Enx=0 lafuncion tiene un minimo relativo: (0,1)

g(x) no tiene puntos de inflexion pues g"(x) =0 Vx.

b) lim (\/3X +2X+2 — \/3X +X) 0—o0= |im (\/SXZ+2X+2_\/3)(2+X)(\/3X2+2X+2+\ISX2+X):
X b20 X420 \/sz +2X+2+ \/3X2 +X

3x% +2x+2-3x>—X X+2 3
= lim =

H“\]3x +2x+2+\/3x +X H+°°\/3x +2x+2+\/3x +X H*%fo wf?)x 2 3_ 6

4. (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Determine la integral:
fxz sen(2x)dx

b) (1,25 puntos) Determine el area maxima que puede tener un rectdngulo cuya diagonal mide 8
metros. ¢Cuales son las dimensiones del rectangulo de drea maxima?
SOLUCION.
a) Utilizamos el método de integracion por partes: j udv=uv—j vdu

u=x> = du=2xdx

1 1
x®sen(2x)dx =—=x?cos(2x) + =2 | xcos(2x)dx = (1
dv=sen(2x)dx = v=%j sen(2x)-2dx=—%cos(2x) I (2X) 2 (2X) 2 -f (2X) )

Resolvamos jxcos(Zx)dx también por partes:

u=x = du=dx

1 1 1 1
= | xcos(2x)dx = =xsen(2x) —= | sen(2x)dx ==xsen(2x) + —cos(2x
dv=cos(2x)dx = v=%j cos(2x)2dx=%sen(2x) -[ (2X) 2 (2X) 2-f (2X) 2 (2X) 4 (2X)

2
Por tanto:  (1)= —X? cos (2x) + gsen (2x) + %cos(Zx) +K

b) La funcién que debe ser maxima es la superficie del rectangulo: S=x-y

Larelacion entre las variablesxey:  x*+y?=64 = y:~/64—x2

Por tanto:  S=x-y=x-/64-x* =\64x*—x* maxima

8m S 128x — 4x° 64x —2x°

x=0
= = =0 2x(32-x*)=0
2 J6ad ' Jedx x(32-x) <vX=4\ﬁ

De los dos valores criticos, x=0 (y=8) hace la superficie del rectangulo

minimay x =42 (y=442), la hace méxima.

Se trata por tanto de un cuadrado de lado 4,/2 m y de area 32 m?.





