- 2 EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD
U n IverSIdad CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE DE 2017

Zaragoza EJERCICIO DE: MATEMATICAS II
TIEMPO DISPONIBLE: 1 hora 30 minutos

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO: (véanse las distintas partes del examen)

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B. En cada pregunta se seiiala la puntuacién maxima.
OPCION A

1. (3 puntos) Sea "m" una constante real. Determine para qué valores de "m" el sistema es compatible
determinado, compatible indeterminado o incompatible:

Sx+4y+2z =0
2x+3y+z =0
4x —y+m?z =m—1

SOLUCION.
5 4 2 5 4 2 0
La matriz de los coeficienteses A=|2 3 1 | ylamatrizampliadaB=|{2 3 1 0
4 -1 m 4 -1 m m-1
El inico menor de orden 3 de A es:
5 4 2
2 3 1 |=15m’"+16-4-24+5-8m’=7m*-7=0 = m=-1, m=1
4 -1 m

Tenemos entonces:

"Para mz—-1ym=1: rgA=rgB=3=n2 deincognitas = el sistema es compatible determinado.

4
= Para m=-1: rgA=2 pues el menor g =15-8=#0.
5 4 0
Orlamos este menor con los términos independientes: 2 3 0 |=-30+16#0 = rgB=3
4 -1 -2

Y como rgA#rgB — el sistema es incompatible para m=-1.

5 4 0
* Para m=1: el menor de B resultante de orlar el menor no nulode Aesahora: |2 3 0|=0 = rgB=2
4 -1 0

Luego rgA=rgB=2<n2deincdgnitas = el sistema es compatible indeterminado para m=1.

2. (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Estudie la posicion relativa de los planos:

x= 2A+pu
nix—2y+z=1 'y = A+ku
z=1 —yu

segun los diferentes valores de la constante real k.

b) (0,5 puntos) Determine el angulo que forman esos planos cuando k = 3.



SOLUCION.

a) = Elvector n=(1,-2,1) es perpendicular al plano .

» Los vectores ti=(2,1,0) y v=(1,k,—1) estan contenidos en el plano 1t' y, por tanto, el vector R'=UxV es
ik
perpendiculara m':  A'=(2 1 0 |=—i+2kk-k+2j=(-1,2,2k-1)
1 k -1

Los dos planos pueden ser: coincidentes o paralelos si los vectores n y n' tienen la misma direccion o secantes si los
vectores tienen distinta direccion.

Los vectores n y n' tienen la misma direccion si sus coordenadas son proporcionales:

L 1 -2 1
n//n & —=—=—"— = 2k-1=-1 = k=0
-1 2 2-1
Tenemos entonces:

= Para k=0: n y n' tienen la misma direccion = los planos coinciden o son paralelos. Para precisar su posicidn
veamos si tienen alglin punto comun (coinciden) o no tienen puntos comunes (paralelos).

El punto P(2?\+u,)\,1—u) es un punto cualquiera de m'. Veamos si pertenece también al plano 1 comprobando si
verifica o no su ecuacion: 2A+p—2A+1—-p=1 = Pemn = los planos son coincidentes.

* Para k#0: los vectores tienen distinta direccion y los planos son secantes.

b) Para k=3 los planos m y m' son secantes. El 4ngulo que forman coincide con el angulo que forman sus vectores
normales i y n': n=(1,-2,1), n'=(-1,2,5).

‘A ~1-4+5

[|7'| Vi+4+141+4+25

=0 = a=90° = los planos son perpendiculares.

S| oy

cosa =cos (r,m')=cos (A,A') =

3. (4 puntos) Considere la funcion:

x2

(1+x)

fx) =

a) (0,5 puntos) Determine el dominio de la funcién.
b) (1,5 puntos) Determine, si existen, sus asintotas.

c¢) (2 puntos) Determine los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento de la funcién f(x) asi como
sus maximos y minimos relativos, si existen.

SOLUCION.
a) f(x) es una funcion racional. Su dominio esta formado por todos los valores reales que no anulen el denominador.
Portanto: Dom(f)=R—{ -1}

2

, . , X
b) = Asintotas verticales: x=-1 pues lim ——=w
-1 (1+x)
XZ
* Asintotas horizontales: no existen pues lim =0
o (1+x)

= Asintotas oblicuas y=mx+n:

o f) X
m=Ilim — =Ilim 5
X—0 X X—>0 X+X

2 2 2
n=|im(f(x)—mx)=ll’m(1x —szlim (XlL}nm (1—"):—1
X—>00 X—>0 + X X—>0 + X X—>0 + X

=1

= y=x-1




32 2
c) f‘(x):zx(l+x)2X :2X+X2:X(2+X2):O = x(2+x)=0 = x=-2,x=0 (valores criticos)
(1+x) (1+x)" (1+x)

Estudiemos el signo de la primera derivada en los intervalos cuyos extremos son los valores criticos y el punto de
discontinuidad x=-1: (-o,-2), (-2,-1), (-1,0) y (0,+»)

f>0 f<o0 f<0 f>0
I I I f'(-3)>0 ; f'(-1,5)<0 ; f'(-0,5)<0 ; f'(1)>0

Luego la funcion es creciente en los intervalos (—o0,—2) y (0,+) vy decreciente en (-2,-1) y (-1,0).

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento nos ofrecen la siguiente informacidn:

La funcion tiene un méaximo relativo en x=-2: (-2,—4) yunminimo relativoen x=0: (0,0)

4. (1 punto) Se dispone de dos cajas con bolas blancas y negras. La caja A contiene 6 bolas blancas y 3
negras; y la caja B contiene 4 bolas blancas y 5 negras. Se lanza un dado y si sale par se sacan dos
bolas de la caja A, una tras otra, sin reponer ninguna. Por su parte, si sale impar al lanzar el dado se
sacan dos bolas de la caja B, también una tras otra, sin reponer ninguna.

¢ Cual es la probabilidad de extraer exactamente dos bolas blancas?

SOLUCION.

Sean los sucesos: P = “sale par al lanzar el dado”, | = “sale impar al lanzar el dado”, B; = “la primera bola extraida es
blanca”, N; = “la primera bola extraida es negra”, B, = “la segunda bola es blanca y N, = “la segunda bola es negra”.

Representemos la situacion mediante un diagrama en arbol:

B *
5{ ’ Se trata de una aplicacién del teorema de la probabilidad total.
Bl
6/9 N,
P p(B,NB,)=p(P)-p(B,NB,)+p(1)-p(B, NB,)=
1/2 B,
v < . =p(?)-p(8,)-p(B, /8,)+p (1)-p(8.)-p(E, /8,) =
2
38~ B » _165,143 30 12 % _7 4597
1/2 a9 - B < 298 298 144 144 144 24
| N:
BZ
N, <
N



OPCION B

1. (3 puntos) Sea k una constante real y considere la matriz:

1 0 4
A=<0 k 3k+2)
1 0 —k

a) (1 punto) Estudie la existencia de inversa de la matriz A segun los diferentes valores de k.

b) (1 punto) Si k = 2, calcule la inversa de A, si existe.
¢) (1 punto) Determine el rango de la matriz A segun los diferentes valores de k.

SOLUCION.

a) La condicidon necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada tenga inversa es que su determinante sea distinto
de cero:

10 4
0 k 3k+2|=—k*—4k=—k(k+4)=0 = k=0, k=—4 = JA™ Vkz-4y0
10 -k

b) Para k=2, existe la matriz inversa de A pues | A |=-2-6=-120

10 4 -4 8 -2 -4 0 -8 /3 0 2/3
A=l0 2 8| (AdjA)* | 0 -6 0| (AdjA) | 8 -6 -8| A™'=1/|A|-(AdjA) |-2/3 1/2 2/3
10 -2 -8 -8 2 -2 0 2 1/6 0 -1/6
*Adjuntos de los elementos de A:
2 8 0 8 0 2 4 1 4 10
11:0 _2: , 12:_1 o :8’A13_1 07 » Ry = - » Ry = ) :—6,A23: 1 O:OI
0 4 1 4 1 0
i P e P e T P
1/3 0 2/3 10 4 1/3 0 2/3 100
Asipues: AT =|-2/3 1/2 2/3 A-A*=/0 2 8 ||-2/3 1/2 2/3 |=|0 1 O0|=l,
1/6 0 -1/6 10 -2){16 0 -1/6) (0 0 1

c) =Segun el apartadoa): rgA=3 Vk#—-4yO0

» Para k=—4: rgA=2 puesel menor

*Para k=0: rgA=2 puesel menor

2. (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Determine, como interseccion de dos planos, la ecuacion de la recta que es paralela a
la recta:

.{Zx—3y +z=4
F y+2z=0

y pasa por el punto P: (2,1,—1).



b) (0,5 puntos) Determine el angulo que forman los dos planos siguientes:

m:2x—=3y+z=4
' y+z=0
SOLUCION.

a) Necesitamos un punto y un vector direccional. El punto es el dado, P(2,1,—1), y como vector direccional nos

sirve cualquiera de los vectores direccionales de la recta r. Para obtenerlo necesitamos dos puntos cualesquiera de r:

2x—3y+z=4 Paraz=0:y=0, x=2 = A(2,0,0) R
= = u=AB=(2,1,-1)
y+z=0 Paraz=-1:y=1, x=4 = B(4,1,-1)

x—=2 y-1

-2 -1 +1 a X—2=2y-2 x—2y=0
La recta pedida es entonces: X2 ¥y-- 2 = 2 1 = Y = y

1 -1 y—-1 z+1 -y+1l=z+1 y+z=0

1 -1

b) El angulo o que forman los dos planos es el mismo que el que forman sus vectores normales: ﬁ:(z,—3,1) y
n'=(0,1,1):

7

. -3+1 —2 X1 ~0,378 = a=112°12'27,56"

-2
/'] Va+o+1o+1+1 28 247 7

=1

cosa =

S| 3y

3. (4 puntos)

a) (1 punto) Determine los valores de “@” y “b” para que la funcion que aparece a
continuacion sea continua:
1/e* si x<0
f(x)={acos(x)+b si 0<x<m
sen(x) —ax si m<x

b) (1,5 puntos) Calcule la integral:
f x?(In x)% dx

¢) (1,5 puntos) Determine el siguiente limite:

lim(e("‘l) -1

x-1

)(x—l)

SOLUCION.

a) Las tres funciones que definen a f(x) son continuas en los intervalos en que estan definidas. Debemos exigir

entonces que la funcién sea continua en x=0 y en x=T, y para que esto ocurra debe ser: lim f(x)=lim f(x) vy
x—0" x—0"

lim (x) =lim f(x) .

x—mt

lim f(x)= lim f(x) = lim ix:h’m (acosx+b) = 1=a+b { a+tb=1
x—0~ x—0" x=0 @ x—0 = =
lim f(x)=lim f(x) = lim (acosx+b)=lim (senx—ax) = —a+b=-an (1-m)a-b=0

X1 x—>n* X—T X—T

1 1 1—
—-n -t 2-T



b) Utilizaremos el método de integracién por partes: _fu dv :u~v—_fv du

1
u=(|nx)2 = du=2Inx=dx
sz (Inx)2 dx = . X :1x3 (Inx)z—J. lx32Inx1dx:lx3 (Inx)z—zszlnxdx:
dv=x>dx = V:§X3 3 3 X 3 3

1
u=Inx = du=-—dx

1 2|1 1 1 1 2 2
= X = —x3(|nx)z—— —x3|nx—I—x3—dx :—x3(Inx)z——xslnx+—_|.x2dx:
dv=x’dx = v—lx3 3 313 3 0x 3 ? ?
3

1 2 2%’ 1 2 2
== (Inx)z——x3 Inx+2% 4K==x (Inx)z——x3 Inx + — x* +K
3 9 93 3 9

- X71 . . e ’ — )(*1 . . . .
c) lim (e* ! —1) =0° indeterminacién. Sea L=Ilim (e‘ ! —1) , aplicamos logaritmo neperiano a los dos miembros:
x—1 x=1

InL= In[ll’m (ex’1 - 1)HJ =lim [In (ex'1 - I)HJ =lim [(x ~1)In (ex'1 - 1)} =0-(—0) (xdebetenderal’) =

x—1 x—1 x—1

e
In (ex’1 - 1) 0 o1 (x— 1)2 et
=lim = — = (aplicamos la regla de L'Hépital) =Ilim =lim - = — = (aplicamos de nuevo la regla de
x—1 1 00 x—1 _ x—1 —e* 1 +1
x—1 (x—l)2
N C2(x—1)et+(x-1) et et (x=1)(2+x-1)
L’Hépital) zlxlirl\ o ) :le_rg —e"(l :L'IH [—(x—l) (1+ x)]: 0 = L=€"=1

4. (1 punto) En una clase de bachillerato, el 60% de los alumnos aprueban matematicas, el 50% aprueban
inglés y el 30% aprueban las dos asignaturas. Calcule la probabilidad de que un alumno elegido al azar:

a) (0,5 puntos) Apruebe alguna de las dos asignaturas (una o las dos).

b) (0,5 puntos) Apruebe Matematicas sabiendo que ha aprobado inglés.

SOLUCION.

Sean M el suceso “aprueba Matematicas” e | el suceso “aprueba Inglés”.

Se tiene: p(M)= -

06 ; p()=05 ; pMNIN=03 M I
a) Se trata de calcular la probabilidad de la unién de ambos sucesos:
p(MU1)=p(M)+p(I)-p(MN1)=0,6+0,5-0,3=0,8

b) p(M/l)z_p(’;"(Q ')zgi

=0,6






