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FRACCIONES Y DECIMALES
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Resuelve
1 Expresa %, % y % al estilo egipcio, como suma de fracciones unitarias.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
11k
21
S

2 Comprueba que 1,1,1 1,1, 1 son dosformas de poner, al estilo egipcio,

371172317 477728
un mismo ndmero fraccionario. ;Cudl es?

Operamos:

1,1 1 _77+21+1 _ 99 _ 3
3 11 231 231 231 7
1,1, 1 _7+4+1 _12 _3

4 7 28 28 28 7

3 El namero 3;8,29,44 estd puesto en forma sexagesimal. Exprésalo como suma de fraccio-
nes cuyos denominadores sean potencias de base 60 (3 + + 8/60 + ...) y pasalo a forma
decimal. ;Reconoces este nimero?

. 3, 8,29 44 _
38,29, 44 = 3+ f v 20+ 2 23,14159259259

Esta es una aproximacién del nimero =.

4 ;Qué nimeros ves en esta tablilla? Los colores de las co- [ v (o7 <@
lumnas corresponden a las mismas unidades que las de la W
tabla de la pdgina anterior.

T

1-60%2+13-60+15=3600+780+15=4395

5+20-5+0,5-5.5

1+-18 _140,005...=1,005...
602

ptats
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1 Dibuja en tu cuaderno una recta como esta y sitda sobre ella, de forma aproximada, los
siguientes nimeros:

21 7 -l 2 16 20 17
5 2 4 3 7 b) 3
Voo . ! ! 5
-5 -4 I—3I -2 -1 0 ‘[ 1 2 I 3 4 5 6
|
-4,2 -3,5 -2,75 0,67 2,29 4 5,67

2 :A qué fracciones corresponden estos puntos de la recta?

' o)
4o

I

[
(S}

3 Simplifica estas fracciones:

2 2 5 10 20 30 -30 40

2 _1.2_1.5 _1.,10_1,-20_-2.30_3 -30_2, 40 _ 2

4 3°40 4 45 3’ 60 -3

4726 3710 2715 3’ 30

4 Relaciona cada fraccién con su correspondiente fraccién irreducible:

6 15 3 -2
2) 18 b) 20 Dy D5
_15 14 1 -3
9% 9 35 3 V)3

a) =~ IlI); b) = I); ¢) = IV); d) = 1)
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5 ;Verdadero o falso?

a) 2,7 porque el primero es positivo y el segundo, negativo.

4

b) > g porque el primero es mayor que 1 y el segundo, menor que 1.

c) = > Z porque el primero es mayor que 2 y el segundo, menor que 2.

d)—§ o_7

3 4 Porque el primero es mayor que -2 y el segundo, menor que 2.

a) Verdadero.
b) Verdadero.
¢) Verdadero.

S8 oy _T_ i _8 _7
d) Falso. 3 2y i 2. Es decir, 3<%

6 Indica si estas fracciones son o no equivalentes simplificando y mediante productos cru-
zados:

12 . 21 3 _ 78
2% Y 35 b0z ¥ 221

a) Primero vamos a verlo simplificando. Para ello buscamos sus fracciones irreducibles y com-
probamos si coinciden.

12 3. 21_3

20757 35 5

Coinciden, luego son equivalentes.

Ahora lo comprobamos mediante los productos cruzados.
13352021

420 = 420

Coinciden, luego son equivalentes.

b) Primero vamos a verlo simplificando. Para ello buscamos sus fracciones irreducibles y com-
probamos si coinciden.

36 _ 6. 78 _ 6

102 177 221 17
Coinciden, luego son equivalentes.
Ahora lo comprobamos mediante los productos cruzados.
36-221£102.78
7956 =7956

Coinciden, luego son equivalentes.

7 A partir de 16206 , busca su fraccién equivalente...
a) ... con numerador 20. b) ... con denominador 42.
2 60 _20 by 60__ 20
126 42 126 T 42
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8 Ordena de menor a mayor estas fracciones:

7 6 4 _3 5 1 3 13

12 4 6 15 9 2 4 18
min.c.m. (12, 4, 6, 15,9, 2, 4, 18) = 180

7 105. -6 _—270. 4 120. -3 _-36.

12 180" 4 180 6 180 15 180°
5_100, -1 _-90, 3 _135 13 _130.

9 180" 1807 4 1807 1 180°

2 8
=6 _-1_=3_5_7 _4._ 3
Por tanto: 4 < <15<9< G

<3
~4
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Calculo mental

2.5 4 2
3373 b1-3
7 17
= -1 27

d) 5 e) 5
3. 1
a) 3 1 b) 3
2 2
d) 5 e) 5
Calculo mental
7 415
a) 3 5 b)5 5
6.3 6.
€ =i B 2:6
va 3
a) 3 b) )
e) 2 f)%
Efectda las siguientes operaciones y
7 .11 _ 11
1 a) 5 + . b) 4
d)6: = e)% 6
2) 7,11 _28 33 _61
9 12 36 36 36
4 _12
93573
4.4 1_4 _ 2
) 50=5 673015
3,7_7).25
29 <4+6 8)' 12
3.7 _7).25_(18 28
@<4+6 8)1 (M+24
13 7). (9 ,=13)_(65
b)<15 zs) (22 733 ) (75

0t}

p -5

@%

D%

C)%.% d %%%

ST

9) % d)%

QJ% h) 2
simplifica los resultados:

c)3.§

d)6:%=6-%=34_0=175

nil-de-2

b (13- Z) (%

24)712 24712 24 25 2
A)(ﬁﬁ)ﬂLL
75) \66 66 75 66 225
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3 a) %_(%_1> b) (_3)'(2_;)
2 %_e_l)j_(%):%:3,7=3.4=3
3.1 7 7 44 4 7 7
4 4 4
(—s)-(i—i) (-s)(i—i) (A=A
& (‘2)'é‘§)_ (‘2)<§‘§> 2) g_%_<%><l—g)=(%> <%5>=3
RESUE TS
el Tl
) ) 4 g
RE A AT s AT )
180 7 173

_ 60 60 _ 60 _173 149 _173 25 _ 4325 _ 865
150 1 149 60 " 25 60 149 8940 1788
25 25 25

<;_i>.(i_i> (é_i>.(i_&> L.(i) 1 -1

b) 3 9/\4 o6 9 9/\12 12 9 \12) 7108 _ 108 _
4 7 _ 10\ 4 =3\. 4 -1, 2

371 (12 12) 371 (12) 3t 33

6
-1 .2_ -1 3_ -3 -1
3

108 2 216 72
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Calculo mental
1 Halla la parte del total que corresponde a cada fraccién:

a) % de 520000 €.
b) i de 1000000 de personas.
c) de 500 edificios.

a) 260000 € b) 600000 personas c) 350 edificios

2 Di, en cada caso, la cantidad total:
a) % del total es 350.
b) l del total es 400.
) del total es 350.
a) 700 b) 600 0) 500

Observa

1 Di en cada caso qué fraccién falta para completar la unidad:

Y]
[u—y

[u—y

v |evw
(=W
~

-v|-v

1 1 _ 2 2 1 2 1 1z
V3 4V b3 673 Ve 67
1 1
o b) 1

o

\\1

&
N
00 |
«

5 Un ciclista ha recorrido los 5/9 de la etapa de hoy, de 216 km. ;Cudntos kilémetros lleva
recorridos?

5
=.216=120
9

Lleva recorridos 120 km.

6 He sacado del banco 3900 €, que son los 3/11 de mis ahorros. ;A cudnto ascienden mis
ahorros?

3900- % =14 300 € son la totalidad de mis ahorros.

7 De una balsa con 5250 litros de agua, corresponden 4/15 a Braulia; 2/5, a Enrique, y el
resto, a Ruperta. Ruperta dedica 3/10 de su parte a regar tomates, y el resto, a los fruta-
les. ;Cudnta agua dedica Ruperta a los frutales?

1- % - % = 15_172_6 15—5 3 de la balsa le corresponde a Ruperta.
3 7

Ruperta dedica 1— 10°10 a los frutales.

170 3 -5250=1225 L de agua dedica a regar frutales.
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Indica qué tipo de nimero decimal es cada uno de los siguientes:
3,52 2,8 1,54 /3 =1,7320508...
2,7 3,5222... n—2=1,1415926...
3,52 Decimal exacto.
2,8 Decimal periédico puro.
1,54 Decimal periédico puro.
J3=1,7320508... Decimal no exacto ni periédico.
2,7 Decimal exacto.
3,5222... Decimal periédico mixto.
n—2=1,1415926... Decimal no exacto ni periédico.

Ordena de menor a mayor estos niimeros:
25 25 235 2,505005...
2,35<2,5<2,505005...<2,5

Escribe tres niimeros comprendidos entre 2,5 y 2,5.
Respuesta abierta.
Por ejemplo: 2,5 < 2,51 < 2,52 < 2,55 < 2,§
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4 ;Verdadero o falso?

Como % = 1, resulta que 0,6 =1.

b)5,4 = 5,44

o) 3,72 = 3,7272727... = 3,727
d)0,3 +0,6 =1

a) Verdadero.

b) Verdadero.

¢) Verdadero.
d) Verdadero.

5 Sin efectuar la divisién, y atendiendo solo al denominador de la fraccién simplificada, di
si las siguientes fracciones dardn lugar a decimales exactos o decimales periédicos:

44 42 101 1001

? 150 ®) 150 9 T024 Y500

a) %=% — 75=52.3 — Decimal periédico, pues en el denominador de la fraccién

simplificada hay algtin factor (el 3) distinto de 2 y 5.

42 _ 7 _g2 :

b) 150 = 25 — 25=5% — Decimal exacto.
101 _916 ;

19) 1024 — 1024=2'° — Decimal exacto.

d) 101 500-22.53 - Decimal exacto.
500

6 Escribe un valor de %2 para que la fraccién % sea:

a) Un niimero entero.

b) Un decimal exacto.

¢) Un decimal periédico.
Respuesta abierta.

Por ejemplo:

a) k=2

b) =168

c) k=11
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7 Expresa en forma de fraccién.
2) 6,2 b) 0,63 o) 1,0004 d) 3,5
e) 0,1 f 2,7 g) 0,23 h) 41,041
i) 40,028 i) 5,9 k) 7,009 1) 0,99
62 _31
V10775
_ 63
b) 0,63 = 100
_ 10004
c) 1,0004 = 10000

d) 10N-N=35-3 — 9N=32 — N=2

e) IOIN-N=1 —> 9N=1 > N-=
f) ION-N=25 — 9N=25 — N= 22

¢) 100N—N=23-0 — 99N=23 — N= 22

9
1
9
9

99

h) 1000N — N = 41041 — 41 — 999N = 41000 — N = 41000

999

i) 1000N— N = 40028 — 40 — 999N = 39988 — N = 22988

) ION-N=59-5 — IN=54 — N=2%

999

9

k) 1000N—N=7002 — N= /002

999

) 100N-N=99 — 99N=99 — N=22 1

99

8 Observamos que 0,@ + 0,;51 = 0,§§§ =1.

Compruébalo expresando en forma de fraccién cada sumando y efectuando la suma de

fracciones.

—_

0.708 40,791 - 208 , 791 _ 999 _,

999 © 999 999

9 Calcula pasando previamente los decimales a fracciones y operando con ellas.
a) 3,5 +1,76 -2,103  b)1,3:2,16

2) 35 + 176 — 2,103 - 32 175 2101 _ 35375

9 99 999 10989

b)l?:ZR:Q.M_&

9 99 107
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10 Completa el proceso para expresar como fraccién el nimero dado en cada caso:

~ N =6,21777...
a) 6,217, 100N =621,77777...
1000N =6217,7777...

. N =0,0316262...
b) 0,03162 1000 =31,626262...
100 000N =3162,626262...

2) 1000N — 100N = 6217 — 621 — 900N = 5526 — N= 2226 _ 1399

900 225
b) 100000 — 1000N = 3162 —31 —> 99000N =3131 — N= 939103010

11 Expresa como fraccién los decimales siguientes:

a) 6,25 b) 0,001 ¢) 5,018
2) 100N — 10N = 62562 — 90N =563 — N-= 59%3
b) 1000N—-100N=1-0 — 900N=1 — N=9=#O
¢) 1000N— 10N = 5018 —50 — 990N = 4968 — N= 2208 _ 276
990 55
12 ;Cuiles de los siguientes nimeros son racionales? Ponlos en forma de fraccién:
a) 3,51 b) 5,202002000... o) 5,03
d) 0,3212121... e) 7 = 3,141592... f) 7,4331
a) Si es un ntimero racional.
Fraccién: %

b) No es un niimero racional, porque no es decimal periédico ni exacto.

¢) Si es un ntimero racional.
498 _ 166

99 33
d) Si es un ntimero racional.

318 __ 53

Fraccién: ===

990 165

e) No es un niimero racional, porque no es decimal periédico ni exacto.

Fraccién:

f) Si es un niimero racional.

74257
9990

Fraccién:

13 Comprueba, obteniendo las fracciones correspondientes, que 5,48 = 5,484.

5,48 — 100N — N =543 — N=%

,484 — 1000M =10M =54 M= 5430 _ 543
5,484 — 1000 0 5430 — 950 =09

5)a§=514§-i
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1 Introduce en la calculadora las expresiones de la derecha y comprueba que, al pulsar =,
se simplifican las fracciones o se obtienen las fracciones correspondientes.

3 8 27
a) g b) E C) ﬁ
d)3,25 e) 0,27 0,321

3 2 9
a) 5 b) 3 c) 5

13 27 321
47 ©) 100 B <000
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2 Obtén, con la calculadora, las fracciones generatrices de los siguientes nimeros decimales:
a) 2,354 b) 3,002 o) 0,0243 d) 3,701
e) 0,125 f) 2,09 g) 0,1233 h) 1,1
1177 1486 241 1832
2 500 ®) o5 9 5900 I 55
21 21 10
495 0 8 300 b

3 Calcula con ayuda de la calculadora. Pon el resultado como fraccién y como nimero

decimal.

4 Haz con la calculadora estas operaciones con fracciones y niimeros decimales. Obtén los
resultados en forma de fraccién y de namero decimal (exacto o periédico).

02wl opeld el
0Z-(L+3):1 pogms:(2-3) @ F-335 W (2-33)- L
2) 35258 % 0,96428571

d) (% 4:%9:_2,82557?

e)%_%:%=%—% —g% 9,089285714

f) o,iﬁ-%% %_%=0,654

-5 293 _-518 _-259 __
)2 7790 " 00 45 5,75

2 30} 1 _-192 1 _-64 1_ 8 _
h)< 9)8 65 8 21 8 a1 08092
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1. Operaciones con fracciones
Hazlo tu
o Calculas — 1
3+ 5
3.1
1 _ 1 _ 1 1 =1:£=L
5 5 7> 10 21+10 7 31
3+ 3+ L) 3+ =
5.1 el OF (53 77
2
2. Operaciones con fracciones y decimales
Hazlo tu
¢ Calcula.

(4,25—0,15)0,3:1,&%.0,4

N=428 — 10N=42,8 — 100N = 428,8

100N — 10N = 428,8 — 42,8 = 386 — 90N = 386 —> N = 39%6:%
N=0,12 — 10N=1,2 — 100N =12,2
100N—10N=12,2-1,2 =11 — 90N=11 — N-= ;—(1)

0,3 =

)u,)|»—a

N=1,6 — 10N=16,6
10ON-N=16,6-1,6=15 — IN=15 — N= 1—95=%

Ahora operamos:

193 11\ 1.5 7. 2_3751.5_7.2_25.5.7 2_5
( )3' 35 3'3%3 3773 6"

45 90 9 3 5 18 5

SSINN

2
5

14 _53

+ —

5,14 _
6 15 30
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3. Calcular el total

Hazlo tu

* De un bidén de aceite se saca primero la mitad, y después, la quinta parte de lo que que-
da. Si en el bidén aiin hay 3 L, ;cudl es su capacidad?

1.1 1_1_1_6_3
25 27210710 5
2 _ _3-5_15
5dex—3%x— 3 5

La capacidad del bidén de aceite es de 7,5 litros.
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Fracciones y decimales

1 Simplifica las siguientes fracciones y agrupa las que sean equivalentes:

24 26 225 26 66 343
36 65 400 39 165 539
24 2 26_2 225_9 26_2, 66 _2 343 _ 7
60 5’ 65 5 400 16° 39 3’ 165 5 539 11

Son equivalentes:

24, 26. 66
60° 65" 165

2 Reduce a comiin denominador y ordena de menor a mayor.

11 7 3 1 5 _5

24 4 8 6 12 3
11 —42 9 -4 10 -40 7 5 3_5 _11

S T R s s g Y — < — S < << <

1
247 247 247 247 247 24 4 3 6 8 12 24

4 Halla, en cada caso, el valor de x:

x _35 32 _12
TR b =15
a) x=15 b) x = 40

5 Expresa como suma de un niimero entero y una fraccién, igual que se hace en el ejemplo:

8_6+2_6,2_,, 2

3 3 3 3 3
93 n olb )—E e)—%

6 Expresa como niimero decimal cada una de las siguientes fracciones:

9 13 23 17 5 233 13

25 9 6 200 7 990 22

9 _ 13 23 17
35 0,36; 9_14 ¢ 383 200 =0,085

S5 _ . 233 _9 93s. 13 _
7_0,714285, 990 0,235; 2 0,590
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7 Determina, sin realizar la divisién, cudles son decimales exactos y cudles decimales perié-
dicos.

3 4 13 7.11 19  3.72.23
2 5 9 3.52 225 >:7
2
Decimales exactos —s %) % ’ 2?5’ 3.;%23 Decimales periédicos — %, ;;

8 Clasifica los siguientes nimeros racionales en decimales exactos o periédicos (intenta
dar la respuesta antes de efectuar la divisién):

4 2 1 13 17 81

3 5 50 11 60 250
2 1 81 4 13 17

Decimales exactos — 5 50" 250 Decimales periédicos — 311 6o
9 Escribe tres niimeros que estén comprendidos entre cada par de decimales:

a) 0,345 y 0,346 b) 2,3 y 2,4 ) —4,5 y —4,4

a) 0,3451; 0,3452; 0,3456 b) 0,234; 0,235; 0,236 c) —4,45; —4,46; —4,47

10 Ordena de menor a mayor en cada apartado:
a) 3,56; 3,565 3,5; 3,56
b)-1,32; -1,325 -1,32; —1,3

3. 8. . 32, 21
C) 2,3 3’ 2’34’ 15, 10

a) 3,5<3,56<3,56<3,56
b) —1,3<-1,32<-1,32<—1,32

21 _32 5,73 8
c) T 5 <2,3<2,34< 3

11 Expresa en forma de fraccién.

a) —1,03 b) 14,3 0 -2,5 d) 0,32
¢) 0,012 f) -3,15 g) 5,345 h) 9,09
103 129 _ 43 23 29
T b) =57=73 =5 T

12 2 312 _ 104 4811 819
©) 990 =165 D =99 =733 & “900 b <50

Operaciones con fracciones
12 Calcula mentalmente:

SR R
d)%deGO e)%:3 ﬁls—s-s
2 > b) & Q>
d) 40 e)% f)%
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13 Calcula mentalmente:

a) La mitad de %

b)La tercera parte de = 12

¢) Los dos tercios de un nimero valen 22. ;Cudl es el namero?

d) Los cinco cuartos de un niimero valen 35. ;Cudl es el niimero?

1 4
a) 3 b) 7 c) 33 d) 28
14 Reduce a una fraccién.
1 1_2 7.3
3ty 4 3 85
a) b) ©
7_3 5_7 1_1
2 6 12 5 2
7 =5 21
2 _ 7 12 __5 40 __ 7
a) i1 b)_j_ 3 C)_;i 4
2 12 10

15 Efectiia y simplifica descomponiendo en factores, como en el ejemplo:

15,7 _15.7 _ 3.5-7 _1

21 25 21.25 3.7.5.5 5

3.20 6 .5
D521 b 2518
12 35 9 20
9736 D627
5584 0. 14
91265 b 36
)3-20=3-4-5=i b) 65_ 6:5 _ 1
5.21 5.3.7 7 2518 5.5.-6-3 15
) 12-35 _4-3.5.7 _5 d) 9-20 __9-4-5 _ 5
736 7.-3-3.4 3 16-27  4-4.9.3 12
e)1384 134371 f)9014 925271
12-65 4-3.5.13 5 35.36  7-5.9.2.2
16 Calcula pasando previamente a fraccién.
a) 3,5+ 2,3 b) 0,12 - 0,2
0 1,6 - 1,02 d) 3,42 + 7,6
Comprueba que las soluciones, dadas en otro orden, son —7/90, 35/6, 122/11 y 29/45.
2.35.21_7.7_35 T_0o-11 _ 2 -7
V35423 =95+ =7+ 5% b) 0,120,255 -5 =50
015 103159229 835782339, 12

’ 9 90 45 99 "9 " 11
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17 Opera y expresa cada resultado con una fraccién irreducible.

i_L<_1+;>_L,<i_1+A)
3 15 \5 3

o3 4p-(3-1)-3-5
9530503
9(3-2-2.2)p-1(1-3)
o3 (f)-o(3-4
9-3-2-(17 _4).(1- )]

Las soluciones son, dadas en otro orden, 11/4, -7/30, -1, -26/3, 17/24, -3/4 y -1/3.

3 1( 4.2\ 7 (4_y,2\.3 1(=3+2\_ 7 (=1 .2} 3 1(-1)_
V35 2(“3) 15'(5 “3) 5 2( 3 ) 15'(5 +3) 5 2(3)

B3, 1 7.7 3,1 4_18+5-30 _—7

57671515 576 30 30

1)\ (3.1\1_ 1)\ 1_3+1_(3+2)4-3).1_4_5 1
b)<1+3) (4*2)3 4)'6 3 (4)( 12)'6 34 12
_4_5_17

38 24

3,1\ (_(3_1\,2_3]|_9+5_ 3-2\,2_3|_14 _
C)<5+3) [1 (4 2)*3 20|15 [ (4)*3 20715

_56-60+15-40+9 _ 20 _ -1

L.<—3+10)=
15°\ 15

60 "6 3
-4 1.3 (1,1 2\ -4 3 (1 3)_-16+18-8-18 24 __
V323 <3+2'3>_6+4 (3*4)‘ 24 "4 !
55,2 )b (1, 5\ (5_5,2).,_1(3+5)_(30=10+2}.(,_1 8)_
e)<2 63 4)'[2 2(“3)] (2 6+12>'2 2( 3 )l( 12 )<2 2 3)
2 <2_8)=11.<12—8)=11.4=11
6/6¢'\ 6 )76 6 4
2

20-72 _ 52 _-26

+4)_3.(2-1)_5.6 3.1 _20 5_
4 )‘3'< 4 )'5'4 yte P

L e N ey o

6 6 3

-GG
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18 Si m=% y n=—7, calcula:
4m+Ln
a) 2 b) 1+ 1
m-n—"1 1-
n 1
n
4,1 (=7 4 (7)) 16-21 -5
N 3+2(2) _ +( 4>_ D1 ()4 4
1 7.2 A49+4 45 12 (_45>_ 18
1 (_1)_ 3 6 21 42 42
3 2 7
2
1 B 1 B 1 B 1 _ 1 _
b) 1+ - 7 =1+ - 7 =1+ ~ 7 =1+ 1_A—l+ 32l -
1 {1 l+l 7+6 13 13
3 (7 37 21
3
1,1 _q_ 13 _8-13 _ -5
sl g =lmg=g
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19 ;Verdadero o falso?

4 _ 6)+13 -
2) 3-(0,75+0,6)+ > =1

6 3)736
l:é—l,gzl,lg
) 4 __80
~ ~ " 751
15-0,02+%_1,09
_75 2_6
2 0,75-> 0,6-9
4 (75 6\, 13 _ 4 _(675+600) 13 _ 4 1275 13 _
3 (100 9)*121%3 ( 900 )+121_>3 900 "12° 1 7
1200-1275 . 13 _ 75 13 _ 113 12 _
- 00 D' o0t T Tt !
Verdadero.
c_15 7.1 5.2
bo16-4  01-1  02-2
1

<i+1_><_i>+ﬂ<__i_i>=£ R (mx_i)@(w)ﬁ
6 90 3 8\9 10 3/ 36 90 3 8 90 36

4 .65( 38\ 17 . 4. 247 17 . —96-247 17 _. 343 , 17
- 3*8(90)‘36_> 39736 T 72 36 72 736
Falso
212 4 a3 102 5.2 0399
913=12 1,13-102 902- 2 1,09-2
1312102 4 20 68— G0
477990 _ 80 317 _-80 _, 51 __-80
5.2 ,2_99 51 1.2 99 51 -9 51
90 3790 373790 90
68— 60 3
51 80 51 _-80 . —80 _-80
%1_99‘51%_1 51 51 51
90 90

Verdadero.
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Resuelve problemas

20 De un depésito, en el que habia 1500 L de agua, se gastan un dia 5/12 del depésito, y
otro dia, 500 L. ;Qué fraccién queda?

2 =2 .1500=5.4290 _5. 155
o de1500=-2-1500=5- =275 =5-125=625L

Entonces en un dia quedan 1500 L — 625 L = 875 L.
Otro dia quedan 875 L —500 L = 375 L.

Para ver qué fraccién es 375 L hacemos:

375 _1
1500 4
Queda % de depdsito.

21 A Julia le regalan 120 € por su cumpleaiios. Si gasta 2/5 en ropa, 1/4 en libros y 3/20 en
ocio, ;cudnto gast6 en cada cosa? ;Qué fraccién del dinero le queda?

2 de 120 € = 2-120=2-%=2-24 - 48 € en ropa.

5 5

%denoe:%120:1.14&4-30=30€enlibros.
3 _ 3 12023.120 56 -
20 de 120 € = 30 120=3 20 3.6 = 18 € en ocio.

En total ha gastado 48 + 30 + 18 = 96 €.

Veamos ahora a qué fracciones corresponde:

96 _4
120 5

Luego le queda % del dinero.

ha gastado.

22 Con un barril de vino se han llenado 480 botellas de 2/5 de litro. ;Cudntas botellas de
3/4 de litro se podrin llenar con un barril igual al anterior?

Caculamos cuantos litros de vino contiene el barril.

480 - % - 48(5"2 2962 = 192 litros.

Repartimos esos 192 litros entre las botellas de 3/4.

192 : % = 19%'4 =64 - 4 = 256 botellas de 3/4 litros.

23 La informacién nutricional de una marca de leche dice que hay 120 mg de calcio por ca-
da 100 mL de leche. Esa cantidad de calcio es 3/20 de lo que es recomendable que tome
diariamente una persona. Calcula la cantidad de calcio diaria recomendada.

120 mg son 3/20 — 120 mg: 3 =40 mg — 1/20.

Necesitamos saber 20 — 40 mg - 20 = 800 mg.

20

Conclusién: la cantidad diaria de calcio recomendada es 800 mg.
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24 Los 3/5 de las entradas de un teatro corresponden al patio de butacas; 1/4 son del primer
anfiteatro, y el resto, las del segundo anfiteatro, son 90. ;Cudntas plazas tiene el teatro?

3

3,1 _12+5 _ 17 patio de butacas + primer anfiteatro.

1
5 4 20 20

20 17 _ 3 son las del segundo anfiteatro.

20 20 20

3 .3 1
50 90 entradas luego 90 : 3 = 30 entradas es 20
Buscamos 20 — 20 - 30 = 600 plazas tiene el teatro.

20

25 De los 28 estudiantes de una clase, 4/7 aprobaron todas las asignaturas, y de ellos, 1/4
obtuvieron sobresaliente de nota media. ;Cudntos sacaron sobresaliente? ;Qué parte de

la clase suspendi6 alguna asignatura?

% de 28 han aprobado todo — 4% =16 — 16 alumnos han aprobado todo.

1 de 16 tiene sobresaliente de media — % =4 — 4 alumnos tiene sobresaliente de

4

media.
28 — 16 =12 — 12 alumnos han suspendido alguna asignatura.

26 Ana utiliza parte del dinero que lleva para comprar varios cémics, todos a igual precio. Si
con un quinto del dinero que tenia ha pagado un tercio del total de los cémics que com-
pr(’), :qué fraccién del dinero que llevaba le quedard después de pagar todos los cémics?

L de los comics lo paga con %

3
%—2-%lopagacon2-%.
=3- 3 lopagacon3I %
Total de los cémics ——> % del dinero para los comics.
J
Le quedaran % del dinero.

27 De un solar se vendieron los 2/3 de su superficie y después 3/5 de lo que quedaba. Los
600 m? restantes se destinaron a caminos y jardines. ;Cudl era la superficie del solar?

Si se venden 2 de superficie, queda % de superficie.

Calculamos los % de % - % . % = %

Lo que queda después de las ventas es:
1_<;+L> 15_10_3 _ 2
3 5/ 15 15 15 15

Si —=- son 600 m? la superficie total del solar sera:

5
600-% 4500 m2.
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28 La tercera parte de quienes asisten a un congreso son de Espana y 3/10 son de Francia.
De los restantes, los 6/11 son de Suiza y hay 25 de Italia. ;Cudntas personas asistieron al

congreso?
% + % = ;_8 espafoles + franceses.
Luego ;—(1) representa el resto de asistentes.

6 de 1 _6 11 _1 son ingleses.

11°°30 11 30 5

1.3 1 _50+45+30 _ 125 _ 5 - :

3t 70t s " 150 =150 - ¢ espanoles + franceses + ingleses.
Entonces 1 — % = % italianos.

% del total = 25 italianos.

La sexta parte son italianos luego % serdn 6 - 25 = 150.

Conclusién: 150 asistentes al congreso.

29 Miguel gasta los 3/5 de su paga mensual cuando han transcurrido 2/3 del mes. Si duran-
te el resto del mes mantiene el mismo ritmo de gasto, ;qué fracciéon de su sueldo ahorra

al final?
5

Total de paga mensual = = 1.

5
3 3.2 1_3

3

Gasta: =~ + =:=5 .= + =
5 5.3 3, 5 5

2

2 es L 1
3ITICS3 3

(3,33 1) (3,3 ) (6,3 ) (o). L
Ahora 1-(243.3 o1 (3, 301 (0 31 (2)-L

Miguel ahorra ILO de su sueldo.

3.
2

|

mes - resto mes =

30 Dos cajas de manzanas se ponen a la venta a 2,50 € el kilo. La primera, que supone los
5/12 del total, se vende por 50 €. ;Cudntos kilos de manzanas habia en cada caja?

Si 15—2 del total se vende por 50 €, el total se vende por % =120 €.

El total de kilos es 120 : 2,5 = 48 kg

La primera caja tiene 4‘? 25 =20 kg

La segunda caja tiene 48 — 20 = 28 kg
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Resuelve: un poco mas dificil

31 Tantea para completar en tu cuaderno estas igualdades con los digitos que faltan:

) 036 _ 0o p) 84 _ 0O _ O
2156 77 315 45 0O5
9 303_0 -7 05 0
530 11 405 80 27
) 336 _12 b 84 _12_ 4
2156 77 315 45 15
Q343 _ 7 75 _15_5
539 11 405 81 27

32 Escribe en tu cuaderno el signo (+, —, - 0 :) correspondiente en cada hueco para que se
cumplan estas igualdades:

273 _17 401041 _4
a)s 3770730 P53 P23
22,3 _17 5 4.10 1_4
V5570730 ) 53273

33 Dos agricultores, padre e hija, tardan 2 h en arar un campo. Si lo hace solo el padre, tar-
da 6 h. ;Cudnto tardari la hija en hacerlo sola?

Padre e hijo — 2 horas — En 1 hora aran % del terreno.

Padre — 6 horas — En una hora ara 1 de terreno.

6
En una hora, el hijo ara 1 _1_1 del terreno.

2 6 3

Por tanto, el hijo tardard 3 horas en arar el terreno él solo.

34 Un grifo llena un depésito de agua en 9 horas. Si ademads del grifo se abre el desagiie, en-
tonces el tiempo de llenado es 36 horas. ;Cudnto tarda el desagiie en vaciar el depésito,
estando el grifo cerrado?

Grifo — 9 hdellenado — en 1 hora llena %

Grifo + desagiic — 36 h dellenado — en 1 hora llenan %
L . 111
El desagiie vacia el depdsito a razén de 9736 12 cada hora.

El desagiie vacia el depdsito, estando el grifo cerrado, en 12 horas.
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35 Dos jarras de 600 mililitros cada una contienen zumo de naranja. Una est4 llena la ter-
cera parte, y la otra, los dos quintos. Afiadimos agua a cada una hasta llenarlas comple-
tamente y, posteriormente, las vaciamos en una jarra grande. ;Qué fraccién del liquido

de la jarra grande es zumo de naranja?

% de 600 es zumo — 63& =200 mL son zumo en la 1.2 jarra.
% de 600 es zumo — 2 gOO = 240 mL son zumo en la 2.2 jarra.

Afadimos agua hasta llenar las dos jarras.
Vaciamos las dos jarras:

En total tenemos 1200 mL en la jarra grande.
De los cuales 200 + 240 = 440 mL son de zumo.

Veamos que fraccién representa:

440 _ 44 _ 11
1200 120 30

Conclusién: en la jarra grande hay % de zumo.

36 En una fiesta, los 2/3 son chicos, los 3/5 de las chicas tienen pareja y hay 6 chicas que no
tienen. ;Cudntas personas asistieron a esa fiesta?

del total de personas son chicos luego % del total son chicas.

tienen pareja luego 2 de L no tienen pareja.

5 3

-2 chicas sin pareja del total.

15
Hay 6 chicas sin pareja, luego 2 del total son 6 chicas sin pareja.

15
_615 _4s

Para calcular el n.° de personas que asistieron a la fiesta hacemos 6: 15 3

e L
3
e L
°3

Conclusién: asistieron 45 personas a la fiesta.

37 Gasto 1/10 de lo que tengo ahorrado en mi hucha; después, ingreso 1/15 de lo que me
queda y ain me faltan 36 € para volver a tener la cantidad inicial. ;Cudl era esa cantidad?

Gasto G del total de los ahorros, luego me quedan 19—() en la hucha.
1 4.9 1.9 _ 3
Ingreso 15 de 1510 - 50"
9 .3 _48
Hay en la hucha + 50 = 50

Para volver a tener la cantidad inicial faltan 36 € que equivalen a 5% del total.

Luego para calcular la cantidad inicial hacemos:

36-570=182ﬂ=900€

Conclusién: inicialmente tenfa 900 € en la hucha.
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38 Un grupo de amigas ha ido a comer a una pizzeria y han elegido tres tipos de pizza, A, B
y C. Cada una ha tomado 1/2 de A, 1/3 de By 1/4 de C; han pedido en total 17 pizzasy,

como es légico, no ha sobrado ninguna entera.
a) ;Ha tomado cada una m4s de una pizza, 0 menos? ;Cudntas amigas son?
b) ;Cudntas pizzas de cada tipo han encargado? ;Ha sobrado algo?

¢) Contesta a las mismas preguntas si hubiese sido 20 el nimero de pizzas pedido.

a) Cada una toma 1,1, 1_13 ; es decir, han tomado mds de una pizza cada una.

2 3 4 12
Como cada una toma mds de una pizza y han comprado 17 pizzas, eso quiere decir que

son menos de 17. Veamos cudntas.

13
12x 17 — x=15,69

Por tanto, son 15 amigas.

b) Sabiendo que cada una toma % de A, % deBy —- 4 de C, y que son 15 amigas, han encar-
gado:

* 8 pizzas de A, pues 5 =7,5,yha sobrado — de pizza A.

* 5 pizzas de B, pues 75 =5, y no ha sobrado nada de pizza B.

* 4 pizzas de C, pues 45 = 3,75,y ha sobrado 4 i de pizza C.

¢) Si han comprado 20 pizzas:

13

* Siguen comiendo 1 1 cada una.

13
1
STl 20 — x=18,46
Ahora son 18 amigas.
* Ahora han encargado:

=9 pizzas A

= 6 pizzas B

[ [
Nb w‘oo I\.)‘

4,5 — Han encargado 5 pizzas C y ha sobrado %:% de C.
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Reflexiona

39 Existe una regla general para escribir decimales periédicos como fraccién sin aplicar el
procedimiento que aprendiste en la unidad:

numero decimal _ parte no periddica del
sin la coma ndmero sin la coma
X =
tantos nueves como tantos ceros como cifras
cifras tenga el periodo haya en el anteperiodo
327 -3 > _ 182573 -1825
3,27 = 18,2573 =
929 9900

Comprueba que se cumple para los siguientes nimeros periédicos:
a) 11,123 b) 0,7 ¢ 32501 d) 0,02171

2) 1112311 _ 11112 _ 3704 =11’ﬁ§ se cumple.

999 999 333
b) 7T_O = % = 0,; se cumple.
32501-32 32469 _ 10823 _ —
) 9990 9990 3330 = 3,2501 se cumple.

2171-217 _ 1954 _ 977 _ ~
I 90000 90000 45000 0,02171 se cumple.

40 Busca cuatro fracciones comprendidas entre ﬁ y 1—12 :Cudntas hay?

Buscamos fracciones equivalentes a ﬁ y % con un denominador comtn, por ejemplo 660.

160 155
11 660 12 660

55 60 , . 56 57 58 59
Entre cco y 60 estin comprendidas 60’ 660 o’ €éo-

Si en lugar de 660 elegimos un denominador comtin muy grande, podemos escribir tantas

coOmo queramaos.

Hay infinitas.
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41 ;Verdadero o falso? Explica y pon ejemplos.
a) Hay nimeros decimales que no son racionales.
b) El cociente de dos niimeros decimales exactos es siempre un decimal exacto.

¢©) Al sumar dos nimeros decimales periédicos puros se obtiene siempre un decimal pe-
riédico puro.

d) Todos los niimeros enteros se pueden expresar en forma de fraccién.

e) Si dos fracciones positivas son menores que 1, su producto puede ser mayor que 1.
f) Al dividir dos niimeros decimales periédicos se obtiene un decimal periédico.

a) Verdadero. m es irracional. b) Falso. 2,33 : 1,7 = 1,3705882...

¢) Verdadero. El denominador de una fraccién que representa a un decimal periédico puro
esdelaforma9099=9-110999=9-111 o ... Al sumar dos fracciones con estos de-
nominadores, se obtiene una fraccién cuyo denominador es 9 0 99 0 999... Es decir, un
decimal periédico puro. 3,7 +5,8=9,6

d) Verdadero. Si 4 es un entero, a = %.

e) Falso. Al multiplicar dos fracciones menores que 1, resulta siempre una fraccién mds pe-
quefa que cualquiera de las dos dadas.

f) Falso. Contra ejemplo: (14/3) : (7/6).

14 2

=2 =406

3 (14).<Z)= 14-6 _4
7 147 3)\6 -

£ =116

42 Divide por 11 los niimeros del 1 al 10.
a) ;Cudntos decimales distintos pueden salir?
b) ;Tiene eso que ver con el hecho de que estemos dividiendo entre 112
) ;Puedes predecir el resultado de 23 : 11 y de 40 : 112

a) 1 _0,00; 2--0,18; i=0,§?...; i=0,§8; i=0,Z§;

11 11 1 1 11
6 _0.54 7 -0.63 -8 -0.72: 2 -0,81: 10 _0 90
1p 70 0% 7 =063 7 =0.72 7 =0.81 1 7=0,90

Se obtienen 10 decimales distintos.
b) Si tiene que ver.

23 _509; 40 _37%3
0) 17 =209 17 =3,63

43 Si escribimos en forma decimal la fraccién 20/13, ;qué cifra ocupa el lugar 502 ;Seria la
misma que la que ocupa el lugar 100?

El ndmero es un decimal periédico puro con seis cifras en el periodo: 1,538461
6 - 8 = 48; luego en la posicién 50 estd el ndmero 3.

16 - 6 = 96; luego en la posicién 100 estd el ndmero 4.
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44Si 0<% < € <1, scudl de estas afirmaciones es verdadera?

b d

a) 2.€ .41 b)

b d b
a) Verdadera.

b) Falsa. Al multiplicar dos fracciones menores que 1, resulta siempre una fraccién mds pe-
quena que cualquiera de las dos dadas.

R T S

S

c) Falsa. Al multiplicar dos fracciones menores que 1, resulta siempre una fraccién menor
que 1.
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Inférmate y calcula

Los cédigos de barras

* Comprueba los digitos de control en estos cédigos de barras:

ISBN 978-84-9935-142-1 REF.: DC050290

‘H ” HW“ s||413240 4002 ||
9 87

u 95
884991351421

ISBEN 8978-84-88935-142-1

9 ‘733499'“351 421

Sumamos las posiciones impares: 9 + 8 +4 +9 + 5 + 4 + 1 = 40

9788499351421

Sumamos las posiciones pares: 7+ 8 + 9+ 3 + 1 +2 =30
Multiplicamos este tltimo resultado por 3: 30 - 3 = 90
Sumamos los resultados: 40 + 90 = 130

Luego el digito de control es 130.

REF.: DC050290

iy

4132407400295

8413240400295

Sumamos las posiciones impares: 8 + 1 +2+0+0+2+5=18
Sumamos las posiciones pares: 4 +3 +4 +4+ 0+ 9 =24
Multiplicamos este tltimo resultado por 3: 24 - 3 =72
Sumamos los resultados: 18 + 72 = 90

Luego el digito de control es 90

* Copia en tu cuaderno los nimeros de tres cédigos de barras que veas en tres productos
cualesquiera y comprueba que en todos estd bien calculado el digito de control.

Respuesta abierta.

Utiliza el ingenio

Una cuestién de comas
Poniendo una coma en el lugar adecuado, la siguiente expresién es cierta:
«CINCO POR CUATRO VEINTE MAS UNO, VEINTIDOS»

:Podrias aclarar la cuestién?
5-4,20+1=22
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Entrénate resolviendo otros problemas

* Un joyero consigue una rebaja de 140 € en la compra de 16 broches iguales, cuyo precio,
segun el catdlogo, es de 87,50 € cada unidad.

:A cudnto debe vender cada uno si desea obtener una ganancia total de 500 €2
Los 16 broches valen — 16- 87,5 =1400€

Los 16 broches le cuestan — 1400 — 140 = 1260 €

Para ganar 500 € debe recaudar — 1260 + 500 = 1760 €

El precio de venta final debe serde — 1760:16=110€

* Marta compra tres tortas, y Beatriz, dos. Cuando van a merendar, se les une su amiga
Verénica, que no trae tortas. A la hora de compartir gastos, a Verénica le toca poner 5 €.

:Coémo se repartirdn esos 5 € Marta y Beatriz?

Como tienen 5 tortas, a cada una le toca %de torta.
Marta aporta para Verdnica 3 — %=% = de torta.
Beatriz aporta para Verénica 2 — %:% = de torta.

Los 5 € que paga Verénica los deben repartir proporcionalmente a % ya %

Por tanto, 4 € para Martay 1 € para Beatriz.

* Un grupo de amigos y amigas entra en una cafeteria. Todos piden café, y la quinta parte
de ellos pide, ademds, un bollo. Un café cuesta 0,85 €, y un bollo, 1,10 €.

Para pagar, entregan al camarero 11 €.
:Han dejado propina? Si es asi, ;de cudnto ha sido?
Como se dice que la quinta parte pide un bollo, el nimero de amigos es un mdltiplo de 5.

Si fuesen 5, las consumiciones habrian costado 5 - 0,85 + 1,10 = 5,35 € (cantidad muy alejada

de 11 €).

Si fuesen 10 amigos, el precio de las consumiciones habria sido 5,35 - 2 = 10,70 €, muy proxi-
moall €.

Por lo tanto, han dejado una propina de 11 — 10,70 = 0,30 € = 30 céntimos.
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* Un hacendado contrata a un sirviente por un sueldo anual de once monedas de oro y un
caballo. A los cuatro meses, el sirviente se despide, recibiendo el caballo y una moneda.

:Cudl era el valor del caballo?

1 moneda + 1 caballo 10 monedas
| |

5 monedas

«5 monedas» equivalen a «1 caballo + 1 moneda».

Por tanto, un caballo tiene el valor de 4 monedas.
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AUTOEVALUACIGN

h 4

1 Efectday simplifica el resultado.

1+i~<i+l>—l:£

8 \3 3°5
5 (5+3 1. 5 .5 8 5 _+4.5_5_ 10-5 .5 _6+5_11
1*@'(7)‘?7‘“8 376 3T T Tl eT T TG

2 Escribe tres fracciones de modo que la primera dé lugar a un decimal exacto; la segunda,
a un periddico puro, y la tercera, a un periédico mixto.

Respuesta abierta.

Por ejemplo:

4

Decimal exacto: 25 = 0,16.

58

Decimal periédico: == = 0,58.

99

Decimal periédico mixto: 23 O,5T.

vl

3 Escribe, en cada caso, tres niimeros comprendidos entre los dos dados:

3 ., 4

a) y 5 b) 2,7 y 2,8
3 _ .4

a) 20_0,15, 25 0,16

Respuesta abierta. Por ejemplo:

0,15<0,151 < 0,1519 < 0,1531 < 0,16
b) Respuesta abierta. Por ejemplo:

2,7<2,78<2,783<2,787<2,8

4 Clasifica en decimales exactos o periédicos sin hacer la divisién.

8 113 23 18
50 12 32 7

g—g — Decimal exacto % — Decimal periédico
23 18

— Decimal exacto —> — Decimal periédico

32 7
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5 Calcula el resultado de esta operacién, pasando previamente los decimales a fracciones:

—~ ~ 8
0,18-1,89+>-)-1,1
( 9+11)

0,18 — 100N—N=18-0 — 99N =18 — N= 18

99
1,89 — 100N—10N =189 18 — 90N =171 — N=%
11
1,1 — 10

(1_8_ 171 +i>£_<180—1881—720>£_ —981 11 _ -981 _ -109

99 90 11/10 990 10 990 10 990 100

6 Zoe gast6 1/3 de su dinero en libros y 2/5 en discos. Si le han sobrado 36 €, ;cuinto tenia?

1.2)\_4
1‘(3*5)‘ 15
% de total son 36 € — Total = 36~14—5=135 €

7 Con la tercera parte del aceite que tengo en un bidén, puedo llenar 20 botellas de 3/5
de litro. ;Cudntos litros habia en el bidén? ;Cudntas botellas de 3/4 de litro podré llenar
con el resto?

20 botellas de % de litro son 205' 3 12 L.

Luego % del total son 12 L.

12 - 3 son los litros que contiene el bidén — 36 Litros.

Después de llenar las 20 botellas de % de litro quedan 24 litros en el bidén.
3

Si queremos saber cuantas botellas de < podemos llenar con 24 litros hacemos:

4
.3 _24-4 _ 3
24 . =73 = 32 bolettas de T

8 Entre las personas apuntadas a un polideportivo, la quinta parte tiene mds de 60 anos, y
dos de cada tres estin entre los 25 y los 60 anos.

a) ;Qué fraccién de estas personas tiene 25 afios 0 menos?

b) Si el nimero de personas apuntadas es 525, ;cudntas hay de cada grupo de edad?

)1 2_13

Y5t 37s

Los % de las personas tienen 25 afios o menos.
b) Mis de 60 ahos — %525 =105

Entre 25 y 60 afos — %-525= 350

Menos de 25 afios — % -525=70
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9 Compro una bicicleta que pagaré en tres plazos. En el primero, pago los 3/10 del total;
en el segundo, 4/5 de lo que me queda por pagar, y para el tercero, solo tengo que pagar
21 €. ;Cudl es el precio de la bicicleta?

3 4.7 _15+28 _43
10510 50 50
7
50

El total es % =150 €.

de lo que tengo que pagar son 21 €.

10 ;Verdadero o falso?
a) Todas las fracciones son nimeros racionales.
b) Todos los nimeros racionales son fraccionarios.
©) Una fraccién siempre equivale a un nimero decimal periédico.
d) Un nimero decimal periédico es racional.
a) Verdadero

b) Falso, los niimeros enteros son también niimeros racionales.

¢) Falso, la fraccién % es un numero decimal exacto.

d) Verdadero
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POTENCIAS Y RAICES
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Resuelve

1 ;Cabrian los hijos e hijas de Buda en la India? Teniendo en cuenta Mahabharata'y que la
superficie de la India es de unos 3 millones de kilémetros cuadrados:

a) ;Cuéntos metros cuadrados corresponderian a cada uno de los 6 - 10! hijos e hijas de
Buda?

b) ;Cudntas de las 24 - 10'5 divinidades habria en cada metro cuadrado?
a) Primero, vamos a poner los datos en metros cuadrados, que es lo que nos pide el problema.
3 millones de km? =3 - 10 km? =3 - 10°- 10 m? = 3 - 10'2 m?
Veamos cudntos metros cuadrados le corresponde a cada hijo:
6 - 10! hijos e hijas
Por tanto:
3-10%m? _ 30 m?/hijo = 5 m?/hijo
6-10'! hijos 6
Asi, a cada hijo le corresponden 5 m? de India.
b) Pasamos los kmZam? — 3-10°km?=3-10°.10°m? =3 . 102 m?
24-10" divinidades _ g . 103 divinidad/m?2
3.10"2 m?

Habria 8 - 103 divinidades por metro cuadrado.

2 Una antigua leyenda popular india describe una batalla en la que intervinieron 10%° mo-
nos. ;Cudnto podian ocupar? Vamos a suponer que un mono ocupa un volumen de unos
10 litros y que amontonamos 10%° monos, bien apretados, dentro de una esfera. ;Cu4l
seria su radio?

NOTA: de Urano al Sol hay unos 2 870 millones de kilémetros.
100 monos ocupan un volumen de 104° . 10 /= 104! /= 10%° m?

35
103 m3 = % t-R3 > R-= 1/%- 1(7)1: ~ 2,87 - 10" m = 2870 millones de km

El radio de la esfera seria 2 870 millones de kilémetros.

3 a) ;Cudl o cudles de estas potencias sirven para expresar un gigol y cudl o cuéles para
expresar un gugolplex?

(09 [

b) ;Qué es mayor, un gigol de gligoles o un gigolplex?

¢) Suponiendo que en una hoja de papel caben, bien juntos, 3 000 caracteres, serias ca-
paz de idear una expresién que indique el niimero de hojas necesarias para escribir un
gugolplex con todas sus cifras?

a) gigol — 10190 glgolplex — 10(10™)

100 .
10*% cifras - 3,33% hojas

b) Un gigol de gtgoles.
) Un gligol de gugoles ) 3000 caracteres por hoja
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1 Reduce a una sola potencia.

6 3
a) 43 4%. 4 b) (593 o) ;4 d) 1353
e 210 510 f) 3%225 g) (aG . a3)2 . (az . a4)3 h) (62)3 .35. (27 . 22)
a) 4 b) 5%

3

Q) 72 d) (2) =53

3

5
.5\10 _ 110 12 _15_

e) (2-5) 10 f) (—3_4> 1°=1
g) (49)2:(46)3=4182418=40=1 h)66-35-25=66-(3-2)5=66-65=611

2 Calcula utilizando propiedades de las potencias.

6 3 4
srswems o] en
e 22—066 f) 22—056 g) (33)2 : 35 h) (25)3 . [(53)4 . 23]

a) 23.5%-23.53.5-(2.5)%.5=10%.5=1000-5 = 5000

S ondy .25 _ (6725 _[2:3)°) a5 (2535 ,5_ 5.25_2:3° _
b) (6°:2%):3 -<?).3 _<T 137 = i :3°=2.(3)°:3 _7'2

9 <;>6.(2)3=2_6. 3203 11
3 4 36 (22)3 36 26 33 27

4 4
d)28.<2> =28.;4=24.54=(2-5)4=104=10000

6 6
¢) &=(ﬁ) - 10° = 1000000
26\ 2

6 5
f) %:20(%) =20 -10° =20 - 100000 = 2000 000

g (3%?:3°=30:39=30-5=3 .
h) (253 . [(53)4: 23] = 215 . [512: 23] = 215 . 52_3 _212.512_(3.5)12_ 1012
=1000000000000
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3 Calcula el resultado.

1 2 1 > 1 >
2 (-2) b) (-2) 9 (E) 4 (7)
2
_1 _1) -1 1 1
o LT B S 0
4 Calcula.
-3 0 4 -3
3 -13 2 -3
: o () -3) 2(3)
2 (5) "\ 93 NS
125 81 125
V77 b} 1 9 16 93
5 Expresa como potencia de base 10.
a) 0,1 b) 0,00001 ) 0,0012 d) 10000073
a) 1071 b) 107 c) 107 d) 10?
6 Simplifica y halla el resultado cuando sea posible.
_ 5.1, 3 3 6. (c2)-1
a) x6-x 3 b) y -y Yy C) (L) _(L) d) 5 (5 )
( x2) y 0,2)—2 ﬂz a (5 2)3
64.34 (-6)°-(-3)° 25.32.471 6%.92
A=0)7-=3)7 h) 0797
T RIS B : 23.(-3)%. 47
-3 B3 _«x y 9
=X X b) ==
) &y x*y oy \ ¥ ’
1.1 _ 4 3 56'5_2__2_1
C) E.?—;—ﬂ d)?—s —2—5
) 6434 263030 p 03 3 3 1
(32)4 34 (62)5 6> 2535 32
25.35.(22)—1= 23.32 3481 b (2'3)2'(3)2=22'36=3_4=8_1
23. (32)71 23.3-2 23.32. (22)2 27.32 25 32
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Calculo mental

Opera y expresa el resultado como potencia de base 10:

a) 1000 - 100000
e) 1000 - 0,000001
a) 100000000 = 108
) 100000 = 10°

e) 1073

b) 1000 - 0,01
f) 0,0001 - 0,01

) 10°°

1 Calcula el valor de # en cada caso:
a) 374,2 - 10° = 3,742 . 10"
¢) 0,031-10° =3,1-10"
a)n=7
cn=3

2 Calcula.
a) (3,25 -107) - (9,35 - 10719)
o (4,8-10'2):(2,5-10%)
a) 3,03875 - 107
0 1,92 -10°

) 1000 : 0,01

g 0,0001 : 0,01

b) 10

d) 1000000000 = 10°
g) 0,01 = 1072

d) 1000 : 0,000001

b) 374,2 - 10~ = 3,742 . 10*
d) 0,031-107 =3,1.10"
b) n=-5

d)n=-9

b) (5,73 - 10% + (-3,2 - 10°)
d) (1,17 - 108) — (3,24 - 1079)
b) —2,627 - 10°

d) 1,17 - 108
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3 Resuelve con la calculadora la actividad 2 de la pdgina anterior.
a) 3,03875 - 107/ b) —2,627 - 10°
0 1,92 . 10° d) 1,17 -108
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1 Calcula las siguientes raices:

a) §/64 b) 3216 c) V14400

3/ 64 313375 3 21
©) V216 b Y To00 g V1,728-10
a) 2 b) 6 c) 120

4 _2 15 _3 . 106
63)6_3 f)lO_2 g) 12-10
:Verdadero o falso?

a) Como (-5)2 = 25, entonces y25 = -5.
b) —5 es una raiz cuadrada de 25.

c) 81 tiene dos raices cuadradas: 3 y -3.
d) 27 tiene dos raices cibicas: 3 y 3.

e) 7 tiene dos raices cuartas: 47 y —4/7.

f) —4=-2y4=2.

a) Falso; y25 hace referencia a la raiz positiva, J25 = 5.
b) Verdadero; (-5)2 = 25.

c) Falso; 32 =9y (-3)2=9

d) Falso. Solo tiene una, porque (—3)3 = 27
e) Verdadero.

f) Falso. No existen raices cuadradas de niimeros negativos.

6/ 1
d) V64
h) v2,025-10~11
1
d) >
h) 4,5.10°°¢
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Calculo mental
1 Simplifica.

a) 5420 b) ¥6-310
a) Y100 = 10 b) /60
2 Descompén y extrae fuera del radical:
a) 50 b) %24 c) 32000
2) V52.2=5/2 b) ¥23.3-2%3 o ¥24.53 1032
3 Calcula el valor de estas potencias:
2 () b () o (45)"
a) 3% =27 b) 22 = 4 ) 5% =125
3 Simplifica las expresiones que puedas.
a) 8/5-6.3 b) 3.5 +445 ) 25-8
d) 5-%5 e) /6.7 ) /6.7
g V2.8 h) 37 - %49 i) ¥5-95
()" (o] b (7)"

a) 8Y5 - 643 — No se puede simplificar.
) 325 -8 — No se puede simplificar.
e) J6-47 =42

g V2-/8=416=4

i) 45 -85 — No se puede simplificar.

k) (@)7 — No se puede simplificar.

b)3V5 +443 =75

d) /5 - 3/5 — No se puede simplificar.
£) Y6 -3/7 — No se puede simplificar.
h) 37 - 349 = 3/343

D (5)° =55

D (37)" =72 = 49



4 Extrae fuera del radical cuando sea posible.

a) y32.54 b)%25.32
d) /180 e) V720

a) y32.54=3.52-75
<) 4«/¥=54«/§
e) 720 =42%.32.5-22.3/5

5 Operay simplifica.
a) V3 +27 + 12
) 3+ +43-22=y3+3{3+2y3-6/3
b) 32 +3(2%+32.33=32+232+3%32-632

MANAYMESO
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o 5%

f) 3375
b) 325.32-2336
d) V180 =42%.32.5-2.3,5
) 3375=353.3-5%3

b) 3/2+3/16 +3/54
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1 Sitda cada uno de los siguientes niimeros en los casilleros correspondientes. Ten en cuen-
ta que cada niimero puede estar en més de un casillero. (Hazlo en tu cuaderno).

107; 3,95; 3,955 —7; 420; %6; %; —J/36; %; n-3

NATURALES, N
ENTEROS, Z

FRACCIONARIOS
RACIONALES, Q
IRRACIONALES,

T0rs 309 < &
107; ~7; 36/9 = 4; 36 = —6

3,95; 3,95; {4/ = 2/3; 7/3

1075 3,95; 3,95; —7; 36/9 = 4; Y4/ = 2/3; 36 - _6; 7/3
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1. Potencias de base diez

Hazlo tu

* El volumen aproximado de un glébulo rojo es 90 femtolitros. Sabiendo que 1 fL es una
millonésima de una milmillonésima de litro, exprésalo en mililitros y en litros.

90 femtolitros son 9 - 10714 litros.

90 femtolitros son 9 - 107! mililitros.

2. Notificacion cientifica

Hazlo tu

* Si pierde el contacto después de recorrer la mitad de su trayecto, y lo recupera a 10* km
del planeta, ;cudntos kilémetros recorrié sin radio?

Antes de perder el contacto por radio, ha recorrido:

%-106=0,5-106=5-105km

Cuando lo recupera, le faltan 10% km para llegar al final. Por tanto, ya lleva:
10°-10%=10%-10% - 10% = (102-1) - 10 = 99 - 10* km

Si a esa cantidad le restamos lo que recorrié antes de perder el contacto, tendremos la distancia

pedida:
99.104-5.10°=99.104-5.10-10% = (99 — 50) - 10% = 49 . 10*km

3. Notificacion cientifica

Hazlo tu

* El tridngulo ABC es isésceles y rectingulo en B. ;Cuil serd el perimetro si la hipotenusa
mide 6 cm?

Un tridngulo rectdnculo isdsceles tiene un dngulo de 90° y dos lados (catetos) iguales.
El perimetro es la suma de sus lados.
Para calcular los lados aplicamos la férmula:

H?=¢%+¢?

En este caso como los lados son iguales queda:

62=2c%2 > 36=2c% > %zcz — ¢=4y18 =3/2 cm
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4. Volumen de un cilindro

Hazlo tu

¢ La altura de un rectingulo mide V6 cm, y su diagonal, V18 cm. Calcula su base, su drea y
su perimetro.

b H?=c?+ b2
- (/182 =(/6)% + 42
18-6=062
6% =12
b=112
b=23
Area rectingulo = 6 - b = J6.2/3=2.3/2=642 cm?
Perimetro = 26 + 2h = 443 +2J6=(4+242)- {3 cm

V6
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Potencias

1

Calcula las potencias siguientes:

a) (-3)3 b) (-2)*
d) -32 e) —471
-3 -2

1 1
? <5) b (‘7)
a) =27 b) 16
d) -9 Q)
g) 8 h) 4

Expresa como una potencia de base 2 o 3.

a) 64 b) 243
1 34

e) —2—7 f) F

a) 20

Q) 27

e) —(3)7°

g) 2-5.23 _9-5-3_9-8

9 (-2)7?
f) (-1)?

014

c) —=

f)1

d) 37!
f) 34:3—3=34—(—3) _ 34+3= 37

h) (2—3 . 2—2)—1 _ (2—3—(—2))—1 _ (2—3 + 2)—1 _ (2(—1))—1 _ 2(—1) (1) _ 21_9

Reduce a una sola potencia.
a) (117 . 119 : 118
d) (@3 .ad)4:a°

b) (a8 : 25)%
e) 125: (-3)5
a) 11° b) «'?

d) 210 e) —210

o (@ 2)3. 4
f) 86.16°
Q) a3

f) 242



4 Simplifica utilizando las propiedades de las potencias.

Jrav

m m- -8
)(m)2-4 ms mS_m
5
b) @’ - d =a’ =4
a’
()(1) 4 3=a4-b3-b—4=a4-b3—4=a4-b—1_”—4
3 b
2-1-5 4
a _a_ _ —4-(4_ 0_
d) R ﬂ_4—¢z =a’=1
5 Calcula

3 ) -1 )
1) (1) (1) _ 7y .1_9 .
a) <2> <2> <2> . b)(3> 9 =49
6 Expresa como potencia uinica.
3
-3 2 - |
3)7.(3 25.277 (1 )
233 w22 2! l
2 4
1 2\ (3 371
d)< ) (4) e)<3> (2) 515
-5 -3
3 272 _ 5 3)
a)<4> b) 2_4—2 o) 3
Y 2\ 1Y
5 (3) ) (-2)  (35)
7 :Verdadero o falso?
-2 -3 -2
177, (179 ARNEEEY
a)<6) (2) 2 b)<3> 3%
a) Verdadero:
2.3 2%.32 9
6°:2° = 3 —5—22
b) Falso:

32 1_1 .3
72 33 147 49
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) a“-a  -a
(a®)2



8 Operay simplifica.
4ab | b*

% 9 " 3a
o) (6a)7!. (34722

Las soluciones, no ordenadas, son:

b, b 4a* 4

ﬂ’?’ 36,5—4.

0 (3]

d) (a1 6%?%: (ab)?

4ab-3a _ 4a* B 2 b _ 1,3
a) o = 30 b)a3ﬂ_ﬂ_ b
4 4
Q) 1 32,4 _ a> d) b  (ab)? = b

6ﬂ 54 42 ' ﬂ4b2 =

9 Calcula utilizando las propiedades de las potencias.

6%.82 b 152 . 42
? 32.23.24 ) 122.10
2-5.43 25.32. 41
© 16 d 23.9-1
2. 2 —5. .9. -2
o 62.9 H 25.8.9.3

23. (_3)2 .42 2—4 .42.671

4 34 (132 54 24 A6 24 910
2037277 2%.3%.2° 3%.219 34 30 510 97 _32.93_7)

32.23.24 3227 3%2.27
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2 22 (72)2
b)w=32.3—2.24.2—4.2—1.52.5—1=30.20.2—1.522—1.5
32.(2%)%.2.5

-5 (92)3
C)w=2—5.26.2—4=2—3

24

@ L£32Q0 293207 5 30 52,93, 300 95-5. 320290, 34 _ 34 _g]

23_(32)—1 - 23_3—2
o 22032377 22.32.5% 5,
23.32.(22)2  23.32.24

27°.2%.32.32  272.30 ., -1
f = =27.2.3.1=2"1.3
) 2—4 .(22)2 .p-1 .3—1 2-1 _3—1

273.24.32.3%4.32_75.34

10 Simplifica.

23.(-3)2.42 b) 2-4.42.3.971
63.92 2-5.8.9.32

3.22 94 7.32 4
a)2-3-2_2-3_2

a)

4 H4 -2
b)z 2%.3-37" _

23_33.34_23.37_¥ 2-5.23.34

2—2_34 - 35

22



Potencias de base 10

11 Indica el valor de # en cada caso:

a) 0,001 = 10” b) (10000)2 = 10”
c) 0,0000001 = 10” d) 0,00013 = 10"
a) n=-3 b) n=8
) n=-7 d)n=-12

12 ;Verdadero o falso?
a) (0,001)73 = 10° b) (0,001)% = 10'2
) (0,01)3 =10 d) (1072)5 = (0,1)10

a) Verdadero — (107373 = 10°

b) Falso — (1072~ = (10712

¢) Verdadero — (10723 =107°

d) Verdadero — (10)719 = (107)'9 = (0,110

13 Expresa como una potencia de base 10.

a) (0,01)7 b) (0’ o0 )4 9 (1%)3>_3

a) (10097 = 10'°

1 4 (-3)\4 12
b) (——) =(10-))* =10
)<10—3) ( :

o (10373 =107
d) (10713 107)2 = (1073)% . (107)* = 107 . 10710 = 10716

MANAYAESO
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0,13
10°

:

14 Escribe, como se hace en los ejemplos, dos potencias de base 10 consecutivas entre las

que estén los siguientes nimeros:

° 102 <234 <103 10! < 0,28 < 10°
a) 8,35 b) 762

o) 13 456 d) 1230022045
e) 0,18 ) 0,008

g) 0,02 h) 0,000007

a) 10° < 8,35 < 10! b) 10% < 762 < 103

o) 10% < 13456 < 10°
e) 1071 <0,18 < 10°
g) 1072 <0,02 < 107!

d) 102 < 1230022045 < 1010
f) 103 < 0,008 < 1072
h) 107 < 0,000007 < 10>
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Notacion cientifica

15 Escribe estos niimeros con todas sus cifras:

a) 4107 b)5-.107%
d)8,5.10°° e) 3,8.1010
a) 40000000 b) 0,0005

d) 0,0000085

16 Escribe en notacién cientifica:

a) 13800000 b) 0,000005
d) 0,0000173 e) 153 . 10%
a) 1,38 - 107 b)5-10°°
d) 1,73 .10

17 Completa estas igualdades:
a) 5,25-107 = ... 10°
©) 4,7-103=...1072
a) 52,5 - 10°
c) 0,47 - 1072

19 Calcula y comprueba con la calculadora.
a) 2-10°).(3-10'%
c) 3,4-1078).(2.107)
e (9-107):(3-107)
a) 6- 10V
c) 6,8-10°
e) 3.10714

e) 38000000000

e) 1530000 = 1,53 - 10°

b)2.103=...
d)234.10% =
b) 0,2 - 10*

d) 2340 - 103

b) (1,5-107)

©) 9,73 .108
f 1,5.10°
) 973000000
f) 0,000015

) 4800000000

) 93,8.10°4

¢ 4,8 -10°

f) 0,00938 = 9,38 . 1073

104
... 103

.(2.107)

d) (8-10'2):(2.10Y)

f) (4,4-10%):
b) 3.10712
d)4.10°
f)2,2.10'3

(2107

20 Calcula, expresa el resultado en notacidén cientifica y comprueba con la calculadora.
b) (5-1073): (810

a) (2,5-107) - (8-103)
o (7,4-1013).(5.107%)

d) (1,2-10'):
a) (2,5-107)-(8-10%=2,5-8-101=20.109=2. 10"

(2.-1073)

b)(5-103):(8-10°) =(5:8)-10%=0,625-10%8=6,25.10"
o (7,4-101%).(5-10%=7,4-5.10"=37-10" = 3,7 - 108
d)a,2-10:2.103=(1,2:2)-10"4=0,6-10%=6.10"3
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21 Efectiia y comprueba con la calculadora.
a) 3,6 -10'2-4. 1011 b)5-10° +8,1.10!°
c)8.108-5.10" d)5,32.1004+8.10°¢
a) 3,6-10-10"—4.10'1 = (36-4) - 10" =32.10'1=3,2. 102
b)5-10%+81-107=86-107=8,6-10'°
) 80-107-5.107=75-102=7,5-10"8
d)532-107°+8-10°=540-10"°=5,4-10"*

22 Efectiia y escribe el resultado con todas las cifras.

a)5,3-1011-1,2.102 +7,2.101° b)4,2-10°-8,2.107 + 1,810
0 (2,25-10%%) . (4-10715): (3.1073) d) (1,4-107)%2:(5.107)

a) =598 000000 000 b) 0,00002138

) 30000000000 d) 0,000000000392

Raices y radicales

23 Halla, cuando sea posible, las raices siguientes:

4 16 3/1 4
a) 416 b) 18 93t d 41
e) 3216 f) Y-128 g) ¥-243 h) §/4 096
i) /64 j) 3-8 k) 4625
) /-8 m) 4/625/16 n) 3-1

4 1

d) No tiene solucién real. e) 6 f) -2
g -3 h) 4 i) 2
j) 2 k) 5
1) No tiene solucién real. m) % n) -1

24 Las siguientes raices no son exactas. ;Entre qué naturales consecutivos estin?

a) 31235 b) %/520 <) /96 d) V1,5.103
a) Entre 31000 = 10y 31331 =11 b) Entre 4256 = 4y 4625 = 5

c) Entre 332 =2y %243 =3 d) Entre Y1444 =38y y1521 =39
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25 Extrae de cada radical los factores que sea posible:

a) 432 b) 3/81 c) 3/200
d) /50 e) 4144 f 3250
g) 64 h) 3243 i) J4a°
a) 432=425-242 b) 81 =%34-3%3 0) 3200 = 323 .52 = 23/52

d) y50=42.52=5,2 ) 4144 -424.32-2432 £ 3250=32.53=-532
o) 364 =326-2%72 h) 3243 = 3/35 = 33/32 i) V43 = 2a\a

26 Simplifica si es posible.

a) V2 - {8 b)/5 - /16 o¥4.35

d) 5.2 e V3 .427 f) V10 - %6

a) /16 = 4 b) V80 o) 320

d) No es posible. e) Y81 =3 f) No es posible.

27 Simplifica.

a (42 b (%2)° 9 (422
d) %10 %/1000 e) 32316 f) 39381
a) 2 b) 22 c)2

d) 10310 e)2 £)9

29 Extrae factores fuera de cada raiz.

a) {22.53 b) /26.73 c) 422.3¢

d) {52.7%4.35 e) %/33.5 f) 344.52.76
g V27 .a.b h) 4164°-b i) V32.42.51°
a) 105 = 4 b)22.7 o) 3422.32
d)s.72.32/3 e)3%5 £)4.723/4.52
g) 3b3a h) 24%4/ab i) 26*%a?

30 Extrae factores y simplifica.
V54ab> : 316a*

333 .2 ab? - 324 4% = 36324 : 24324 = 36Q2a)3 - 2a) - 2a)13 = 36(24)7 = %ﬁ
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31 Introduce factores en la raiz, como en el ejemplo.

° 22°3\/7=3\/(22)3'7=3\/26-7=3448

a) 5443 b) a%./13ab
d) -26-33 e) V2.45

a) V(50)%-3 =425.3 .42 = {7542

b) ¥(a?)? -13ab = {13ba°

Q) N(ab)3 - 24 = Y2446

d) 33 (=26)3 = 3/3(-2)3 4% = 3-24b°

o Y245 =425 = 422.5 =420

3
3(2) .5 3/ 2°-5 _3/10
b <3> 4 N33.92 V27

32 Operay simplifica.

a) y1125:415 b) 312.318
c) (32 +8) d) (/5 +6) (/5 - /6)

3 2
2) ¢53-32:J5-3=4/55:§ -J52.3-53

b) ¥22.3.32.32=%22.3.2.32-323.33-2.3-¢

Q) ab-32a

) BV2)?+2-3y2-y8+(/8)2=9(/2)>+64y2-8+8=18+24+8=50

d) (5 - (/6)* =5-6=-1

33 Solo tres de estas expresiones se pueden simplificar. Compruébalo:

a) V5 +y10 b) /6 - {54
d) 37 +47 e) (3/4)°

D5+ 25 =5 125 (144245
b)J2.3=43%.2=42.3.33.2=-422.394-2.32-18
¢) 342 — 243 no se puede simplificar

d) 37 +J7 no se puede simplificar
e) ((23)13)5 = (2)1053 2 83/2 no se puede simplificar

£ 2232032 2230 5

2.32

) 3/2-23
f) ¥36:418
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34 Simplifica las expresiones que puedas, y en las restantes, indica por qué no se pueden

simplificar.
a) 742 - 442 b) 3-2 o 4/3-543
&) 6-32 9265-15 p -2
a) 342 b) No se puede, porque tienen distinto radicando.
) -3 d) Igual que b).
e) %B f) g
35 Efectia.
a) Y50 + 72 -1042 b) V80 — V45 - 20
©) —/48 +375-108 d) /175 + 28 -5/63
e) 3250 -3/128+32 D 381+73%3-324

a) 50 +472 1042 =42-52 4423 .32 21042 =52+ 6y2 - 102 = 2

b) Y80 — 45 — {20 =45.2% —5.32 - 5.22-4/5-3/5-2{5--5

c) —{48+ 3475 - {108 =—/3.2%+343.52 = 33.27 = 43 +15/3 - 6,3 =53
d) V175 + 428 =563 =47 52 +4/7 .22 = 547 .32 =57 + 27 — 157 = 87

) 3250 - 3128 =32=3%2.53-327+32=532-232+32=232

£) 3%+ 733 -33.23+ 733233 -8%3

Resuelve problemas

36 Expresa en notacidn cientifica el nimero de segundos que tiene un afio. ;Qué edad ten-
dria una persona que haya vivido 2000 millones de segundos?

1 ano tiene 365 dias
1 dia tiene 24 horas — 365-24-3600=31536000
1 hora tiene 3 600 segundos

*si el ano es bisiesto el resultado es otro.
3,1536 - 107 segundos tiene un afio.
2000000000 segundos — 2 - 10%: 3,1536 - 107 = 63,4 afos.

37 La longitud media de una bacteria es de 2 pm, que equivale a 2 - 10°° m. En el mundo
hay aproximadamente 5 - 103 bacterias. Si se pusieran una detrés de otra, ;cudntos kilé-
metros mediria la fila? ;A cudntos afios luz corresponde esa distancia?

2.10°.5.10%°-10-10%m=10®m

25
Pasamos a km 118 50 - 1022 km

Afo luz: 9,6 - 1012 km — 10%2:9,6 - 1012 = 10? afios luz.
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38 Un centimetro ciibico de agua contiene 3,35 - 10?2 moléculas de agua. Si en nuestro pla-
neta hay, aproximadamente, 1,39 - 10° km3 de agua, ;cudntas moléculas de agua hay en
la Tierra? ;Y en un vaso de 2/5 de litro?

1,39 -10% .10 = 1,39 - 10** cm?

1,39 - 10%4. 3,35 . 1022 = 4,6565 - 10%° moléculas.
% de litro = % dm? = %
0,4-10%-3,35-10% =1,

2103 ecm3=0,4 - 103 cm?

34 - 102> moléculas en un vaso.

39 El didmetro de un virus es 5 - 10~ mm. :Cudntos de esos virus son necesarios para ro-

dear la Tierra? (Radio medio de la Tierra: 6371 km).
Calculamos el perimetro de la Tierra — 277 =2n - 6371 = 12742 n km
127427 : 5 - 107* = 2548 47 - 10* virus

40De Neptuno al Sol hay 4,50 - 10° km, y de la Tierra al Sol, 1,50 - 102 km. Cuando los
tres estén alineados, ;a qué distancia se encontrard Neptuno de la Tierra? Si una nave es-
pacial sale de la Tierra con direccién a Neptuno a 18000 km/h, ;cudnto tiempo tardard
en llegar a su destino?

Consideramos que el sol estd en un extremo, entonces se restan las distancias:
4,5-10°-1,5-10%=4,4 - 10’ km
t=£ - M = 2,4 - 10° horas.
v 1,8-104

41 Observa las masas de estos planetas:

Tierra: 5,98 - 1024 kg Marte: 6,42 - 10?3 kg Jupiter: 1,90 - 10* kg

a) ;Cudntos kilos pesa mds la Tierra que Marte?

b) ;Cudntas veces pesa mds Japiter que Marte?

a) La Tierra pesa 5,98 - 10%4 — 6,42 - 10> = 5,338 - 10*4 kg mds que Marte.
1,90-10%

c 42107 = 3000 veces mas (2959,501).

b) Japiter pesa aproximadamente

42 La galaxia M87, que estd a 50 millones de afios-luz de la Tierra, tiene un agujero negro
cuyo didmetro es 60 anos-luz y cuya masa es dos mil millones de veces la masa del Sol.

a) Calcula la masa del agujero negro en kilogramos. (La masa del Sol es, aproximada-
mente, 2 - 1030 kg).

b) Expresa en kilémetros la distancia de esa galaxia a la Tierra y el didmetro del agujero
negro.

a) La masa del agujero negro es 2 - 102.2.10%9=4.10% kg.
b) Un afio luz son 9,46 - 10'2 km.
Distancia = 50 - 10°- 9,46 - 10'2 = 4,73 - 10%* km
Didmetro = 60 - 9,46 - 1012 = 5,68 - 104 km
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43 En un tridngulo rectingulo, la hipotenusa mide 2/6 m, y uno de los catetos, 2J/3 m.
:Cudnto mide el otro cateto? ;Y su drea? Da los valores exactos; es decir, con radicales.

262 =2y32+c* > 4-6=4-3+¢* 5 24=12+c* = ?=24-12 —
> =12 5 =412 5 ¢=42%.3 5 ¢=2/3m
Area (243)? _4-3 o2

2

2

44 Halla el volumen de un cono de 18 cm de generatriz y 643 cm de radio de la base.

Veono = Lar?h
CON 371'

2=r+h? — (18)2=(6y3)?> +h? - 324=36-3+h> —
— 324-108=h? > h?=216 — h=4216 = h=423.33 >
— h=2.3/6 - h=6/6 cm

Luego Vi ono = %71(6«/3)2 . 646 = %766 .3.6y6 =1 -216y6 cm?

45 El volumen de la Luna es de 2,2 - 10'? km3. ;Cudntos kilémetros mide su radio? Utiliza
la calculadora y da el resultado en notacién cientifica.

Q ‘{’SFERA = %”R3

10 10
22.1010- 4.p3 5 g3 22:107-3 3 6,6-10
4n 4

3
10
- R=Y OO0 5 -3[0C 10T 5 R=174-107km
T T

46 El VCM (Volumen Corpuscular Medio) es el volumen promedio de los glébulos rojos. En
una adolescente, el VCM es de 90 femtolitros (1 fL = 10715 L). Si tiene unos 5 L de sangre
y 5 millones de glébulos rojos por mm?, ;cudntos litros ocupan los glébulos rojos de una
adolescente promedio?

5 litros de sangre — 5 - 10° mm3 — 5.10°.5.10°=2,5.1013

_)

— 2,5-103.9.10%=
90 fl=90-10"1° =9 .10 litros

= 2,25 litros



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Pagina 41

47 Meta 11.6. Leo en un diario: La cantidad anual de CO, emitida en 2016 por una central
de carbon fue 6930000 toneladas, segiin el Registro Estatal de Emisiones y Fuentes Conta-
minantes. Para los coches nuevos, la emision media es de 118,1 g CO,/km segiin la Agencia

Europea de Medio Ambiente y se estima que un vehiculo nuevo recorre en Espafia unos
25000 km al ano.

a) ;La emisién de cudntas toneladas anuales de CO, se evitarian si suprimiéramos un vehi-
culo nuevo?

b) :A cudntos coches nuevos equivale la cantidad de CO, emitida por la central en 20162
©) :Es correcta la siguiente afirmacién?

Un coche nuevo emite 2,9 t anuales de CO, y 2,3 millones de ellos emitirdn tanto como
la central.

a) 118,1-25000 =2952500 g = 2,95 toneladas de CO, emitidas por un coche nuevo.
b) 6930000 : 2,95 = 2349 152,5 coches nuevos.
¢) Un coche nuevo emite 2,9 toneladas anuales.

2,3 millones emiten 6785000

Luego la afirmacién es correcta.

48 Halla el perimetro y el drea del rectingulo ABCD tal que: AB =3 + y2 cm y
BC =1 + 22 cm. Escribe las respuestas en la forma « + 4,2, donde 2 y & son nt-
meros naturales.

El perimetro del rectdnculo es:
P=2(AB) + 2(BC) =2(3+2) + 2(1+242) =
=6+2y2 +2+4y2=8+642
El 4rea del rectdngulo es:
A=b-h=03B+y2) - (1+242) =3+6y2 + Y2 +4 =
=7+742

1+2V2

3432

49 Las capsulas de un firmaco estin formadas por dos semiesferas de 7 mm de
didmetro y un cilindro de 14 mm de altura. Un laboratorio produce 4 tone-

&)

ladas de ese firmaco y quiere envasarlo en cdpsulas que contengan 500 mg ﬂ

cada una. -

:Cudntas cdpsulas puede producir? Halla el volumen de cada cipsula. 5

4 toneladas — 4-1000kg — 4-10°kg=4-10%.10°mg=4-10° mg

1.°) 4-10%:500 = 8 - 10° cipsulas. e
7 mm”

2.°) Volumen de cada cépsula:

Calculamos el volumen de una esfera de radio 3,5 mm.

Viesrzra = %TU’S = %7'5(35)7’3 = %(42,875)7'cmm3

Voo = Agase - Altura = 1r* - 14 = n(3,5)% - 14 = 12,25 - 14 - n = 171,5 - x mm?

VCAPSULA = V;SFERA + VCILINDRO = %(42375)75 +171,5 -1 =

- (% (42,875) + 171, s)n - 228,67 - x mm’
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Resuelve: un poco mas dificil

50 Dados un cuadrado de lado 1 + {3 cm y un rectingulo de 1 cm de altura y base variable:

a) ;Cudl debe ser la base del rectingulo para que las dos figuras tengan el mismo
perimetro?

b) ;Cudnto debe medir la base para que el drea del cuadrado sea el doble de la del
rectingulo?

a) 1.°) Calculamos el perimetro del cuadrado:
PC=4(1+«/§)=4+4«/§

2.°) Calculamos el perimetro del rectdngulo mediante la férmula:

P.=2-h+2.b
Donde h y & son la altura y la base respectivamente:
P=2-1+2-b

3.°) Como los perimetros han de ser iguales, igualamos y despejamos &:

44 43-2+2b — b= 4‘22+4B _ 2+24B _1+23

b) Procedemos del mismo modo con las 4reas:
10 A.=(1+2y3)2=1+2y3+3=4+2/3
2° A.=b-h=1-b

3.°) Eldrea del cuadrado tiene que ser el doble que el 4rea del recténgulo luego:

2-b=4+2{3 > b= 4+225 =2+43

51 Si el radio de un CD mide 6 cm, ;es posible guardarlo en un sobre cuadrado de 16 cm de
diagonal? ;Y de 17 cm de diagonal?

El radio del CD es 6 cm — El didmetro es 12 cm.
Necesitamos un sobre de lado mayor o igual que 12 cm.

Sabemos que la diagonal del cuadrado es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos cate-
tos son iguales, luego tenemos la férmula:

h? = 2.2

Calculamos ¢
(16)2 = 262 — 256 = 22 — %:ﬂ 5 128=¢2 — =128 — c= 27 —

— =232 = c=8/2~11,3

Entonces no nos vale un sobre de 16 cm de diagonal de 16 cm.

Veamos si nos vale uno de 17 cm:
(17)2 =22 — 289 =22 — Zzﬁ -2 5 1445=¢2 > c=12,021

Luego con uno de 17 cm de diagonal si nos vale.
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52 Reemplaza cada cuadrado por una cifra para que se cumplan estas igualdades:
a) /1200 =30 b) /O ./08=6
¢) Y60+06=10 d) /60+06=10
a) 1225 =35 b) V218 =6
c) J64+36=10 d) V27 -12=3

Reflexiona

53 Justifica cudl debe ser el valor de #, en cada caso, para que se verifique la igualdad:

a) a* =2 bja'=2 c)&%
d) Ya=1 e)a‘2=% f)ad=-1
a) =22 b)a=L Ja= L6
2 25
da=1 e)a=2 f)a=-1

54 ;Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.
a) La potencia de un nimero negativo puede ser igual a 1.
b) Si x <0, entonces —x3 > 0.
c) —x2 es siempre un nimero positivo.
d) El cubo de un niimero negativo es siempre menor que dicho niimero.
a) Verdadero. Por ejemplo: (=1)2.
b) Verdadero. Por ejemplo: —(=3)3 > 0.
¢) Falso. Por ejemplo: —(-3)? < 0.
d) Verdadero. Por ejemplo: (-3)3 = -9; -9 < -3.

55 La raiz de indice par de un niimero positivo tiene dos valores. Cuando escribimos —y4
nos referimos a la raiz negativa. Es decir, V4 = -2,

:Cudl es el valor de las siguientes expresiones?

a) —/64 b) %81 0 -1
d) %1 e) -9 f) V-8
a) -8 b) £3 c) -1
d) +1 e) -3 f)-2
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56 ;Verdadero o falso?
2) (J-2)2=2 b) (27 -~
¢ /16+25=9 d) 4(=10)(-10) =10

1842 _ 8227153+
e)m—l f) 8 2*/3 B \/g

a) Falso —» (/=2)? = -2.

b) Verdadero.

¢) Falso = 16+25=y41 =9.

d) Verdadero.

e) Falso — 34242 22 =2

52-412 2
f) Verdadero.

57 Si 4% = b2, ;qué podemos afirmar de a4 y b2

Si a%=5b?% se pueden afirmar dos cosas. O bien 2= 54, o 4 es un nimero cualquieray & es
el mismo ndimero pero negativo.

58 Ordena los nimeros 7, n?%, {n y 1/n en los siguientes casos:
a)Si n>1. b)Si 0<n<1.

a)i< n<n<n® b);12<n<«/2<l
n n

59 ;Qué resultado obtendris si realizas esta operacién con tu calculadora? Justificalo.

10%°+100
1020
El resultado serd 1.

La explicacién es que la calculadora tiene un limite que son los digitos que entran en la pan-
talla.

Sumar 100 a una cantidad tan grande como 1020 para la calculadora es como no hacer nada
(no puedo representar todos los digitos de esa operacién).

Entonces considera 100 una cantidad despreciable fuente a 1020,

60 Halla el nimero de cifras que tienen 28, 58 y 108. Haz lo mismo con 2!1, 5!! y 1011,
;Puedes deducir alguna regla?

Si la potencia 245 tiene 7 cifras y 545 tiene # cifras, ;cudntas cifras tendr4 104562
28 — 3 cifras; 58 — Gcifras; 108 — 9 =3 + 6 cifras

211 s 4 cifras; 511 — 8cifras; 1011 — 12 = 4 + 8 cifras

Regla:

10% tiene m + n cifras siendo m el ntimero de cifras que tiene 2* y n el nimero de cifras
que tiene 5%,

Luego si 2%5¢ — p cifras y 5%5¢ — g cifras
Entonces 109 — » + 4 cifras
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Conjetura y generaliza
* OBSERVA: 13 =1 - 12=12
13 +23 =9 > 32=(1+2)7?

13+2343% =36 — 6>=(1+2+3)?
° HAZ UNA CONJETURA: ;Puedes predecir el valor de las siguientes expresiones?
134234334+ 43=2 1P+23+33+4%+5%=2 iCompruébalo!
® GENERALIZA TUS CONCLUSIONES:
— ;Cudl seria el valor de 17 + 23 + 33 + ... + 10%
— Elabora una férmula que te permita calcular:
S,=13+234+3%+ ...+ 23 cualquiera que sea el término natural 7.
1°+27+3%+ ...+ 10°=3025
Sn=13+23+33+...+n3=(1+2+3+...+n)2
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Entrénate resolviendo problemas

* Un coche y un camién parten a la vez de una poblacién, por la misma carretera pero en
sentidos opuestos.

La velocidad del coche es de 120 km/h, y la del camién es de 90 km/h. ;Qué distancia los
separa al cabo de 10 minutos?

S §
10 min = c h
dope=v-t= 120%:20 km Ao = tzgo.% - 13.33 km
dyoy =20 + 13,33 = 33,33 km

* Un labrador ara por la mafiana dos quintas partes de un campo. Por la tarde, vuelve al
trabajo y ara un tercio de lo que le quedaba.

Sabiendo que atn falta por arar media hectédrea, ;cudl es la superficie del campo?

| I | 1 ha
MARNANA TARDE 2 l
|r——]
1 ha

La superficie total del campo es de 5 ha = 125 dreas.

4

* Aqui tienes un problema y la solucién que ha encontrado An-
drés para él: «Con veinticinco soldaditos de plomo, ;cémo for-
mariamos seis filas de cinco soldaditos cada una?».

Sin embargo, Susana ha dispuesto los 25 soldados de modo que el niimero de filas, con
5 soldados en cada una, son muchas mds de seis. ;Te atreves a probar?
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2 Simplifica.

sab (1) (o
a) 6a2b1 b) a <b>

-4 3 -3 (p2)-1

a a b\ . (6
9 (4] - 9 (Z) =

1 b2
)2ab b) -4t
b* 1
) a ) ab

3 Aplica las propiedades de las potencias para simplificar esta expresion:

(62)3_2—4
623.274 _ (2:3)°.27% _ 26.36.274 36.26-4 36.32
(3-22).92  22.(3).(3%)%* 2%2.3.32°2  22.3.3% 22.35
_36-5.92-2_3 .90_3

4 Expresa en notacién cientifica.

a) 758 - 107 b) 0,035 - 103
c) 101 . 10! d)0,1001 - 1077
a) 7,58 - 107 b) 3,5 - 10!

¢ 1,01.10" b) 1,001 - 1078

5 Operay comprueba luego con la calculadora.
a) (3,5-107) - (8- 10713
b) (9,6 -107%) : (3,2 - 10'7)
) (2,7 -10% + (3,3 - 107)

a)28-10°=-28.10"
b)3.107!8
c) 27-107 +3,3-107 = 30,3 - 107 = 3,03 - 108
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=36.35.22.92_
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6 Las siguientes raices no son exactas. Indica entre qué dos nimeros enteros estd compren-
dida cada una:

a) V430 b) 3-32

) 4786 d) 3234

a) Entre 20y 21 b) Entre 4y -3
c) Entre 5y 6 d) Entre2y 3

7 Simplifica.

a) 3/-1331 b) ¥125.%25
o) 312043 b* d) 4324365 . 4263
a) —11 b) 5

0) 243(156 d) 26242243

8 Simplifica cuando sea posible.
a) V327 b) %ng
o J4-5+/5-/9.5 d) 354 -23%2
4 _ 1 _3
) 37 - 32 b (L)5-2
0 2+1-3)/5=0 d) 22

9 Lareserva de gas natural mis grande de Asia Central contiene un volumen de 9 - 10!! m3.

Si su produccién anual es de 1,8 - 1013 litros y se mantiene el mismo ritmo a lo largo del
tiempo, ;cudntos afnos se podrd explotar este recurso energético?

1,8 - 1013 litros = 1,8 - 1019 m3
$i1,8-10"m® — 1 afios } L__9:10"

=2 —_ =50anos
3 1,8.1010

Entonces 9 - 10! m3 — xafios

10 En un tridngulo rectingulo, uno de los catetos mide V3 cm, y el otro, V6 cm. Calcula la
longitud de la hipotenusa y el 4rea del tridngulo.

H = (3% + (6 —» H*=34+6 — H={9 =3

Area del tridngulo — % donde 4 — cateto 1

h — cateto 2

(546 18 _
2

A=— 3 —%zﬁcmeselérea
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Resuelve

1 Resuelve los dos problemas del papiro de Rhind que se han propuesto en la pgina ante-
rior, y respecto al primero de ellos, contesta:

a) ;Cudnto debe durar una tinaja?
b) ;Cudnta grasa se puede consumir en un mes?
a) 1 ano = 12 meses

Una tinaja debe durar 12 : 10 = 1,2 meses.

5

b) En un mes se puede consumir 10 : 12 = e de tinaja.
2 Un banco presta a un interés del 6 % anual.

a) ;Qué intereses obtendr4 al prestar 100 doblones durante un afio? ;Y si los presta du-
rante un mes? ;Y si lo hace durante siete meses?

b) ;Qué interés obtendrd por prestar 500 doblones durante siete meses?
a) 100 - 1,06 = 106
Al cabo de un afo obtendrd 106 — 100 = 6 doblones.
6:12=0,5%; 1,005 -100 =100,5
Si los presta durante un mes obtendr4 un interés de 100,5 — 100 = 0,5 %.
100 - 1,0057 = 103,55
Si lo hace durante siete meses obtendrd un interés de 103,55 — 100 = 3,55 %.
b) 500 - 1,0057 = 517,76

Por prestar 500 euros durante siete meses obtendrd un interés de 517,76 — 500 = 17,76 %.

3 Resuelve el problema de la tablilla babilénica propuesto en la pigina anterior.

Cp=2.C—2C=C-12" > %:1,2" — 2-12"

log 2

[0g2=10g(1’2n) N logzzn.[ogl,2 — n= W

=3,08
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1

Expresa con un nimero de cifras significativas que te parezca razonable las siguientes
cantidades:

a) Numero de asistentes a todos los conciertos que hubo en 2019 en Espafa: 20927 049.
b) Numero de abejas que pertenecen a una cierta colmena: 78 421.

¢) Altura (en cm) que tiene la torre Burj Khalifa (Dub4i): 82 816.

d) Nimero de estrellas que componen la galaxia Andrémeda: 985428372 491.

e) Poblacién mundial: 7683 589 082 habitantes.

f) PIB (Producto Interior Bruto) del 2017 de Espaiia: 1311421328974 €.

a) 21000000 personas b) 80000 abejas
c) 83000 cm d) 985000000000 estrellas
e) 8000000000 habitantes f) 1300000000000 €

:Qué podemos decir del error absoluto y del error relativo de estas mediciones?
a) Volumen de una banera, 326 litros.

b) Volumen de una piscina, 326 m>.

¢) Volumen de un pantano, 326 hm?>.

d) Volumen de un asteroide, 3,26 - 10 km3.

a) Error absoluto < 0,5 /

b) Error absoluto < 0,5 m3 = 500 /

¢) Error absoluto < 0,5 hm? =5 - 108 /= 500000000 /

d) Error absoluto < 0,005 - 10 km3 =5 - 103 km3 =5 - 1015/

Compara el error relativo cometido al hacer las siguientes pesadas:

a) Una ballena, 37 toneladas.

b) Un pavo, 3 kg.

¢) Don Anselmo, 87,3 kg.

d) La Tierra, 5,972 - 102! toneladas.

El menor error relativo se da al pesar la Tierra, porque se usan 4 cifras significativas.

Y el mayor error relativo se da al pesar al pavo, porque solo tiene una cifra significativa.
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Calculo mental

Expresa en forma decimal los siguientes porcentajes:

a) 10% b) 7 %
d) 160 % e 127 %
a) 0,1 b) 0,07
d) 1,6 e) 1,27

Calculo mental

A)l1%
f) 5%
c) 0,01
£)0,05

:Qué tanto por ciento representa cada cantidad respecto a su total?

c)2 respecto a 10.

c)20%

a) 15 respecto a 30. b) 5 respecto a 20.
d) 30 respecto a 3 000. e) 3 respecto a 4.
a) 50% b) 25%

d) 1% e) 75%

1 Indica el tanto por ciento correspondiente a cada uno de estos decimales:

a) 0,1 b) 0’5

el P 1,5

2) 10% b) 50%

¢) 100% £) 150%
2 Calcula.

a) El 24% de 300.

c) E1 3% de 83200.

¢) E1 230 % de 5200.
2) 300 - 0,24 = 72

o) 83200 - 0,03 = 2496
¢) 5200 - 2,30 = 11960

Calcula el tanto por ciento que representa.
a) 45 respecto a 225.

) 4230 respecto a 9000.

e) 6000 respecto a 4000.

4_5. _ 0
a) 375 100=20 — 20%

ﬂ. —_ 0,
c) 9000 100 =47 — 47%

6000
——.100=1 1509
e) 4000 00=150 — 150%

c) 0,9 d) 0,25
g 1,1 h)2

<) 90% d) 25%
g) 110% h) 200 %

b) E1 112 % de 560.

d) E1 30 % de 83200.
f) E1300% de 40.

b) 560 - 1,12 = 627,2
d) 83200 - 0,3 = 24960
f) 40 -3 =120

b) 6160 respecto a 56 000.
d) 1922 respecto a 1240.
) 975 respecto a 32500.

6160
56000

b) .100=11 — 11%

1922 100 - 0
d) 575 - 100=155 — 155%

975
32500

f) -100=3 — 3%
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Calculo mental

:Qué indice de variacién corresponde a estos aumentos porcentuales?

a) 25% b) 5% c)40 %
d) 80% e) 110% f) 200 %
a) 1,25 b) 1,05 c) 1,4

d) 1,8 e) 2,1 )3

Calculo mental

:Qué indice de variacién corresponde a estas disminuciones porcentuales?

a) 25% b) 5% c)40%
d) 15% e) 88% 1%
a) 0,75 b) 0,95 c)0,6
d) 0,85 e) 0,12 £)0,99

4 Unas acciones que valian a principios de afio 13,70 € han subido un 35 %. ;Cudnto va-
len ahora?

Ahora valen 13,70 - 1,35 = 18,50 €.

5 En una comunidad auténoma habia 69580 personas paradas. Han disminuido un 15 %.
:Cudntas hay ahora?

Ahora hay 69580 - 0,85 = 59 143 parados.
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Calculo mental

Di la cantidad inicial si sabemos que:
a) Aumenta 50 %; C. final = 1500.

c) Aumenta 25 %; C. final = 125.

e) Disminuye 50 %; C. final = 400.
a) 1000 b) 2000
d) 200 e) 800

b) Aumenta 50 %; C. final = 3 000.
d) Aumenta 25 %; C. final = 250.
f) Disminuye 40 %; C. final = 600.
c) 100
£)1000

6 El precio de una batidora, después de cargarle un 21 % de IVA, es de 72,60 €. ;Cudl es su

precio antes de cargarle esos impuestos?

El precio sin IVA es 72,60 : 1,21 = 60 €.

7 Al estirar una goma eldstica, su longitud aumenta un 30 % y, en esa posicion, mide 104

cm. ;Cudnto mide sin estirar?

Sin estirar, la goma mide 104 : 1,30 = 80 cm.

8 En unas rebajas en las que se hace el 30 % de descuento, Roberto ha comprado una cé-
mara fotogréafica por 50,40 €. ;Cudl era su precio inicial?

Su precio era de 50,40 : 0,70 = 72 €.

9 Una cartera ha repartido el 36 % de las cartas que tenia. Atn le quedan 1184. ;Cudntas

tenia antes de empezar el reparto?

Si ha repartido el 36 %, le quedan el 64 %; es decir, 1184 : 0,64 = 1850 cartas.
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10 Un comercio aumenta el precio de sus productos un 30 % y, después, pretendiendo de-
jarlos al precio inicial, los rebaja un 30 %. ;Es correcto? Veamos:

a) Un ordenador que inicialmente costaba 1000 €, ;cudnto costard en cada paso del pro-
ceso?

b) ;Cudl es la variacién porcentual que sufren los articulos respecto al precio inicial?

309 _30%
2) 1000 € -2 1300€ —2% 910€

b) Indice de variacién total: 1,3 - 0,7 = 0,91.
0,91 -1=-0,09

Variacién porcentual: baja un 9 %.

11 Un capital de 42000 € se deposita en un banco al 5% anual. ;En cudnto se habra con-
vertido en un afio? ;Y en dos? ;Y en tres anos?

1.€T ANO

42000 € ———> 42000 - 1,05=44100 €

2.9 ANO

44100 - 1,05 = 46305 €

3.°T ANO

46305 - 1,05 = 48620,25 €
También puede hacerse asi:
1 afo: 42000 - 1,05 = 44100 €
2 afios: 42000 - 1,052 = 46305 €
3 afos: 42000 - 1,053 = 48620,25 €
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1 :En cudnto se transforma un capital de 20 000 € colocado al 3,6 % anual durante 5 afios?
Se transforma en 20000 - (1,036)° = 23868,7 €.

2 ;En cudnto se transforman 20000 € colocados 5 afios al 3,6 % anual, con pago de intereses
mensual?

Un 3,6 % anual significa un 3,6 : 12 = 0,3 % mensual.
Asi: 20000 - (1,003)0 = 23937,9 €,
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1

Tres socios pusieron 2, 3 y 6 millones de euros, respectivamente, para crear una empresa.
Si las ganancias del primer afio ascienden a 75900 €, ;cudnto corresponderd a cada uno?
Entre los tres aportaron 2 + 3 + 6 = 11 millones de euros.

Por tanto, a cada uno le corresponder:

Primero —> % - 75900 = 13800 €
Segundo — 75900 = 20700 €

Tercero —> % . 75900 = 41400 €

:Cémo se podrian repartir 2310 € entre tres hermanos de forma que a la mayor le co-
rresponda la mitad que al menor, y a este, el triple que a la mediana?

Mayor — %

Mediano — x %+x+3x=2310 — x =420
Menor — 3x

Por tanto, a cada hermano le corresponde:

Mayor — 630 €

Mediano — 420 €

Menor — 1260 €

Tres personas poseian 1/3, 2/9 y 1/6, respectivamente, de una urbanizacién, junto con
un cuarto socio que se retira llevindose su parte. ;Qué parte de lo que queda correspon-
de a cada uno?

Los tres propietarios restantes tienen en total % + % + % _ % _ % partes.
Primero — % : % - %

Segundo — % : % - %

Tercero — — 1_3 _ %
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4 Una balsa de 12150 L se llena con tres grifos cuyos caudales son 14,6 L/s; 8,9 L/s y
4,2 L/s. ;Cudnto ha aportado cada uno al total de la balsa? Da la solucién aproximando
hasta las decenas de litro.

Entre los tres grifos tienen un caudal de 14,6 + 8,9 + 4,2 = 27,7 L/s.

Por tanto, cada grifo aporta:

. 14,6
P >~ . 12150 = 6403,97 L
rimero — 77 50 = 6403,97
9
212150 =3903,79 L
Segundo — 7 7 50 =3903,79
4,2
Tercero — -12150=1842,24 L

27,7
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5 Si mezclamos 12 kg de café de 12,40 €/kg con 8 kg de café de 7,40 €/kg, ;cudl seri el

precio de la mezcla?
CANTIDAD PRECIO COSTE

12 kg 12,40 €/kg 12 - 12,40 = 148,80 €
8 kg 7,40 €/kg 8 -7,40 = 59,20 €
MEZCLA 20 kg 148,80 + 59,20 = 208 €

Precio de la mezcla — 208 € _ 10,4 €/kg
20 kg

6 Si mezclamos un lingote de 3500 g con un 80 % de oro con otro lingote de 1500 g con
un 95 % de oro, ;qué proporcién de oro habri en el lingote resultante? ;Y si anadimos

2 kg de oro puro?
PESO TOTAL % ORO PESO DE ORO

e 3500g 80 3500 - % -2800 g

1500 g 95 1500-%:1425;;
5000 g 2800 + 1425 = 4225 ¢

4225 g oro
5000 g totales

Y si anadimos 2 kg de oro puro:

Proporcién de oro — -100 = 84,5%

PESO TOTAL PESO DE ORO

1R LINGOTE 3500 g 2800 g
2° LINGOTE 1500 g 95 1425 ¢
3R LINGOTE 2000 g 100 2000 g
7000 ¢g 6225¢
622
Proporcién de oro — ﬁ - 100 = 88,9 %

7 Un litro de agua pesa 999,2 g, y un litro de alcohol, 794,7 g. ;Cudl es el peso de un litro
de la disolucién obtenida al mezclar 3 L de agua con 7 L de alcohol?

LITROS PESO POR LITRO PESO TOTAL

AGUA 3 999,2 g/L 2997,6
7 794,7 /L 5562,9
MEZCLA 10 8560,5 g
8560,
Gramos por litro de la mezcla — 850058 _ 856,05 g/L

10L
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8 Una joyera quiere fundir un lingote de 2 kg de oro de ley 0,85 con otro lingote de 1,5 kg
de oro cuya ley es 0,9. ;Cual es la ley del lingote resultante?

PESO TOTAL LEY PESO DE ORO

1%R LINGOTE 2000 g 0,85 1700 g
1500 g 0,9 1350 g
050
Lingote resultante — Ley = S050g 0,87

3500 ¢g
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9 Un coche vaa 120 km/h y un camién a 90 km/h.
a) Si el coche sigue al camién a 75 km de distancia, ;cudnto tardard en alcanzarlo?
b) Si estdn a 504 km y se dirigen el uno hacia el otro, ;cudnto tardardn en cruzarse?
a) El coche se aproxima al camién a una velocidad de 120 — 90 = 30 km/h.

Tardar4 en alcanzarlo:

_d_75
t= =30 2,5 horas.
b) Se aproximan a una velocidad de 120 + 90 = 210 km/h.
Tardardn en cruzarse:

_d _ 504 _
=y "0~ 24h

10 La capacidad de un pantano es 981,1 hm?. La capacidad de un pantano es 980 hm>. Ac-
tualmente se encuentra al 43 % del total, est4 recibiendo una aportacién de 45 m?/s y se
desembalsan 3200 L/s.

De mantenerse estos caudales, ;cudnto tiempo tardard en llenarse hasta un 95 % de su
capacidad?

45 m3/s = 45000 dm3/s = 45000 L/s

980 hm? = 9,80 - 10! dm? = 9,80 - 10'' L

La velocidad de llenado es 45000 — 3200 = 41 800 L/s
43% de 9,80 - 10 L = 4,214 - 10! L

95% de 9,80 - 101 L =9,31 - 10! L

Se quieren llenar 9,31 - 1011 — 4,214 . 10! = 5,096 - 10! L

Tardar4 en llenarse al 95 %:

vol _ 5,096-10"
v 41800

12191 387,56 segundos = 3386 h, 29 min y 47,56 segundos.

t= =12191387,56s
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1

En el Ejemplo 1, ;cudntas horas diarias deben trabajar 30 camiones para mover 5000 m3
de arena?

30 camiones x horas 5000 m3
20 camiones 8 horas 4000 m3
_¢.30-5000 o 3-5 a5 =_

x=38 20.4000—8 2.4—3 5 =15 horas

En el Ejemplo 2, ;cudntos kilos de pienso se necesitan para alimentar a 50 cerdos durante
80 dias?

23 cerdos 50 dias 2990 kg Proporcionalidad
50 cerdos 80 dias x kg directa

_ - 50-80 _
x=2990 2350 = 10400 kg

En el Ejemplo 3, ;cudntas personas con turnos de 10 h/dia se necesitan para recoger las
olivas en 20 dias?

10 operarios 8 h/dia 40 dias
x operarios 10 h/dia 20 dias
x=10. 840 = 8 - 2 = 16 operarios

10-20

En el Ejemplo 4, ;cudntas calorias se necesitardn para calentar 1/2 L de aceite desde 15 °C
hasta 75 °C?
100 g 50 °C 2350 cal
490 g 60 °C x cal
x=2350. 420:00 _ 5350588 - 13818 cal

100-50
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5 Para calentar una pieza de hierro de 1240 g de 10 °C a 150 °C se han necesitado
18228 cal.

:Cudntas calorias se necesitardn para subir una pieza de hierro de 3480 g de 0 °C a
210 °C?

Son dos proporcionalidades directas, a mds temperatura se necesitan mds calorfas y a mayor
cantidad de hierro, mayor cantidad de calorias necesarias.

1240 g 140 °C 18228
lg 140 °C 14,7
lg 1°C 0,105
3480 g 210°C 0,105 - 210 - 3480 = 76734

Se necesitardn 76734 calorias.

6 Para calentar una pieza de hierro de 1240 g de 10 °C a 150 °C se han necesitado
18228 cal.

:A qué temperatura se pondrd una pieza de hierro de 5 kg que estd a 20 °C, si se le sumi-
nistran 20 000 cal?

Es una doble proporcionalidad directa, a méds cantidad de hierro se han de suministrar mds
calorfas para que aumente 1 °C y, dando una cantidad de calorfas aumentard una cantidad
directamente proporcional de grados.

1240 g 140 °C 18228
1g 140 °C 14,7
1g 1°C 0,105
5kg=5000 g Tad s 38,1 °C 20000
4

Se pondrd a una temperatura de 38,1 °C.
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2. indice de variacién

Hazlo tu
* Halla el indice de variacién de una cantidad que disminuye un 40 % y aumenta un 120 %.
:Es un aumento o una disminucién?

Disminuye un40% — 1-0,4=0,6
> 0,6-22-C=132-C
Aumentaun 120% — 1+ 1,2=22

Luego es un aumento del 32 %.

3. Repartos inversamente proporcionales

Hazlo tu
* Reparte 10000 € de forma inversamente proporcional a 8, 10y 12.

1,1 1 _ 37

10 " 12 7120

1,37 _ 1—; del total

120 3

.37 12
150 = 37 del total

37 % del total

8
1.
L.
1
10
1,37
12 °120 3
15
37
12

- 10000 = 4054,05 €

-1 = 324324
37 0000 = 3243,24 €

10
— 10000 =2702,7 €
37 702,7
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Aproximaciones y errores

1 Escribe con dos cifras significativas estas cantidades y valora el error cometido en cada
aproximacion:

a) Numeros de votos emitidos en una comunidad auténoma: 4392 891.
b) Nimero de votos obtenidos por un partido politico: 193 246.

¢) Sueldo anual de una persona: 42121 €.

d) Precio de un equipo de musica: 3246 €.

e) Tamafio de un microprocesador: 43,257 nanémetros.

f) Superficie de una tarjeta SIM: 4 620,68 mm?2.

a) 4400000 votos b) 190000 votos c) 42000 €
d)32€ e) 43 nanémetros )4 600 mm?

2 Compara el error absoluto en las siguientes aproximaciones:
a) Altura de un drbol: 3,58 m.
b) Distancia de mi casa al gimnasio: 1,5 km.
¢) Longitud de una etapa ciclista: 98 km.
d) Precio de un piso: 240000 €.
e) Presupuesto de una casa real: 790000 €.
f) Audiencia de un programa de televisién: 2400000 personas.
:En cudl de estas aproximaciones se comete menos error relativo?
a) El error absoluto serd menor de 0,005 m.
b) El error absoluto serd menor de 0,05 km.
c) El error absoluto serd menor de 0,5 km.
d) El error absoluto serd menor de 5000 €.
e) El error absoluto serd menor de 5000 €.
f) El error absoluto serd menor de 50000 personas.

El menor error relativo se da con la medicién de la altura de un 4rbol: 3,58 m ya que se usan
tres cifras significativas.

Porcentajes

3 Calcula mentalmente.
a) 20% de 340 b) 2,5 % de 400 ©)75% de 4000
d) 150 % de 200 e) 60% de 250 £)12% de 12
a) 68 b) 10 c)3000

d) 300 e) 150 ) 1,44
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4 ;Qué porcentaje representa?

a) 78 de 300 b) 420 de 500
¢) 25 de 5000 d) 340 de 200
a) 26% b) 84 %

c) 0,5% d) 170%

5 Halla, en cada caso, la cantidad inicial x, como en el ejemplo:
©*120% de x = 450 — 1,2x =450 — x=450:1,2 =375
a) 28% de x = 98 b) 15% de x = 28,5
c) 2% de x = 325 d) 150% de x = 57
a) 0,28x=98 — x=98:0,28 =350
b) 0,15x = 28,5 — x=28,5:0,15=190
c) 0,02x =325 — x=325:0,02=16250
d)1,5x=57 — x=57:1,5=38

6 Calcula el valor de x, como se hace en el ejemplo.
*x% de 320 =48 — 48:320=0,15 —> x=15%
a) x% de 300 = 60 b) x% de 60 = 59,4
o) x% de 1600 = 720 d) x% de 98 = 107,8
a) 60:300=0,2 > x=20%
b) 59,4:60=0,99 — x=99%
c) 720:1600=0,45 — x=45%
d)107,8:98 = 1,1 — x=110%

7 ;Por qué nimero hay que multiplicar la cantidad inicial para obtener la final en cada
caso?

a) Aumenta un 12 %. b) Disminuye el 37 %.

c¢) Aumenta un 150 %. d) Disminuye un 2 %.

e) Aumenta un 10 % y, después, el 30 %.

f) Disminuye un 25 % y aumenta un 42 %.

a) 1+0,12=1,12 b) 1-0,37 = 0,63
ol+1,5=25 d) 1-0,02=0,98

e) (1 +0,1)(1+0,3)=1,43 f) (1-0,25)(1 +0,42) = 1,065
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8 Calcula el indice de variacién y la cantidad final:

a) 325 aumenta el 28 %.

c) 425 aumenta el 120 %.

e) 45 aumenta el 40 % y el 30 %.
2) I,= 1,28

b) 7,= 0,2

o I,=22

d) 7, = 0,98

¢ Iy=14-13=1,82

f) 1,,=0,8-0,88 = 0,704

b) 87 disminuye el 80 %.

d) 125 disminuye el 2 %.

f) 350 disminuye el 20% y el 12 %.
Cr=416

Cr=174

Crp=935

Cp=122,5

Cr=819

Cr=246,4

9 ;Qué porcentaje de aumento o de disminucién corresponde a estos indices de variacién?

a) 1,54 b) 0,18
d) 2,2 e) 1,09
b) Disminucién 82 %.

e) Aumento 9 %.

a) Aumento 54 %.

d) Aumento 120 %.

10 ;Qué porcentaje es?
a) E1 40 % del 40 %.
c) E130% del 120 %.
a) 0,4-0,4=0,16 > 16%
c) 0,30 -1,2=0,36 — 36%

c) 0,05
ﬂ 3,5
¢) Disminucién 95 %.

f) Aumento 250 %.

b) El 25 % del 20 %.

d) E1 150 % del 20 %.

b) 0,25 -0,20 =0,05 — 5%
d)1,5-02=03 — 30%



11 Calcula, en cada caso, la cantidad que falta:

CANTIDAD INICIAL | VARIACION PORCENTUAL | CANTIDAD FINAL
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850 T18%
4500 148 %
75 7110 %
5600 4592
326 603,1
1732 % 165
10,8% 4140

CANTIDAD INICIAL

VARIACION PORCENTUAL | CANTIDAD FINAL

850 118% 1003
4500 148% 2340
75 1110% 1575
5600 118% 4592
326 185% 603,1
125 132% 165
41734 10,8% 4140

12 Relaciona fracciones, decimales (indices de variacién) y porcentajes.

DECIMAL

0,38

1,15

PORCENTAJE

248

13,6

13/20

38/100

31/125

115/100

41/3000)

065

0,38

0,248

1,15

0,136

PORCENTAJE 65

o, 123 49123

* c_123
(*) 13,6 = 900

9 9

38

_ 41

~ 300

24,8

115

13,6
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Resuelve problemas basicos

Porcentajes

13 El afio pasado, un litro de aceite costaba 3,95 €, y este afio, 4,90 €. ;Qué tanto por cien-
to ha subido?

4,90
3,95

Ha habido un aumento de precio, luego buscamos la variacién porcentual tal que
1+ Vp =1,24 — VP = 0,24 % ha subido.

3,95 Iy=4,90 — I = 1,24

14 En una clase, han aprobado todas las asignaturas 24 estudiantes, que son el 75 % del
total.
a) ;Cudntos estudiantes hay en la clase?

b) A final de curso, aprobaron todo el 87,5 %. ;Cudntos estudiantes suspendieron algu-
na?

75
100

3 1

24 estudiantes son el del total T equivalen a 24 estudiantes, luego 7 equivaldrd a

24 _ 8 estudiantes.

3
a) Hay 24 + 8 = 32 estudiantes en clase.
b) Suspendieron 100 — 87,5 = 12,5 %.

12,5-32 _,

0,
Calculamos el 12,5% de 32 — 00

Conclusién: 4 estudiantes suspendieron alguna.

15 En un partido de balonmano, una jugadora A ha marcado 2/5 de 30 intentos; otra, B,
6 de 16, y una tercera, C, el 36 % de 25 intentos. ;Cudntos goles ha marcado cada una?
:Qué porcentaje de goles con respecto al total ha anotado cada una?

Calculamos % de 30 — % - 30 = 12 goles A.

6 goles B.

Calculamos el 369% de 25 — 361(')35 =9 goles C.

El total de goles es 12 + 6 + 9 = 27.

% - 100 = 44,2 % es el porcentaje de goles de A.

% - 100 = 22,5 % es el porcentaje de goles de B.

29—7 - 100 = 33,3 % es el porcentaje de goles de C.
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16 Un edificio, presupuestado inicialmente en un millén y medio de euros, costé finalmen-
te dos millones cien mil euros. ;En qué tanto por ciento el coste real superé al presu-
puestado?

Cantidad inicial — 1,5 millones
Indice de variacién — x 1500000-x=2100000 —» x=1,4
Cantidad final — 2,1 millones

El coste real superd en un 140 % — 100 % = 40 % el coste real.

17 El precio de un videojuego subié un 28 % y después lo rebajaron un 30 %. Si el precio
inicial era 58 €, calcula el indice de variacién y el precio final.

0, (V)
58 . % 58.1.28 = 74.24 - % 74,24 . 0,70 = 51,968 €

b

Para calcular el 7, hacemos 1,28 - 0,70 = 0,896 como es menor que 1 ha habido una dismi-
nicidn.
Repartos proporcionales

18 Entre Ana, Berta y Carla han cobrado 900 € por repartir publicidad. Si Ana repartié
150 folletos; Berta, 250, y Carla, 200, ;cudnto le toca a cada una?

En total han repartido 150 + 250 + 200 = 600 folletos. Luego a cada una le corresponde:

150 )
Ana — W'900—225€
250 _
Berta — m . 900 = 375 €

Carla — % . 900 = 300 €

19 Tres empresas ponen 15000 €, 12000 € y 18000 €, respectivamente, para montar un
negocio. Si este afio su negocio ha obtenido un beneficio de 18 000 €, ;cudnto le corres-
ponde a cada una?

El capital total inicial de la empresa fue:

15000 + 12000 + 18000 = 45000 €

15000
45000

Sociol — - 18000 = 6000 €

Socio 2 — 12000 18000 = 4800 €
45000

. 18 000
S - 18000 = 7200 €
ocio3 — 45000 7
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20 Para llenar una piscina de 42000 L, se utilizan tres mangueras cuyos caudales son
240 L/min, 360 L/min y 480 L/min. ;Qué cantidad de agua aporté cada grifo?

El caudal total de las tres mangueras es:
240 + 360 + 480 = 1080 L/min

Manguera 1 — % - 42000 = 9 333,3 L/min

Manguera 2 — 130—6800 - 42000 = 14000 L/min

Manguera3 — ~389_ . 42000 = 18 666,6 L/min
1080
Mezclas

21 En una bodega se mezclan 7 hL de vino de alta calidad que cuesta a 450 € el hectélitro,
con 11 hL de vino de calidad inferior a 280 €/hL. ;A c6mo sale el litro del vino resultan-
te? (Aproxima hasta las décimas y di el orden del error cometido).

7 450 3150 €
11 280 3080 €
18 %?:346,1 6230 €

22 Se mezclan 8 litros de aceite con otro mds barato de 2,80 €/L para obtener 20 litros a
4 € el litro. ;Cudl es el precio del aceite mds caro?

Mezclamos 8 litros de un aceite que cuesta x €/L con 12 litros de otro aceite que cuesta
2,80 €/L. Obtenemos 20 litros a 4 € el litro.

46,4

8x+12-2,80=20-4 —> 8x=80-33,6 > x= 3

= 5,8 euros el litro.

23 Hemos mezclado 30 kg de café de 9 €/kg con 50 kg de otro café de calidad inferior. La
mezcla resultante se vende a 7,50 €/kg. ;:Cudl es el precio por kilogramo del café de ca-
lidad inferior?

30 9

80+7,50—30-9
50

80 7,50

50 = 6,60
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Moéviles

24 Un autobus sale de A a 105 km/h. Media hora después sale de B un coche a 120 km/h.
La distancia entre A y B es de 300 km. Calcula la distancia que recorre cada uno hasta
que se cruzan.

Antes de salir el coche, el autobus recorre una distancia de 105 - 0,5 = 52,5 km.
Por tanto, para que se encuentren hay una distancia de 300 — 52,5 = 247,5 km.

La velocidad con la que se aproximan es de 105 + 120 = 225 km/h.
d _247,5

El tiempo que tardan en cruzarse es = = = 225

La distancia que recorre cada uno hasta que se cruzan:
Autobtis — 52,5 +105-1,1 = 168 km
Coche — 120-1,1 =132 km

=1,1h=1h 6 min.

25 Un camidn sale de cierta poblacién a una velocidad de 90 km/h. Cinco minutos mds
tarde sale en su persecucién una moto a 120 km/h. ;Cudnto tiempo tarda la moto en
alcanzar al camién?

in=-L h
5 min = 5
El camién recorre 90 - % = 7,5 km antes de que salga la moto.
Se aproximan a una velocidad de 120 — 90 = 30 km/h.
Por tanto, la moto tardard en alcanzar al camién = ‘j = 73’05 =0,25h = 15 min

26 Antén y Berta conducen por una autovia en sentidos opuestos. A las 11:00 h, Antén pa-
sa por la salida 17 y va hacia el norte a una velocidad de 90 km/h. A la misma hora, Ber-
ta pasa por la salida 29 y va hacia el sur a 120 km/h. Si entre las dos salidas hay 42 km de

distancia, ;a qué hora se cruzardn?

La velocidad total de los dos es: 90 + 120 = 210 km/h.
d _ 42

Calculamos el tiempo que tardan en cruzarse ¢ = =310 " 0,2 h = 12 min.

Se cruzardn alas 11 hy 12 min.

27 Tres grifos, cuyos caudales son 300 L/min, 120 L/min y 180 L/min, vierten en un depé-
sito de 2100 litros. El depésito tiene un desagiie que vacia 4 L/s. Calcula el tiempo que
tardard en llenarse el depésito si abrimos los tres grifos y el desagiie.

El desagiie vacia 4 L al segundo luego, en 1 minuto vacia 4 - 60 = 240 L.
Entonces en 1 minuto se llena 300 + 120 + 180 — 240 = 360 L.
Los 2100 L se llenaran en:

2100

%=5’83 min — 5 miny 50 seg.
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Proporcionalidad compuesta

28 Hemos empleado 5 dias y 2 horas en hacer una ruta en bicicleta de 384 km, pedaleando
6 h al dia.

a) ;Cudnto recorrimos cada dia?
b) Si pedaleamos 5 h al dia, ;cudntos dias necesitaremos para hacer 600 km?

a) Recorrimos 72 km cada dfa, menos el dltimo, que recorrimos 24 km (pedaleando a

12 km/h).
b) 1h — 12km
_ 600 _
xh — 600km} 12 50h

Necesitamos 50 h para hacer 600 km. Si cada dia hacemos 5 h, necesitaremos 10 dias.

29 Si 4 mineros perforan 15 m en 9 dias, ;cudntos metros perforardn 6 mineros en 15 dias?

4 mineros que trabajan 9 dias, abren una galeria de 15 metros.

1 minero, trabajando 1 dia, abre 41 59 = 0,418 metros.

Por tanto, 6 mineros, trabajando 15 dias, abrirdn una galeriade 6 - 15 - 0,416 = 37,5 metros.

30 En una cadena de montaje, 17 personas, trabajando 8 horas al dia, ensamblan 850 apa-
ratos de radio a la semana. ;Cudntas horas diarias deben trabajar la préxima semana, pa-
ra atender un pedido de 1000 aparatos, teniendo en cuenta que se afiadird un refuerzo
de tres personas?

17 8 850

1 8 50

1 1 6,25
1000 _

20 BaE 20 - 1000

31 En un comedor de empresa, con 113 comensales, se han consumido 840 yogures en
20 dias laborables. ;Sera suficiente una reserva de 200 yogures para los préximos cinco
dias en los que se prevé una afluencia media de 120 comensales/dia?

113 840 20
840 _

1 11320 - 0,37 1

120 0,37 - 120 -5 =222 5

Para los préximos cinco dias, con una afluencia de 120 comensales, se necesitardn 222 yogu-
res, por tanto, la reserva de 200 yogures no serd suficiente.



MANAYAESO

Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Pagina 62

Resuelve problemas

32 El precio de un billete de avién bajé un 24 %, pero en marzo subié un 28 % y pagué
327 €. ;Cuadl era el precio inicial? ;Qué porcentaje de descuento o de aumento me hicie-
ron?

Sea x el precio inicial del billete.

—24A> +28% ’x 076 - 1.28

La cantldad finales 327 € — x-0,76-1,28 =327 —

_ 327 37
D X076 128 XS 097 0o014€

Indice de variacién total = Indice 1.2 variacién - Indice 2.2 variacién
0,76 - 1,28 = 0,9728 = 1 — 0,0272. Corresponde a un descuento del 2,7 %.

33 Al repartir un premio entre tres personas de forma directamente proporcional 2 8,10y 12,
respetivamente, a la tercera le han correspondido 1344 €. Calcula lo que le corresponde a
la primera y a la segunda.

8+10+12=30

Sabemos aque al tercero le han correspondido 1344 € del total — ;—g -x =1344 —

- x=30-13% 3560 €

Luego el total del premio es 3360 €.

Al primero le corresponde 30 - 3360 = 896 €.

Al segundo le corresponde 30 O -3360=1120 €.

34 Se han vertido 3 litros de agua, a 20 °C, en una olla que contenia 5 litros de agua a
60 °C. ;A qué temperatura estd ahora el agua de la olla? ;Cudl seria la temperatura si
anadimos ademas 2 litros a 50 °C?

3 20°C
60 °C
3 -20;5 60 _ 4soC
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35 Tres hermanos se reparten una herencia de 2820 € de forma que por cada cinco euros
que reciba el mayor, el mediano recibird cuatro, y el pequeno, tres. ;Qué cantidad se
lleva cada uno?

Los hermanos se repartirdn 2820 € en partesde 5 + 4 + 3 = 12 €.

A cada hermano le corresponde:

Mayor — %-2820: 1175 €

Mediano —> % . 2820 = 940 €

Pequeno — % -2820=705€

36 Anadimos 0,5 L de alcohol de 50° a 0,75 L de alcohol de 80°. ;Qué concentracién ten-
dri la mezcla?

0,5 50°

0,75 80°
0,550+0,7580 oo

1,25 128 - 68

37 Se han abonado 15000 € por la limpieza de un bosque realizada por dos cuadrillas.
La primera cuadrilla estd formada por 12 personas y han trabajado durante 7 dias. La
segunda cuadrilla tiene 15 personas y ha trabajado 5 dias. ;Cudnto corresponde a cada
cuadrilla? ;Y a cada persona? (Da la solucién aproximando a las unidades y di de qué
orden es el error absoluto cometido).

Se ha trabajado un total de 7 + 5 = 12 dias.

A cada cuadrilla le corresponde:

Primera cuadrilla — L . 15000 = 8 750 € (con un error absoluto de 0,3)

12
Segunda cuadrilla — % - 15000 = 6250 € (con un error absoluto de O,g)
A cada hombre de la primera cuadrilla le corresponde 8 Z; 0 _ 730 € (con un error absoluto
de 0, 85)
A cada hombre de la segunda cuadrilla le corresponde 6 12550 =417 € (con un error absoluto

de 0,%)
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38 El coste de fabricacién de un ordenador se reparte entre el 60 % en la mano de obray el
40 % en los materiales. En un afio, el coste de la mano de obra aument6 un 8 %, y el de
los materiales, un 15 %. Expresa en porcentaje el aumento total del coste.

60% — 0,60 mano de obra.

El coste de fabricacién es < 0% 0.40 "
6 — 0,40 materiales.

El coste de la mano de obra aumenté un 8% — 1,08.
El coste de los materiales aumenté un 15% — 1,15.
El aumento total del coste fue:
0,60 - 1,08 + 0,40 - 1,15 = 0,648 + 0,46 = 1,108

Luego el porcentaje de aumento es: 10,8 %.

39 Para hacer una prueba radiolégica con contraste, al paciente se le inyectan 1,8 mg de un
medicamento. Se sabe que el cuerpo elimina cada hora un 30 % del medicamento que
hay en la sangre. Al paciente se le informa que 4 h después de la inyeccién tendrd menos
de 0,5 mg de medicamento en su sangre. ;Es correcta esa afirmacion? Justificalo.

La cantidad inicial de medicamento es de 1,8 mg,.

Esta cantidad se reduce en una horaun30% — 1-0,3=0,7.

Luego en 4 horas ha disminuido 0,7)4 mg.

Calculamos la cantidad de medicamento que queda después de 4 horas:
1,8 . (0,7)4 =0,43218 < 0,5 mg — Es verdadera.

40 Reparte 1200 € entre los tres primeros clasificados en una carrera de forma inversa-
mente proporcional al orden de llegada.

1,1,1_11

1 2 3 6

Al primero le corresponde — 1200 = li 1200 = 654,5 €.

11/6 1

12 _ 6 . _
Al segundo le corresponde — 1176 -1200 = 3 1200 = 327,3 €.

Al tercero le corresponde — 111/ /36 1200 = % . 1200 = 2182 €.
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41 Al repartir una cantidad de forma inversamente proporcional a 2, 4 y 8, al segundo le
corresponden 4000 €. Calcula qué cantidad se repartié y lo que les corresponde a los

otros dos.
1.1.1 7
2747878
Al primero le corresponde — ;% cx = % - X
Al segundo le corresponde — %—g cx = % -x=4000 — x=14000 €.
Al tercero le corresponde — %—g cx = % - X

Luego al primero le corresponden % - 14000 = 8000 €.

Al tercero le corresponden % - 14000 = 2000 €.

42 Ana y Eva van en bicicleta a la playa. Ana dice «si aumentamos nuestra velocidad en un
20 %, el tiempo que emplearemos disminuye un 20 %». Eva cree que Ana se equivoca.
:Quién tiene razén?

Si aumentan la velocidad en un 20% — La velocidad serd »- 1,2.

Veamos como varia el tiempo con este aumento:

_e e _ 1 e_pg3.¢
t_v = ,2-v 1,2 w 0,83 v

Luego el tiempo disminuye 1 -0, 83=0,16 = 16,7 %.

43 El 56 % de mi clase son chicas. Si tres de ellas se cambian por tres chicos de otra clase,
entonces el 56 % de la clase serian chicos. ;Cudntos estudiantes hay en mi clase?

El 56 % del total son chicas — 0,56 - x chicas.
El 44 % del total son chicos — 0,44 - x chicos.

Al cambiar 3 chicas por 3 chicos el nimero de chicos es 56% — 0,56 - x chicos y el de las
chicas es 44% — 0,44 - x chicas.

Luego 0,56-x-0,44-x=3 — 0,12.-x=3 — x= 0312 — x = 25 estudiantes

44 Meta 14.2. En 2000 saltaron las alarmas sobre la disminucién de la poblacién de atunes
tras décadas de sobrepesca. Se estimé que desde 1950 habia descendido un 68 %. ;En
qué porcentaje deberia aumentar la poblacién que habia en ese momento para volver a
los niveles de 19502

El descenso de la poblacién de atunes desde 1950 ha sido un 68% — 1 - 0,68 = 0,32.

Buscamos el porcentaje que tiene que aumentar — ]V =X

Luego 0,32 -x=1 — x= 0132 = 3,125 — 312,5%.



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

46 El precio de una caja de 40 pastillas para lavavajillas es 4,75 €. Para aumentar las ven-
tas, la fabrica se plantea hacer tres tipos de oferta:

A - La caja con 50 pastillas al mismo precio.
B - Lleve 3 cajas y pague 2.

C - La segunda unidad al 50 %.

:Qué descuento nos hacen en cada caso?

El precio de la caja de 40 pastillas es de 4,75 € — El precio por pastilla es de 4,75 : 40 =

=0,11875.
En la oferta A la pastilla sale a 4,75 : 50 = 0,095
100% — 0,11875 0,095

— ————-100 = 80 % se paga.
x% — 0,095 0,11875 pas

Luego el descuento que hacen es del 20 %.
En la oferta B:
Son 120 pastillasa 9,5 € — La pastilla sale 2 9,5 : 120 = 0,079

0,
100% = 011875 5 9079 44 = 66,53 % se paga.

x% — 0,079 0,11875
Luego el descuento que hacen es del 33,47 %.
En la oferta C:

Son 80 pastillas a 7,125 € — La pastilla sale a 7,125 : 80 = 0,089
100% — 0,11875 0,089

% - - -

x% — 0,089 0,11875

Luego el descuento que hacen es del 25,05 %.

-100 = 74,95 % se paga.
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47 Si un comercio aumenta el precio de sus productos un 30% y después los rebaja un
30 %, ;ha hecho un aumento o un descuento? Calcula el indice de variacién y explica su
significado.

Aumenta el precioun30% — 1+0,3=1,3

Rebajaun30% — 1-0,3=0,7

Luego el indice de variacién total es:
1,3-0,7=0,91

0,91 — Descuento del 91 %.

48 Por el Black Friday, un comercio ofrece un 20 % de descuento en todos sus productos y
ademds la segunda unidad al 60 %. ;Qué porcentaje de rebaja hacen?

El 20 9% de descuento — 1-0,2 =0,8
Segunda unidad al 60% — 1-0,6=0,4

2.2 unidad
l

0,8+0,4=1.2

l
1.2 unidad

Luego al comprar 2 unidades obtenemos un descuento de:

L2 0,6 > 1-0,6=0,4 — Descuento del 40 %.

49 ;En cudnto se convertird un capital de 80000 €, colocado al 3,6 % anual, durante dos
afios y medio con periodo de capitalizacién mensual?

En dos afios y medio hay 30 meses.
Un 3,6 % anual significa un 3,6/12 = 0,3 % mensual.
Cr=80000 - 1,003%° = 87522,15 €

50 Calcula en cudnto se transformardn 60000 € colocados a interés compuesto en los si-
guientes casos si el periodo de capitalizacién es mensual:

a) Al 3% anual durante 2 afios.
b) Al 5,4 % anual durante 9 meses.
¢) Al 0,36 % mensual durante un afio y medio.
d) Al 4,8 % anual durante 18 meses.
a) Crp= 6000 - 1,03% = 63654 €
b) 5,4/12 = 0,45 % mensual
Cr=6000 - 1,0045% = 62474,20 €
) Cr=6000 - 1,0036'8 = 64009,29 €
d) 4,8/12 = 0,4 % mensual
Cp= 6000 - 1,004'8 = 64 470,66 €
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51 Se depositan en un banco 28 000 € al 6 % anual y el banco nos descuenta un 20 % de los
beneficios como retencién fiscal.

a) ;Cudl ser4 el porcentaje neto de rendimiento?

b) Si los intereses se acuamulan trimestralmente al capital, ;cuél serd el beneficio al cabo
de 2 afios?

a) También podrian habernos preguntado «;Cudl es el 80 % del 6 %2».
Es decir, 0,8 - 0,06 = 0,048.
El rendimiento neto es del 4,8 %.
4,8
400
Por tanto, el beneficio obtenido es 30803,6 — 28000 = 2803,6 €

8
b) 28000 (1 + ) =30803,6

52 Un comerciante pone el precio de venta de sus articulos aumentando un 30 % el precio
de coste. Durante el periodo de rebajas aplica un descuento del 15 %, pero a sus familia-
res quiere cobrarselos a precio de coste, por lo que aplica un descuento del 20 % sobre el
precio de venta. ;Consigue, de esta forma, vendérselos sin ganar ni perder?

Precio inicial aumentado un 30% — 1 + 0,30 =1,3
En rebajas aplica un descuento de 15% — 1-0,15=0,85
A sus familiares les aplica un descuento del 20% — 1 - 0,20 = 0,80

* Siaplica un 15% y un 20 % de descuento a sus familiares entonces — 1,3 - 0,85 - 0,80 =
=0,884 — 1-0,884=0,116 — Aplica un aumento del 11,6 % luego pierde.

* Siaplica solo el 20% — 1,3-0,80 =1,04 — 1+ 0,4 — Aplica un aumento del 4%
luego gana.

Resuelve: un poco mas dificil

53 Deposito en un banco 150000 € a plazo fijo de dos afios. Cuando lo retiro, son
162240 €. ;Qué tanto por ciento anual me dio el banco?

Cantidad inicial 150000 € 162 240

—2<£ £ - 1,0816
Cantidad final 162240 € 150 000

o () (1355
= . _r_ —~F _ _r_ - _r_
Cr=(; <l+ 100) - c, 1+ 100 — 1,0816={1+ 100 -

= r — = r . = =
— J1,0816 =1+ 100 — 1,04 -1 100 — 0,04-100=7r=4

El banco me da un 4 % anual.
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54 Si deposito en un banco 6000 € al 4,2 % anual, ;cudntos afos tardard en duplicarse?

Q Utiliza el factor constante de la calculadora para resolverlo por tanteo.
Cantidad inicial 6000 €

r=4,2

Cr=2-C;=12000

4,2
100

Cr=C;- <1+ 160> — 12000:6000-<1+ > — 2=(1,042)" — logj g4p2=n —
— n=106,85

Luego en 17 afos el capital inicial se ha duplicado.

55 a) Si el drea de un cuadrado ha disminuido un 25 %, ;en qué porcentaje ha disminuido

su lado?
b) El volumen de un cubo aumenta un 20 %. ;En qué porcentaje aumentara su arista?
a) Ha disminuido un 25% — 1-0,25=10,75

El 4rea del cuadrado es /2.

Luego el 4rea nuevo es 0,75 - /2 = (x))? —

Disminucién del lado.
— x*=0,75 - x=0,87 - 1-0,87=0,13
Luego el lado disminuye un 13 %.
b) Ha aumentado un 20% — 1 + 0,20 = 1,20
El volumen del cubo es 2°.

Luego el volumen nuevo es 1,204% = (va)®> —

Aumento de la arista.
— x>=120 = x=131,20 =1,063 — 1+ 0,063

Luego la arista aumenta un 6,3 %.

56 Miguel quiere aplicar un herbicida a su finca. Sabe que debe afiadir agua al producto, de

forma que tenga una concentracién del 5% como minimo para que sea eficaz. Mezcla
1/2 litro de herbicida con 5 litros de agua y comienza a aplicarlo.

Cuando ha gastado 3 litros de la mezcla, se da cuenta de que no va a tener bastante pa-
ra toda la finca y le anade 2 litros de agua. ;Tendrd la concentracién adecuada en todo
momento?

0,5
5,5

Cuando quedan 2,5 / de mezcla, le anade 2 / de agua mds. Ahora hay 4,5 / de mezcla para
2,5-0,09 = 0,227 / de herbicida.

Al principio, la concentracién es =0,09 — 9%.

0,227
45

Si, en todo momento la concentracién es mayor o igual que el 5% requerido.

=0,05 — 5%.

Por tanto, la nueva concentracidn es
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Reflexiona

57 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.
a) Si el precio de un articulo aumenta un 40 % y después un 60 %, se duplica.
b) La longitud de la diagonal de un cuadrado es proporcional al lado del mismo.
¢) Si una cantidad aumenta un 200 %, se triplica.
d) Si a 35 le anades el 25 %, obtienes 47,5.
e) E1 150 % del 50 % es el 200 %.
f) Si compro un coche por 12000 € y me rebajan un 15 %, pagaré 10200 €.

g) Si la cuota anual de un club deportivo era 360 € y ha pasado a 414 €, la han subido
un 115 %.

h) Al aumentar primero un 20 % y después disminuir un 40 % se obtiene una cantidad
mayor que si se aplica primero la disminucién y luego el aumento.

i) Si una cantidad se duplica, ha aumentado un 100 %.

a) Aumentaun40% — 1+04 .,
) ° > Indice de variacién total es:
Aumentaun 60% — 1+ 0,6

14-1,6=224 - 1+1,24 - 124%
Aumenta un 124 % = 200 %

Falso.
b) / La diagonal 4, de un cuadrado de lado / vale:
d= m = \/ﬁ =l2 - [y d son proporcionales.
4 Verdadero.

c) Aumentaun200% — 1+2=3
Si la cantidad inicial es x — Cantidad final es 3x luego se triplica.
Verdadero.

d) Aumentaun25% — 1+ 0,25 =1,25
35-1,25=43,75 = 47,5

Falso.

e) El 150% es 1,5
El 50% es 0,5

Falso.

f) Cantidad inicial 12000 €
Disminucién del 15% — 1-0,15=0,85
12000 - 0,85 = 10200 €

>51150% de50% — 1,5-0,5=0,75 = 75%

Verdadero.
g) Cantidad inicial 360 € 414
360 - x=414 - x=2==1,15=1+0,15 —
Cantidad final 414 € > 360

— Ha subidoun 15% = 115%

Falso.
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h) Aumentar un20% — 1+0,2=1,2
Disminuirun40% — 1-0,4=0,6} — 1,2.0,6-C;=0,72-C;
C; — Cantidad inicial

Disminuirun 40% — 1-0,4=0,6
Aumentarun20% — 1+0,2=1,2  — 0,6-1,2-C;=0,72-C;
C; — Cantidad inicial

Falso.

i) C;= Cantidad inicial >2 ¢, = Duplicala C
Aumenta 100% — 1+1 =2 ! !
Verdadero.

58 Si la base de un rectingulo disminuye un 10% y su altura aumenta un 10 %, ;su drea
aumenta, disminuye o se queda igual? Justifica tu respuesta.

b — Base del rectdngulo.

a — Altura del rectdngulo.

A=b-a=Area del rectingulo.

La base disminuye un 10% — 1-0,1=0,9 — 0,94

La altura aumentaun 10% — 1+0,1=1,1 —» 1,1-4
A=09-6-11-4=09-1,1-6-2=0,99-A — Disminuyeun1-0,99=0,01 - 1%

59 ;Qué es mejor, colocar 5000 € al 4,2 % durante 2 afios o colocar la misma cantidad al
0,4 % mensual durante 20 meses?

C1= 5000€

2
4,2% durante 2 afios — Cp= C;- (1 ¥ %) — 5000 - (1,042)? = 5428,82 €

20
0,4 % durante 20 meses — Cp= C;- (“%go) — Cr=5000 - (1,0003)%° —
— Cp=5033,44 €

Es mejor la 1.2 opcidn.

60 Tenemos 5000 € en una cuenta. A final de cada mes, ingresamos un 5% del dinero que
hay en la cuenta en ese momento. ;Al cabo de cudntos meses tendremos el doble?

Q Utiliza el factor constante de la calculadora para resolverlo por tanteo.

Buscamos que la cantidad final sea el doble que la inicial —

- CF= C['<1+ 1(5)()) =2'C] - CF= C['(1+0,05)n=2'C] -

= C-(1,05)"=2-C; = (1,057 =2 — n=log g2 — n=1421

En 15 anos la cantidad final serd mds del doble que la cantidad inicial.
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Busca regularidades y generaliza

Un juego de fichas y un reto

OBJETIVO: Poner las rojas en el lugar de las verdes y las verdes en el de las rojas.

Q009 999 9:;

* Las rojas se desplazan inicamente hacia la derecha, y las verdes, hacia la izquierda.

NORMAS:

* Los movimientos se realizan avanzando a la siguiente casilla o saltando sobre una ficha
contraria.

N -

900 [0 e®

CUENTA Y COMPLETA LA TABLA:

N.° DE FICHAS DE CADA COLOR 1 2 3 4

N.° DE MOVIMIENTOS ? 8 ? ?

N.° DE FICHAS DE CADA COLOR

1
N.° DE MOVIMIENTOS 4 8 12 16 |4-»

Lee y comprende

Incégnita dificil de despejar

:Sabes qué es una paradoja? Ahora puedes observar una.

Escribe en uno y otro lado de una tarjeta los mensajes de la derecha.

Y ahora preguntate:

:Hay alguna verdad o alguna mentira en alguno de los lados de la tarjeta?

LO QUE DICE EL OTRO LADO
DE LA TARJETA ES VERDAD

LO QUE DICE EL OTRO LADO

DE LA TARJETA ES MENTIRA

Si hubiera alguna verdad o alguna mentira, en cualquiera de las dos se entraria en contradiccién,
puesto que es una reduccién a lo absurdo.
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Reflexiona y saca conclusiones

En un supermercado comparan las ventas de cada trimestre con las del trimestre anterior:

— EL CONTABLE: El primer trimestre del afio ha sido malo, hemos bajado las ventas un 10 %.
Pero en el segundo trimestre hemos vuelto a subir un 10 %.

— EL GERENTE: Entonces, durante el semestre, ni hemos bajado ni hemos subido.
— EL CONTABLE: No, hemos perdido un 1 %.

:Cudl de los dos tiene razén?

-0,90-1,10

+10%-10% | [ 1%

Tiene razén el contable, puesto que, si bajamos un 10% de una cantidad tenemos un 90%. Y
si a ese 90% le subimos un 10% (90 - 1,1 = 99) no obtendremos la cantidad inicial, sino que
habremos perdido un 1%.
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Entrénate resolviendo problemas

* Una cuadrilla de 4 recogedores de aceitunas trabaja 4 horas por la manana en un campo
de olivos. Por la tarde, se les unen otros 4 recogedores y trabajan todos juntos otras cuatro
horas. Al final del dia, se han recogido las tres quintas partes del campo.

:Cudnto tardardn 4 de estos recogedores en rematar la faena?

4 recogedores 8 recogedores
4 horas c/u 4 horas c/u
L
3/5 del total
% de la tarea lo hacen 4 recogedores en 4 horas.

Los 2 que faltan lo hardn 4 recogedores en 8 horas.

5

* La media de las edades de Rosa, Carol y Pilar es de 12 afos. ;Cudl es la edad de Sara, si al
incorporarse al grupo la media sube a 15 afos?

Si la media sube a 15 afos es porque Sara ha subido a todas 3 afios mds y ella ha puesto sus 15.
Por tanto, Sara tiene 15+ 3 + 3 + 3 =15 + 9 = 24 afos.

Si lo resolvemos algebraicamente, seria asi:

Rosa + Ca;rol + Pilar _ 12 — Rosa + Carol + Pilar =12 - 3 = 36

Rosa + Carol4+ Pilar + Sara _ 15 — Rosa + Carol + Pilar + Sara =15 -4 = 60

Como Rosa + Carol + Pilar = 36, entonces 36 + Sara = 60 — Sara = 60 — 36 = 24 anos.
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¢ El cuadrado A contiene un 16 % del cuadrado B.

:Qué porcentaje del cuadrado D contiene el cuadrado G, si el C es igual al A, y el D, al B2

D

La figura F tiene la misma drea que la figura F', ya que # = #,. Por tanto, el cuadrado D
tiene un 16 % del cuadrado C.
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AUTOEVALUACIGN

v

1

Indica el indice de variacién y la cantidad final en cada caso:
a) 300 disminuye un 12 % y después un 35 %.
b) 1520 disminuye un 90 % y después aumenta un 150 %.
a) 1-0,12=0,82
1-0,35=0,65
Cr=300-0,82-0,65=159,9
Indice de variacién total = 0,82 - 0,65 = 0,533 — 1—10,533 = 0,467 = 46,7 % de bajada.
b) Cp=1520-0,1-2,5 = 380
Indice de variacién total = 0,1 - 2,5 = 0,25 — 1—0,25 = 0,75 = 75% de bajada.

Indica el porcentaje de aumento o de disminucién que corresponde a cada uno de los
siguientes indices de variacién:

a) 1,07 b) 0,78 c 2,2
a) 7% de subida. b) 22 % de bajada. c) 120 % de subida.

Después de una subida de un 3,5 %, un piso cuesta 258 600 €.
a) ;Cudl era el precio antes de la subida?

b) Si expresas el resultado con dos cifras significativas, ;qué puedes decir del error absoluto
cometido?

a) El precio antes de la subida era de 258 600 : 1,035 = 249855 €.
b) El resultado aproximado es 250 000 €. El error absolutado es < 5000 €.

El precio de un teléfono mévil ha subido un 20 % y después ha bajado un 25 %. Si pagué
por él 135 €, ;cudl era su precio inicial?

Aumentodel 20% — 1+0,2=1,2
Dismunicién del 25% — 1-0,25=0,75
C; — Cantidad inicial

Cr — 135€ — Cantidad final

— 135=0,9-C; = C;=150€

- Cr—> 1,2.0,75-C; =

Dos palas excavadoras, trabajando 10 horas diarias, hacen un desmonte en 9 dias. ;Cudn-
to tardarian en hacer ese trabajo tres palas a un ritmo de 12 horas al dia?

2 palas, 10 h/dia, 9 dfas — 2-10-9=180h
3 palas, 12 h/dfa, xdfas — 3-12-x=36-xh

x=&=5dias

36
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6 Mezclamos 20 kg de harina de 1,25 €/kg con 35 kg de otra harina de 0,75 €/kg. ;:Cuil

serd el precio de la mezcla?

20 1,25 20-1,25=25

35 0,75 35-0,75=26,25
51,25

55 =5 - 0,93 51,25

7 Dos trenes salen a las 8:00 h de la manana de dos ciudades, A y B, que distan 780 km en-
tre si. Si el que sale de A hacia B lleva una velocidad de 110 km/h, y el que sale de B hacia
A va a 90 km/h, ;a qué hora se encontrardn?

La velocidad de aproximacién es 110 + 90 = 200 km/h

Calculamos el tiempo que tardan en encontrarse:

_d _780 _ _ :
t= =300 =3,9h=3h 54 min

Por tanto, a las 8:00 + 3 h 54 min = 11:54.

8 Depositamos en un banco 4000 € al 3,5 % de interés anual durante 3 afios. ;En cudnto
se convertirdn si los periodos de capitalizaciéon son trimestrales?

Los periodos de capitalizacién son trimestrales, por tanto, 3,5/4 = 0,875 %
Cr=4000 - 1,00875'% = 4440,8 €

9 Se ha repartido un premio entre tres concursantes de forma proporcional a los puntos

conseguidos, 12, 13 y 15, respectivamente. El concursante que obtuvo menos puntos se
llevé 420 €.

a) ;Cudnto dinero se repartié?

b) ;Qué cantidad se llev6 cada concursante?
12+ 13 +15=40

El de 12 puntos se llevo 420 €

Q) 12 %= 420 - 120-16800 — x- 16800 _ 1400 €

13 y
b) = - 1400 = 455 €

15 -
4o 1400=525€

10 Dos grifos vierten 15 L/min y 20 L/min, respectivamente, en un depésito de 1800 litros
que ademds tiene un desagiie que vacia 10 L/min. Si se abren a la vez los dos grifos y el
desagiie, ;cudnto tiempo tardard en llenarse el depésito?

1800 L
En 1 minuto se llena: 15 +20—-10=25L

1800
25

Luego 1800 L se llenardn en =72 min — sellenaen1hy 12 min.
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Resuelve
1 Observa la noria que aparece a la derecha.
Si C esla cantidad de agua que aporta en una vuelta, y A es la cantidad de agua que te-

nia inicialmente el pilén al que abastece, ;qué cantidad de agua habri en el pilén después
de n vueltas?

Después de 7 vueltas habrd »C + A.

2 ;Qué criterio hay que seguir para obtener mds términos en la sucesién de Fibonacci?

Los dos primeros términos son 1y 1. Los demds se obtienen como la suma de los dos anterio-
res: ﬂn = ﬂn_l + ﬂn_z.

3 Dibuja las dos filas que siguen en el esquema que muestra la evolucién de la descenden-
cia de una pareja de conejos.

:Cudntas parejas habria en el sexto mes? ;Y en el séptimo?

6 meses 7 meses

M S
w Y\\lﬂ\"\\fﬂ
0y S0

Ya\nm a@u 2 g
N4
s
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4 Dibuja en papel cuadriculado la espiral de Fibonacci ampliando la que ves en la pdgina
anterior mediante dos arcos mads.

21

N
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Ladillo
:A cudles de las sucesiones de la derecha corresponden estos dibujos?
La torre corresponde a la sucesién b) 1, 4, 9, 16, 25, 306, ...

La espiral corresponde a la sucesiéne) 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, ...

1 Averigua el criterio de formacién de cada una de las sucesiones siguientes:

a) 1/2,2/3, 3/4, ... b) 3, 4,5,6, ... c01,8,27,...
1 2 3 - _n
)2,3,4,...%% .

b)3,4,5,6,... > a,=n+2
0 1,827,... > a,=n

2 Averigua el criterio con el que se ha formado cada una de las sucesiones de arriba y afade
tres términos mds a cada una.

a) Criterio: El primer término es 1, y cada término se obtiene sumando 4 al anterior.
21, 25,29, ...

b) Criterio: Los términos son los cuadrados de los ntimeros naturales.
49, 64, 81, ...

¢) Criterio: El primer término es 2, y cada término se obtiene multiplicando el anterior por 2,
o bien, son las sucesivas potencias de 2 (21,2223, ..)).

128, 256, 512, ...
d) Ciriterio: El primer término es 1, y cada término se obtiene multiplicando el anterior por —3.
729,-2187,6561, ...

e) Criterio: Los dos primeros términos son 1 y 1, y cada término se obtiene sumando los dos
anteriores.

13,21, 34, ...

f) Criterio: El primer término es 1, y cada término que ocupa un lugar 7 se obtiene suman-
do 7 —1 al anterior.

22,29,37, ...

g) Criterio: Cada término que ocupa un lugar 7 se obtiene multiplicando 7 - (7 + 1)
56,72, 90, ...

h) Ciriterio: El primer término es 170, y cada término se obtiene restando 50 al anterior.
-130, -180, =230, ...

i) Criterio: Los dos primeros términos son 1y 3, y los términos pares se obtienen sumando 2
al anterior, y los términos impares se obtienen multiplicando el anterior por 2.

38,76,78, ...
j) Criterio: Los términos son los nimeros primos.

23,29, 31, ...
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3 Forma cinco sucesiones con criterios similares a los anteriores. En algtin caso, invéntate
el criterio.

Respuesta abierta.

Ejemplo:

a) Criterio: Obtenemos cada término mulitplicando el anterior por —2.
3,-6,12,-24, 48, ...

b) Criterio: Obtenemos cada término sumando 1,5 al término anterior.
12,5 4; 5,5 7; 8,5; ...

¢) Criterio: Obtenemos los términos pares multiplicando el anterior por -3, y los impares,
sumando —3 al anterior.

1,-3,-6, 18, 15, -45, 48, ...

d) Criterio: Los términos son los cubos de los nimeros naturales.
1, 8,27, 64, 125, 216, ...

e) Criterio: Obtenemos cada término restando 8 del anterior.

100, 92, 84, 76, 68, 60, ...

. . c c . .
4 Indica cudl es la relacién —2 = =3 = ... entre cada dos términos consecutivos de las su-
‘1 %]

cesiones ¢) y d) de arriba.
La relacién es 2.

La relacién es —3.
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5 Comprueba, para b), ¢), d) y h) de la pdgina anterior, que:

d,=3)""% b,

Se comprueba.

6 Escribe los cinco

=220 — 50z.

primeros términos de:

a,=n3 b,=n>-3n+7 ¢, =n=3

a, = 1,8,27,64,125, ...
b, = 5,5,7,11,17, ...

2 _1

“ 7757,

12
b) 8: 99

7 Forma una sucesién recurrente con estos datos:

2,3,5,8,13,21,

J1=2  j2=3  ju=Ju-1%Ju-2
34,55, ...

b

n

8 Inventa otras dos sucesiones recurrentes con datos distintos a los anteriores.

a)ay=3,ay=5a,=2a, |+a,_,

Sucesién: 3, 5,

13, 31,75, 181, ...

b)b,=1,b6,=3,b,=06, |+ (bn_z)2
Sucesién: 1, 3, 4, 13, 29, 198, 1039, ...

2%

9 Escribe los cuatro primeros términos de las sucesiones que tienen por término general:

n-1
a) a,=3+5@m-1) b bn=3(;> ) e,=(n-1)n-2) dd,=n’-n

a) 3,8,13,18, ...

b) 3,32,34,38,... ¢)0,0,2,6, ...

d)0,2,6,12,...

10 Descubre la ley de recurrencia y afiade un nuevo término a cada una de las siguientes

sucesiones:

a) 1,-4,5,-9, 14,23, ... (Diferencia)

b) 1,2, 3,6, 11, 20, ... (Relaciona cada elemento con los tres anteriores)

o 1;2;1,5; 1,75; ..

d1,2,2,1,1/2,
a) Nuevo término

b) Nuevo término

¢) Nuevo término

d) Nuevo término

. (Semisuma)

1/2, 1, ... (Cociente)

: 37. Ley de recurrencia: a,=a, ,—a,_,

: 37. Ley de recurrencia: b,=06,_+b,_,+b,_;

Cn-1%TCn_2

2

: 1,625. Ley de recurrencia: ¢, =

d

n—1

dn—Z

: 2. Ley de recurrencia: 4, =
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11 Construye una sucesién cuya ley de recurrencia sea a, = a4, _; + n. (Dale al primer tér-
mino el valor que quieras).

Respuesta abierta. Por ejemplo: 3, 5, 8, 12, 17, 23, 30, ...

12 a) Comprueba que el término general de la sucesién -1, 1, -1, 1, -1, 1, ... es
s, = (D"
b) Halla el término general de estas sucesiones:
a, - 1,-1,1,-1,1,-1, ...
b, - 1,-2,3,-4,5,-6, ...
Q) s = (D' =—1; 5= (1)? =15 ;3= (1P =—1; 5= (-1)*=1

Los términos s, con 7 parson 1,y cuando 7 es impar son iguales a—1. Coincide con los
términos de la sucesién descrita.

b) a,= (_1)n+ 1; bn _ (_1)n+1 -n



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Z ) PROGRESIONES ARITMETICAS

Pagina 70

1

El primer término de una progresién aritmética s es s; =5 y la diferencia es d = 2,5.
Escribe sus diez primeros términos.

Haz lo mismo para otra progresién aritmética ¢ cuyo primer término sea #; = 20 y cuya
diferencia sea d = -3.

Progresién s,: 55 7,5; 105 12,55 15; 17,5; 205 22,5; 25; 27,5; ...
Progresién ¢,: 20, 17, 14, 11, 8, 5,2, -1, -4, -7, ...

Calcula, para las progresiones de arriba:
b3 31 d; 000

b)6,=120y d=20 — b,=b;+ (n—1)-d=120+ (n—1) - 20 =120 + 202—20 = 100 + 207
Asi: byg =100 + 20 - 36 = 820

Qea=9yd=-2—>¢,=9+(n-1)-(-2)=9-2n+2=11-2n
Asiic3;=11-2-31=-51

d)d; =583y d=0,04 > d,=583+(n—-1)-0,04 =5,83 + 0,047 — 0,04 = 5,79 + 0,04n
Ast: d 99 = 5,79 + 0,04 - 1000 = 45,79

Halla el término general de las progresiones b), ¢) y d). (Intenta hacerlo sin aplicar la fér-
mula, simplemente razonando).

b,=100+20-n c,=11-2-n d, =579 + 0,04 - n

a) Si dos de los términos de una progresién aritmética s son:
51=6ys3=9
averigua el valor de la diferencia, d.

b) Halla el término general de la progresidn, s,

a) d=1,5 b)s,=6+1,5(n-1)=6+1,52-1,5=4,5+1,5n
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5 Halla la suma de todos los nimeros impares menores que 100.

El término general de los nimeros impares es 2, = 27— 1. El Gltimo impar menor que 100 es
99, que resulta ser 5. Asi, la suma es:

(ay + asp) - 50 _ (1+99)-50

=2500
2 2 >

SSO =

6 a)Si a; =5y d=5, calcula Sis.
b)Si b;=5y by=7, calcula by y Sy
© Si =57y ¢;=12, calcula S;,.
Aa;=5yd=5—>a,=5+n-1)-5=5n a;5=5-15=75

5. 527905 _ o
2
b)by=5yd=2 — b,=5+(n-1)-2=3+2m byy=3+2-40=283
S4O=—(5+823)'40 = 1760
e=5yd=7 > c¢,=5+n-1)-7==2+7n c3p=-2+7-32=222
e 5222:32 s

7 Si el primer término de una progresién es ¢; = 17 y el quinto es ¢5 =9, halla la suma
SZOI
Como ¢;=17 y ¢5=9 — d=-2
Asi, ¢,=17 + (n=1)(=2) =19 =2m; ¢p=19-2.20=-21

o= W=20:20 g,

8 Los primeros términos de una progresioén aritmética son a; = 4, a, =7. Halla esta suma:
aipta;gtappt... t a19 + 4,

Como a; =4y a,=7, tenemos que la diferencia de esta progresién es o = 3.

Nos piden la suma de los términos del décimo al vigésimo. Lo que vamos a hacer es calcular
Sy y restarle Sy

_ (ﬂ1+420)'20 _ (ﬂ1+ﬂl+19'3)'20 _ (4+4+57)20 _
2 - 2 N 2 -
_(4+4+8-3)-9
N 2

Por tanto, la suma pedida es 650 — 144 = 5006.

650

S - 144
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Con calculadora (ladillo)
Anade dos términos a cada una de las progresiones siguientes:

a) 3, 6, 12, 24, 48, 96, ... Cada término se obtiene multiplicando el anterior por 2. Se
trata de una progresién geométrica de razén 2.

b) 3, 30, 300, 3000, ... Es una progresién geométrica de razén 10.

También son progresiones geométricas las tres sucesiones siguientes:
c) 80; 40; 205 10; 5; 2,5; ... Su razén es % - 0,5.
d) 80; 8 0,8; 0,08; ... Su razén es - = 0,1.

e) 3,-6,12, -24, 48,96, ... Su razén es -2.
a) 192, 384, ...

b) 30000, 300000, ...

o) 1,25;0,625; ...

d) 0,008; 0,0008; ...

e) 192, -384, ...
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1 Construye una progresién geométrica cuyo primer término es 125 y cuya razén es 0,4.
125; 50; 20; 8; 3,2; 1,28; 0,512; ...

2 De una progresion geométrica conocemos 4; = 0,625 y a3 = 0,9. Halla » y los seis
primeros términos.

0,9 =0,6257% — 72=1,44 — r=1+1,2

Por tanto, hay dos progresiones:

e r=1,2
0,625; 0,75; 0,9; 1,08; 1,296; 1,5552; ...
e r=-1,2

0,625; -0,75; 0,9; —1,08; 1,296; —1,5552; ...

3 En una progresién geométrica de términos positivos, 2, =2 y a3 =6. Halla a,, a;; y
ﬂlz.
6=2-72 5 r2=3 5 r=1,3
Como es una progresién de términos positivos, la razén también lo es.

r=43

ﬂ11=2‘ (B)lo =2'35=486
ap=2-(B) =2.35. 3 -486/3
4 En una progresién geométrica, el primer término es 2, =5 ylarazén es r=1,4. Averi-

gua, con ayuda de la calculadora, cuél es el término mds avanzado cuyo valor es inferior
a 1000000.

a3 =1275578,893 — S 437

5 En una progresién geométrica, 2, = 1000 y r=0,8. Averigua, con la calculadora, cudl
es el término m4s avanzado cuyo valor es mayor que 1.

431 = 1,237 E
432 _ 0,99 — S 6131.
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6 Siguiendo el procedimiento utilizado para hallar §,, calcula3 + 6 + 12 + 24 + 48 + 96 +
+192 + 384.

8
3+6+12+24+48+96+192+384=%=765

7 ¢Cudntos denarios se llevd, en total, el centurién del problema resuelto 4 de la pigina
anterior?

16
Sig = % = 65535 denarios

8 Calcula la suma de los diez primeros términos de una progresién geométrica con
a,=8,192 y r=2,5.

_ 8,192.2,5'-8,192

S10 2,5-1

=52077,872

9 Si al comienzo de cada afno ingresamos 6000 € al 5%, ;qué capital tendremos al final del
sexto afo?

Se trata de una progresién geométrica, donde 2; = 6000 y = 1,05. Nos estdn preguntando
por a.

Su término general es @, =a; - #"~! — 4,=6000 - 1,05~
Por tanto, 4, = 8040,57 €
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10 En una progresién geométrica, 2; =8 y r = 0,75. Calcula la suma de sus infinitos tér-
minos.

11 En una progresion geométrica, a; =30 y r=-0,2. Calcula la suma de «todos» sus tér-
minos.

30 30 _
See = 1-(-0,2) 1,2 =25

12 En una progresién geométrica, su cuarto término es a; = 10 y el sexto es a4 = 0,4. Ha-
lla: la razén, 7; el primer término, 4;; el octavo término, ag; la suma de los ocho pri-
meros términos, Sg; y la suma de sus infinitos términos, S...
ag=a;-r* — 0,4=10-72 - r2=0,04 — r=1+0,2
r=02 — 10=a,-0,2> = 10=4,-0,008 — 4, = 1250

ag=ay - 0,2 — ag=1250- 0,2 — ag =0,016

1250 -1250.0,28

=02 =1562,496

58=

_ 1250
Se= 105 = 15625

r=-02 — 10 =4, -(-0,2)> = 2, =-1250
ag =-1250-(=0,2)" = 0,016

_ —1250—(<1250)-(-0,2)%

Sg = (0. - —1041,664
C 21250 —1250 40 @

Se= (o = 1a =-l04Le
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1 El dia 1 de cierto mes, una banquera le propuso a un banquero el siguiente trato:

Cada dia de este mes yo te doy 100000 € con la condicién de que tit dupliques el dinero
que haya en esta caja en la que ahora hay un céntimo. Al final de mes ti te quedas con lo
que te he ido dando dia a dia y yo me quedo con lo que finalmente haya en la caja.

El banquero, después de pensar un rato y echar cuentas con la calculadora, contesté rien-
do: ;Por qué no me haces esta propuesta dentro de un afo exactamente?

Esta conversacion ocurrié entre el 1 de marzo de 2008 y el 1 de septiembre de 2015. Di,
justificando tu respuesta, en qué dia tuvo lugar.

Era el dia 1 de febrero del afio 2012, bisiesto. Es decir, un mes con 29 dias.
Asi, en este ano las cuentas salen como sigue:
— Una aportacién de 100000 € al dia supone 100000 - 29 = 2900000 €.
— Doblando cada dia una cantidad inicial de 0,01 €, se obtiene:
0,01 - 229 = 5368709 €, cantidad muy superior a la anterior.
Sin embargo, febrero del ano 2013 tendria un dia menos, 28. Y las cuentas serfan estas:
— Una aportacién de 100000 € al dia supone 100000 - 28 = 2800000 €.
— Doblando cada dia una cantidad inicial de 0,01 €, se obtiene:
0,01 - 228 = 2684 354,56 €, cantidad inferior a la primera.
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1. Numero de términos de una progresiéon

Hazlo tu

¢ ;Cudntos términos tiene una progresién aritmética en la que a, = 2,5; d=-1,5 y el dlti-
mo término es —9,5?

42=ﬂ1—1,5 — 2,5=ﬂ1—1,5 e ﬂl=2,5+1,5 e d1=4
a,=a;+(n-1)d - -95=4+n-1)-(-1,5 > -13,5=-152+1,5 —
— -13,5-1,5=-1,52 = =15==1,52 — n=10

2. Interes compuesto

Hazlo tu

* Abrimos una cuenta, al comienzo de un afio, con 500 € al 1,25 % trimestral y la mantene-
mos 3 afos. ;Cudnto dinero tendremos al final de cada afno?

C[=500€ CF=C1<1+160>
r =1,25
3 anos — 3 -4 =12 trimestres
4
oo (1. 125)
C; =500 <1+ 100) =525,47 €
1,25\
C2=500-<1+ ; 0) - 552,24 €
12
<00 1,25) _
C; =500 (1 + 00 = 580,38 €
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3. Suma de los n primeros términos de una progresion geométrica

Hazlo tu

* Si otra empresa cobra 120 € por el primer metro y un 15 % mads por cada metro siguiente,
;cudl es m4s rentable para perforar un pozo de 10 m?

ay =120

15% — 1+0,15=1,15=7r

ay=1,15-120 = 138

a3=1,15-138=1,15-1,15- 120 = 1,15%- 120 =158,7

ayy = 1,157 - 120 = 422,14
Calculamos el precio de abrir el pozo de 10 metros:

a7 —a, _ 422,141,15—120
r—1 - 1,15-1

Con la otra empresa eran 2 595,88 €.

=2436,41 €

Luego es mds estable esta.

4. Fraccion generatriz

Hazlo tu

* Halla la fraccién generatriz de los siguientes niimeros decimales usando progresiones:

?) 3,7 b) 3,54
_ P 7 . 7
a) 3,7777...=3+0,7+0,07+ 0,007 + ... =3 + <10 * 700 +...+>
7
10 7
Seorvr = =L
10
Luego la fraccién que buscamos es:
7 _34
3+ 5=79
S - 4 4
b) 3,544444... = 3,5 + 0,04 + 0,004 + ... = 3,5 + (100 + 1000 +>
4
100 2
Seorvr = ==
* L 4
10
Luego la fraccién que buscamos es:
35,2 _319
10 45 90
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Sucesiones

1 Calcula los cuatro primeros términos y el que ocupa el lugar 25 de las siguientes sucesiones:

a)a,=2_5 b)b,=n-L
n
dd, n+n2(—1) o e, = n22+n
a)ﬂl—%—5=—%— 4,5, 42=%— =—4
3 _s5_._7._ _4 _5__
ﬂ3—2 5— 2 3,5; 44 2 3
425—225—521275=7)5
b)by=1-1 -0 4-2-2 -2 15
b=3-1 -2 -26 54=4_%=175_3,75
_o5_ L _ 624
bys =25~ 5 = 5T = 24,96
Je=(D'eLLoos o-c2ed 2o
1B+ Lol _ 95 . o(o)ds L3
e = (=1) 2 > 0,5 ¢4 =(-1)*+ 73 1,5
C25= —1)25+%— %=—0,5
1 2
4 d, - 1+1§_1) =151 s d2=2+22(_1) _
3+3(-1° 3- 4+ 4(-1)4
d3= +2( )=323=0;d4= +2( )=4
25
dzs:%ﬂ)
2 2
e) e = 2+1-1; 62—2;2—%=3
2
63—3;3—6, e4=422+4=10
25)% +25
y= BV 55

©c,=(1"+ %

0 f,= (%)H-zn
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2 Obtén los cinco primeros términos de las siguientes sucesiones definidas por recurrencia:
a)a;=1; a,=2a, ;+3
b)a, =25 a,=3; a,=a,_i:a,_,
©ay=2 ay=3; a,=a,_\-a,_,
a)ay=1,ay=2-1+3=5a3=2-5+3=13;a4=2-13+3=2945=2-29+3=01

b)al=2,az=3;a3=%;a4=%:3=%=%;45=%:%=%=%

ay=2,ay=3,a3=3-2=06;a4=6-3=18;45=18-6=108

3 Busca el criterio con el que se han formado estas sucesiones y escribe dos términos mds
en cada una:

a) 1,3/2,2,5/2, 3, ... b)1,-2, 4,-8, 16, ...
o1,3,6,10,15,... d1,4,3,-1,-4,...
e 0,3,8,15,24,... H 1,1/2,1/3, 1/4, ...
a) a,=a,_ ;+ %
3, Y _7. _7 . 1_
ﬂG = 3 + P = P 5 47 = > + > 4
b)a,=(2)-a,

ag=(=2) - (16) = -32; a; = (-2) - (-32) = 64
Qa,=1+2+3+...+n

ag=1+2+3+4+5+6=21; 4;=1+2+3+4+5+6+7=28
d)a,=a, —a, , con n>2

ag=-3; a; =1
e) a,=n*—1 con n—> natural

ag=(6)?—1=35 a,=(7)>-1=48

4 Halla el término general de estas sucesiones:

123 4
a) 12, 14, 16,18, ... b) 238
c1,3927,... d)1.2;2.3;3-4;4.5;...
a) a,=10 + 2n b)a,= —"—
n+1

c)an=3”_1 d)a,=n-(n+1)
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5 Busca una ley de recurrencia para definir las siguientes sucesiones:

a) 8, 10,2, -8, -10, ...
01,2,21,1/2,...
a)dlz8y42=10;ﬂnzﬂn—l_ﬂn—z

Qay=1yay=2; a,=a, :a, ,

Progresiones

b) 4,1, 3,-2,5, ...
d)7,9,12,16, 21, ...

b)a,=4y ay=1; a,=a, ,—a,_,

da =75 a,=a, +n

6 Escribe los cuatro primeros términos, el término general y calcula la suma de los veinte
primeros términos de las siguientes progresiones aritméticas:

a)a; =15 d=2

c)a; =5 d=0,5

a) a; = 1,5 ay=3,5 a3=5,5 a;=7,5
a,=15+mn-1)-2=2n-0,5

(1,5+39,5)-20
2

Q) ay=5; ay=55; a3=06; a;=06,5
a,=5+n-1)-0,5=45+0,5n

(5+14,5)-20
2

élzo = 39,5’ 520 =

ﬂzo = 14,5; SZO =

de las siguientes progresiones:
a) 25,18, 11,4, ...

C) 1345 1,9 2,4; 2,9; ...

=410

=195

b) a, =32 d=-5

d)ﬂ1=—3; d=-4
b) ay =32; ay=27; a3=22; a;=17
a,=32+(n-1)-(-5)=37-5n

(32-63):20

5 =-310

a)y = —63, 520 =

d)ﬂl=—3; a, =—7/; ﬂaz_ll; a;=-15

a,=-3+n-1)-(-4)=—4n+1

=79 Sy = w - 820

Halla el término general y calcula la suma de los quince primeros términos en cada una

b) -13,-11,-9,-7, ...

4 3 1,%,0,...

4’2

a) Progresién aritmética de diferencia d=-7 — a,=25+(n-1)-(-7)=32-"7n

(25-73)-15

a15=-73; Sps= -2 L2022 - 360

2

b) Progresién aritmética de diferencia d=2 — a,=-13+ (n—1)-2=-15+2n

(-13+15)-15 _

3 15

Llls =15; 515 =

c) Progresién aritmética de diferencia 4=0,5 — 4,=1,4+(n-1)-0,5=0,9 + 0,52

ai5 = 8)4; 515 = (1,4 hi 3,4) 15

=73,5

d) Progresién aritmética de diferencia d=-1/4 — a,= % +(n-1)- (—1) =1- %n

11

-2-15
A5= "4 Sis = =-1

5 -15

4
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8 Escribe los cuatro primeros términos de las siguientes progresiones geométricas y su término
general:

a)a;=0,3; r=2 b)a1=—3;r=%
o) a, = 200; r=—0,1 d)a1=8—11; r=3

a) a;=03; 2,=06; a3=12; ay=24; a,=03.2""1

n-1
b) ay =-3; ay=-3/2; az=-3/4; a;=-3/8; a,=-3- <%)
¢) @ =200; a4, =-20; a3=2; a5=-02; a,=200-(-0,1)""1

_L. =L. n—1
35 =gy 3

9 Halla el término general de cada una de las progresiones geométricas siguientes:

a) 20; 8; 3,25 1,28; ... b) 5; 65 7,2; 8,64; ...
1 _13_9
0,7; 0,075 0,007; ... = L
© 0,75 0,07 7 d) & 2 2
:En cudles puedes sumar todos sus términos?
n—1
2) 4, =20 0,47 b) ﬂ”=5-<g>
) a,=07-0,17"1 d)af%.(_s)"*l

10 Calcula la suma de los diez primeros términos de las progresiones geométricas siguientes:

a) 3,6, 12,-24, ... b) 0,7; 1,45 2,8; 5,6; ...
c) 1,3, % . d) 100; 20; 4; 0,8; ...
10 10
Q) r=—2; 510=3'[(‘2_)3‘”=—1023 b) r=2; SlO=W=716,1
) [ 3\10 ]
< . |(2) -1
3 <2) 100- (0,210 —1
c)r= %; S10 = — 1 - 75,55 d) r=0,2; 8= (—0,8 ) . 125
2

11 Halla la suma de los infinitos términos de las progresiones geométricas siguientes:

4,4 4 4 b) 18; 16,2; 14,58; 13,122; ...
Vb9 ) >8; 13

1306 -4 4 _ 4 _ 09 § -_ 18 _
a) r=1/3; S = = l_; 6 b) »=0,9; S, 1-0.9 180
3
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12 Identifica las progresiones aritméticas, las geométricas y las que no son progresiones.
Obtén el término general de cada una:

a) 1’2’i’£"" b) ‘/I"/i"/ga‘/zy---
8 4 8
. 0.02: . 345
c) 0,25 0,02; 0,002; ... d) 2, 238
e) 22;-11;5,5; -2,75; ... f) 18,13,8,3, ...

a) Progresién aritmética, d = % Término general: a,=1+ (n— 1)% = % + %n

b) No es progresién. Término general: 4, = n
) Progresién geométrica, = 0,1.

Término general: 2,=0,2 - 0,1)"-1
d) No es progresion.

Los numeradores 2, 3, 4, 5, ... forman una progresién aritmética cuyo término general es
n+ 1.

Los denominadores 1, 2, 3, 4, ... forman una progresién aritmética de término general 7.

n+1

Término general de la sucesién: a,, =
n
e) Progresién geométrica, r=—-0,5; a, =22 - (-0,5)" 1

f) Progresion aritmética, d=-5; a,=18+ (n—1) - (-5) =23 - 5n

Resuelve problemas basicos

13 Halla la diferencia de una progresion aritmética en la que 2; =12 y a;5=-6. Calculala
suma de los 25 primeros términos.

611=].2 éllo=—6
ay=ay+d; az=ar+d=a;+d+d=a,+2d; ay=a5+d=a,+d+d+d=a+3d >

> ayg=a; +9d=12+94 — —6=12+94 — ~18=9d — d=_% 5 d=-2

~ (ay+a,) n
Sﬂ_#
tys = a) + 24d = 12 + 24(-2) = 12— 48 = -36

= (12730:25 5

14 De una progresién aritmética, conocemos a,, = 92 y la suma de sus 20 primeros térmi-
nos, que es 890. Calcula el primer término y la diferencia.

ﬂzo = 95; 520 = 890

. .20
Snz(‘llJ’;ﬂ)” N Szoz(tll“tdzl)zggo — (ay +ay) - 10 =890 —
N alﬂzz:% = 4,=89-92 = a,=-3

tyy=ay+19-d = 92=-3+19d — d:%:S
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15 Durante sus vacaciones, Alba gast6 75 € el primer dia, y cada uno de los siguientes, 5 €
menos que el anterior. Si el dinero le duré 15 dias, ;cudnto dinero gasté en total?

Primer dia 75 €.
d=-5
ays=75+14-d=75+14.(-5) =5

(a; +ays)-15 _(75+5)-15
2 - 2

En total gasto 600 €.

515 = = 600€

16 Un bebé ha ido ganando aproximadamente un 20% de peso cada mes. Si nacié con
2850 g, ;cudnto pesa al final del sexto mes?

a;=2850; r=1,2

a,=a;-1,2
ay=ay-12=a;-12-12=0a,-1,2?
ag=ay-12=a;-12.12.12=04,-1,2°

ag=a;-1,25=2850-1,2°=7091,7¢ — 7,1 kg
ar=a;-1,20=2850-1,20~8510,05g — 8,51 kg
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17

18

19

Eva se entrena durante 10 dias para una carrera. El primer dia corrié 30 min, y cada
siguiente dia, 15 min mds que el dia anterior. Le cuenta a un amigo que el dltimo dia
corrié casi 3 h. ;Es verdad? ;Cudnto tiempo corrié durante todo el entrenamiento?

n=10; a;=30; d=15
ajg=a;+9-d=30+9-15=165min — 2hy45 min
Luego no corrié 3 h = 180 min

(ay +ayg)-10 ~ (30+165)-10
2 - 2

Tomds se ha comprado un coche por 16000 €. Sabiendo que los coches pierden apro-
ximadamente un 15% de su valor cada afio, ;cudl serd el precio del coche después de
4 afos?

a; = 16000

Pierde 0,15 — 1-0,5=0,85 — »=10,85

n=>5

as=ay- 7"~ — a5=16000- (0,85)% — 45=8352,1€

Sofia dice que una progresién aritmética de diferencia 2,5 cuyos primer y dltimo térmi-
no son 7 y 52, respectivamente, tiene 19 términos. Si Ramén dice que tiene 20, ;quién
tiene razén?

d=25 ay=7; a,=52

a,=a;+n-1)-d - 52=7+n-1)-25 > 45=n-1)-2,5 - 45 =n—-1—

— 18=n-1 > n=19

Comprobacién a;9=7 + 18 -2,5=52 — Tiene razén Sofia.

20 En un teatro, la segunda fila estd a 4,2 m del escenario, y la octava, a 8,7 m. ;En qué fila

21

estd una persona si su distancia al escenario es 14,7 m?

ay=472; ag=87; a,=14,7; a,=a;+ (n-1)-d

— 6d=4,5 > d=0,75 — a; =345
l
Restando
147=a;+(k-1)-d > 147=345+(k-1)-0,75 > k-1=15 —
— k=16 — Estdenlafila 16.

ﬂ8=ﬂl+7d=8,7
ﬂ2=ﬂl+d=4,2

En una progresién geométrica, el primer término es 4. ;Cudl debe ser la razén para que
la suma de sus infinitos términos sea 52

ﬂ1=4; Soo=5
!

S - 554 5. (1-9=4—>5-5=4—> 5r=-1—> =1
1—r 1—r 5
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22 La dosis de un medicamento es 100 mg el primer dia y 5 mg menos cada uno de los si-
guientes. El tratamiento dura 12 dias. ;Cudntos miligramos tiene que tomar el enfermo
durante todo el tratamiento?

ﬂ12=él1+ 116{ —> ﬂ12=100+11’(_5)=45

5, = (2, +a212)-12 _ (100 +245)-12 _ 870 mg

23 En una progresién geométrica se conocen 4, = 64 y r=0,75.
a) Calcula el primer término no entero.

b) Ayudindote de la calculadora, di cudl es el primer término menor que 1.

2) a = 64 = 25; d=0,75=%=%

4 56,34 34
El primer término no entero es a5 = a; - = 26.2°. (%) _ 2 2.83 = % = % =20,25

b) ay5 = 64 - 0,75'% = 1,14; a;5=64- 0,755 = 0,855

El primer término menor que 1 es 274 = 0,855.

24 La suma de diez multiplos de 3 consecutivos es 255. ;Cudl es el primero y el dltimo de
los multiplos sumados?

Los multiplos de 3 forman una progresién aritmética de diferencia o = 3.

ﬂ1+¢110 ﬂ1+ﬂ1+9d
.1 =
2 0 2

ﬂ10=12+3'9=39

255 =

10 = (2a; +27) - 5=10a; + 135 — a; =12

25 Las edades de 4 hermanas estin en progresién aritmética y suman 34 afios. La mayor
tiene 13 afios. ;Cudl es la edad de cada una?

(a; +ay)-4 _(a;+13)-4
—\ 34_#

ag=ay+3d = 13=4+3d — d=3

Por tanto, las edades son: 4, 7, 10 y 13 afos.

S4=34; ﬂ4=13; S4= Ll1=4

26 Calcula la suma de todos los multiplos de 5 que tienen dos cifras.
a;=10; a,=95 d=5
a,=a;+n-1)-d > 95=10+(n-1)-5 > 85=52-5 - 90=5n —

%n:%—)n:lS

(@) +a55)-18 _ (10+95)-18

S =
18 2 2

= 945
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27 Halla el primer término y la razén de una progresién geométrica en la que a, = 3/6 y

ﬂ2=\/8.
a; =365 a,= 6
aj=ay- 17 = 3J6=6-72 = r?=3 > r=1/3
Si r=43 /6
* ol 7= 3*ﬂz=ﬂ1'7—>@=ﬁal—>alzﬁ—>a1=ﬁ
i /6
*Sir=—{3 = gy=a;-r > 6 =—3a; > a;= 5 — ay=—42

28 Halla el término general de una progresién aritmética de la que se conocen a5 =13 y
ﬂ7 = 31.

ﬂ3= 13, ﬂ7=31

=ay+d-d > 31=13+4.d > 18-4.d > d-18 » d-45

ﬂ3=ﬂ1+2'd% 13=ﬂ1+2‘(4,5) - 13=ﬂ1+9 - ﬂ1=4

a,=a;+n-1)-d > a,=4+n-1)-4,5

29 La suma de 6 nimeros impares consecutivos es 108. ;Cudles son esos niimeros?
n=0; S5=108
Son impares consecutivos — o = 2.

5 - (ay+a,) n S S (ay +ag) -6

g 5 5 =108 — 108 =3- (2 + a5

ag=ay+5-d = ag=a;+5-2 = ag=a; +10

108 =3 - (2, + a; + 10) — 108 = 6a; + 30 — Ga; =78 —>al=% > a,=13

Los nameros son: 13, 15, 17, 19, 21, 23.
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30 Calcula la fraccién generatriz de los siguientes decimales utilizando progresiones:

a) 1,8 b) 0,36 0 0,12 d) 4,23

° _ 8 8 8
a) 1,8 —l+0,8+0,08+0,008+...—1+<10 100 +71000 +>

8 8
s .10 _10_8
L 99

10 10

Luego la fraccién que buscamos es:

b)0,38:0,3+0,06+0,006+...=0,3+< 6 , 6 +>

6 6
¢ __100 _100 _ 6 _2
T, _ 1 9 90 30
10 10

Luego la fraccién que buscamos es:

3,2 _11
10 "30 ~ 30

Q) o,ﬁ=0+0,12+0,0012+0,000012+...=<12 po 12 12

100 © 10000 * 1000000 "

12 12

¢ 100 _ 100 _12

T L 99 09
100 100

Luego la fraccién que buscamos es:

=

d) 4,23 =4+ 0,2+ 0,03 + 0,003 + 0,0003 + ... =4+ 2+ (3 b3

33
¢ _ 100 _100 _ 3 _ 1

"1 9 9 30
10 10
Luego la fraccién que buscamos es:

42, 1 _127
10 " 30 ~ 30

100 T 1000

3
10 000 +>
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31 Se deja caer una pelota desde una altura de 18 m y en cada rebote pierde 2/5 de la altura
anterior. ;Qué altura alcanzara después de tocar el suelo por tercera vez? Calcula la suma
del espacio recorrido hasta que se para.

ﬂ1=18

Pierde 2 5,22

5 5

3
a; =ay - ré-1 a; =18 - <§) — a4 =1,152 m de altura

Como la pelota, en cada bote, sube y baja desde la misma altura, y teniendo en cuenta que la
primera vez no sube porque cae desde 18 m, la suma serd 25_ — 18.

Entonces CI espacio que recorre €s:

5m=1—82=30 — 2.30-18=42
1- %

5

La pelota recorre 42 m hasta que se para.

32 ;A cudl de las siguientes sucesiones pertenecen los nimeros 531, 27 y 12012

a) 7,13, 19, 25, ... b)4n +3 ) n?+2

531,27 y 1201
a)a,=7+n-1)-6

531=7+(n—-1)-6 — 524=6n-6 — 61n=530 — n=288,3 — 531 no pertenece
a esta sucesion.

27=7+n-1)-6 5 20=6n-6 = 6n=26 — n= 4,3 — 27 no pertenece a esta
sucesion.

1201 =7+(n—-1)-6 = 1194=6n-6 — 6n=1200 — »n=200 — 1201 si perte-
nece a esta sucesion.

b)4n+3 =531 — 4n=528 — n=132 — 315 pertenece a esta sucesion.
4n+3=27 = 4n=24 — n=06 — 27 pertenece a esta sucesion.
4n+3=1201 = 4n=1198 — 7n=299,5 = 1201 no pertenece a esta sucesion.
o) m*+2=531 - #2=529 — n=23 — 531 si pertenece a esta sucesion.
n+2=27 = n*=25 = n=5 — 27 s pertenece a esta sucesion.

n+2=1201 > #2=1199 = n=34,6 — 1201 no pertenece a esta sucesion.
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33 En una progresion aritmética conocemos dos términos, a, =-23 y a;, = 32.
a) Calcula el término general.
b) ;Qué nimero corresponde al término ag,?
©) :Qué lugar ocupa el niimero 872
a, =—23; aj; =32
a,=a;+n-1)-d
ay=a,+2-1)-d - -23=a,+d ay=—d—23 a,=—d—-23
ay=ay+(12-1)-d = 32=a, +11a’} {32:-4—23”114} {104:55 }

ﬂlz—d—23 ﬂ1=—11/2—23 ﬂ1=—57/2 ﬂ1=28,5
“a=ssiio | 7 d=112 “az112 | 7 d=55
a) a,=-28,5+(n-1)-5,5

b) ag; = 28,5+ (87— 1) - 5,5 — ag; = 444,5
Q) 87=-285+(mn—-1)-55 = 1155=55-72-55 — 121=552 — n=22

34 Una empresa ofrece a una trabajadora un sueldo mensual de 1200 € y una subida de
100 € mensuales cada afio. Otra le ofrece el mismo sueldo con una subida del 10%
anual. Comprueba cudl de las dos ofertas es mejor comparando el sueldo dentro de
10 anos.

Empresa A — 4, =1200; d =100
a,=1200+ (n-1)-100
a10=1200+9-100 = 2;,=2100€

EmpresaB — 4, =1200; »=1,1
a,=1200-(1,1)"~1
a1 =1200 - (1,1)° > 4;,=2829,5€

Luego la empresa B ofrece mejor sueldo.

35 Depositamos 6000 €, al 5% anual, al comienzo de un cierto afio. Averigua el capital
disponible al final de cada afio, durante 6 afios.

a; = 6000; 7=1,05

a,=ay-r""!
a4y =6000 - (1,052~ = 2, = 6300
az=6000 - (1,05)° 1 = 25 = 6615
a5 = 6000 - (1,05)%~ 1 = a4 = 6945,75
as = 6000 - (1,05)° ! = a5 = 7293,04
a5 = 6000 - (1,05)°~1 = 44 = 7657,7
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36 La poblacién de una ciudad aumenta por término medio un 1,5 % anual. Si en la actua-
lidad hay 3 millones de habitantes, ;cudntos tendrd dentro de 10 afios? Da el resultado
con dos cifras significativas y estima el error absoluto cometido.

4, =3000000; r=1,015
a,=a - ("1
419 = 3000000 - (1,015)° — ;4 =3430169,9 — 34 - 10° habitantes.

El error absoluto cometido al dar el resultado con 2 cifras significativas es menor de
0,05 - 10° — 5. 10% habitantes.

37 La maquinaria de una fibrica pierde cada afio el 20% de su valor. Sabiendo que en el
momento de su compra valia 40000 €:

a) ;Cudnto valia un afio después de comprarla? ;Y dos afos después?

b) ;:En cuédnto se valorard 10 afos después de haberla adquirido?

a; = 40000

Pierde el 20% — 1-0,2=0,8=7r
a,=a;-r""1

a) ay=a;-(0,8) = a,=40000-0,8=32000€ — Un afio después.
ay=ay - (0,8)> = a3=25600€ — Dos afios después.

b) 2;; = 40000 - (0,8)'° — 4, ~ 4294,97 €.
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Resuelve: un poco mas dificil

38 Al inicio de cada afo, durante 8 afnos, ingresamos en una cuenta de ahorro 2000 € a un
interés del 3,5 % anual.

a) ;:En cudnto se convierte el primer ingreso al cabo de 8 afios?
b) ;Y el segundo al cabo de 7 afios?

¢) Si sigues razonando asi, obtendrds una progresién geométrica cuya suma es el capital
que tendrds al final del octavo afio. Calcula ese capital.

C;=2000; 7=1,035

Al final del aho » — a,,=2000 - (1,035)”
a) ag=2000 - (1,035)% = 2633,62 €

b) 2, =2000 - (1,035)" = 2544,56 €

S, = % r=1,035; a, =2000 - 1,035
2070-((1,035)8 - 1)
= =1 ,
Sg 1,035~ 1) 8736,9 €

39 Dos términos consecutivos de una progresién geométrica son 3 y 2. Averigua qué lugar
ocupan sabiendo que 4; = 81/8.

a,=a; - "1
81 k-1_ 81 k-1_ 81 (16) -1
=t e ) [BAe]RL(E) s
81 & >3 N\ k_ 16 - k_ 16 -
=g =2 Blteie b gy s
2.771=3 2.3 r:% A
=1 16 [ — " - s - 3
Ty k_16 2) _16 b4
81 3/ 81
81 (2)_s81 8
- B (2) 8L s
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40 ;Cudntos puntos tendra la décima figura de esta serie? Averigua cudl es su término gene-

ral.

o0 OO
(ORN@] O O0O0O0O0
o © O 0O OO0 O0OO0Oo
o0 OO O 00O O O0O0O0O0
o o 0 o O O

:En qué posicion estari la figura con 837 puntos?
ay=5; ay=12; az=121
a;=17+4-1
ay=22+4.20 — a,=n*+4n
a3=3%+4-3
ayy = (10)? + 4 - 10 = 140 puntos.
4+ 16 + 3348 _ 4+ /3364

837 =n*+4n — n*+4n-837=0 > n= > n

2 2

=2

. —4%58 <” 7
2 n=-31 — No puede ser

-
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41 ;Cudntos puntos tendr4 la siguiente figura? ;Y la décima? Halla cudntos tendri la figura
n-ésima.
o
o e o
o e O e 6 o
([ e O e 6 o e 6 0 ©°

a) Comprueba que, sumando dos términos consecutivos, siempre obtienes un cuadrado
perfecto.

b) Observa la tercera figura. Si con esos 6 puntos queremos formar un cuadrado nos fal-
tan 3 puntos.

Probamos con otros tridngulos y encontramos uno al que también le faltan 3 puntos pa-
ra formar un cuadrado. ;Cudntos puntos tiene ese cuadrado?

ay=1; ay=3; a3=06; az=10

_6_2%+2
3'2‘ 2
_12 3243 | _ntin
R R
10=&=42+4
2 2
(5)?%+5 30
ER R T
(102410 110 _
ayg= =5 = 55

Q) ay+ay=4=2% ay+a3=9=3% a3+a,=6+10=16=4>

<n2+n>+<(n+1)2+(ﬂ+l)>= nrrnen®+2n+len+l _
2 2 2

apta,, 1=

2
=2nJrf4ﬂ+2=712+2n+1=(7z+1)2
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b) Cuadrados perfectos: 16, 25, 36, 49, 64, 81

2 J—
$16-3=13 5 13=242 5 12102260 - po 12414104 ;*104 N
- n=¥ — No vale, no es exacto.
2 J—
$25-3222 5 2= 5 24440 - po 1214176 ;*176 BN
- ;1=_112i — No vale, no es exacto.
2 J—
©36-3233 > 33= TN 5 20660 - p= EIE2E
— No vale, no es exacto.
2 J—
* 49 -3 =46 %46=% > 2+n-92=0 > n:—1i é+368 -

— No vale, no es exacto.
2 1+
©64-3=61 - 61= N 5 2412220 n=%+488 BN
— No vale, no es exacto.

2 1+
*81-3=78 — 78=% - ?+n-156=0 — n—% —
-1+25 12
2 —13 — No vale

— n=

n=12 — El uidngulo que va en la posicién 12 y tiene 78 puntos.

El cuadrado tiene 81 puntos.
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42 Observa los cuadrados que hay en esta figura. Se han obtenido uniendo los puntos me-
dios de dos lados contiguos.

a) Halla las dreas de los seis primeros cuadrados de esa sucesién. ;Cudl serd su término
general?

b) Calcula la suma de las dreas de los infinitos cuadrados generados de esa forma.

) Escribe la sucesién de las longitudes de sus lados.

Area cuadrado = /2

a)

8 cm

El 4rea de los sucesivos cuadrados es la mitad de la del anterior. Luego:

*c;=8-8=64cm% ¢;=32cm? ¢5=16cm% ¢s=8cm% cs=4cm? =2 cm? —
n—1
— Término general: ¢, = 64 - <%)
byS_ =L - 64 _jrgcm?
1-7 11
2
c) /;=8cm
/
* Calculamos /;: / SN L=4y16+16=4y2 cm
4
)
* Calculamos /3: y 2\2 em — L= J22)2 +(2y2)2=/8+8=y16=4cm
22 cm
/ 2
* Calculamos /4 p RN = V22 4+22-/8=2/2cm
2 cm
L [,—1
* Término general: /, = 2 [, =8 cm

& 2
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43 Comprueba que en cualquier progresién aritmética se verifica que a4, | + a,,, | = 2a,,

ﬂn—1+dn+lzzdn

a,=a;+n-1)-d

ﬂn_l=ﬂl+(7l—2)'&{

a, (+a,, 1=2ay,+d-n-2+n) —
ﬂl+(71)-d > n—1 n+ 1 1

api1=

> a, (+a, 1=2ay+2d-n-1) > a, (+a,, =2 +d-(n-1)) >
— ﬂn_1+6l

n+1=2‘ln

44 Demuestra que la suma de los 7 primeros niimeros pares es 72 + n.

2+4+46+...+2n=3S,

~ (ay+a,) n
Sn-f
S - (2+§n)-n SS- 2(1+2n)-n N Sn=n+n2

45 Demuestra que en cualquier progresién geométrica se cample que (2,)’=a, ;-a,. .

2 . _ n—1
(dn) =4y 14y 4p=4ay- 7
_ (n—1-1)
a =4ay-r
n—1 1 n—2 n _ 2 2n—2
i Ay_1 Apy1=4d1°7 ay 17 > dy cdy, =4y r -

ay,q=ayp-(r")

2 2=1) n—1\2 N2
— 4y 1 a4y 1=aicr = Ay 14y (d r ) = Ay 14y (ﬂn)

Reflexiona

46 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.
a) La diferencia en las progresiones aritméticas es siempre un nimero negativo.

b) No se puede hallar la suma de los infinitos términos de una progresién geométrica
creciente.

¢) La sucesion 3, 3, 3, 3, ... no es una progresion.

d) Si sumamos término a término dos progresiones aritméticas, se obtiene otra progre-
si6én aritmética.

e) En todas las progresiones aritméticas se verifica que a, + 2,3 = a;s.

f) Si en una progresién aritmética as + 4,5 = 32, podemos saber cudnto vale a,;.

a) Falso, puede ser positivo o negativo.

b) Verdadero, porque es una progresién geométrica creciente ha de ser »> 1.

c) Falso. Es una progresion aritmética de primer término #; = 3 vy diferencia 4 =0, o una
progresién geométrica de primer término 4 =3 yrazén r=1.

d) Verdadero. Se obtiene una progresion aritmética de primer término la suma de los prime-
ros términos y de diferencia, la suma de las diferencias.

a,=4ay+ (7’1— l)dl; bn = bl + (71— l)dz; a, + b” =41+ bl + (72— 1)(d1 + dz)
e) Verdadero. a, + ay3=a; + 14d = a;5
f) Verdadero. ﬂs + ﬂ17 = 2ﬂ1 + 204= 32 > a + ].Od: a1 = 16
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47 Razonay elige la respuesta correcta.
a) Una sucesidn es creciente cuando:
a,>a ii) a, < a iii) @, > 0

n+1 n+1

b) Si una progresién aritmética es creciente, su diferencia es:
i)-1<d<1 ii) Mayor que 1 iii) Positiva

¢) En una progresién geométrica con -1 < 7 < 0, ;cudndo se puede hallar la suma de todos
sus términos?

i) Siempre ii) Si a; >0 iii) Nunca

d) El niimero de términos de la progresion 6, 11, 16, 21, ..., 126, es:
i) 20 i) 15 iii) 25

a) Una sucesién creciente es aquella en la que un término es menor que el siguiente. La res-
puesta correcta es la ii).

b) Los términos de una progresién aritmética se calculan sumando al término anterior una
cantidad fija 4 luego, siempre que esa cantidad & sea positiva la progresion es creciente.

La respuesta correcta es la iii).

c) Siempre que la razén 7 de una progresién geométrica verifique 0 < || < 1, se puede
calcular la suma de todos sus términos.

La respuesta correcta es la i).
d) 6,11, 16, 21, ..., 126

a;=06

d=5

a,=126 - a,=a;+ (n-1)-d - 126=6+(n-1)-5 - 120=(n-1)-5 —
- %=(7z—l) = 24=n-1 > n=25

La respuesta correcta es la iii).
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Lee, reflexiona y deduce

Las matemadticas son pura légica y siempre exactas. Sin embargo, a veces parece que llegan a
contradicciones. Observa, por ejemplo, esta suma de infinitos sumandos:

S§=1-1+1-1+1-1+...

Podemos interpretarla de dos formas:

S=1-1D+1-1D)+(1-1D+...20+0+0+...=0

iSORPRESA!
S=1+(1+1)+(-1+1)+...=1+0+0+...=1 }‘

Y por si te parece poco lio, podemos todavia enredarlo mds:

1-§=1-1-1+1-1+1-1+..)=1-1+1-1+1-1+...=S8
Es decir, 1 - 8= 8. Por tanto, S = % {SUPERSORPRESA!

¢ ;:Dénde estd la trampa? ;Serd que al tomar infinitos sumandos se pierde el camino de la
légica? ;Tu qué opinas?
Si vamos sumando término a término, los resultados son 1, 0, 1, 0, 1, 0, ... Esta suman, si la
llevamos al infinito, no llega a ningun sitio fijo, siempre va alternando entre 1 y 0. Efectiva-
mente, al tomar infinitos sumandos se pierde el camino de la légica.
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Lee y comprende

Las abejas macho nacen de huevos no fertilizados; es decir, tienen madre pero no padre.

Las abejas hembra nacen de huevos fertilizados.

El esquema de la derecha nos permite observar el nimero de antepasados de una abeja ma-
cho en las distintas generaciones:

H——5
/
M H——8

AN

S ~
L~
. -

¢ ;Cudntos antecesores tiene una abeja macho en la décima generacién de antepasados?
El ndmero de antepasados en cada una de las diez primeras generaciones es:
1-2-3-5-8-13-21-34-55-9
¢ ;Cudl es la ley de formacién de la sucesién obtenida: 1, 1, 2, 3, 5, ...2
Ley de formacién: Cada término se obtiene sumando los dos que le preceden:
ay=1; ay=25 a,=a, |+a,_,
* ;Recuerdas como se llama esta sucesién?

Sucesién de Fibonacci.
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Entrénate resolviendo problemas

* Las personas que participan en un desfile pueden agruparse, para desfilar, de 3 en 3, de 5
en 5 o de 25 en 25, pero no pueden hacerlo nide 4 en 4 nide 9 en 9.

:Cudntas personas participan si sabemos que son entre 1000 y 12502

El ndmero de participantes es un mdltiplo de 3 - 25 = 75 (ten en cuenta que 25 es multiplo

de 5).
Los multiplos de 75 comprendidos entre 1000 y 1250 son:

1050 1125 1200
1050 no es maltiplo ni de 4 ni de 9.

1125 es maltiplo de 9.
1200 es maltiplo de 4.
Por tanto, el nimero de participantes es de 1050.

* Sitia 12 soldaditos sobre una mesa de modo que haya 6 filas de 4 soldados.

¢ a) ;Cudntas de estas monedas hemos de tocar para que las tres caras estén a la izquierda y
las tres cruces a la derecha?

b) ;Cudntas de estas copas hemos de tocar para que queden tres llenas a la izquierda y tres
vacias a la derecha?

a) Da la vuelta a las monedas que estdn en las posiciones segunda y quinta.

b) Toma la quinta copa y vierte su contenido en la segunda.
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v

1 Escribe el término general de cada sucesién:
a) 3; 0,6; 0,125 0,024; ... b) 1,2; 2,3; 3,4; 4,5; ...
a) @,=3-0,2"""1 b) 2,=0,1 + 1,1

2 Define por recurrencia la sucesién 8, 14, 6, -8, ... y escribe los tres términos siguientes.
a,=8 a,=14 — a,=a, |-a, ,

Tres términos siguientes: —14, -6, 8, ...

3 Calcula la suma de los diez primeros términos de las siguientes progresiones:

a) 95 6,5; 4; 1,5; ... b) 2, -4, 8, -16, ...
a) Progresién aritmética de primer término 9 y diferencia o = -2,5.
a9=9-(9-25) =-135; 8= 0139010 _ 55

b) Progresién geométrica de primer término 2 y razén r=-2.

2= -1]
_ 2 _

Sio ~682

4 En una progresién aritmética conocemos a5 =22 y a9 = 38. Calcula a,5 y el lugar que
ocupa un término cuyo valor es 58.

ag=as+4d — 38=22+4d — d=4
22=a,+4-4 > a;=06

dys =6+ 244 =102
58=6+(n-1)-4 - n=14

5 La suma de los 20 primeros términos de una progresién aritmética es 200 y a; = 0,5.
Halla a, y la diferencia.

S0=200
-0, .
7=0.5 — 200 = {834420:20 200 -5, 10. 4y — 100,195 -
s _(aj+a,)-n
()
— a,=19,5

a,=a;+n-1)-d - 195=05+19-d - 19=19d — d=1
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6 Un moévil recorre 5 m/s y aumenta su velocidad de forma que cada segundo avanza 2 m
mds que en el segundo anterior. ;Cudnto recorrerd en un minuto?

a; =5; d=2; 1 minuto — 60 segundos
a,=a;+n—-1)-d - agy=5+60-1)-2 — a5 =123

Calculamos los metros que recorre en 1 minuto:

(ay+a,) -n
§= A"
Se0 = W = 3840 metros en 1 minuto.

7 Una empresa ofrece a un empleado un sueldo de 15000 € anuales y una subida de
500 € cada ano siguiente. Otra empresa le ofrece el mismo sueldo con una subida del
5% anual. Razona cudl de las dos es mejor comparando el sueldo dentro de 5 afios.

En el primer caso tenemos una progresién aritmética:

a; =15000; 4=500 — a5=15000+4-500=17000 €
En el segundo caso tenemos una progresién geométrica:

4y =15000; 7=1,05 = a5=15000 - 1,05% = 18232,59 €

Es mejor la segunda oferta.

8 Para rodar un anuncio, se ha contratado a un gran namero de personas que deben colo-
carse en 51 filas. Cada fila tiene dos personas mds que la anterior y en la fila 26 tiene que
haber 57 personas. Averigua cudntas personas hay en la primera fila, cudntas en la dltima
y el nimero total de personas que intervienen en el anuncio.

Es una progresién aritmética de la que sabemos 7 =51, d=2 y ay5="57.
ayg=ay+25d = 57 =a;+25-2 = a;=7
ﬂ51=ﬂ1+500i —> ﬂ51=7+50'2=107

Ss1 = % - 51 = 2907 personas en total.
9 En una progresién geométrica de razén 1/2, el cuarto término es igual a 1.

a) Halla el primer término.

b) Calcula la suma de los infinitos términos.

1
:—; :l
r 5 a,

4-1 13
a)ﬂn=ﬂ1'rn_lﬁﬂ4=ﬂl‘<?> _)12611'(7) _>6l1=8
s =2 55 -8 55 _16

1—7r 1
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10 ;Verdadero o falso?

a) Si la diferencia de una progresién aritmética es menor que 0, la progresién es decre-
ciente.

b) No puede haber una progresiéon geométrica que tenga todos los términos negativos.

¢) Si multiplicamos, término a término, dos progresiones aritméticas, se obtiene una
progresién geométrica.

d) La raz6n de una progresién geométrica puede ser un niimero menor que 0.

e) Si una progresion geométrica tiene razén negativa a partir de un determinado térmi-
no, los siguientes son todos negativos.

a)a,=a;+(n-1)-d
Sid<0 — d=-k — a,=a,—(n-1)-k — a,<a; — Laprogresién es decreciente
— Verdadero.

b) Si el primer término de una progresién geométrica es negativo y la razén es positiva —
— Todos los términos de la progresién son negativos — Falso.

c) Falso.
Contraejemplo:
Sea a,=2,4,6,8, ... = Progresién aritmética con d = 2.
Sea b,=1,4,7,10, ... = Progresién aritmética con 4= 3.
Entonces 4, - b, = 2, 16, 42, 80, ... vemos que no es una progresién geométrica ya que

€1 €25 €35 Chp -
i =16:2=8
c3:0,=42:16=8
d) Verdadero.

> No es una progresion geométrica.

=25.5. 3.9, =27
3 )5) 3) 5, 25

Ejemplo: sean los términos

Pertenecen a una progresién geométrica de razén —% <0

e) Falso.

En la progresién del ejemplo anterior la razén es negativa y los términos van alternando el
signo.
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Resuelve

1 ;Cudl de estas igualdades asocias al enunciado del montén de trigo que aparece en el pa-
piro egipcio? ;Cudntas medidas tiene ese monton?

1 _ 1 _ X _5_X X ,5_ X
Olx=z=5=5| Qx-3-5=5 @ F+5-7

La igualdad 11.
x  x _ 6x — 2x — 3x _ X _ _
x_g—j_s e —6 —5 — 6 5 — x=30

El montén tiene 30 medidas.

2 Completa en tu cuaderno la igualdad que relaciona las dreas de las dos figuras geométri-
cas que tienes en la pdgina anterior: 2> — 4% = ...

at—b*=(a+b) (a-1b)

3 Traduce a lenguaje algebraico (al estilo actual) el enunciado del problema de la cosa,
descrito mads arriba. Después, averigua el valor de dicha cosa. Si no sabes resolver la ecua-
cién, halla la incégnita tanteando.

16x+35=3x-x = 3x2—16x-35=0

La cosa vale 7.
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T ) EXPRESIONES ALGEBRAICAS
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1 Describe mediante una expresién algebraica o una ecuacién cada uno de los enunciados
siguientes:

a) El doble de un nimero menos su tercera parte.

b) El doble del resultado de sumarle tres unidades a un nimero.

© : El 4drea de este tridngulo es 36 cm?.
X

2x

d) Gasté en un traje 3/5 de lo que tenia y 60 € en dos camisas. Me queda la mitad de lo
que tenia.

a) 2x — Ly
3
b) 2(x + 3)

2x-x _
c) =5 36

d)x—<gx+60)=;x
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2 ) MONOMIOS
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1 ;Cuidl es el grado de cada uno de los siguientes monomios?
a) —SxyZz3 b) 11xy2 c) -12
a) Su grado es 6. b) Su grado es 3. c¢) Su grado es 0.

Efectua las siguientes sumas de monomios:

a) 5x+3x2—11x+ 8x—x% + 7x b) 6x2y— 13x2y + 3x2y—x2y
) 2x—5x2 + 3x + 11y + 2«3 d) 3yz3 + y32 - 223y + 529>
a) 9x + 2x2 b) —5x2y

c) Sx—5x+2x3 + 11y d) yz° + 6y°z

Efectiia los siguientes productos de monomios:

2 2 3
) (2+)- o0 b (247)-(-3)
o (7xy*) - (2) d) (5xy2) - (-3x%2)
a) —4x* b) %xﬁ
c) l4xy? d) —15x%yz>

Simplifica cada uno de los siguientes cocientes. ;Cudl de ellos es monomio?

a) 5x4y b) 5x4y2 C) sz
3xy? 3x3y 5x%
5xty _ 5x? b) 5x'y? _ Sy 9 Bx? 3

3xy? 3y 3x3y -3 5x* 5x?
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3 ) POLINOMIOS
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1 Simplifica, cuando sea posible, cada uno de estos polinomios e indica su grado:
a) % —3x%+2x2 + 3 b) 5x2 + x% — 3x2 — 2x% + &3
) xd+3x2-2x3+x+x3-2 dDx-1+3x2-4
e) x+ x5 +x°—x3
a) Su grado es 6. b) —x% + x3 + 2x2. Su grado es 4.
o) 3x%+x-2. Su grado es 2. d) 3x2+x-5. Su grado es 2.

e) x> +x. Sugrado es 5.

Sean A=5x3-2x+1, B=x4—2x2+2x—2, C=x3-1 y D=x%_x3 4 x2.
Realiza las siguientes operaciones:
a) Colocidndolos uno encima de otro:
i)A+B ii)A— B iii) 4+ C iv) C—D
b) Agrupando los monomios semejantes:
i)A+B-C i)A+B+C+D iii) A-C+ D
a)
i) 5x3 - 2x + 1
x4 —2x? 4 2x = 2
x4+ 5xd - 22 -1

ii) 5x3 — 2%+ 1
— x4 + 2% — 2x + 2

—xt s 5x3 4 2%% — dx + 3

_.
=
=
N
2
(SN}
|
)
X
+
—_

b)
) 5x —2x e 1axt— 202+ 2x—2— 53+ 1 = x% 4 423 — 242
i) 53— 2+ 1o — 2624 26— 2+ —1axf—xd e w2 =264 1 5x3 4 x2 =2

i) 532 —2x+ 1—xd + T+xt—xd 4+ x? = x4 3x3 + x2 = 2x + 2
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9 Q-R
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3 Siendo P=4x*+3, Q=5x>-3x+7 y R=5x-8, calcula:
alP-Q b)P-R
a) 42 + 3
Sx? — 3x + 7
28x? + 21
12x3 - 9x
20x4 15x2
205 — 12x3 + 43x7 - 9x + 21
b) 4x? + 3
5x — 8
32x? - 24
20x3 15x
20x% — 32x% + 15x — 24
Q) 5x? 3x + 7
5« — 8
40x% + 24x — 56
25x% — 15x% + 35«
25x3 55x2 59x — 56

4 Operay simplifica la expresién resultante.
a) x(5x2 + 3x— 1) = 2x%(x — 2) + 12x2

b) 5(x - 3) +2(y+4)—%(y—2x+3)—8

c15.

2(x-3) 4(y — x)

L X2 5

5

15

d) @%-2x+7)5x3 +3) - (2x° = 3x3-2x+ 1)

a) 5xd + 3x% —x— 23 + 4x? + 12x%2 = 3x3 + 19x2 — x

b) 5x—15+2y+ 8-

g)’

+%§x-7—8=

29
3

—_— X — —

© 10(x—3)—12(y—x) + (x+2) =105 =10x—30 — 12y + 12x + x + 2 — 105 = 23x— 12y — 133
d) 5x° + 3x2 — 10x* — 6x + 35x + 21 — 257 + 3x0 + 2x— 1 = 3x° — 10x% + 38x3 + 3x% — 4 + 20



5 Desarrolla los siguientes cuadrados:

a) (x + 4)2 b) 2x - 5)?
d) (% + %)2 e) (2x2 - %)2

a) x2+ 16 + 8x

o) 1+36x%—12x

e) 4x? + L _92. (16x% + 1 — 8x2)

-1

4 4

6 Efectda los siguientes productos:
a) (x+1)(x-1)

o (5-Yz+4
a) x2—1

2

X~
c)9

1
4
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) (1 -6x)2
f) (ax+b)*
b) 4x? + 25 — 20x
x* . 9

x7 9 3x 1 (4,2
4+16+4 16(496 +9+ 12x)

£) 4’2 + b? + 2abx

b) 2x + 3)(2x—3)
d) (ax + b)(ax - b)
b) 4x% -9

d) a%x? - b?
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A ) IDENTIDADES
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1 De estas igualdades, ;cudles son identidades?
aA)a+a+a=3a b)3a+15=3-(a+5)
o) x%.x=27 da+a+ra=15
€) x+x-x=x> Da+r5+a=2a+5
g 2x-3)-2x+3)=4x-9 hm? -m—-6=m+2)-(m-3)

Son identidades a), b), €), f) y h).

Completa, de la forma mds breve posible, el segundo término de estas igualdades para
que resulten identidades:

a) 44:4:4:4 _ |3 b)5a—4+a- 2424 _ 3

a-a a-a
Qa-bra-cra b= DA-8)-A+b)+b*+a-1=]
a) a° b)Sa-4+a—a=5a—-4
c) 2ab + ac dD1-62+b*+a-1=a

Partiendo de cada una de las siguientes expresiones, llega mediante identidades a los re-
sultados que se indican:

a) (x+3)2—(x2+x+6) — 5x+3
b)(x+2):-(x+6)—(x+2)-(x+5) — x+2
o x?+1)-(x+1)-(x—1) e |
d) (x?2-1) - (x-1)2 — 2(x-1)
e) (a+b)?*—(a-b)? — 4ab

a) (x+3)°2—(x?+x+6)=x2+6x+9—-x*—x—6=5x+3
b) (x+2) - (x+6) —(x+2) - (x+5) = (x> +6x+2x+ 12) — (x> + 5x+ 2x + 10) = x + 2

DG2+1) -+ 1) - x—D=0G+x2+x+1D-(x=D=x?—xd+x3-x21+x>—x+x 1=
4
=x"—-1

DE?-1D)—(x-1)2=(x?-1)-(*-2x+1)=2x-2=2(x—1)
e) (@+b6)2—(a—056)2%=(a?+2ab+ b% —(a®=2ab+ b3 =4ab
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4 Extrae factor comiin en cada expresién:

a) 5x2 — 1553 + 25x*

©) 2x3y5 — 3x2y% + 2x7y? + 7x3y3
€) 2(x-3) + 3(x-3) - 5(x - 3)

2_
9 P G-n-Zp-1

a) 5x%(1 — 3x + 5x2)

c) x2y2(2xy> = 3y% + 2x° + 7xy)
e) (x—3)2+3-5)=(x-3)-0=0

g (- 1><"2_2#> =y - 1)(’572 - 5>

yx-_x_ 1
3 9 15
d) 2x%y — 5x3y 2y - 3)
£) 2xy? — 6x2y> + 4xy3
h) (2x% +1)?
3

d(d_x_1
b) 3 (X 3 5)

d) x%y(2 — 10xy + 15x)
£) 2xy%(1 — 3xy + 29)

- %(sz +1)

h) %(2x2+1)[(2x2+1)—4]=%(2x2+1)(2x2—3)

5 Expresa en forma de cuadrado de una expresién algebraica o de producto de dos expre-

siones.
a) 4x% - 25 b) x2 + 16 + 8x O x2+2x+1
d)9x?+6x+1 e) 4x2 + 25 - 20« f)x?z+x+1
22_ .2 @) B3 1 . 4_
g 144(x°)* —x h) 25 + 5 7 i) 16x*-9
20 | 8%
j) 100 " 5 +64
a) 2x+5)(2x-5) b) (x + 4)? o) (x+1)2
2
d) Bx + 1)? e) (2x—5)2 f) (% + 1)

g) (12x% —x) - (12x% + %)

) (oo

6 Completa estas igualdades para que sean identidades:

i) (4x2—3) - (4x2 + 3)

a)x—..+1=(kx-..)2 b) 4x2% + ... + 36 = (... + 6)>
) 9x?—...=Bx+...)(..—5) d) %xz +x4 =G x+...)2

¢) 9x2—25=0Bx+5)-(3x—5)

b) 4x2 + 24x + 36 = (2x + 6)?

2
d) l9€2+x+1=<x+<1—%x))

4
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7 Simplifica las expresiones siguientes:
a) (x=2)(x+2) — (x* + 4) b) Bx—1)?— 3x + 1)?
c) (x+3)% = [x*+ (x—3)?]
a) x2—4-—x2—4=-8
b) (9x? —6x+1)— (9x2+6x+1)=9x? —6x+ 1 - 9x? —6x— 1 =—12x

) (2 +6x+9) —[x2+(x*—6x+9)] =x2+6x+9—x2—x2+6x—9=—x2+12x

8 Asocia cada expresion algebraica de la izquierda con el factor comin que se puede ex-
traer de ella en la derecha:

1253 — 8x5 + 4x2%y% - %xz 2(x-2)
@?=1)+ (x2=2x+1) - (4x—4) 3x
6(x2% — 4x + 4) — (2x% - 8) + (30x — 60) x—1
9x? — 18xy2 — 6xyz + 6x 4x?

Obtén las expresiones simplificadas después de extraer los factores.

1253 — 857+ 4x?y? — %x2 - 4x2(3x N é)

-+ (x?=2x+ 1) —(bx—4) =(x—1) [(x+ 1)+ (x=1)—4] = (x—= 1)(2x— 4)
6(x? —4x+4) — (2x%2 = 8) + (30x—60) = 2(x - 2) [3(x—=2) = (x + 2) + 15] = 2(x = 2)(2x + 7)
9x? — 18xy% — 6xyz + 6x = 3x(3x — 6y> — 29z + 2)

9 Multiplica y simplifica el resultado.

a)%+%—%—37x—%por8 b)x+2x9_3+x?:1—1‘?"’;"'4 por 9
2
9 (2x;4) 3 x(x2+1) _5 por 8 d) 3(x4+2) . 3x2+5 B 5(4:;+1) +% por 12

Q) dx+2x+x—6x—2=x-2
b)9x+2x—3+3(—1)—(12x+4) =9x+2x—3 +3x—3 - 12x—4 = 2x— 10
o) 2x—4)? —4x(x + 1) — 40 = (4x% — 16x + 16) — 4x2 — 4x — 40 =
= 4x? — 16x + 16 — 4x? — 4x — 40 = —20x — 24
d) 9(x+2) + 6(3x +5) —10(4x + 1) + 25 =9x + 18 + 18x + 30 —40x— 10 + 25 = —13x + 63
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5 ) COCIENTE DE POLINOMIOS
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1 Halla el cociente y el resto de estas divisiones:
a) (x5 -7x%*+3x2-8): (x2-3x+ 1) b) (6x% + 3x3 — 2x) : (Bx2 + 2)
) Bx®—2x%+4x-5): (x3-2x+1) d) (x% +3x3 +2) : (x% + 3%)
a)  x0 — 7x* + 3x? _8|x2—3x+1
-0+ 3xio &P X —4x? — 13x— 32
— 4xto B 32 - 8
+ 4xt— 1263+ 4x?
~ 13x7+  7x? - 8
+ 13x3— 39x% + 13x
- 32x%+ 13x— 8
+ 32x%— 96x + 32
— 83x+ 24

Cociente: x3 — 4x% — 13x — 32; Resto: —83x + 24

b) 6x% + 3x° - 2x 3x2+ 2
— 6x* — 4x? 2%+ x — 413
3x% — 4x? — 2x
— 3x3 - 2x
— 4x? — 4x
+ 4x? +8/3
— 4x + 8/3
Cociente: 2x% + x — % ; Resto: —4x + %
o 3xd —2x4 + dx— 5% — 2%+ 1
- 3x° + 6x2 — 3x? 33— 2x + 6
— 2t 63 - 3%+ dx— 5
24 —4x? + 2x
6x3 —7x%+ 6x— 5
— 6% +12x — 6
— 7x? +18x — 11

Cociente: 3x2 — 2x + 6; Resto: —7x% + 18x— 11

d)  x* 433 + 2 |x* + 3x
— x* - 3x 1

3x3 — 3x + 2

Cociente: 1; Resto: 3x3 — 3x + 2
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2 Calcula por Ruffini el cociente y el resto de cada una de las siguientes divisiones:
a) Gxt+2x3 —x2+5x—3): (x+ 1)
Q) 5x% +6x%2-11x+13): (x—2)

a)

-1

3

2 -1 5 3
-3 1 0 -5

3

-1 0 5 | -8

Cociente: 3x° — x2 + 5; Resto: —8

b) 1 2 2 -1 -6
2 2 0 4 6
1 0 2 3 0
Cociente: x3 + 2x + 3; Resto: 0
<) 5 6 -11 13
2 10 32 42
5 16 21| 55
Cociente: 5x2 + 16 + 21; Resto: 55
d) 1 -1 2 -8
-2 -2 6 -16
1 3 8 |24

Cociente: x* — 3x + 8; Resto: —24

b) (x*-2x3 + 2x2 - x—6) : (x—2)
d) @3-x2+2x-8): (x+2)
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Indica si alguno de los polinomios siguientes es divisible por (x + 1) o por (x—2):

) P(x) =x¥+x3+x2+x+1
Q) R(x) =x*—2x3-2x2+ 6x -4

b) Q) =x3 + 4x2 + x—- 6
d)Sk) =xt—x3-x2-x-2

a) 11 1 11
-1 -1 0 -1 0
1 0 0 \# — El resto no es cero, luego no es divisible entre
(x+1)
1 1 1 1 1
2 2 6 14 30
1 3 7 15 \i — El resto no es cero, luego no es divisible entre
(x-2)
b) 1 4 1 -6
-1 -1 -3 2
1 3 2 \i — El resto no es cero, luego no es divisible entre (x + 1)
1 4 1 -6
2 2 12 26
1 6 13 \i — El resto no es cero, luego no es divisible entre (x — 2)
<) 1 2 =2 6 -4
-1 1 3 -1 -5
1 -3 1 5 \i — El resto no es cero, luego no es divisible entre
(x+1)
1 2 2 6 -4
2 2 0 -4 4
1 0 2 2 \i — Es divisible entre (x — 2)
d) 1 -1 -1 -1 =2
-1 -1 2 -1 2
| ) 1 2 \i — Es divisible entre (x + 1)
2 2 0 2
1 0 1 \i — Es divisible entre (x — 2)
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4 En estos apartados se ha aplicado la regla de Ruffini para realizar divisiones. Indica en
cada caso el dividendo, el divisor, el cociente y el resto, y exprésalos de esta forma:

P(x R(x
2 =9 g
a) 1 -1 2 9 3
-2 2 6 -8 -2
1 3 4 1] 1
b) 2 0o 2 1
1 2 2 0
2 2 2 o 1
c) 1 =2 0 -9
3 3 3 9
1 1 3| 0

) P =x*—x3 - 2x2 + 9x+ 3

Qx)=x+2
Clx) =x3 —3x2 + 4x + 1
R(x) =1

4_ .3 2
x4 = x3 — 2 +9x+3=(x3_3x2+4x+1)+ !
X+ 2 &

b) P(x) = 2x* - 2x + 1

Qx)=x-1

Clx) = 2x3 + 2x% + 2x

R(x)=1

2~ 2x 41 = (2% + 2x% + 2x) +

x—1 x—1

o) Plx) =x3—2x%2-9

Qx)=x-3

Clx)=x%+x+3

R(x)=0

3 2
X =2x" =9 =x*+x+3
x -3
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1 Utiliza los productos notables y la extracciéon de factor comin para factorizar estos poli-
nomios:

a) P(x) = 3x3 — 6x% + 12x b) P(x) = 4x* + 6x2
©) P(x) = 4x% — 24x + 36 d) P(x) =9x2 + 6x + 1
a) 3x3 — 6x% + 12x = 3x(x? — 2x + 4) b) 4x* + 6x2 = 2x2(2x2 + 3)

) 4x?—24x + 36 =4(x? - 6x+9) = 4(x— 3)% = 4(x— 3)(x— 3)
d) 9x2 + 6x+1=Bx+1)?
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Transforma los siguientes polinomios en producto de factores. Ayuidate de la regla de

Ruffini:
a) P(x)
b) P(x)
c) P(x)

=x3 +4x2-11x-30
= x% — x3 — 4x? + 4x (extrae factor comin x)
= x4 - 3x3 - 15x2 + 19x + 30

d)P) =x?+x3—x2+x-2
a) 1 4 -11 -30
3 3 21 30
1 7 10 0 — (x—3) es factor
=5 -5 -10
1 2 0 — (x+5) es factor
P(x) = (x=3)(x+ 5)(x + 2)

b) x4 — x3

—4x? + 4x = x(x3 — x% — 4x + 4)
1 -1 -4 4

1 1 0
1 0 —4 L — (x—1) es factor
2
1 2 L — (x—2) es factor
Plx) =x(x— 1)(x—2)(x+ 2)
<) 1 -3 -15 19 30
2 2 2 34 30
1 -1 -17 -15 0 — (x—2)es factor
-3 -3 12 15
1 -4 -5 0 — (x+ 3) es factor
-1 -1 5
1 -5 |i — (x+ 1) es factor
Plx) = (x—=2)(x+3)(x+ 1) (x—5)
d) 1 1 -1 1 =2
1 1 2
1 2 1 2 \i — (x—1) es factor
-2 -2 0

P(x) =

-2
1 0 1 0 — (x+2)esfactor

(x— Dl +2)(x2+ 1)
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1 Simplifica las fracciones siguientes:

5x>
5x%(x —1)

5(x+2)—(x+2)
2(x+2)

a)

©)

1
Sy

9 &+G-1D 4 _,

2(x+2) 2

2 Operay simplifica.
a) 2,3

+ x—-2
x 2x X

3 3x 1
2 x+2 (x—2)(x+2)+x—2

5(x —1)2

b) 10(x-1)

d 2x%(x +3)
4x(x + 3)?

Se—1)(x—-1) (x—1)
b) 5-2(x-1) 2

2-x-x(x+3) X

9 2.2-x(x+3)(x+3) B 2(x+3)

3 . 2x+1) 2
x+1

x(x +1)? Cx

2) 4 +i+2(X—2)=7+2x—4_2x+3

2% 2x 2x 2x

3x 2 2(x+1)

2x

X

x(x+1) ¥ x(x+1)  xlx+1) xlx+1)

3(x—2) 3x

c)

(x+2)

x—2)(x+2) (x—-2)(x+2)  (x=2)(x+2)

x
(x—2)(x+2)

3 Efectua las siguientes operaciones y simplifica:

a) w:(xﬂ)
X

2x . 4x*
C) x-=1"2(x-1)
o) 3x-1) 18(x-1)
2 3x
5 DG 1 e
X x—1 X
o 2 2-1)_ 2 _1
x—1  (2x)? 2% x
e) 3(x-1) _ 3x  _9x _ 1
X2 18(x—1) 8x2 2x

x-3
x3

b) 6x?-

d x+5. 5
) 10 (x+5)2

2x* | 6x
g 3x  4x3

b) 6x%(x — 3) _ 6(x —3) _6x—18
os. X X

5(x+5) 1
d 10(x +5)%  2(x+5)

3
120 _1
1264 x
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4 Ten en cuenta las identidades notables antes de operar y simplificar.

) =L (e by X&=2) 224
x x x+2
¥ -2x+1 x-1 3x_3.x(x+1)
c) P F d) 2 21
2) (x+1)(x—l):(x+1)=(x+l)(x—1). 1 _ (-1
x x+1 x

x(x—2) (x+2)(x-2) oy, 1
b) == — 2 E Yyt

2 2
Q) (x—1) :x—lz(X—l) X
x x X x—1

d) S(x—l)_ x(x-1) 3

X2 (x+1)(x—1) «x
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A 4
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1. Expresiones algebraicas

Hazlo tu

e Expresa en lenguaje algebraico la siguiente afirmacién: «La base de un rectangulo mide
P guaje alg gu gu

5 cm mds que la altura. Si disminuimos la altura en 2 cm, el 4rea del nuevo rectingulo serd
60 cm?».

x — Altura = (x+5)(x—2) =60

2. Utilizacion de identidades

|
.

Hazlo tu

* Simplifica a) y transforma en producto b).

)% b) (x=1) - #%— (x—1) - 4
) G- x5 b) (x— 1)(x? — 4)

3x%(x—5)  3x?

3. Transforman en producto

Hazlo tu

* Transforma en producto.

a) 180x3 — 80x b) x3 —3x—2
a) 20x(9x2 — 4) = 20x(3x + 2)(Bx — 2)
b) 1 -3 2

2 2

1 2 1 > (x-2)
11 = (x+1)

(x=2)(x+ D+ 1) = (x=2)(x + 1)2

-1
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

v
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Traduccidén a lenguaje algebraico

1 Expresa en lenguaje algebraico utilizando una sola incégnita.
a) El doble de un nimero mas su cuadrado.
b) El producto de dos niimeros consecutivos.
¢) La mitad de un nimero aumentado en 3.
d) Un multiplo de 3 menos 7.
e) El precio de una raqueta después de aplicarle una rebaja del 20 %.

f) El precio de un libro después de cargarle un 4% de IVA.

a) 2x + x? b) x(x + 1) 0) (x ; 3)
d) 3x—7 e) 0,8x f) 1,04x

2 Utiliza dos incdégnitas para expresar en lenguaje algebraico estos enunciados:
a) Un nimero mas la mitad del cuadrado de otro.
b) El cuadrado de la diferencia de dos nimeros.
¢) La suma de las edades de una madre y su hijo hace 5 afios.
d) La edad de Andrea, dentro de 7 afios, serd el doble que la que tenga Lucia.

¢) En una empresa se han envasado 1500 litros de aceite en garrafas de dos tamaifos:
unas de 2,5 litros y otras de 5 litros.

f) En un test de matemdticas te dan 4 puntos por cada acierto y te restan 1 punto por
cada error. Luis obtuvo 60 puntos.

g) El cubo de la diferencia de dos niimeros es 8.

2

a)x+y7 b) (x— ) Q) (=5 + (-5

d) Edad de Andrea — x
7=2 7
Edad de Lucia — y > o b7

e) x — N.°de garrafas de 2,5 litros > 2,5% + 5y = 1500
y — N.° de garrafas de 5 litros

f) x — Aciertos
4.x+1.y=060
y — Errores > 7

g (x—9)°=8
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Asocia cada una de las siguientes expresiones al perimetro y al drea de los rectingulos A4,
B y C que tienes debajo:

a) 12x b) 4x-2 c) 4x+6
d) 4x + 12 e) x2 + 3x f) x2—x-2

N BN

x+3 2x x+1

a) 12x eseldreade B b) 4x—2 es el perimetro de C.
c) 4x + 6 es el perimetro de A. d) 4x + 12 es el perimetro de B.
e) x2 + 3x esel drea de A. f) x2—x—2 eseldreade C.
Expresa algebraicamente el perimetro y el 4rea de estos rectangulos:

C y+1
X
Perimetro = 2 (x + y) = 2x + 2y Perimetro=2(x — 1+ y)=2x + 2y — 2
a) A 4 b) ‘
Area = xy Area=(x—1)y=xy—y

Perimetro=2(x+ y+1)=2x+2y + 2
2 Area:x(y+l)=xy+x

Monomios y polinomios

5

En cada uno de los siguientes monomios, indica el coeficiente, el grado y su valor numé-
rico para x=-2 e y=1/3. ;Cudles son semejantes?

a) —-5xy b) (-7x)3 c) 8x d) (xy)2
2.2

2 4,3 3y« w1
93 bS* 85 ) 2*
a) Coeficiente —» -5 b) Coeficiente — —343

Grado — 2 Grado — 3

Valor numérico — 13—0 Valor numérico — -8
c) Coeficiente — 8 d) Coeficiente — 1

Grado — 1 Grado — 4

Valor numérico = -16 Valor numérico — %
e) Coeficiente — % f) Coeficiente — %

Grado — 0 Grado — 3

Valor numérico — % Valor numérico — —%
g) Coeficiente — —% g) Coeficiente — %

Grado — 4 Grado — 1

Valor numérico — _ 4 Valor numérico — -1

15
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Simplifica estos polinomios:

a) %x—x2+%x2—2x+2 b) 2x—7y—3x+ 6y + x

) x2y? — 352y — 5xy% + x%y + xy?
2,1

a) %x Xt 2 b) —y ) x%y? — 2x%y — 4xy?

Efectiia los siguientes productos de monomios:

2)(_ 2) (42 3,3)(L,3 1,.)\(3xz
) (66939 byt o (30)le) @l
a) 6x2 (=3x) = —18x3 b) (2xy?)(4x?y) = 8x3y>
3.3\ Ly3) 23,6 1. \(3x2)_3,2
9 <4x><2x> 8" d><4xy>(2> g™ )*
Efectiia, reduce y di cudl es el grado del polinomio resultante en cada caso:
a) x(x2-5)-3x2(x+2) - 7(x2+ 1) b) 5x%(-3x+ 1) —x(2x—3x%) -2 . 3x

a) x(x2=5) = 3x2(x+2) = 7(x2 + 1) =x3 = 5x—3x3 —6x2 = Tx% -7 =
=-2x3—13x2 - 5x—7 — Grado 3.
b) 5x% (-3x + 1) —x(2x — 3x%) — 2 - 3x = —15x2 + 5x% — 2x% + 3x° — 6x =
=—12x3 + 3x> — 6x — Grado 3.

Considera estos polinomios:
A=3x3-5x2+x-1 B=2x*+x3-2x+4 C=-x3+3x2-7x
Halla: A+ B; A-C A-B+C
A+B=3x3-5x2+x—1+2x% +x3 - 2x+ 4 =2x% + 4x3 - 5x* —x + 3
A-C=0x3—5x? +x—1) = (x> +3x2 = 7x) =353 —5x? + x— 1 + x7 = 3x? + 7x =
= 4x7 — 8x%2 + 8x— 1
A-B+C=0Bx3=5x2+x—1)— 2x* + x5 = 2x + 4) + (=3 + 3x2 = 7x) =
=353 =5 x—1-2x% - x4 2x— 4 —x3 + 3x2 - Tx =
=24+ x3 - 2% —4x -5
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10 Operay simplifica.

a) 2x2+3)(x—1) —x(x—-2) b) (x% = 5x + 3)(x2 — x) —x (x> - 3)
c) <%x2 + %x + %)(Gx— 12) d) x3-13x+2) - (x2-1)
e) (%% +2) - (% — 144?) f) (x—%)-(2x+2)o(4x—l)

) 2x2+3)(x—1) —x(x—2) =2x3 —2x% + 3x -3 —x? + 2x=2x% - 3x% + 5x— 3

b) (x2 = 5x + 3)(x% —x) —x(x% = 3) = x* —x% = 5x% + 5x% + 3x2 — 3x — x* + 3x = —6x> + 8x2
c) (%xz +%x+%>(6x— 12) = 3x3 — 6x% + 10x%2 = 20x + x— 2 = 3% + 4x2 — 19x -2
dP=—13x+2)(x%2=1) =x’ —x3 =135 + 13x+ 2x2 =2 = x> — 145> + 2x% + 13x =2

) (=x2 + 2)(x3 — 14x2) = —x° + 14x? + 2x3 — 282

£) 2x2+x—1)(4x—1) = 8x3 + 2x2 - 3x + 1

11 Piensa y sustituye en tu cuaderno los huecos por los niimeros que faltan.
(2x? - ) + (e + 2) = 1023 — 1152 — 6«
(2x2—3x) - (5x +2) = 10x2 — 11x2 — 6x
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12 Reduce las siguientes expresiones:

a) 6<5x—4 L 2x=3 _ x—l)

6 2 3
x+6 x+1 3x-1
b)12< 3 2 ' 4 )

2x-1) =x(x+1) 1
C)ZO[ 0 " 3 +Z]

Sx -4 2x-3 x—-1)_=<. 2 (e 1)
a)6< c tT a3 T3 )—Sx 4+302x-3)-2(x-1) =

=5%x—4+6x—9—-2x+1=9x—12

m12<x§6-le+3{;1>=4u+6)_6u+1)+3@x_1)=

=4x+24—-6x+6+9x—-3=7x+ 15

C)ﬂ42@—1)_x@+l)+1

_ _ _ - 4 2 — 42
0 5 4]_4(x 1) —dx(x+ 1) +5=4x—4 —4x"—4x+5=—4x"+ 1

13 Multiplica cada expresién por el min.c.m. de los denominadores y simplifica el resulta-

do:

3+x _5-x_ «x+1
V8 6 12

by%u_n_%u+n+%

) 3x-3 «x+1 .1

j— + —

5 3 2

3+x S5-x x+1 _ 3+x _S5—x _x+1)_ _ ) =
a) s "¢ "1z —24< S Z 12) 33+x) —4(5-x) —2(x+1)

=9+3x—20+4x—2x—-2=5x-13

w%W—U—%@+U+%:14%u—n_%u+n+9=

=3.3(x—1)—4(x+1)+2=9x-9—-4x—-4+2=5x-11

3x—=3 _x+1 1 _2¢|3%x=3  x+1  1|_ _3)_ =
Q) 5 Tt 30[ 5 3 +2] 6(3x—3)—10(x+ 1) + 15

=18x—-18—-10x—10+ 15=8x—-13



Identidades notables. Factor comun

14 Desarrolla estas expresiones:

a) (x + 6)2 b) (7 - %)*
2

d) 5x + 9)? e) <x+;)

2
9 (2x-1y) b (2~ 22
a) (x+6)2=x%+36+ 12x
o) Bx=2)2=9x2+4—12x

2

e) <x+%> =x2+%+x

2.1 12 4 .2
g) —x —2<§x-§y>+§ 2 25x2 2(

h) x* — 4x3 + 452
15 Expresa como diferencia de cuadrados.
a) (x+7)(x-7)

d) x2+1)2-1)

.

a) (x+7)(x=7) =x=—49
0) B+ 4x)(3 —4x) =9 — 16x2
e) (éx — 1><;x + 1) = %xz -1

b)(3+x)(3-x)
1

1)(

2
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¢ (B3x-2)2
H (x-2y)2
i) (2«2 - 3y%)?

b) (7 —x)?% = 49 + x% — 14x
d) 25x% + 90x + 81

£) (x—29)% = x2 + 4y — 4wy
2 12_ 4.2 4 1.2
15’”)*9 25" T 15V T 9Y

D) 4x%—12x%% + 9"

c) (3 +4x)(3 - 4x)

) afutiel
b) 3+x)3B—-x)=9-x2
d) (x* + D(x2-1)

N

=xt-1

16 Completa con el término que falta para que cada expresion sea el cuadrado de una suma

o el de una diferencia:
a) x% + ... + 4«
) x2+9+...

e 4x2+1+..
g) 25x% +y* — ...
a) x% +4 + 4x

o) x2+9+6x

e) 4x? + 1 +4x

g) 25x% + y2 — 10xy

17 Extrae factor comiin.
a) 12x3 — 8x2 — 4«

) 2xy? — 4x?y + x%y?
a) 12x3 — 8x% — 4x = 4x(3x> — 2x — 1)

¢) 2xy% — 4x%y + x%y? = xy(2y — 4 + xy)

b)x% +...— 10x
d)x2+16-...

f) 9x2 +...+ 12«
h)x%+...+x

b) x2 + 25— 10x
d) x%+16-8x

£) 9x? + 4 + 12x

h)x2+%+x

b) —3x3 + x — x?

d) 2,2 +%x3 - %x

b) —3x3 + x—x% =x(-3x%+ 1 — x)
202,13 5, _1 2_

d) £x t N o 3x(2x+x 5)
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18 Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia, como en el ejemplo.

19

o x?+25+10x=x2+5%+2.5x=(x+5)2

a) x2 + 49 — 14x b)x%+1-2«x
©) 4x% + 1 + 4 d) x2 + 12x + 36
e) 25x2 + 49 + 70x f) 100x2 - 60x + 9

Q) x2+49 - l4x=x>+72-2.7x=(x=7)2
b)x?+1-2x=x2+1%2-2x=(x—1)2

Q) 4x? +1+4x=02x2%+1%2+2-2x=(2x+ 1)?
dDx?+12x+36=x2+2-6x+6%=(x+6)>
e) 502+ (7)2+2-7-5x=(5x+7)>

£) (1002 -2 -3 10x + (3)? = (10x — 3)?

Reconoce las identidades notables y transfé6rmalas en productos.
a) 49x2 - 16 b) 4x2% — 49

c) x* - 18x + 81 d) 121 - 1002

e) Ix2+12x+ 4 f) 9x2—24x + 16

g) 25 — 100y h) 4x2 + 16x + 16

i) 36x% -1 j) 16x2 + 25 — 40x

a) (7% + (4) = (7x + 4)(7x - 4)

b) 202 - (7)?=2x=7)2x+7)

) x2=2-9.x+(9)?%=(x-9)?

d) (11) — (10x)% = (11 — 10x)(11 + 10x)

€) Ix?+ 12x+4=03x%+2-2-3x+(2)?=Bx +2)?
£) 9x2 —24x+ 16 = (3x)% =2 - 4 - 3x + (4)% = (3x — 4)?
g) (5)2 - (109)% = (5-10y)(5 + 10y)

h) 202 +2-4-2x+ (4% = (2x + 4)?

i) (6x)?%—-1=(6x+1)(6x=1)

) 402+ (5)2=2-54x=(4x—5)?

20 Extrae factor comiin y transforma en producto, como se hace en el ejemplo.

cxd+2x2 v x=x(x?+2x+ 1) =x(x+ 1)?

a) x° — 4x b) 4x3 — 4x% + x

o x¥_x? d) 3x% — 243 + 4842
a) x° —4x = x(x% —4) = x(x + 2)(x = 2)

b) 4x3 — 4x? + x = x(4x? —4x + 1) = x(2x — 1)?

o) x*—x2=x%(x%-1) = x%(x+ D(x—1)

d) 3x% — 24x3 + 48x% = 3x2(x% — 8x + 16) = 3x2(x — 4)2



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

21 Reduce las siguientes expresiones:

a) 18»(2x;5)2 _ (x-gl)z] x(x—-3) . x(x+2) Bx +2)?

b 8= 4 8

_x(x—2) (x+1)% 1]
c) 30 5 " 6 +5

| 2 2
a) 18 (ZX;S) — (x+61) ]=2(2x—5)2—3(x+1)2=8x2—40x+ 50 —3x2 —6x—3 =
= 5x2 — 46x + 47
2
b)sx“£3)+x“£2)_C”g2)]=4Ax_@+zﬂx+m_cw+zy=

=4x? _12x+ 2x% + 4x—9x% —12x—4 =
= 3x2-20x—4

x(x=-2) (x+1)2

<) 30— 13 6

+%]=2x(x—2)—5(x2+ 1+2x)+15=
= 2x% —4x—5x? =5 —10x + 15 = =3x? — 14x + 10

Divisién de polinomios. Regla de Ruffini

22 Efectia las siguientes divisiones:
a) (12x2 - 9x) : 3« b) (25x3 + 1552 —5x) : 5«
©) (18x° —12x3 + 3x2) : 6x2

a) 12x* — 9x |3x

— 1242 4x — 3
- Ix
9x
0
b)  25x% + 15x% — 5x |5«
— 25x3 5x2 + 3x — 1
15x% — 5x
— 15x2
- 5x
5x
0
c) 18x° — 12x3 + 3x? |6x?
— 18x° 3x3 — 2x + 1/2
- 12x3 + 3x?
12x3
3x2
— 3x?

0
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Divisiéon de polinomios. Regla de Ruffini

23 Halla el cociente y el resto de estas divisiones:

a) (@2 =5x+6):(x-2)
) 2x3-4x+7):(x=1)
e) (—x%+3x-7):(x-3)

a) 1 -5 6
2 2 -6
1 -3 0
Cociente: x— 3; Resto: 0
9) 2 0 -4 7
1 2 2 2
12 2 2 5

Cociente: 2x% + 2x—2; Resto: 5

e) -1 3 -7
3 3 0
\ 1 0 -7

Cociente: —x; Resto: =7

b) x3-3x2+5): (x+1)
d) (03— 4x%-7x+10): (x+2)

b) 1 3 0 5
-1 -1 4 -4
1 -4 4 1

Cociente: x2 — 4x + 4; Resto: 1
d) 1 -4 -7 10
-2 -2 12 -10
1 -6 5 0

Cociente: x%— 6x + 5; Resto: 0
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24 Ayudate de la regla de Ruffini para comprobar si los nimeros -1, 1, 2 y 3 son raices de
alguno de estos polinomios:

a)x>-7x+6 b) x3 - 3x2 + 4x— 12 O x’-3x2-x+3
a) 1 0o -7 6
-1 -1 1 6
1 -1 -6| 12 — x=-1noesraiz.

1 1 1 -6

1 1 -6 0 — x=1 esraiz.
1 0o -7 6
2 2 4 -6

1 2 3 0 — x=2esraiz.
1 0o -7 6
3 3 9 6

1 3 2| 12 — x=3noesraiz.

b) 1 -3 4 -12
-1 -1 4 -8

1 -4 8 | 20 — x=-1 no es raiz.

1 -2 2 | -10 — x=1 no es raiz.

1 -1 2 -8 — x =2 no esraiz.

1 0 4 0 — x=3esraiz.




<) 1 -3 -1 3
-1 1 4 -3
1 -4 3 0 — x=-1esraiz.
1 -3 -1 3
1 1 -2 3
1 -2 -3 0 — x=1esraiz.
1 -3 -1 3
2 2 2 -6
1 -1 -3 | -3 — x=2noesraiz.
1 -3 -1 3
3 3 0 -3
1 0o -1 0 — x=3esraiz

25 ;Cudles de estas divisiones son exactas?:
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a) B3y2-7y+2):(y-2) b) 363 + 1362 + 5b) : (b + 4)
¢) (—m3+2m—06):(m+2) d) (@a*+3a°-a-3):(a+3)
a) 3 -7 2
2 6 2
3 -1 \i — Resto =0 — Divisidn exacta.
b) 3 13 5
—4 -12 4
3 1 \;1 — Resto # 0 — Divisién no exacta.
<) -1 2 -3
2 2 -8
-1 4 | -14 — Resto=0 — Divisién no exacta.
d) 1 3 0 -1 -3
-3 -3 0 0 3
1 0 0 -1 \;0 — Resto = 0 — Divisién no exacta.
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26 Comprueba si los siguientes polinomios son divisibles por (x—2) o por (x+ 1):
a) x>—x-2

o) xt—5x2+x+2

b) 4x3 + x2 - 2x+ 1
d)x*-2x3 +5x-4

a) 1 -1 =2
2 2 2
1 1 0 — Esdivisible por (x - 2).
1 -1 =2
-1 -1 2
| ) 0 — Esdivisible por (x + 1).
b) 4 1 2 1
2 8§ 18 32
4 9 16 | 33 — No es divisible por (x — 2).
4 1 =2 1
-1 4 3 1
4 3 1 0 — Esdivisible por (x + 1).
<) 1 0o -5 1 2
2 4 -2 2
1 -1 -1 0 — Esdivisible por (x —2).
1 0 -5 1 2
-1 -1 1 4 -5
1 -1 -4 5 | =3 — No es divisible por (x + 1).
d) 1 2 0 5 -4
2 2 0 0 10
1 0 0 5 6 — No es divisible por (x — 2).
1 =2 0 5 -4
-1 1 3 3 22
1 -3 3 2| -6 No esdivisible por (x + 1).
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27 Calcula el cociente y el resto de estas divisiones:

a) 2x*-2x+5): (x2-3) b) Bx2-7x—4) : (x? + 2x—3)
) a3 +3x2—2x+4): (x* +x+ 1) d) (—x* + 6x% — 4) : (x% — 2%)
a) 2% — 2x + S5 |x% + 3
— 2x? + 62
- 2x + 11

Cociente — 2; Resto —» —2x+ 11
b) 3x%2 - 7x+ 4 |x%2+ 2x - 3
-3 - 6x+ 9 3
- 13x + 5

Cociente — 3; Resto — —13x+ 5

o  5x3 4+ 3x2 — 2% + 4 |x? + x + 1

— 5x3 — 5x? — Sx 5x — 2
— 2% — 7x + 4
2%% + 2x + 2
- 5x 6

Cociente — 5x—2; Resto = —5x+6

d) — x4 + 6x2 — 4| x? - 2

xt - 2x3 —x? - 2x
- 2x% + 6x* — 4
2x3 — 4x?
2x2 - 4

Cociente — —x2—2x; Resto — 2x%—4
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28 Halla el cociente y el resto de estas divisiones:

a) W +2x2+1): (x*+1) b) 2x3 -x2-x+1): (x2-1)
) @3-3x2+2x-2): (x2+x-1) d) (x*—5x3 +2x) : (@2 -2x+ 1)
a) X3+ 2x? + 1 |x% + 1
- %3 - X x + 2
2x? — x + 1
— 2x? -2
- x -1

Cociente — x+ 2; Resto > —x—1

by 2x3 —x? - x+ 1 |x2 -1

— 23 + 2x 2x — 1
- x%+ x4+ 1
x? -1
x

Cociente — 2x—1; Resto — «x

O x—3x% + 2x— 2 |x* + x -1

- x - X+ x 2x — 4
— 4x? + 3x — 2
4x2 + 4x — 4
7x — 6
Cociente — x—4; Resto — 7x—-06
d) x* - 5x3 +  2x x2 — 2%+ 1
—xt 23 - K2 x2 —3x -7
—3x3 - x?+ 2
3x3 — 6x% + 3x
- 7x% + Sx
Tx? — l4x + 7
- 9% + 7

Cociente — x%—3x—7; Resto = —9x+7
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29 Aplica la regla de Ruffini para transformar en producto los polinomios siguientes:
a) x?+2x-3
¢) 2x%-5x+2
e) 2x2-x-3

a)

b)

c)

d)

f)

-3

1 2 -3

-3 3
1 -1 0 — (x+3)

x2+2x—3=(x+3)(x—1)

-1

1 -4 -5

-1 5
I -5 0 — (x+1)

x2—4dx—5=(x+1)(x—5)

2 -5 2

4 -2
A | 0 - (x-2)

2x2—5x+2=(x—2)2x—1)

3 6
1 2 0 — (x-3)

1 -1 -6
3
x2—x—6=(x—3)(x+2)
2 -1 3
-1

-2
-3

3
0 — (x+1)

2

22 —x—3=(x+1)(2x-3)

1 -1 -4 4
1 1 0 -4

1 0 —4| 0 — (x-1)
2 2 4

x3—x?—dx+4d=(x—1D(x-2)(x+2)

1 2 0 - x-2)

b)x*—4x-5
d)x?-x-6
) ad—x?—4x+4



30 Factoriza estos polinomios:
a) x° —3x% + 2x
) x3—x2-5x-3
e) 4x2 + 13x— 12
g) 3x% - 9x? - 30x

a) x3—3x% + 2x=x(x* = 3x+2)

1 -3 2
1 1 =2
1 2] 0 5 -1
x(x—=1)(x-2)

b) x4 2253 Z3x% = 2% — 2 — 3)

1 -2 -3

-1 3
1 3] 0 - (x+1)

x2(x+ 1)(x—3)

-1

) xP—x?2-5x-3=(x=3)(x+1(x+1)
1 -1 -5 3

3 3 6 3
1 2 1 0 — (x-3)
-1 1 -1

1 1 0 — (x+1)

x=3)(x+Dx+1)
d)x3+2x2—9x—18 = (x + 2)(x = 3)(x + 3)

1 2 -9 -18
) 2 0 18
1 0 -9 0 — (x+2)
3 39
1 3| 0 — (x-3)

(x+2)(x—=3)(x + 3)
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b) x% — 2x3 — 3x2

d) x3 +2x*-9x— 18

f) x2-17x+72

h) 2x% — 8x3 + 242

e) 4x? + 13x— 12 = (x + 4)(4x — 3)

4 13 -12
4 16 12
| 4 3] 0 > (x+4)

(x + 4)(4x - 3)
) x2—17x+72=(x-2)(x-9)

1 -17 72
8 8 72
1 9] 0 - -9
(x=2)(x-9)
g) 3x% — 9x? — 30x = 3x(x? — 3x — 10)
1 -3 -10
2 2 10
1 5] 0 - (x+2)

3x(x+2)(x—5)
h) —2x% — 8x3 + 24x? = 2x%(—x? — 4x + 12)

1 412
2 2 12
-1 6| 0 > (x-2)

2x%(x — 2)(—x — 6)
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Fracciones algebraicas

31 Simplifica estas fracciones algebraicas:

9x x(x+1) (x+2)
) 12x2% b) 5(x+1) ° 243
x+5 2x2 — 4x x%2 - 2x
(x+5)2 e) x—2 ﬂ 3x
9% 3 x(x+1) x2(x+2)  x42
) 12x%  4x b) S(x+1) 5 9 23 243
x+5 1 2t —4x  2x(x—2)
d (x+5)2_x+5 ) x—2  (x=2) = 2x
N x2—2x=x(X—2)=x—2
3x 3x 3

32 Simplifica las siguientes fracciones algebraicas. Para ello, saca factor comiin:

x* — 4x b 3x 3x+3
) x> )x2+2x 9 (x+1)?
2 3 2 3
d) 2% +4x 8x° — 4x 5x° +5x
)x3+2x2 ° (2x-1)2 H A
a) x2—4x=X(X—4)=x—4 b) 3.96 — 3X - 3
x? x? x x2+2x x(x+2) x+2
3x+3 _3x+1) 3 d) 22 +4x _2x(x+2) 2
(x+1?% (x+1)2 x+1 2+ 2x2 x*(x+2) X
0 8x3 — 4x? _ 4x* (2x 1) __4x? f) 5x3 +5x _ 5x(x* +1) _5
2x-1)2  (2x-1)%2 2x-1 Pax? 2Pel) %

33 Simplifica. Para ello, transforma en producto el numerador y el denominador.

2x +4 p) x+1 x—2
2 3x2 + 6x )x2—1 9 X2 +4—4x
2 2 3 2
d) X —3x x°—4 x°+2x°+x
) x*-9 ) X% +4x + 4 g 3x+3
2) 2x+4  _ 2(x+2) _2 b) x+1 _ x+1 _ 1
3x2 + 6x 3x(x+2) 3x x2—-1 +Dkx-1) x-1
Q) x =2 _ox=2 __1 d) x2—3x= x(x — 3) __Xx
x2+d—4x (x-2)2 x-2 x2-9 (+3)(x-3) x+3
0 x4 =(X+2)(X—2)=x—2
x? +4x + 4 (x+2)2 x+2

3x+3  3(x+1)  3(x+1) 3

) x3+2x2+x_x(x2+2x+l) _x(x+1)2 x(x+1)
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34 Simplifica.
x3—6x%+9x 4xc* + 43 + 22
X7 —6x"+9x p) Ax*+4x° + x7
2 x 952 ) 4x2% -1
0 x3—3x%+2x d) x% = 2x3 — 3x2
x3—x2—4x+4 x3 - 4x% —5x
2) x5 — 6x2 +9x _ x(x%—6x+9) _ (x%—6x+9) _ (x3)—2.3.x+(3)? _
x% - 9x2 x(x2 - 9x) x2—9x x(x+3)(x—3)
_ (x—3)? __x=3
x(x+3)(x—-3) x(x+3)
b) Gty hxd e x| x2(x v d+l)  x2((220%42-2x412)
42 -1  (2x-1)(2x+1)  (Q2x-1)(Q2x+1)
~ x2(2x +1)? B x2(2x +1)
S (2x-1)(2x+1)  2x-1
Q) x3 —3x% 4+ 2x _ x(x% —3x+2) _ x(x—2)(x—1) __ X
W—x?—dx+d (x-1Dx2-4) G-DKx-2)(x+2) x+2
* 1 -1 -4 4 * 1 -3 2
1 1 0 -4 2 2 =2
1 0 4] 0 > (-1 1 1] 0 5 -2
(x— 1)(x* - 4) (x=2)(x—-1)
d) x4 2253 352 _ x2(x% - 2x - 3) _ x2(x+1)(x = 3) _ x(x —3)
x3—4x?—5x  x(x%-4x-5) xx+1)(x-=5) (x—5)
1 -2 -3 1 -4 -5
-1 -1 3 -1 -1 5
1 3 0 - (x+1) 1 5| 0 = (x+1)
(x+ 1)(x—3) (x+1D(x=5)
35 Reduce a minimo comin denominador y opera estas expresiones:
1.2 3,1 _5
a)x+x2 b)x+2x 3x
S5 _3 3-x _ x-1
C) 2x x2 d) X ¥ x2
12 18+3-10 _ 11
2 x2 b) 6x 6x
C) SX_G d) x(3—x)+x—1=_x2+4x_l

2x2 x? x2
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36 Operay reduce.
x+2 1 x-3 x?
) 3 x+2 b) 2x x-3
3 x+2 (x-1)* 1
2 x2-4 2 d x x-1
5 .x-1 xX+5 x+5
i b 2
X+ 2 =L b) xz(x—S)zx
3(x+2) 3 2x(x —3) 2
) 3(X+2) _ 3 d) (x_l) =x—1
2 +2)(x—-2) 2(x—2) x(x—1) x
e) k=2 __5 f)mzﬁ
x-2)(x=1) x-1 Sx(x+5) 5
37 Opera, y simplifica si es posible.
x 3 3x+2  x+1
2) x+1 42 b) x-1" «x
3 . 2 Cx2-1
9] o1 w1 d)@x+1): 5
a) X _i= 3x _ 3
x+1 %2 (x+1D)x? (+Dx
b) 3x+2 x+1 _ x(3x+2) =3xz+2x
x—1 " x (x+1D)(x=1) %21
C) 3 : 2 =3(X—1) _ 3
(x-1)2 x-1 2(x-1)%2 2(-1)
Cxro1 2(x+1) 0 2(x+1) 2
d) b+ 1) 2 2.1 (x+D(x-1) x-1
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Resuelve problemas

38 Expresa en lenguaje algebraico:

a) La cantidad de agua que queda en un depésito del que se sacan 1/3 y después los 2/5
de lo que queda.

b) Lo que pagué por un bocadillo, un refresco y una chocolatina, si el bocadillo cuesta el
triple que el refresco y el refresco 1 € mds que la chocolatina.

1 1
S - = 1-—=.
a) Se sacan 3 3
s del da 2 »-2.2,
esacan delo que queda & — —5-- ¢
1 2. 2_2
Luego 1-L_2.2_2
T T3 T35S
Sea x — La cantidad de agua del depésito — x—%—?—g - %

b) Sea x — Lo que cuesta la chocolatina.
El refresco cuesta — x + 1.
El bocadillo — 3(x + 1).
Luegoen total — x+ (x+ 1) + 3(x+ 1) = 5x + 4.

39 Con el dinero que tiene Laura, puede comprar tres cémics del mismo precio y le sobran
8 €. Al dia siguiente ve que los comics han bajado 2 € y piensa que con el dinero que
tenia ayer podria comprar 5 cémics a este precio. Escribe de forma algebraica este enun-
ciado.

Sea x — Lo que cuestan los cémics el primer dia.

Luego — 3x+ 8 =5(x—2).

40 La mitad de un niimero es 20 unidades menor que su triple. Elige la expresién de este
enunciado.

x-20 _ X _20-= X =
a) > 3x b) 5 20 = 3x c) >t 20 = 3x
Eslac).

41 Si Jorge tiene 12 afios y su madre 38, ;cudntos afios, x, tienen que pasar para que la
edad de su madre sea el doble de la de Jorge? Indica la igualdad que representa esta si-
tuacion.

a)2(x+38) =x+12 b) 38 =2(x + 12) c)38+x=2(12 + x)
c) 38 +x=2(12 + x).
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42 Un grupo de amigos quiere comprar un regalo para Maria y les toca a 12 € cada uno.
Si fueran tres amigos mds, les tocaria a 4 € menos cada uno. ;Cudl de estas igualdades
representa este enunciado?

a) 12(x—4) = 8(x + 3) b) 12x = 8(x + 3) c) 12x=9(x + 4)
La igualdad b).

43 La expresion 10z + b representa un nimero de dos cifras. Escribe en forma algebraica:
a) Un nimero de tres cifras.
b) El siguiente y el anterior al que has escrito en a).
¢) La diferencia entre un niimero de tres cifras y el que resulta de invertir sus cifras.
a) 100z + 106 + ¢
b) 100z + 106+ c+ 1 y 100z + 106+ c—1
c) (100z + 106 + ¢) — (100c + 106 + @) = 994 — 99¢

44 Si mezclamos 6 kg de pintura con 9 kg de otra que cuesta 3 € menos por kilo, la mezcla
nos sale a 5,20 €/kg. Si x es el precio de la pintura cara, rellena la tabla y expresa alge-
braicamente este enunciado.

X 6x
5,20
6 x 6x
9 x—3 9(x — 3)
15 5,20 6x + 9(x — 3)
Coste de la mezcla — 6x+91(5x—3) =520€

45 Si a un nimero de dos cifras le sumamos 10, se obtiene el doble del niimero obtenido al
invertir sus cifras. Escribe este enunciado de forma algebraica.

Sea x — Cifra de las decenas > 10x + 3+ 10 = 210y + %)

Sea y — Cifra de las unidades

46 Dos ciclistas salen a la misma hora, una de A hacia B a 22 km/h y la otra de B hacia A
a 18 km/h. La distancia entre A y B es 30 km. Si llamamos x al tiempo que tardan en
encontrarse, jcudl es la expresion que representa este enunciado?

a) 22x = 18(30 — ) b) 40 = 30 c)%+301gx=x
x — Tiempo que tardard en encontrarse — 22x + 18x=30 — (22 + 18)x=30 —
— 40x=30 — Lab).
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47 ABCD es un cuadrado de lado 2x + 5 m. Al trazar una paralelaa AB (que llamamos
EF) aunadistancia x+7 m de AB, obtenemos dos rectingulos EFCD y ABFE.

4 2x+5 B

x+7

O &

a) Expresa en funcién de x las dreas del cuadrado y del rectingulo EFCD.
b) Indica qué representa en la figura esta expresién: (2x + 5)% — (2x + 5) - (x— 2)
©) ;Y la expresién 6x + 62
a) Area del cuadrado — A pcp=1> = Aypcp = 2x +5)?
Area del rectingulo — b - b
Base de EFCD — 2x+5
Alturade EFCD — (2x+5)—(x+7)

Agpep = 2x+ 5)[(2x+5) = (x+ 7)] = 2x + 5)(x—2) = 2x% —4x + 5x— 10 =
= 2x% + x— 10 m?

b) 2x—5)* — Area del cuadrado ABCD.
(2x + 5)(x—2) — Area del rectdngulo EFCD.
Luego (2x +5)2 — 2x + 5)(x—2) — Area del rectéangulo ABFE.

) 6x+6=02x+4x)+(10-4) = 2x—4) + (4x + 10) = 2(x — 2) + 2(2x + 5) — Perimetro
de EFCD.

48 Expresa algebraicamente el drea de la parte coloreada.

X 2¢

A=xy—(x—4)(x—4) =xy— (xy—4x—4y + 16) = 4x + 4y — 16

49 Piensa en tres niimeros consecutivos. Resta al cuadrado del mayor el cuadrado del me-
nor. Divide el resultado por el del medio. ;Obtienes siempre 4!

Justificalo utilizando el lenguaje algebraico.
Tres ndmeros consecutivos son x; x + 1; x+ 2

(x+2)?—x?=x>+4x+4-—x*=4x+4

bx+4  4e+1) _4

x+1 x+1

50 Escribe tres nameros impares consecutivos. Suma 3 al menor y elévalo al cuadrado. Rés-
tale el producto de los otros dos. ;Qué obtienes?

Tres nameros impares consecutivos: 2x—1, 2x+ 1, 2x + 3
2x—1+3)2—Q2x+1)(2x+3) = Q2x+2)2—2x+ 1)(2x+3) =4x% + 8x+ 4 —4x* —8x—-3 =1

Siempre se obtiene 1.
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51 Piensa un nimero cualquiera, multiplicalo por 2, réstale 10, réstale el nimero pensado,
sumale 3 y dime el resultado.

Razona por qué obtengo el nimero inicial sumando 7 al resultado que me des.
Llamamos x al nimero pensado.

Multiplicalo por 2: 2x

Réstale 10: 2x— 10

Réstale el nimero pensado: 2x— 10 —x=x— 10

Stimale 3: x—10+3 — x-7

Si al resultado le sumo 7, obtengo x.

52 Piensa un niimero, siimale 7, multiplica el resultado por 2, resta 4, divide por 2 y dime
el resultado.

:Cémo puedo saber el nimero que has pensado?
Llamamos x al nimero pensado.

Le sumamos 7: x + 7

Multiplicamos por 2: 2x + 14

Restamos 4: 2x + 10

Dividimos por 2: x + 5

Si restamos 5 al resultado, obtenemos x.
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Resuelve: un poco mas dificil

53 En la figura ABCD, EFGD y PQRD son cuadrados.
a) Expresa en funcién de x las longitudes de DG y RG, y el drea de EFGD.

D€>»R <T> C

b) ;Cudl de las siguientes expresiones corresponde al drea de la parte rayada?
A, =16 - (4-x)? Ay=(4-x(3-x)
A;=(4-x%-1

¢) Copia el dibujo en tu cuaderno y sefiala en él qué representan las otras dos expresio-
nes.

a) DG=AB-GC —» DG=4—-x
RG=AB-DR-GC - RG=4-1-x > RG=3—-x
RG=AB-DR-GC - RG=4-1-x > RG=3—-«x
Area EFGD = (DG)*> — Area EFGD = (4 — x)?
b) El drea de la parte rayada es el Area EFGD menos Area PQRD — (4 —x)* — 1> — Aj

A B
) A =16-(4-x?% = E F
P Q
D R G C
A B
Ay=(b-x)(B-x) > £ F
P Q

D R G C
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54 Expresa algebraicamente el drea y el perimetro de la parte coloreada.

X

Q" Dos de los vértices del tridngulo coinciden con puntos medios de los lados del cuadrado.

Calculamos el lado mayor del tridngulo, L:

2 2
22, (2 oo 2 (x) 2 [0, 0%
L"”“(z) L= x*(z)‘ A)

Calculamos el lado menor del tridngulo, £
2 2 2 2 2

A A P N )

[‘\/<2>+<2> \/4+4 2"

Calculamos la altura que corresponde al lado menor del tridngulo, 4:

2 2 2 2 2 2 2
2_72_ (L) 5,2 (_x V_5x7  x%_ 10x7—x" _ Ix _ 3x
b=l (z) i (zﬁ) i 8" 3 8 705

Perimetro=2L+/=«/§x+i2=\/§x+ «%x_ 2/5x +2x 2£+ﬁx

f - 2 B 2
[-h 1 x 3x _3 2

Area = == = . ==X

2 2 2 22 8

55 ;Cudntos nimeros de dos cifras verifican que sumando sus dos cifras mds el producto de

estas nos da el ndmero inicial?
Suponemos que el nimero es ab.
a+b+a-b=10a+b = ab=9a — H=9

Los nimeros que acaben en 9 cumplirdn esta regla.

56 Observa:
1+3=4=22
1+3+5=9=32

1+3+5+7=16=47

:Cudl serd el valorde1 +3 +5 + ... + 192
Ydel+3+5+...+mn?

Expresa con palabras esta propiedad e intenta demostrarla.

1+3+5+...+19eslasuma de los 10 primeros términos de la progresién 1, 3, 5, 7...
a,=2n-1

S0 = 1+219 .10 = 100 = 102

1+(2n-1) 5

1+3+5+...+n > §, = 7 n=n

La suma de los 7 primeros nimeros impares es igual a 72.
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57Sia-b=9,b-¢c=16y a-c=25, ;cuintovale a-b-c?
a-b=9
b-c=16 >ab-bc-ac—9-16-25 — 2 b* P =037 (4% 5)7? -
a-c=25

—>a-b-c=3-4.5

Reflexiona

58 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.
a) El grado de la suma de dos polinomios de grados 2 y 3 es siempre 3.
b) Al multiplicar dos polinomios de grados 2 y 3 se obtiene otro de grado 5.
¢) El producto de un binomio por un monomio es un binomio.
d) Si multiplicamos dos monomios, obtenemos un binomio.
e) Si la suma de dos monomios es positiva, también lo es su producto.
a) Px) =ax3 + bx* + cx + d
Q) =ex?+ fx+g
Plx) + Q) =ax? + (b+ &x* + (c+ f)x+ (d+ g — Grado 3.
Verdadero.
b) P(x) = ax + bx* + cx + d
Q) =ex?+ fx+g

P(x)+Q(x)=(a-e)ax3+2+(a-f+b-e)x4+((a-g)+(b-f)+(c-e))x3+
+((d-€)+(c-f)+(b-g))x2+((c-g)+(d-g))x+d-g — Grado 5.

Verdadero.
c) ax”
(by” + cz?)
ax"(by” + cz) = abx™y™ + acx”y? — Binomio.
Verdadero.
d) 2x2 - 3x% = 6x* > Monomio.
Falso.
e) —2x2
3x?

Suma — —2x? + 3x2 = x2
3 — Falso.

Producto — —2x2 - 3x2 = —6x*
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59 Expresa algebraicamente y comprueba si estas afirmaciones son verdaderas:
a) La suma de un niimero par y otro impar es siempre impar.
b) La suma de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos es siempre un niimero
impar.

¢) Si multiplicas dos niimeros impares consecutivos y sumas 1, obtienes siempre un

multiplo de 4.
a) Namero par = 2»n
Nuamero impar — 27+ 1
Suma = 27+2n+1=4n+1 — Impar
Verdadero.
b) Ntimero entero —
El ndmero entero siguiente — 7 + 1
W2+ m+ 12 =n2+n2+2n+1=2n2+2n+1=2n2+n)+1 —> Impar.
Verdadero.
c) Namero impar — 27 + 1
El nimero impar siguiente — 27+ 3
Qn+1)2n+3)+1=4n+8n+4="4(n%+2n+2) — Milplo de 4.
Verdadero.

60 Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.
2) (c+a)?=(-x-a)>  b)(x-a)?=(a-x o) —()? = x?
a) Verdadero. Por ejemplo: (3 + 2)2 =52 =25=(-3-2)2=(-5)2=25
(x—a)? = [~(x + 2)])? = (x + 2)?
b) Verdadero. Por ejemplo: (8 —5)% = 3% =9 = (5 - 8)% = (-3)?

2 2

(x—a)? = [~(=x+ @))% = (~x + )2 = x% + a* = 2ax

c) Falso. Por ejemplo: —(2)% =—4 # 22

61 ;Cual debe ser el valor de £ para que —2 sea raiz del polinomio x3 —5x2 —7x + k2 Jus-
tifica tu respuesta.

Para que —2 sea raiz de ese polinomio, al dar a x ese valor el polinomio debe ser igual a 0.
Por tanto:

(=23 -5(=2)2-7(2)+k=0 > —8-20+14+k=0 > k=14

62 a) Simplifica la expresién (a + 1)2-(a-1)>2
b) Halla, sin utilizar la calculadora, el valor de:
25012 - 24992
) @+ 12— @-12%=@?+1+20)—(@*+1-2a)=a’+1+2a—a*—1+2a=4a

b) 25012 - 24992 =4 .2500 = 10000
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63 Averigua cudl debe ser el valor de 4, en cada caso, para que las dos expresiones sean
idénticas:
a) Bx+a)(3x—a)+7 y 9x>-18 b) (x—a)? +2xa—46 y x*+18
a) Bx+a)Bx—a)+7=9%%—a’+7

C w2 270wl 25 2_ a=5
Si 9x2—a?47=9x2-18 = —a?+7=-18 - a?=25 < ",
b) (x— 2)? + 2xa — 46 = x* + a® — 2xa + 2xa — 46 = x* + a* — 46

-8
.22 ) 2 i 2 a
Si x*+a°—46=x*+18 — a 46—18%a—64<ﬂ=_8

4 3
64 Al simplificar la fraccién algebraica 6":12;?, scudl de estas fracciones se obtiene?
X
Justificalo.
3x?% — 4x x% — 83 3x?% — 4x
a) s b) g ) =
Lao: 6% =8x® | 2x7(x” —4) _ 3x? — dw
12x2 12x2 6

65 El polinomio P(x) = (x2 — 4)(x? + 2x + 1) puede descomponerse en cuatro factores de
primer grado. ;Cudles son?

(x2—4)=x2-2%=(x—2)(x+ 2)

1 2 1
-1 1 -1
1 1] 0 - (x+1)

Plx)=(x—=2)x+2)(x+ Dlx+ 1)

66 Piensa y completa en tu cuaderno sin hacer operaciones.
a) x4-16= (x% + D(x + ) (x—0J)
b) 2x+1)2 = (x-2)2=x-1)(x+0)
a) (x2+4)(x+2)(x=2)
b) (2x+1) + (x=2))((2x+ 1) = (x—2)) = Bx— 1)(x + 3)
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Un tridngulo curioso

La coleccién de nimeros que tienes a la derecha, que se abre indefinidamente hacia abajo,
tiene multitud de regularidades curiosas, pero, antes que nada, averigua cémo se construye.

:Podrias completar las casillas vacias?

| 7 I R n|l|—§,
2 4 8

Escribe una expresién algebraica para calcular la suma de los términos de la fila enési-
ma, S,
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* Fijate en estas tres escaleras de niimeros:

1|1
1]2]1 Observa que:
11313 3=1+2
1|4/|6
1 5 10 6=1+2+3
....................................... 10 =...

:Cudl es el tercer niimero de la 6.2 fila? 1]6]:]
:Y el de la ndmero 20 (vigésima)?

Escribe una expresion algebraica para la tercera casilla de la enésima fila: 1| n]2)

Los nimeros de la tercera escalera coinciden con las sucesivas sumas de los primeros nimeros

naturales.
ﬂl = ].
ﬂz = ]. + 2 = 3

ﬂ3=1+2+3=6
ag=1+2+3+4=10

C(1+20)-20

21
> 0

Asi: a)p=1+2+...+20

(1+n)-n

Y, por fin: a, = 3
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Entrénate resolviendo problemas

* Dos ciclistas parten del mismo lugar, a la misma hora y en el mismo sentido. Sus velocida-

des respectivas son 30 km/h y 24 km/h.

:Qué ventaja le sacari el primero al segundo cuando haya transcurrido una hora y cuaren-
ta minutos?

Los ciclistas se distancian a una velocidad de — 30 — 24 = 6 km/h
1 h 40 min = 1h+%h= 10 h=%h

En 5 h se distancian — 6 - % =10 km

3

* Después de la clase de Educacién Fisica, hemos guardado en 4 cajas los 9 balones que tenia-
mos. Cada caja contiene un nimero impar de balones y en ningiin caso coinciden el namero
de balones de dos cajas. ;Cémo es posible?

o

Q000

* De 30 jévenes a los que se entrevisté en una sala de baile, 15 declararon ser aficionados al
rock, y 13, al electro-latino. De ellos, 6 aseguraron ser aficionados a ambos ritmos musi-

cales.

I:I Rock
|:| Electro-latino

|:| Ni rock ni electro-latino

:Cudntos no son aficionados ni a lo uno ni a lo otro?

Como hay 6 a quienes les gusta el rock y el electro-latino, a los chicos y a las chicas que les gus-
ta uno de los dos estilos 0 ambos a la vez son: 15 + 13 — 6 = 22.

Como en total hay 30, a quienes no les gusta ni lo uno ni lo otro son 30 — 22 = 8.
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1 Describe, mediante una expresién algebraica, los enunciados siguientes:

a) El precio de la pintura que se obtiene al mezclar 5 kg de una de 3 €/kg con 7 kg de otra
de x€/kg.

b) Lo que tenemos que pagar por un helado, un refresco y un café, si el helado cuesta el
triple que el café y el refresco la mitad que el helado.

c) El 4rea total y el volumen de un prisma de base cuadrada de lado x y de 5 cm de al-
tura.

3-5+7-x _15+7x
5+7 12

a) El precio es

b) Si x es el precio de un café, x + 3x + ix=w=£

2 2 2
c) Area total = 2x% + 4 - 5x = 2x% + 20x

Volumen = x2 - 5 = 5x2

2 Efectiia y reduce.

a) xBx—2)% - (x—3)2x— 1)x w4(x_m2_%w2_4

a) xBx—2)2 = (x—3)2x— Dx=9x3 — 12x% + 4 — 2x% + 7x* = 3x = 7x> = 5x% + x

wkx_m2_2x2_4=4

x2—4x+4—2x2—4]=4x2—16x+16—3x2—16=x2—16x

3 Multiplica por el min.c.m. de los denominadores y simplifica.

5k-1) 7x-2 x(x-1)
9 12 2

36<5(x9— 1) N 7x1£ 2 X(xz— 1)> =20(x—1) +3(7x—2) — 18x(x—1) =

=20x—20 +21x—6—18x2 + 18x = —18x2 + 59x — 26

4 Transforma en productos el numerador y el denominador y simplifica la fraccién si-
guiente:

4x2 —12x+9
4x*-9
4x% —12x+9 (2x - 3)? _2x-3

4x2 -9 T (2x-3)(2x+3) 2x+3
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5 Calcula el cociente y el resto en cada caso:

a) BGxt—x3+2x2+4): (x% + %) b) (x3 +3x%2-2x+2): (x + 2)
a) 3x% - X3+ 2x2 +4|x2+x
— 3x% - 3x3 3x2 — 4x + 6
— 4x3 4+ 2x2 + 4
+ 4x3 4 4x?
6x2 + 4
— 6x* — 6x + 4
—6x + 4

Cociente: 3x% — 4x + 6; Resto: —6x + 4

b) 1 3 =2

Cociente: x2 + x — 4; Resto: 10
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6 Extrae factor comun, localiza identidades notables y busca las raices para factorizar estos
polinomios:

a) 2x3-9x2+7x+6 b) 3x% - 30x3 + 75x2
o x3+3x%2-4 d) x* + 3x3 - 15x2 - 19x + 30
a) 2 -9 7 6
2 4 -10 -6
2 5 B30 - (x-2)
3 6 3
2 1 0 - (x-3)

(x=2)(x-3)(2x+ 1)
b) 3x4 - 30x3 + 75x% = x% (3x% — 30x + 75)
3 30 75
5 15 -75
3 -15 0 — (x-5)
x2(x—5)(3x — 15) = 3x2(x — 5)(x = 5) = 3x2(x - 5)?

<) 1 3 0 -4
1 1 4 4
1 4 4] 0 - (x-1)
) 2 4

1 2 0 — (x+2)

(o= D+ 2)(x+2) = (x=1)(x + 2)?

d) 1 3 -15 -19 30
1 1 4 —11 =30
1 4 —11 30| 0 — (x-1)
-2 -2 -4 30
1 2 -15 0 — (x+2)
3 3

15
1 5 0 — (x-3)
(x =1+ 2)(x—3)(x+5)

7 Operay simplifica.

a)l—l2 b) =2 .3x
X X X
1 2 x 2 x-=2 x—2 (x—2)-3%
I A R R DT s
l

m.c.m. = Xz



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

8 Un autobus que va a 90 km/h ha recorrido x km cuando sale un coche a 120 km/h en la
misma direccién. Expresa en funcién de x el tiempo que tardard en alcanzarlo.

salida i aqui le alcanza

(aqui se encuentra el bus cuando sale el coche)

v=— —> e=v-t
t

Sea ¢ = tiempo que tarda en alcanzarlo.
En el tiempo 7 el coche se desplaza de A a B.
En el tiempo el bus se desplaza de p a B.

4

v= > e=v-t
t
Bus: ¢ = e—ox
9 s €=X__ ¢ 45 1200—120x=90¢ — 30e=120e —> e=4x —>

Coche: r=£=% 20 120

120

4x x X
- =t - X 5 X p

120 - 120 _ 30 30 O
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9 Escribe de forma algebraica el drea y el volumen de un ortoedro cuyas dimensiones son
tres niimeros naturales consecutivos.

x+2

X

Area total = Area de las caras laterales + Area de las bases

1.2 Calculamos el 4rea de la cara lateral:

x+2

X x+1 x x+1

Al=x+x+l+x+x+1) - (x+2) =(4x+2) - (x+2)

2.2 Calculamos el drea de las bases:

x+1 x+1

Ap=2x(x+1)
Luego el drea total es:
A= (4x+2) - (c+2) +2x- (x+ 1) =4x? + 20+ 8x + 4 + 2x% + 2x
A =6x%+12x+ 4
Volumen = Ay, - altura = V=x(x+1)-(x+2) = V=(x2+x)(x+2) —
— Vax3+x2+2x%+2x = V=x3+3x%+2x

10 Vendo 1/5 de mi coleccién de minerales y luego compro 54 més. Ahora tengo el doble
que al principio. Expresa algebraicamente este enunciado.

x = n.° minerales.

1) Vende Lx — Le quedan 4y

5 5

2) Compra 54 — ahora tiene %x + 54

Luego tiene el doble que al principio — %x + 54 =2x
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Resuelve

1 Traduce a lenguaje algebraico y resuelve por tanteo el problema del papiro egipcio: E/
montdn mds un séptimo del monton...

x+7 24 — x=21

2 Selecciona, entre las siguientes ecuaciones, la traduccién algebraica del problema de los
elefantes. Resuélvela primero por tanteo e intenta después resolverla aplicando algun
otro método de resolucién que conozcas.

®|x+x +x —2x|@|x+2x+4x x2|@|x+2x+4x (6x)2|

2 — x=7 (por tanteo)

Txext = x2—Tx=0 — x- (x— 7)_0<x 0 (no es solucién)

x+2x+4x=x

3 ;Cudl de las siguientes ecuaciones resuelve el epitafio de Diofanto?

XX L X 5, X X, x x5, x 4 _
D 6+12+7+5+2+4 x | @D < 2+7+x+2 x—l

:A qué edad murié?
Supongamos que la vida entera de Diofanto duré x afios. Entonces:
° d: i

Juventu c
* Su mejilla se cubrié de vello: +-—— 1 5
* Antes de casarse: +%
* Tuvo un hijo: +5
* Su hijo murié a los % afos.
* Diofanto vivi6 luego: +4
Por tanto, Diofanto vivié:
.o %+1_9c2+7+5+7+4 N 14x+7x+12xg4420+42x+336 N

— x= 775’682756 — 84x=75x+756 —

— I9x=756 — x=284

Diofanto murié a los 84 anos.
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4 Resuelve mediante el método geométrico expuesto arriba:

a) x%2 + 8x =84 b) x2 + 20x = 69
a) x2 + 8x = 84
2 x 2 2 x 2
2 2
X X X
2 2
AREA: x2 AREA: x2 + 8x(= 84) AREA: 84 +4 -4 =100

El 4rea del tltimo cuadrado es 100. Por tanto, su lado mide 10. Asi:
2+x+2=10 > x=6
b) x% + 20x = 169

5 x 5 5 X 5
5 5
X x x
5 5
ARFA: x2 AREA: x2 + 20x(= 169) AREA: 169 + 4 - 25 =269

El 4rea del tltimo cuadrado es 269. Por tanto, su lado mide 16,4.
S+x+5=164 — x=06,4
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1 ;Es 5 solucién de alguna de las siguientes ecuaciones? Justifica tu respuesta:

b) x* — x3 = 500
e x>—12=4x-7
h) 10x + 25 = &3
k) 2x-3)? = 144

a)8x+3=11x-12
d1*=5
g)x3+x2+2x+l=161
j) V3x+1 =16

8.5+3=43
Y 11.5-12=43

} — x =15 essolucién de la ecuacién.

¢ 3x-7=x2-10
f) 2x-1=16

i) x2-20=2x-5
) 3(x2+3)-84=0

4_c3_
b) 5" =5 500} — x =5 essolucién de la ecuacidn.
500
3.5-7=8
o) 52 5_ 10 - 15} — x =5 no es solucién de la ecuacién.
1°=1 iy .
d) 5 — x =15 no es solucién de la ecuacién.
2 —_ =]
e) Z s i27 21133} — x =5 essolucién de la ecuacién.
5-1_
f) f6 - 16} — x =75 essolucién de la ecuacidn.
3,52,2. =
g) ?6;5 +2:3+1 161} — x =35 es solucién de la ecuacidn.
10 25=
h) 53 251;5 > 75} — x =15 no es solucién de la ecuacién.
2 — =
i) ; 5 _2(; ] 2} — x =15 essolucién de la ecuacién.
L ¥3-5+1=4 . .
i) 16 — x =5 no es solucién de la ecuacién.
. —_ 2 =
k) (124 45 3) 49} — x =15 no es solucién de la ecuacién.

3(52+3)-84=0

1)0

J[ — x =15 essolucién de la ecuacién.
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2 En el ejercicio anterior hay varias ecuaciones polinémicas. Escribelas y di cudl es su

grado.
a) 8x+3=11x-12
b) x% - x3 = 500

Q) 3x—7=x%-10

e) x2—12=4x-7
g)x3+x2+2x+1=161
h) 10x + 25 = x3

) x2-20=2x-5

k) (2x—3)? = 144

) 3x*+3)-84=0

N N

Ecuacién polinémica de grado 1.
Ecuacién polinémica de grado 4.
Ecuacién polinémica de grado 2.
Ecuacién polinémica de grado 2.
Ecuacién polinémica de grado 3.
Ecuacién polinémica de grado 3.
Ecuacién polinémica de grado 2.
Ecuacién polinémica de grado 2.

Ecuacién polinémica de grado 2.
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3 Tanteando, halla la solucién entera de las ecuaciones siguientes:
a) 2x2 =50 b) 2x3 + x2 =20 ) 4-10% = 40000
d) (x—12)% =81 e) 3+xn*-9 =121 f) Jx-23 =2
g) x3 +x2 =150 h)3*=2187 i) x* = 46656
) 7x+4=9 k) 5%+1=15625 ) Jx—12=x-8

a)x=5—>2.52=2.25=50
b)x=2 — 2.234+22=-2.8+4=16+4=20
o) x=4 — 4.10%=40000
d)x=15 - (15-12)%=3%=81
) x=8 = (3+8)B8-9-112-121
f)x=31 - 331-23=38=2
g) Si x =4, entonces 43 + 42 - 64 + 16 = 80. Por tanto, la solucién no es vilida.
Sin embargo, si x =5, entonces 53 +52 =125 + 25 = 150. Luego x=5 eslasolucién.
h) Si x =35, entonces 3> = 243. Por tanto, la solucién no es vélida.
Si x =6, entonces 3° = 729. Por tanto, la solucién no es vilida.
Sin embargo, si x =7, entonces 37 -2187. Luego x =7 es lasolucién.
i) Si x=7, entonces 7’ = 823 543. Por tanto, la solucién no es vilida.
Si x =6, entonces 6° = 46656. Luego x =6 es la solucién.

j) A esta solucién es fécil llegar, ya que lo de dentro de la raiz debe valer 81 para que al hacer
la raiz salga 9. Si probamos con x = 10, tendriamos 74 dentro de la raiz, que no vale. Sin
embargo, con x =11, obtenemos 77 + 4 = 81, por lo tanto, x =11 es la solucién.

56+1

k) Si x =06, entonces =57 = 78125. Por tanto, la solucién no es valida.

Si x=5, entonces 5°*+ 1 =5%=15625. Luego x=5 esla solucién.

1) Lo primero que vemos es que x> 12, ya que si no saldria la raiz de un niimero negativo,
lo cual es imposible. Si probamos con x = 13, tendriamos 1 = 5, que no vale. Si probamos
con x = 16, tendriamos 2 = 8, que no vale. Podemos observar que segin probemos con
nameros mds altos, mds dispares van a ser las igualdades. Podemos concluir que esta ecua-
cién no tiene solucién.
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4 Encuentra la solucién, aproximando hasta las décimas, de las siguientes ecuaciones.

Hazlo por tanteo ayuddndote de la calculadora.

a) xZ =1000 b)x3+1=100
d) x6 — 40 = 1460 e) (x—3)%=35027
g) x3 + x2 =200 h) x3 — x% = 200

j) x**1=250

a) Damos valores enteros a x:
312 =961 < 1000
322=1024 > 1000

Por tanto, x es mayor que 31 pero menor que 32.

Damos a x los valores 31,5; 31,6; 31,7; ...
31,52 = 992,25 < 1000
31,6% = 998,56 < 1000
31,72 = 1004,89 > 1000
Por tanto, aproximando a las décimas, x = 31,0.
b) Es lo mismo que hallar x? = 99.
Damos valores enteros a x:
4% =65<99
53 =126 > 99
Por tanto, x es mayor que 4 pero menor que 5.
Damos a x los valores 4,5; 4,6; 4,7; ...
4,5% = 92,125 < 99
4,6° = 98,336 < 99
4,7% = 104,823 > 99
Por tanto, aproximando a las décimas, x = 4,6.
c) Damos valores enteros a x:
4> =1024 <1500
5% =3125> 1500
Por tanto, x es mayor que 4 y menor que 5.
Damos a x los valores 4,2; 4,3; 4,4; ...
4,2° =1306,912... <1500
4,3° = 1470,084... < 1500
4,4° = 1649,162... > 1500

Por tanto, aproximando a las décimas, x = 4,3.

c) x> =1500
f) x*+x2 =40

i) yx2—x =5



d) Es lo mismo que hallar x® = 1500.
Damos valores enteros a x:
36=729 <1500
4 = 4096 > 1500
Por tanto, x es mayor que 3 y menor que 4.
Damos a x los valores 3,3; 3,4; 3,5; ...
3,30=1291,467... < 1500
3,4° = 1544,804... > 1500
Por tanto, aproximando a las décimas, x = 3,3.
¢) Damos valores enteros a x:
(16 - 3)* = 28561 < 35027
(17 - 3)* = 38416 > 35027

Por tanto, x es mayor que 16 pero menor que 17.

Damos a x los valores 16,5; 16,6; 16,7; ...
(16,5 — 3)* = 33215,06 < 35027
(16,6 — 3)* = 34210,2 < 35027
(16,7 - 3)4 =~ 35227,54

Por tanto, aproximando a las décimas, x = 16,0.

f) Damos valores enteros a x:
24422220 <40
34132290 > 40

Por tanto, x es mayor que 2 pero menor que 3.

Damos a x los valores 2,3; 2,4; 2,5; ...
2,3%+2,3% = 33,27 < 40
2,4% + 2,42 = 38,94 > 40
2,5 + 2,52 = 45,31 > 40
Por tanto, aproximando a las décimas, x = 2,4.
g) Damos valores enteros a x:
5% + 5% = 150 < 200
6% + 62 = 252 > 200
Por tanto, x es mayor que 5 y menor que 6.
Damos a x los valores 5,3; 5.,4; 5,5; ...
5,3% + 5,3% = 176,967 < 200
5,4% + 5,4% = 186,624 < 200
5,53 +5,5% = 196,625 < 200
5,6° + 5,6% = 206,976 > 200

Por tanto, aproximando a las décimas, x=5,5.

MANAYMESO
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h) Damos valores enteros a x:

j)

6> — 6% = 180 < 200

73— 7% =294 > 200
Por tanto, x es mayor que 6 y menor que 7.
Damos a x los valores 6,1; 6,2; 6,3; ...

6,1° - 6,12 = 189,771 < 200

6,2% - 6,2% = 199,888 < 200

6,3° - 6,32 = 210,357 > 200
Por tanto, aproximando a las décimas, x = 6,2.

Damos ValOI’CS enteros a x:

V52 -5 =4,47 <5
V62— 6 =548 > 5

Por tanto, x es mayor que 5 pero menor que 6.

Damos a x los valores 5,4; 5,5; 5,6; ...

V5>42 - 5’4 = 4>87 < 5
V5,52 -5,5 4,97 <5
V5)62 - 556 = 5)08 > 5

Por tanto, aproximando a las décimas, x =5,5.
Damos valores enteros a x:

3% =81 <250

4> =1024 > 250

Por tanto, x es mayor que 3 pero menor que 4.

Damos a x los valores 3,3; 3,4; 3,5; ...
3,3%3 = 169,67 < 250
3,4%% ~ 218,03 < 250
3,5%5 = 280,74 > 250

Por tanto, aproximando a las décimas, x = 3,4.

MANAYMESO
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1 Encuentra el error en cada transformacidn:
a)3(x+1)=21 - 3(x)=21-1 b)5(x-2)+3=10 —» (x—2) +3=10/5
©0)3-x12=6 > 3-x=6-2 d) (4x-9)/3=5 > 4x/13=5+9

e)10(x+3)=40-x — x+3=40/10-x

a) 3(x+1)=21 53x+3=21 -5 3x=21-3

b)5(x—2)+3=10 = 5(x-2)=10-3=(x—-2) = 105—3

O3-x2=6—>0_X_6_5 6=%X_¢ 5 6_x-6.2

2 2 2
)35 5 4x 9 s, dx_5,9
d) (4x-9)/3=5 — 3 "3 5 —> 3 5+3
40 — x

€) 10(x+3)=40—-x — (x+3)= n
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2 Resuelve las siguientes ecuaciones:

3x_,__3x_.9
a) 15 x 3+S

x x-3 2x+2 x-2
93t 78 716 - 2
e)3x-x;;5_13

)x 2(x+2)=x—3

2 7 4
(1+x)* _ 2x+4 x 1
) 5 T st
k) 9(5+x)=9_

5

m) (x—3)(x+3) = 3(x2—1) + x2
3x . __3x_ 9
T S
3x—15x=—-15x+ 27
3x—15x + 15x =27
3x=27

x=9

x  x—3 2x+2 x-2
A R s TR

8x+2(x—3) +2x+2=8(x-2)
8x+2x—6+2x+2=8x-16
8x+2x+2x—8x=-16+6-2

4x =-12

x=-3
e) 3x—x23 =13
12x— (x + 3) =52
12x—x—-3 =52
12x—x=52+3
11x =55

x=5

x 2(x+2) x-3
g3 7 T 4

14x—8(x +2) = 7(x— 3)
14x—8x—16=7x-21
14x — 8x—7x=-21+ 16

H13+x _5r_10+x  1-12

20 2 5 10
34_%4_4
)l—x_ﬁ x+7 _2 _3x

25 6 9 5 15

x-4 9-x 2x-7 __
j) s 13 24 +5=x-8

I 2x-1)2x+1) _ 3(4x2 +1) _

4 12
x=7  250-2) 5x+35_ 5, _
n) 7 + 3 = + > (x=7)

- X
39 27 27 9
Ox + 3x—4x=11-3x
Ox +3x—4x+3x=11
11x=11
x=1
d) 13+x S5x  10+x . 1—12«x

20 25 10
13+ x—50x=4(10 + x) + 2(1 — 12x)
13 + x—50x =40 + 4x + 2 — 24x
x—50x—4x +24x=40+2-13
—29x =29

x=-1

f)4_x22=x_4

16— (x+2)=4(x—4)
16 —x—-2=4x-16
—x—4x=-16-16+2
—5x =-30
x=0

h) 1—x x+x+7_2

by X, X _ 4x 11

25 6 9 5
18(1 —x) — 75x + 50(x + 7) = 180 — 90x
18 — 18x — 75x + 50x + 350 = 180 — 90x
—18x— 75x + 50x + 90x = 180 — 18 — 350
47x =—-188

x=-4

3x
15



) (1+20% _ 2x+4 x> 1

+ T+ =

5 25 5 5
51+x)2%=2x+4+5x%+5
S(1 +2x+x2) =2x+ 5x%+ 9
5+ 10x + 5x% = 2x + 5x% + 9
10x + 5x% = 2x—5x2=9-5

8x=4 > x=

\O N|»—*

. 9(55+ x) _

5x+9(5 +x) =509 —x)
5x + 45 + 9x = 45 — 5x
5x + 9x + 5x = 45 — 45
19x =0

k) x

— X

x=0

m) (x—3)(x + 3) =

2
2% =9) =3(x—1) + 2x?
2x% — 18 = 3x— 3 + 2x?
2x2—3x—2x*=-3+18
—3x=15

x==5

"2
3x=1) n) ¥=7 250 =2) _ 5x+35
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J) x—4+9—x_2x—7+5=x_8

8 12 24
3(x—4)+209—-x)—(2x—7) + 120 =24(x—8)
3x—12+18—2x—2x+7 + 120 = 24x— 192
3x—2x—2x—24x=-192+12-18-7-120
—25x = =325
x=13
2x-1)(2x +1) _ 3(4x% +1) .

4 12
3(4x?—1) = 3(4x? + 1) — 12x
12x2 -3 =12x% + 3 - 12x
12x2-12x%* + 12x=3 + 3
12x=6

1

X =

5
Z 3 5t w7

3(x—7) +100(x—2) =3(5x + 35) + 30(x—7)
3x—21+100x—200 = 15x+ 105 + 30x—210
3x+ 100x—15x—30x=105-210+ 21 + 200
58x =116

x=2
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1 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) x*-5x+6=0 b)9x2+6x+1=0
) 9x2-6x+1=0 d)5x2-7x+3=0
e)2x2+5x-3=0 f) 6x2-5x+1=0
g)x2-3x+15=0 h)x2-0,1x+0,2=0
2) x= 51«/25;4-1-6 _ 51\/225—24 _ 5;1 =3y a2
b) x = —6£436-4-9-1 _=0£436-36 _ 6+0 — x==L Solucién doble.
18 18 18 3
C) x = Lk 361_84.9.1 = 61i80 =% Solucién doble.
d) x = 7£y49-4-5-3 _ /¢ /49 — 60 _ /x4l No tiene solucién
10 10 10 '
_ 5+4y25-4.2-(-3) S5+y25+24 _5+7 1 ~
e) x= 7 = i == = x=o y Xy =-3
C5%425-4-6-1 5+£425-24 5+1 1 1
f) x= 12 T 12 T 12 Mty v Mty
g) x = EE: 9_24'1'15 _32 3_60=3i2_51 No tiene solucidn.
h) x = 0,1+4/0,01-4-1-0,2 _ 0,1+40,01-0,8 _ 0,1+4-0,79 No tiene solucién

2 2 2
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2 Resuelve estas ecuaciones:
a) 7x>-28=0
c) 4x2-9=0
e) 3x?% = 42«
g) 2(x + 5)% + (x—3)% = 14(x + 4)
a) 7x*—-28=0
7x% =28
x? =4
x=4_r«/Z = x=2y x=-2
c) 4x2-9=0
4x2=9
2= 2

T4
x=i\/% —)x1=% yxzz—%

e) 3x% = 42x
3x2—42x=0

3x(x—14)=0 = x;=0y x,=14

g) 2(x + 5)% + (x—3)? = 14x + 56
2(x2 + 10x + 25) + (x2 — 6x + 9) = 14x + 56
2x%2 + 20x + 50 + x2 — 6x + 9 = 14x + 56
3x2+3=0

x%2=-1 — No tiene solucién.

b)7x2+28=0
d)3x%+42x=0
f 11x2-37x=0

h) 7x2 +5 =68
b) 7x%+28=0
7x% =28

xt=—4

x=+y—4 — No tiene solucién
d) 3x% + 42x=0
3x(x+14)=0 = x,=0y x,=-14

f) 11x2-37x=0

x(11x—=37)=0 — x;=0 yxzz?—z

h) 7x2 + 5 = 68
7x% =63
x2=9

x=+J9 = x=3y x,=-3
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3 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 2x—3)3x-2) +2x+3=0 b)3(x-1)%+5x=5
o (x+1)(x+2) =2(x +2) D1+1-2Cx+1) =2
e 3x2—2(x+5)=(x+3)%2-19 f) Bx+4)G5x-7)=Q2x+7)*+53

g Cx+4)(x—1)+(Bx+5)2=32x+5)%+x h) (x-2)(4x+2) + 3-30%=4(5x+1)*—(x-1)
) 2x=3)Bx—=2)+2x+3=0 > 6x2—4x—-9x+6+2x+3=0
6x*—11x+9=0

11£/121-4-6-9 _ 11+,-95
12 12

b)3x—1)2+5x=5 = 3(x*2—2x+1)+5x=5
3x2—6x+3+5x—5=0 > 3x2—-x-2=0

— No tiene solucién.

C1xy1-4-3-(22) 1+425 1:5 _ =4 _=2

x = 6 = 6 = 6 %Xl—lyxZ—G—s
) e+ D(x+2) =2(x+2) = 2%+ x4 x+2=2x+4

x2+x-2=0

x=_li®=_1§‘/§z_1;3 > x=1yx=-2
D1+1-0)Qx+1)=x2 = 1+2x+1-2x%—x=x>

24x-2x2=x* 5 3x2—-x-2=0

C1+y1-4.3.(22) 1£{25 15 _ =4 _=2

x = 6 = 6 = 6 %Xl—lyXZ—G—s

€) 3x>—2x—10=x?+6x+9-19 = 2x>—8x=0 — 2x- (x—4) =0 > x,=0 y x,= 4
f) Bx+4)(5x—7) = 2x+7)*+53

1552 = 21x + 20x — 28 = 4x” + 28x + 49 + 53

15x% — 4x? = 21x + 20x — 28x — 28 =49 -53=0 — 11x>-29x—-130=0

oo 29+ (841-4-11-(-130) _29+841+5720 _ 296561 _ 29+81

22 22 2 2
_ _ =52 _ 26
M=5Y 0= =T
g) 2x% — 2x + dx—4 + 9x% + 30x + 25 = 12x? + 60x + 75 + x
11x? +32x+ 21 = 12x = 61x + 75 — x?+29x+ 54 =0
oo T29429°—4.1.54 29+ (841-216 _ 29625 _29+25 _

2 2 2 2
— xy=-2y x=-27
h) 4x2 + 2x— 8x—4 + 9 — 18x + 9x% = 100x% + 40x + 4 — x + 1
13x%2 = 24x +5=100x% + 39x+ 5 — 87x2+63x=0 — 3x- (29x+21)=0 —

%.X'l:() y.xZ:—%—;
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4 Resuelve estas ecuaciones manualmente y con calculadora. Comprueba que los resulta-
dos coinciden.

_(x—2)2_ B (x+1)2_3(x—1) 3x(x+1) _3
a)3x(x+1) 3 =x+1DHx-1)+15 b) 3 7 + 3 =3
3x_1_3 x _ 14192
C)2 x 2 d)3 1+x13x
2
a) 3x(x+ 1) — (x—22) =+ 1Dx-1)+15
2
3x2+3x—%=x2—x+x—1+15

6x? + 6x—x% +4x—4=2x%*—2x+2x—2+30
3x2+ 10x—32=0

~10£4100 -4-3-(-32) _ -10+y484 _ _10+22

32
G R R P o

b) (x+1)2 B 3(x—-1) . 3x(x +1) _3

2 4 2 2
20+ 1?2 =3(x-1) +6x(x+ 1) =6
20 +2x+1) —3x+ 3+ 6x% + 6x =6
2x% +4x+2-3x+3+6x>+6x-6=0
8x*+7x—1=0

oo 7EV49-4-8-(-1) _ 7+(81 _ 79

_1 -
16 T 16 " 16 Mty ryacl
c)%—%=%%2x-<32—x—%>=2x-%%3x2—2=3x%3x2—3x—2=0
x=3+«/ﬁ
x=—(—3)i«/(—3)2—4~3-(—2)=3i«/9+24=3i«/%< 6
2.3 6 6 x_g_@
T 6

x 1 _1_2 X 1 L) o3 (122 2_ T
d)§—1+?_1 3 — 3x (3 1+x> 3x( 3x> — x*—-3x+3=3x-2 —

= x%_3x-3x+3+2=0 > x*—6x+5=0

= (-6)+y(=6)>—4-1-5 6+y36-20 6+y16 G+4
- — - - -

X

2 2 2
_6+4 10 3
<x— 3 —>x——2 - x=5
_6-4 2 3
x_iz - =5 — x=1
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1 Resuelve sacando factor comiin.
a) x> +xt-243=0 b) 1843 —39x% - 15x=0
o) 3x%—5x%+2x2=0 d) 2x* - 30x3 + 12x° = 0

=0 = x,=0

) +xi-2x3-=0 5 B2 +x-2)=0 > ) )
x*+x—-2=0 > x*+x-2=0

149 %=0
X = 5 < 5

.X'3=—

b) 18x3 - 39x2 - 15x=0 — 3x(6x%>-13x-5)=0 —
3x=0 — x;=0

_1344169-4-6-(=5) _13+17

2— —_ =
6x*-13x-5=0 — «x 3 5 -
30 5 -4 -1
— = — =—-—3 = — = —
T T BT T3

) 3x -5x%+2x2=0 5 2x*+ 2x2=0 > 2x*(x2-1)=0 —>

—2x*=0 — x,=0

TR 120 5 221 5 xy=1; x5=-1

d) 2x* —30x3+12x° =0 > 2x3(x-15+6x) =0 —
2x3=0 — x,=0

= V2o el —1+J1-4-6-(-15) 14361 —1%19
6x“+x—-15=0 = x= % = > == o
%x2=ﬁ=i; x3=ﬁ=i

12 3
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2 Resuelve con ayuda de la regla de Ruffini.
a) x2—3x*-13x+15=0 b) x% - 6x3 + 4x% + 25x—-30 =0
a) x2—3x2—13x+15=0

1 -3 -13 15

1 1 =2 -I5
1 2 -15] 0 — x=1
3 -3 15
1 S| 0 5x--3
5 5

1 0 — X3 = 5
b) x% — 6x3 + 4x2 + 25x—30 =0
1 -6 4 25 =30

) 216 —40 30
1 -8 20 -15| 0 — x=--2
3 3 -15 15
1 5 5| o S xy=3
f x3_5+«/§
5 ) 5:425-4-5.5 5+45 =7
2 5x4520 — x= > SEAS < 25

X4 = )
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3 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)x*—242-8-=0 b)x*-9x2+20=0
o x*+13x2+36=0 d)x*-13x2+36=0
e x*+3x2-4=0 ) x*-8x2+16=0
g xt-x2=0

) xt—2x2-8-=0 > 22-2z-8=0
z1—4%x =4 > x;=2; x,=-2

_ 24 4+3 2+6
< =4 __2 - x?-=_2 Sin solucién.
b) x*-=9x2+20=0 — z —9z+20=0
_9+4/81-80 _ 9+1 < =5 = x*=5 = =5 x=-
Zy =

2 4 - xr=4 — x3=2; x;,=-2

o) x*+13x2+36=0 - z2+132+36=0
__-13+/169-144 1345 < 7 =—4 > x
- )

2 ZZ=—9_)X

2 - _4 Sin solucién.

2 -9 Sin solucién.

d)x*-13x2+36=0 > 22-132+36=0
2 . _
13i/169—144_13¢5 <z1=9—>x=9—>x1=3,x2——3
2

2 =4 > xP=4 > x53=2; x;=-2

) xt+3x2-4-=0 > 22+32-4=0

—3+ 9+1 _3+5 Zl=1—>x2=1—>x1=1;x2=—1
2 - < 2, =—4 — x? = —4 Sin solucién.

f) x¥—8x2+16=0 - z2-8z+16=0
_ 8164064
=

-4 > x*=4 > X =25 xp=-2

x2=0 = x,=0

4.2 _ 20,2 _ 1) _
B xt=x"=0 2T =D=0 2902 g L 1 ayonl

4 :Verdadero o falso?
a) Una ecuacién bicuadrada puede tener cuatro soluciones como maximo.
b) Una ecuacién bicuadrada puede no tener ninguna solucién.
¢) Una ecuacién bicuadrada no puede tener soluciones negativas.

d) Para que una ecuacién bicuadrada tenga solucién, la ecuacién cuadritica que se resuel-
ve con la variable z debe tener al menos una solucién no negativa.

a) Verdadero. b) Verdadero.
c) Falso. d) Verdadero.
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1 Labase de un rectingulo es 9 cm mayor que su altura. Su drea mide 400 cm?. Calcula las
dimensiones de este rectingulo.

x-(x+9) =400
i 9x — 400 = o< x1 =16
x% + 9x — 'y =25

*x; =16 Laalturaesde 16 cmy labase esde 16 + 9 = 25 cm.

x+9

* x, =—25 No es una solucién vilida, porque los lados no pueden tener una medida
2 q
negativa.

2 Un parque circular de 22 686,5 m? tiene un camino que lo rodea. Si el 4rea total del camino
es 2185,44 m?2, scudl es su anchura? (Toma = = 3,14.)

* Calculamos el radio, 7, del parque:
S=n-r> = 226865=3,14-7> > r2=7225 — r=85m
e Llamamos x ala anchura del camino:

22686,5 + 2185,44 = 3,14(85 + x)2 — 24871,94 = 3,14(7225 + 170x + x%) —

— x2 4+ 170x - 696 = 0<x 174
==

El camino tiene 4 m de anchura.



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Pagina 121

3 Se ha fundido un lingote de oro de 3 kg de peso y 80 % de pureza, junto con otro lingote
de oro de 1 kg de peso. ;Cudl era la pureza del segundo, si la de la mezcla resultante es

del 67 %?

Peso puro del primer lingote — 3-0,8 = 2,4 kg

Peso total de la mezcla — 4 kg

Peso puro de la mezcla — 4 - 0,67 = 2,68 kg

Kilos puros del segundo lingote — 2,68 —2,4 = 0,28 kg

Pureza del segundo lingote — 0’128 - 100 = 28%

4 Un coche tarda 5 h en cubrir el trayecto A-B. Un camién, que ha salido a la misma hora,
y realiza el trayecto B-A, tarda 2 h y 55 min en cruzarse con el coche. ;Cudnto durari el
viaje completo del camién?
5h =300 min; 2 h 55 min =175 min

Cuando se cruzan, al coche le faltan 125 min para recorrer el mismo espacio que el camién en
175 min. Por tanto:

175 _ _x - x= 1752 _ 30625 = 245 min

125~ 175 ~ 125 125
El viaje completo del camién dura 245 + 175 = 420 min = 7 h.

5 Dos albaiiles que trabajan asociados reciben 1400 € como pago de cierto trabajo.
:Cuidnto debe cobrar cada uno si el primero trabajé las dos quintas partes de lo que tra-
bajé el otro?

Llamamos x al tiempo que trabajé uno de los albaiiles, entonces, el otro albaiil trabajé 2y

5

x+%x=1400—> 5x;2x=14oo N %x=1400 N x=140+'5=200-5 = x=1000

Uno de los albafiles debe cobrar 1000 € y el otro, debe cobrar, 1 OOO% = 400 €.

6 El suelo de mi salén tiene 1210 baldosas cuadradas. Si el lado de cada baldosa aumenta-
ra 1 cm, solo se necesitarian 1000 baldosas. ;Qué dimensién tiene cada baldosa?

Llamamos x al lado de la baldosa original, en centimetros:

1210x2 =1000(x + 1)2 = 1210x2 = 1000x2 + 2000x + 1000 —
xl = 10

— 2152 - 200x-100 = 0 <_ 10

2201

Como x es una distancia, ha de ser positiva.

Por tanto, el lado de cada baldosa mide 10 cm.
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Hazlo tu

* Unos amigos ponen 15 € cada uno para comprar un regalo. Se suman 4 amigos mds y asi
ponen un 20 % menos cada uno. ;Cudntos son a repartir?

Llamamos x al nimero inicial de amigos.

3,2
0,2

15%x=15-0,8(x+4) —> x=0,8x+3,2 = x= =16

Al principio son 16 amigos. Después, 20.

Hazlo tu

¢ Un grifo tarda tres veces mds que otro en llenar un depésito. Si se abren los dos a la vez, lo
llenan en 3 h. ;Cudnto tardard cada uno de ellos en llenarlo?

Llamamos x alo que tarda uno de los grifos en llenar el depésito.

En 1 hora llena % de depésito. El otro grifo llena 3—1x de depésito en 1 hora.

Por tanto: L +-L -1 3+4l=x > x=4
x

3x 3
Un grifo tarda 4 horas, y el otro, 12 horas.

Hazlo tu

* En esta misma figura, calcula el valor de x para que el lado del cuadrado coloreado sea

iguala«/%cm.
B xQ

C
X
R
P
X
A SXD

$21(6-%2=(26) = 22— 12x+10=0 = x>—~6x+5=0

_6£4y36-20 6+4 xp=1
¥= 2 "2 <x2=5

Hay dos soluciones vélidas: x; =1 y x, = 5.

Hazlo tu

* Si a un niimero de dos cifras le restamos el que resulta de invertir su orden, obtenemos 18.
:Cudl es el ndmero si acaba en 32

Numero de dos cifras que acabaen 3 — 10x + 3
Si invertimos sus cifras — 3 - 10 + x =30 + x
Por tanto:
(I0x+3)—B30+x) =18 = 10x+3-30-x=18 — 9x=45 —> x=5

El nimero buscado es 53.
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Ecuaciones de primer grado

1 Resuelve mentalmente estas ecuaciones:

a)l1=3-4x b)2x+1 =187 ) 8—%=5

X _2_ _x+2 _ S5x+1 _
d)2 3=4 e 7 3 5 f) 3 2

_ 1 _ 186 _ X _ :
a)x-2 b) x 5 93 c)3 3 5> x=9
d)x=14 e) x=4 f) x=3

2 Resuelve las siguientes ecuaciones y comprueba la solucién de cada una:
a)3x-2(x+3)=x-3kx+1) b)4+x-4(1-x)+5Q+x)=0
c)2x+7-2(x-1)=3(x+3) d)42x-7)-3Bx+1)=2—-(7-x)
a) 3x—2(x+3)=x—-3x+1) > 3x—2x—6=x-3x-3 — 3x=3 — x=1

Comprobacién: 3-1-2(1+3)=1-3(1+1) - -5=-5
b)4+x—-4(1-x)+5Q2+x)=0 > 4+x—4+4x+10+5x=0 = 10x=-10 —> x=-1

Comprobacién: 4—-1-4(1+1)+52-1)=4-1-8+5=0
Q) 2x+7-2(x-1)=3(x+3) > 2x+7-2x+2=3x+9 > 0=3x > x=0

Comprobacién: 2-0+7-2(0-1)=3-(0+3) > 9=9
d)42x-7)-30Bx+1)=2-(7—-x) > 8x—-28-9x—-3=2-T7+x —

- 2x=26 - x=-13
Comprobacién: 4[2(-13) - 7] - 3[3(-13) + 1] =2 - [7 - (-13)] —
— -132+114=2-20 — -18=-18
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3 Resuelve las siguientes ecuaciones:

x=3 _x+1 _x+3 «x

R b1="3"-2

3x+4 _x+2 5-16 _ x+8  x+1
A e R

Comprueba que las soluciones son, respectivamente, 8, 0, 18 y 4.

x—-3 x+1 x=3)_q15(x+1 _
a) 5 =73 2%15<5>15<3 2)

3x—=3)=5(+1)-30 - 3x—9=5%+5-30 > 16=2x — x=38

SR K TEE oo I [ EPTAPE

—> 6=2x+6-3x = x=0

o) #zxzz — 2(3x—4) =5(x+2) > 6x—8=5x+10 — x=18

d) 5x—16 _ _x+8  x+1 %12<5X816>=12(_X+8+&>9

6 12 3 12 3
— 25x—16) =—(x+ 8) +4(x+ 1) —
— 10x—32=-x—-8+4x+4 > 7x=28 — x=4
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4 Resuelve y comprueba que dos de estas ecuaciones son equivalentes. ;Cudles son?
x+2 _x+3 __x-4_x-5 3x+2 _ 4x-1_ 5x-2 _«x+1
D53 4 s b =S 10 8 4
x+5 x+5 _x+6  x+4 1 3 1
- - 20— L _3x-2)-=
c) 5 2% =10 * a0 d) 2x— 5 (1 + 3%) 5(x )=—(3-x)
x+2 x+3 _ x-4 -5 x+2 _x+3)_col_x-4_ x-5
S R B 5_’6()(2 3)6(’(4*5)
30(x +2) —20(x + 3) = =15(x—4) + 12(x - 5)
— 30x + 60 —20x—60 = -15x+ 60 + 12x—60 — 37x=0 — x=0
Comprobacién: 0;2—0;3=—024+? > 1-1=1-1-0=0
3x+2 4x-1 5Sx-2 «x+1 3x + 2
b)5_10+8‘4%40<
8(Bx +2) —

4 -1 Sx—-2)\_ x+1
5 10 ' 8 )'40(4>

4(4x—1) +55x-2) =10(x+ 1) —

— 24x+16-16x+4+25x—10=10x+ 10 — 23x=0 — x=0
o 212 2 1 _1_

Comprobacién: 5 10" 8 -5*"10 4

_x+6  x+4 xX+5 +5 x+6 +4

24_10+60%120<5 24)120<10+60>

24(x+5) —5(x+5) =12(x+6) + 2(x + 4) —

— 24x+120-5%x—-25=12x+72+2x+ 8 — 5x=-15 — x=-3

Q) X;S _X+5

1
4
x

Comprobacién: =3 5+ >

-3+6
6

-3+5

_2_1_19
24 S5 12
+—3+4 3,

1
60 10 60

1. 3% 3,6 3 x
d)2x—2 7 5

3 x . 1  3x
5= 4 % — 20 (2x 2

3x  6)_99.([3 _x
2 5*5) 20(4 4)_’
— 40x—10-30x—12x+24=15-5x = 3x=1 — x=

60
19
6

_ 1
3
3.1 3.1
Comprobacién: 2 g_%_TB_ 53 +%=%—%—%—%+%—%
1
3.3 2
4 4

3

Son equivalentes las ecuaciones a) y b
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5 Solo una de las siguientes ecuaciones tiene solucién uinica. Resuélvelas y compruébalo.

x+1 _, 2x-3 4x-3 2x+1 _x-1_3x+1
R I AT 4 3 6

a)4-(x51)=4~<2+ 2x—3> — 2x+2=8+2x—3 5 2x+2=2x+5 > 0x=3 >

— No tiene solucién.

dx—3 2x+1)_q15 (x=1 3x+1 2 o R h b forn
b)12-( 5 4)_12<3 6)—>4x36x 3=4x-4—-6x-2 >

— 2x—6=-2x—6 — 0x=0 — Tiene infinitas soluciones.

Q) 30.(M—ﬂ>=30-(%—4+—x> 5 10+ 10x—6x—18 = 52 — 60 — 15x —>

3 5 15 2
— 8+4x=-8-15x > 19x=0 — x=0
o0 13 _26_ 4 S5 9 _52 60 4 _ 4
Comprobacidn: 375 15 2 - 5~ 15 =30 30 B B

6 ;Cudles de las siguientes ecuaciones tienen solucién inica? Resuélvelas y compruébalo.

a) 42x+1)-3(x+3) =5(x-2) b)2(x-3)+1=3(x-1)-(2 +x)
3x+1 _, 1-x 2x-7 _ 1-x
<) T—Zx > d) x+ i 2x + >

a) 8x+4-3x-9=5x-10 = 5x—5=5x—10 — Ox=-5 — No tiene solucién.
b)2x—6+1=3x-3-2—-x = 2x—5=2x—5 — 0x=0 — Tiene infinitas soluciones.

c)2-<3x2+1>=2-(2x— 17) S 3x+lodx—lax — 2=2x = x=1

Comprobacién: 3'12+1 =2-1- 151 — 2=2

d)4-<x+ 2’54‘7):4.(2“"51) > hx+2x—T7 =8x+2x—2 — 6x—7 =10x—2 —

- —4x=5 > x=—%
Comprobacién: _S5 38 __10 —% ,_20_38__40 18 _, 58 58

4 16 4 16 16 16 16 16 16
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7 Resuelve.

a)%(x—3)+%(x—5)=%<x+£>4—x b)2x—%(1+3x)=%(x—2)+%(3—x)

3/715
) %(2—x}—%(2x—1)=4x—7<x—%>—% d) x(8x—1) — Bx—4)2 = x(7 — x) — 2(x — 4)
2x _6,x_5_3v, 6, 4 s (26 _6,x 5\ _y5.(3x, 6 , 4x
V335757 15*15%15<3 3% 5) 15(5*15*15)_’

— 10x—30+3x—15=9x+6+4x = 13x—45=13x+6 —

— 0Ox=51 — No tiene solucién.
o 1 _3x)_99.(3x _6,3 «x 10— 30x = 12x— _
b) 20 <2x 3 2) 20 < 5 "5t 4> — 40x—10-30x=12x-24 + 15-5x —

— 10x-10=7x-9 — 3x=1 — x= 1

3
8 4x _Ox 3 _,4._ 7_3
c) 3 3 4 +4 4x—Tx + 77 -
8 4x O6x , 3)\_15. _ 7_3
%12-<§—7—T+Z>_12 <4x 7x+2 4>—>

— 32 -16x—18x+9=48x—84x+42-9 — 41 -34x=33-36x — 2x=-8 —

> x=-3__4

2
d) 8x? —x—(9x*—24x+16) =7x—x*>—2x+8 = —x?>+23x—16=—x%+5x+8 —
_ _24_4
— 18x=24 — x-= 133

8 Comprueba que las siguientes ecuaciones son de primer grado y halla sus soluciones:

a) (4x—3)(4x + 3) — 4(3 - 2x)%2 = 3« b) 2x(x +3) + B-x)2=3x(x+1)
) x(x+1) _ (2x —1)? _3x+1 1
2 8 4 8

a) (4x—3)(dx+3)—4(3-2x)2%=3x = 16x2-9—-4(9 + 4x% - 12x) = 3x —
— 16x%2-9—-36—16x2+48x=3x — 45x=45 — x=1
b) 2x(x +3) + B—x)2=3x(x+1) > 2x2+6x+9 +x%—6x=3x%+3x >

- 9=3x > x=3

el @e-D? _dwal 1 <x<x+1>_<2x—1>2)_ (31 1)
9 =3 s~ 4 8 %\ 2 s )°%\"3 %)

= 4x(x—1)—Q2x—1)2=2B8x+1) =1 — 4x?—4dx—(4x?+1-4x)=6x+2-1 >

1

2
6 3

— —1=6x+18 2=06x = x=—



Ecuaciones de segundo grado

9 Resuelve mentalmente.

a) x2-100=0 b)2x2-50=0
d) (x-3)2=0 e) 2x+1)2=0
a) x=+10 b) x = £5
d)x=3 e)x=—%

MANAYAESO
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0 12-3x3=0
(x+1)? o

f) 3 7=5

c) x=12

f) ;=5 x=-7

10 Las siguientes ecuaciones de segundo grado son incompletas. Halla sus soluciones sin

utilizar la férmula general.

a) 3x2-12x=0 b)x—3x2=0
c) 2x%—5x=0 d)2x2-8=0
e) 9Ix2-25=0 f) 4x2+100=0
g) 16x% = 100 h)3x2-6=0

3x2-12x=0 — 3x(x—4) =0 x=
a) 3x X x(x — 4) <x=

b) x — 3x? —0—>x(1—3x)—0< 1/3
X =

Q) 2x%2-5x=0 - x(2x— 5)—0< 5/2
X =

d)2x>—8=0 = 2x2=8 — x*=4 R
) <R

) 9x2—25-0 — 9x2=25 — x2= 22 <x=5/3

x=-5/3
f) 4x% + 100 =0 — 4x%=-100 No tiene solucién.
g) 16x2 =100 — x?= 100 x=10/4=5/2
16 x=—10/4=-5/2

h) 3x% -6 = 0%3x—6%x_2< [
X =—
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11 Resuelve.

a) x2+4x-21=0 b)x2+9x+20=0
) 9x2-12x+4=0 dDx?2+x+3=0
e 4x% +28x+49=0 ) x2-2x+3=0
g) 4x2 -20x+25=0 h) 2x2+3x+2=0

—4+J16+21-4 _4+10 x=3
2 — = = = —
a) x“+4x-21=0 — «x 5 5 <x——7

b)x2+9x+20=0 - x= _9im=—9i1 <x=—4
2 x=-5

2

2 ~ _12+J144-4-9-4 1220 _ 2
) 9x“—12x+4=0 = x= E =98 =3
dDx?+x+3=0 %xzw No tiene solucién.
) 4x? +28x+49=0 — x= —28+(784-4-4-49 2840 _ 7

8 8 2

f)x2-2x+3=0 %xzw No tiene solucién.

2 ~ _20+4400-4-4-25 20:0 _ 5
g) 4x*—20x+25=0 — x= 5 =<E7N 5

B) 2524 3x 422 0 =5 x —31\/9—44(—2).2 __325 x=;2/4=—1/2
—_ — X =
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b)3x(x+2)=0
d)(x-5)x+5)=0

Pagina 124

12 Resuelve mentalmente, igualando a cero cada factor:
a)x(3x-1)=0
o x+1)(x+3)=0
e) x=5)%=0

a)x=0; 3x—1=0 — xzé

b)3x=0; x+2=0 = x=-2
x+1=0; x+3=0
d)x—5=0; x+5=0

e) x—5=0

f) 2x-5=0

13 Opera y resuelve.
a) (x-2)Bx+2)=(x-4)2x+1)
o (x+1)2=(x+1)(2x-3)

f) 2x-5)2=0
Soluciones: x=0; x = %
Soluciones: x=0; x=-2
Soluciones: x=-1; x=-3
Soluciones: x=15; x=-5

Solucion: x=5

lucion: -2
Solucion: x 3

b)(x-1)2+(1-x(x+2)=0
d) (x + 4% - 2x-1)? =8«

Q) 3x2+2x—6x—4=2x2+x—8x—4 — 3x?—4x—4=2x*-Tx—4 —
— x24+3x=0 = x-(x+3)=0 — x;=0; x, =3
b)x?—2x+1+x+2-x2-2x=0 > x+3=0 = x=-3

O x2+2x+1=2x2-3x+2x—-3 > x2+2x+1=2x*-x-3 > x?+3x+4=0 >

B+y32-4.(-1)-4 -3+/9+¢16 -3+425 _345
—xs ) T2 T 2 T2

d) x+4)2-2x-1)2=8x > x2+16+8x—4x?—1+4x=8x = 3x2—4x-15=0
3
5

— x1=—1, X2=4

4+16-4-3-(c15)  4+196 44114 1=
x= 6 - 6 N 6 <x2=
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14 Resuelve las siguientes ecuaciones:

X (v 1V X 3x+4 _ x-Dx+2) x+D)x-2) . x-3
a)s(x 1) 4(x+1)+ . =0 b) 12 G 1= 3
(x—1)*-3x +1 x+1 _ x+1_(x—1)2_x+2 (x—2)2_l
9 15 +75 70 )5 4 3 76 6

Comprueba que una no tiene solucién y las soluciones, no ordenadas, de las otras son 1
y—2; + J3 y 2.

a) i(x—l)—%(x+1)+M=() N 12(%(x—1)—%(x+1)+ 3x+4> N

3 12 12
— 4x(x—1)=3x(x+1) +3x+4=0 > 4x2—4x—3x?-3x+3x+4=0 >
%x2—4x+4=0—>x=#=2
x=1x+2) (x+1)(x-2) _x-=3 xP+x—2 x*-x-2 ,_x-3
e S e ST 6 =737
xrx—2 x*P-x-2 \_ (x—?))
%12( P ¢ 1>—12 3 -

> xtrx—2-2(x*-x-2)-12=4(x-3) —>
S xrx—2-2x% 4 2x+4—-12=4x-12 > x?—x+2=0 >

—1+y1-4(-2) —-1:3 x=1
2 - 2 <x=_2

— x2+x-2=0 > x=

9 (x—1)2=3x+1 cxrl g 15[(x—l)2—3x+l +x+l]=0 N

15 5 15 5
= x?-2x+1-3x+1+3x+3=0 > x2—2x+5=0 >
— x= 2+y4-4-5 — No tiene solucién.

2

4 3 G 6

d) x+1 (x—l)z_x+2 N (x—2)2=1
2

gl (=12 x40 <x—2>2>_ 1
+12<2— i T BV

= 6+ 1) =302 -2x+1)—4(x+2) +2(x*—4x+4) =2 >
— 6x+6—-3x?+6x-3—-4x-8+2x?—8x+8=2 —

=y3
— x?+3=0 - x?=3 x=13
X+ X <x=—«/§
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15 Resuelve.
o Bx=DCxed) _Gx-172-9 py 3 _ G- 1
4 2 3 9 3
0 Bx+1)2x +3) +x2+3=x2+x—2 d) x2—4+ (2x—2)2=7x2—10
21 7 3 3 8 12
(5x—4)(5x+4)_(3x—1)2—9 25x2—16_2(9x2+1—6x—9)
2 4 = 2 I S 4 -
— 25x2 - 16=18x2+2-12x—18 — 7x2+12x=0 —
x=0
12)=0
— x(7x + 12) <x=—12/7
) x+3_(4—x)2>_ (L) (42
b)9(3 5 =9 3 —3%+9-(4-x*=3 >
> 3x+9-16+8x—x%2=3 > —x2+1lx-10=0 —
2
. ~11£4112—4.(-1)-(-10) _ 1181 _ 1149 S % =15 x,= 10
22 2 2
|Gx+D@x+3) x2+3]_ _<x2+x_z>
<) 21 [ 5 o221 : —

= Bx+1)-2x+3)+3x2+9=7x2+7x—-14 >
= 6x2+9x+2x+3+3x2+9=Tx?+7x—14 > Ix?+ 1lx+12=7x%+7x— 14 —

2+y22_4.1.13 =—2¢\/—48

2 2

— 2%% 4+ 4x+26=0 > x*+2x+13=0 > x= -

— No tiene solucién.

_7)2 2
d) 24 . x23—4 N (2"82) ]:24-(%) S 8x2—3243. (2x—2)%= 1452~ 20 —

— 8x% 32 4+ 12x% —24x + 12 = 14x* —20 — 20x% —24x—20 = 14x* - 20 —

— 6x2—24x=0 — 6x(x—4)=0 — x;,=0; x, =4
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16 Resuelve las siguientes ecuaciones:

_ 3 _x+1 x+2 _1_x-3 4-x*
W 5 x  x b) 3 x x * 2x
x+3 1 _x-3 44— 15 _ 72 -6«
C) 2 x  x * 2x d x 22 +2

a)x-(Sx—%>=x-<%) - 52 -3=x+1 5 5%x*-x-4=0 >

(D)2 —4.5.(-4)  1£481 129 1o o8 __4
o x= 2.5 =—10 ~10 Mt bhwmsgpt3
2
b)6x-(x;2—%)=6x-<x;3+4£xx)%2x2+4x—6=6x—18+12—3x2—>
— 5x2-2x=0 > x-(5x—2) =0 — x = 0; x2=%

Debemos descartar la solucién x; = 0, ya que anula algunos denominadores.

2
o) 2x<x+3 —i>=2x<x_3 +4_X ) > x2+3x-2=2x-6+4—x% >
2 X X 2x
— 2% +x=0 = x(2x+1)=0 — x;=0; xzz_z—1

Debemos descartar la solucién x; = 0, ya que anula algunos denominadores.

d) 2x2<1;> _ 2x2 <722‘26x 4 2) 5 30x=72—6x+4x% — 4x2—36x+72=0 —
X

— x2-9x+18=0
e —(-9+(=9)?-4-18 9+y81-72 9+y9 943
- = -

3 R R — x;=06; x,=3
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Ecuaciones de grado superior a dos
17 Resuelve estas ecuaciones bicuadradas:
a) x*-13x2+36=0
o) x*-15x2-16=0
) xt+242+1=0

b)x*-5x2+6=0
d)x*-5x2-6=0

) x%+13x2+36=0
a) x¥ - 13x2+36=0 = 22-132+36=0
13+425 1345 z1=9 = x*=9 = x,=3; x,=-3
= = - x;=0; x,=3
o 2 2 g 2 <z2=4—>x2=4—>x3=1; x4=—2

b)x*—5x2+6=0 - 22-52+6=0

S5+l  5+1 <zl=3 = x*=3 = x;=43; x,=—3
2 2 zZ=2%x2=2%x3=«/§; x4=—2
O xt-15x?-16=0 - 22 -152-16=0

_15+4289  15+17 z21=16 > x*=16 > x,=4; x,=—4
e RS

2, =—1 — x?=—-1 No tiene solucién.
dDxt—5x2-6=0 > 22-52-6=0

_ 5449 517 731=6 = x*=6 = x;=V6; x,=—/6
T2 T2 <22=—1%x2

=—1 No tiene solucién.
) xt+2x2+1=0 5 22+42z2+1=0 > (3+2)?%=0 > z=-1 >
— x% = —1 No tiene solucién.

f) x¥+13x2+36=0 — 22+ 132+36=0

oo ~13£425 135 zy=—4 — x? = —4 No tiene solucién.
- 2 2

2,=-9 — x?=-9 No tiene solucién.

18 Se pueden resolver algunas ecuaciones de grado superior a dos si se factoriza y se iguala a
cero cada factor. Resuelve asi estas ecuaciones:

a) x4 - 9x2=0

b)x3—x2+2x=0
Q) x3-2x2+x=0

d) 3x3-9x2-30x=0
) xt-9x2=0 5 x*(x*-9)=0 >

x=0 = x,=0
%
*=9=0 = x*=9 = x,=3; x3=-3
bD)axd—x2+2x=0 - x(x2-x+2)=0 -
{x=0
- 2 . .y
x“—x+2=0 — No tiene solucién.

AOx3—2x2+x=0 o> x(x2-2x+1)=0 —

N X1=0
2 —2x+1=0 = (x-1)2=0 — x,=1
d)3x3—9x?2-30x=0 > 3x(x*-3x-10)=0 —

3x=0 — x1=0
x> =3x-10=0 — x,=5; x3=-2
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19 Resuelve con ayuda de Ruffini:
a)x>-3x+2=0 b)xa3-2x2+x-2=0
O x—x*-5x-3=0 d)x3+242-9x-18=0
Q) x> —3x+2=0

10 3 2
1 11 =2

11 2] 0 —-x=1
-2 2 2

1 -1 0 = xy =2
1 1

1o

(x*+1)=0 — Sin solucién.

o xl—x>-5x-3=0

1 -1 -5 3
-1 -1 2 3
1 2 3 0 —x-=-I
-1 -1 3
130
3 3
1] 0 — x=3

d)x3+2x2-9x-18=0
1 2 -9 -18

3 3 15 18
1 5 6 O —> x1=3
-3 -3 -6

1 2 0 — x=-3
-2
1 0 — x3=-2

Resolucién por tanteo

20 Busca por tanteo una solucién exacta de cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 3*-5=27 b) yx+9 =13 o (x+1)3=-1
d) x3 —x2 =48 e xd—x2-x=15 ) (x-2)¥-625=0
a) x=8 b) x = 160 c) x=-2

d)x=4 ¢) x=3 f)x=7
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21 Busca por tanteo una solucién aproximada de las siguientes ecuaciones:

a) x3 = 381 b) x* —x2 =54 ) x—Jx+5=0
d) 3*~1 = 0,005 e) 5x=0,32 £)x%75 =17

a) x= 7,25 b) x =~ 4,14 c)x=3

d) x=~ 4 e) x=-0,7 f) x~44

22 Resuelve por tanteo.

a) Jx+8=x-1 b)2x3 —x=17
o) Vx2+3 =2x d) 2% = 0,04

a) x =~ 4,58 b) x = 2,12

o) x=1 d) x= 4,5

Resuelve problemas

23 Se reparten 230 € entre tres personas de modo que la segunda recibe 1/3 mds que la tercera,
y la primera, 10 € mds que la segunda. ;Cudnto recibe cada una?

Llamamos x alo que recibe la tercera persona.

La segunda persona recibe <x + i).

3

La primera persona recibe <x + % + 10>.

x+<x+%>+(x+%+10)=230 - 3x+%=220 — 11lx=660 — x=060

La tercera persona recibe 60 €; la segunda, 80 €, y la primera, 90 €.

24 Un grupo de amigas observan que, para pagar la cuenta de una comida, si ponen 12 €
cada una les faltan 8 €, y si ponen un euro mds cada una les sobran 2 €. ;Cudntas son y
cudnto costé la comida?

Llamamos x al nimero de amigas.
12x+ 8=13x-2 = 10=x > x=10
Son 10 amigas. La comida cost6 (12 - 10 + 8) = 128 €.

25 La longitud de los lados de un rectingulo son dos nimeros enteros consecutivos. ;Puede
ser su perimetro igual a 92 cm? ;Y a 106 cm? Justifica tu respuesta.

Llamamos x y x+ 1 alos lados del rectdngulo.
*2x+x+1)=92 = 4x=90 —> x=22,5

El perimetro no puede ser 92 cm porque los lados no son niimeros enteros, como pide el
enunciado.

*2x+x+1)=106 — 4x=104 — x=26

El perimetro si puede ser 106 cm. En este caso, los lados del rectdingulo miden 26 cm y
27 cm.
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26 La suma de cinco niimeros enteros consecutivos es igual a cinco veces el tercero. ¢Cuan-
tos quintetos de niimeros hay que cumplan esta condicién?

Llamamos x, x+ 1, x+2, x+ 3 y x+4 a los cinco ntimeros consecutivos.
X+x+1+x+2+x+3+x+4=5k+2) = 5%x+10=5x+10 — 0x=0

Hay infinitos quintetos de niimeros que cumplen la condicidn.

27 Averigua si existe algtin niimero, x, tal que la tercera parte de x mads la sexta parte de x
es igual a su mitad aumentada en 1.

XX Xy 2X4X 3x+6 — 3x=3x+6 = 0x=6

3 6 2 6 6

No tiene solucién. No hay ningin nimero que cumpla la condicién pedida.

28 Yago tiene 25 afios menos que su padre. Dentro de 10 afios, la edad del padre seri el
doble que la de Yago. ;Qué edad tiene cada uno?

Edad actual del padre: x. Edad actual de Yago: x—25
Dentrode 10 afios — x+10=2(x—25+10) — x+10=2x—30 — x=40
Yago tiene 40 — 25 = 15 afos, y su padre, 40 anos.

29 El precio de unos zapatos ha subido un 15 % en diciembre y ha bajado un 20 % en ene-
ro. De esta forma, el precio inicial ha disminuido en 6,96 €. ;Cudl era el precio inicial?

Llamamos x al precio inicial de los zapatos.
1,15-0,8 - x=x—-06,96 — 0,08x=6,96 — x=87

El precio inicial de los zapatos era 87 €.

30En la fiesta benéfica que organizé una guarderia se recaudaron 2136 €. Asistieron
90 personas adultas y 116 nifios y nifas. Si la entrada infantil costaba 10 € menos que
la adulta, ;cudl era su precio?

Llamamos x al precio de la entrada adulta. Por tanto, la infantil costaba x — 10.
90x + 116(x—10) — 2136 — 206x=3296 — x=16
La entrada adulta costaba 16 €, y la infantil, 6 €.

31 Dos hermanas se llevan 3 anos y su padre tiene 45. Hace 7 afios, la suma de las edades de
las hijas era la mitad que la del padre. ;Qué edad tiene cada hija?

Edades actuales de las hermanas: x y x + 3.

Hace 7 afios — (x—7)+(x+3—7)=% - 2x-11=19 - x=15

Las edades de las hermanas son 15 y 18 afos.
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32 Un coleccionista de comics vendié 2/5 de su coleccion y luego compré otros 100. Des-
pués de esto, tenia 40 cémics mds que al principio. ;Cudntos tenia?

Llamamos x al nimero inicial de cémics.

%x+100=x+40 —5 3x+500 = 5x + 200 — x =150

Al principio tenia 150 cémics.

33 La jefa de estudios de un centro escolar tiene que repartir a los nuevos estudiantes entre
las clases de 3.° de ESO. Si afiade 5 estudiantes por clase, sobran 3, y si anade 7 por cla-
se, faltan 5. ;Cudntas clases y cudntos estudiantes nuevos hay?

Llamamos x al nimero de clases.
Sx+3=7x—-5 > 2x=8 — x=4
Hay 4 clases y (5 - 4 + 3) = 23 estudiantes.

34 Creia tener el dinero justo para comprar 8 entradas de teatro pero el precio de cada una es
4 € mias caro de lo que pensaba. Ahora solo puedo comprar 5 y me sobran 7 €. ;Cudl es el
precio actual de una entrada?

Llamamos x al precio que pensaba que costaba una entrada.
8x=5x+4)+7 > 8x=5x+27 = x=9

El precio actual de una entradaes 9 + 4 = 13 €.

35 De un depésito de agua se sacan 2/7 de su contenido; después, 40 litros y, por dltimo,
5/11 del agua restante. Si quedan atdn 60 litros, ;cudntos habia?

Llamamos x ala cantidad de agua inicial.

Sacamos Zx — quedan D

7 7
Sacamos 40 L — quedan 2 x40

5
Sacamos - de lo que hay — quedan L(ix - 40)
11 11\7
6 (5 B 30x 240 _ _ _
11<7x—40> =60 — S/ TR 60 — 30x=06300 — x=210
Habia 210 L al principio.

36 Dos ciudades, Ay B, distan 150 km. Un camidn sale de A hacia B a 80 km/h. A la misma
hora sale de B hacia A un coche que tarda 45 min en encontrarse con el camién. ;Qué
velocidad lleva el coche?

Llamamos x a la velocidad del coche.

El coche y el camidn se aproximan a (80 + x) km/h.

En%hrecorren 150 km — (80+x)-%=150 - %=90 — x=120

El coche lleva una velocidad de 120 km/h.
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37 Contratamos un autobis para una salida al campo. Con todas las plazas ocupadas, el pre-
cio del billete es de 12 €; pero quedaron 4 plazas libres, por lo que el viaje cost6 13,50 €.
:Cudntas plazas tiene el autobiis?

Llamamos x al nimero de plazas del autobds.
12x=13,5(x—4) — 13,5x—12x=54 — x=36

El autobus tiene 36 plazas.

38 De un depésito de aceite se sacan los 2/3 de su contenido y después se le afiaden 25 litros.
Al dia siguiente se repite esta operacién, y la cantidad que queda en el depésito es los 2/3
de lo que habia al principio. ;Cudntos litros de aceite habia?

Llamamos x a los litros de aceite que habia.

Cada vez que sacamos 2 queda L Por tanto:

3 3

1(x 2 100 _ 5x _
§<§+25>+25—3x% 3 9 — x=060

En el depésito habia 60 L de aceite.

39 Un coche sale de un pueblo a 90 km/h. Media hora después sale otro del mismo lugar y
en la misma direccién y tarda dos horas en alcanzar al primero. Calcula la velocidad del
segundo coche y la distancia que recorren hasta el alcance.

Llamamos x ala velocidad del segundo coche.
90.25=x-2 > x=112,5
La velocidad del segundo coche es 112,5 km/h. Recorren 225 km hasta el alcance.

40 ;Cudntos litros de aceite de orujo de 1,60 €/L tenemos que anadir a 60 L de aceite de
oliva de 2,80 €/L para obtener una mezcla de 2,50 €/L2

x son los litros de aceite de orujo.

CANTIDAD PRECIO COSTE
ORUJO X 1.6 1,6x 1,6x + 168 = 2,5x + 150 —
OLIVA 60 2,8 2,860

— 18=0,9x — x=20/
MEZCLA x+ 60 2,5 2,5(x + 60)

Tenemos que afadir 20 litros.

41 Una ciclista sale de A hacia B a las 8 de la mafhana. A la misma hora sale de B hacia A un
autobus a una velocidad 40 km/h superior a la de la ciclista. Si la distancia entre Ay B es
120 km y tardan 1,2 h en cruzarse, ;cudles eran sus velocidades?

Llamamos x a la velocidad del ciclista. Velocidad del autobts: x + 40. Se aproximan a una
velocidad de x + x + 40 = 2x + 40.

120=(2x+40)- 1,2 — 120=2,4 + 48 — x=30
La velocidad del ciclista es 30 km/h, y la del autobs, 70 km/h.
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42 Un ciclista que va a 21 km/h tarda tres cuartos de hora en alcanzar a otro que le lleva
una ventaja de 2,25 km. ;Qué velocidad lleva el que va delante?

Llamamos x ala velocidad del ciclista que va delante.

13,5
0,75

El ciclista que va delante lleva una velocidad de 18 km/h.

=18

%21 Z2.25+ %x — 0,75x=15,75-225 — x=

43 Ana sale en su coche a 80 km/h. Se para 15 min para echar gasolina y después conduce
un buen rato a 100 km/h. Cuando llega a su destino, comprueba que hizo 250 km en 3
horas, contando la parada. ;Cudnto tiempo condujo a 80 km/h?

Llamamos x al tiempo que conduce a 80 km/h.

El tiempo del viaje, sin parada, es 3 h — 15 min = 2,75 h. Por tanto, el tiempo que conduce a

100 km/h es 2,75 — x.
El espacio que recorre a 80 km/h es 80x y el que recorre a 100 km/h es 100(2,75 — x). Asi:

80x + 275 — 100x = 250 —> —20x = —25 — x = %(5) - 125

Ana conduce 1,25 h a 80 km/h.

44 Al mezclar 30 kg de pintura con 50 kg de otra de calidad inferior, obtenemos una mez-
cla a 3,30 €/kg. Si el precio de la barata es la mitad que el de la otra, ;cudl es el precio de
cada pintura?

CANTIDAD PRECIO COSTE
0 2 60
PINTURA I 3 X 4 60x + 50x = 264 —
PINTURA II 50 x 50x 110x = 264 2,4 €/k
MEZCLA 80 3,30 80-3,3 ~ T o i

La pintura cara vale 4,8 €/kg, y la pintura barata, 2,4 €/kg.

45 Una marca de café de 14,15 €/kg se elabora con un 30% de café colombiano de
18 €/kg, y el resto, con otro. ;Cudl es el precio de ese otro?

Para obtener 1 kg de mezcla, ponemos 0,3 kg de café colombiano y 0,7 kg del otro café.
0,3-18+0,7x=1-14,15 = 0,7x=8,75 = x=12,5 €/kg
El precio del café barato es 12,5 €/kg.

46 Halla dos niimeros enteros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados es 145.
Los nimeros son x y x+ 1.
2+ (x+1)2=145 - x?+x2+1+2x—145=0 —

> 224 2x-144=0 > x2+x-72=0 >

114724 _1+17 x=8
—xE 2 - 2 <x=_9

Son 8y 9, o bien, -9 y —8. Hay dos soluciones.
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47 Si al producto de un nimero natural por su siguiente le restamos 31, obtenemos el quin-
tuple de la suma de ambos. ;De qué nimero se trata?

x es el nimero que buscamos.
x(x+1)=31=5x+x+1) = x*+x-31=10x+5 = x*-9x-36=0 —

~9+481+4-36  9+15 <x=12
B 2 ) x=-3

— X

El niimero puede ser 12, o bien, —3. Hay dos soluciones.

48 El 4rea del cuadrado ABCD es igual a la del rectingulo AEFG. Si BE =4 cm y
GD =3 cm, ;cuinto mide el lado del cuadrado?

A B £
G
D c F

Llamamos x al lado del cuadrado ABCD.
x2=(x+4)(x-3) > x*=x?-3x+4x-12 = x=12
El lado del cuadrado mide 12 cm.
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49 Si duplicamos el lado de un cuadrado, su drea aumenta en 147 cm?. :Cudnto mide el

lado del cuadrado?

Llamamos x al lado del cuadrado.

(2x)?2 =x?+ 147 — 3x? =147 = x=7
El lado del cuadrado mide 7 cm.

50 Calcula los lados de un rectidngulo cuya diagonal mide 10 cm y en el que la base mide
2 cm mds que la altura.

10

X+ 2
2+ (x+2)2=210%2 > x2+x?+4x+4=100 > 2x%2 +4x-96=0 —

—2+y4-4(-48) _2+14 <x=6
2 N 2

x = —8. No vale.

— x?+2x-48=0 - x=

La altura mide 6 cm, y la base, 8 cm.

51 Los catetos de un tridngulo rectingulo suman 18 cm y su drea es de 40 cm?. Halla las
medidas de los catetos de este tridngulo.

Area: 7’6(182"6) 40 — 18x—x2=80 — x2—18x+80=0 —
X
Sy e 18+ 4324 —-4-.80 _18+4 <x=11
2 2 x=7

18 —x

Los catetos miden 7 cm y 11 cm, respectivamente.

52 La base de un rectingulo mide 5 cm mds que la altura. Si disminuimos la altura en 2 cm,
el drea del nuevo rectingulo serd de 60 cm?. ;Cudnto miden los lados del rectingulo?

x+5 x+5

(x+5)(x-2)=60 > x*+3x-10=60 > x*-3x-70=0 —

— X

_ 3+49—-4(-70) _3:17 <x=10
2 2 x =—7. No vale.

La altura mide 7 cm, y la base, 12 cm.
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53 Sobre un segmento AB de 10 cm de longitud se construyen dos cuadrados. Expresa la
suma de las dreas de los dos cuadrados en funcién de x (AM = x).

Fi E

A M B

a) ;Cudl debe ser la longitud de AM para que la suma de las 4reas sea 52 cm??

b) ;:Puede ser la suma de las dreas igual a 40 cm??

Area del cuadrado pequefo = x?

Area del cuadrado grande = (10 — x)?

Area de las 4reas = x% + (10 — x)2

a) x2+ (10 -x)?=52 > x?+100 - x>~ 20x=52 — 20x*-20x+48=0 —
— x2-10x+24=0

e 10 + 4100 — 96 10+2 <x1—

2 xZ—

Como x es el lado pequefio, AM =4 cm.
b)x2+(10-x%2=40 - 2x2-20x+60=0 — x2—10x+30=0

10 £y100-120 10+ y-20

x = = Sin solucién.

2 2

La suma de las drea no puede ser igual a 40 cm?.

54 ;Cuénto debe valer x para que el drea de la parte coloreada de la figura sea 204 cm??

(10 + 2x)(18 + 2x) — 18 - 10 = 204 — 180 + 20x + 36x + 4x% — 180 -204 =0 —
— 4x%4+56x-204=0 —> x%+14x-51=0

_ —14+y196 +204 —14+20
X= 2 - <x2

=—-17 No vale

Solucién: x =3 cm.
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55 Un padre reparte una cantidad de dinero entre sus tres hijos de forma directamente
proporcional a sus edades, que son 12, 18 y 20 afios. Al menor le correspondieron 96 €
menos que al mayor. Calcula lo que dio a cada uno y la cantidad repartida.

Llamamos x ala cantidad repartida.

12 + 18 + 20 = 50 — Al mayor le corresponden 20,

507
— Al menor le corresponden ;(2)
Por tanto:
20, 12 _ _
SOx_ 50x+ 96 — 20x=12x+ 4800 — x =600

Repartié 600 €. Al hijo mayor le dio 240 €; al mediano, 18 .600=216€; y al menor, 144 €.

50

56 En un laboratorio de investigacién sobre vacunas necesitan mezclar dos sustancias de
30% y 10 % de concentracién, respectivamente. ;Cudntos litros de cada tipo deben to-
mar para obtener 20 litros con una concentracién del 15 %?

Llamamos x a la cantidad de la 1.2 sustancia (al 30 %) que usamos en la mezcla. Por tanto,
de la 2.2 sustancia usamos (20 — x) L en la mezcla.

0,3x+ 0,120 -x) =0,15-20 — 0,3x+2-0,lx=3 — 0,2x=1 — x=5
Debemos tomar 5 L al 30% y 15 L al 10 %.

57 ;Cudntos términos de la progresién 3, 7, 11, ... se deben tomar para que la suma de to-
dos ellos sea 8202

3,7,11, ... — Progresién airtméticacon a;=3 y d=4.

Término general: 2, =3 + 4(n—1) = 4n—1

_ay+a, 3+(4n-1)
Sn—iz no e

S 4+ 2n—-1640=0 = 27> +7n—-820=0

n=820 = (4n+2)n=1640 —

_ —1£41+6560 _—1+81
- 4 <ﬂ2

Hay que coger 20 términos.

=-20,5 No vale.

58 La diferencia entre invertir una cantidad al 4 % anual durante 3 afios o colocarla al 6 %
anual durante un afo y medio, con periodos de capitalizacién mensuales, es de 618 €.

Calcula dicha cantidad.

Q Mira la pdgina 53 de la unidad 3.

e Llamamos x a la cantidad invertida.

e Si invertimos al 4 % anual durante 3 afios, obtenemos x - (1,04)3.

* Siinvertimos al 6% anual durante 1,5 afnos = 18 meses con periodos de capitalizacién men-
sual, obtenemos x - (1 + 0,005)8, pues un 6% anual equivale aun 6: 12 = 0,5 % mensual.

Por tanto:

x- (1,043 —x- (1,005)18 =618 — x= 618 — x~19977,33 €.
1,043 —1,005!8

La cantidad invertida es 19977,33 €.
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59 En un tridngulo equildtero de lado 18 cm se corta en cada esquina un pequefio tridngulo
equildtero de lado x cm, de forma que la suma de los perimetros de los tres tridngulos

cortados es igual al perimetro del hexdgono que queda. ;Cual es el valor de x2

— Suma de los tres perimetros: 9x

Perimetro del hexdgono: 3(18 — 2x) + 3x

Por tanto: 9x = 3(18 — 2x) + 3x — 6x =54 — 6x%x—% 4,5

Solucién: x =4,5 cm.

60 La hipotenusa de un tridngulo rectingulo mide 4 cm mds que el cateto mayor, y este,
4 cm mis que el cateto menor. Calcula la medida de los tres lados.

— (x+8)2%=(x+4)%+x* > x2+64 + 16x=x%+ 16+ 8x + x* >

— 64+ 16x=16+8x+x%* —> x> —8x—48=0
4 x+8
8+ /64 +192 g+16 xy =12
- = 2 <x2=—4 No vale.

Los lados miden 12 ¢cm, 16 cm y 20 cm.

61 ;Cudnto debe valer x para que el 4rea de esta figura sea 82 cm

X

10

10

El drea del tridngulo tiene que ser 18 cm?.

10 — x
Por tanto:
10 — x 2
M: 18 = 100 —20x+x%2=36 = x2-20x+64=0
20 + y400 — 256 2()+12 <x1 =16 No vale.
B 2 xy=4

Solucién: x =4 cm.
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62 Dos numeros naturales suman 85 y al dividir el cuadrado del mayor entre el cuadrado
del menor se obtiene 5 de cociente y 475 de resto. Calcilalos.

Si llamamos x a un ntimero, el otro serd 85 — x.

(85 —x)2 = 5x% + 475 — 7225 —170x + x* = 5x% + 475 — 4x%+ 170x- 6750 =0

- —170 £ 1702 — 4.4 .(=6750) _ —170 + /136900 _ —170 + 370 <x1 =25
- 2.4 - 8 B 8 xy=-67,5

La solucién x=-67,5 no es vélida, pues no es un niimero natural.

Los nimeros son 25 y 60.

63 Si a un nimero de dos cifras le restamos el que resulta de invertir el orden de estas, el
resultado es 18. ;Cuadl es el ndmero si la cifra de las unidades es 2?

Supongamos que el nimero es @b, y como b =2:

b+10a—a—-10b=18 — 94-96=18 — 92-18=18 — 92=36 — a=4

El ntimero es el 42.

64 Un depésito de agua tiene un grifo de abastecimiento y un desagiie. El grifo llena el de-
posito en 9 horas. Si ademds se abre el desagiie, el depésito tarda 36 horas en llenarse.
Averigua cudnto tarda el desagiie en vaciar el depésito lleno, estando cerrado el grifo.

El grifo llena, en 1 hora, % del depésito.

El desagiie vacia, en 1 hora, L gel depésito.
X

Abriendo los dos, llenan en 1 hora 31 c del depésito.

Por tanto:

1_1_1 x=9 _ 1 _9)= _ -
"% "3¢ ~ “ox 36—>36(x 9)=9% — 36x—324=9x —

— 27x=324 — x=12h

Tarda en vacias el depésito lleno 12 h.

65 Un grifo tarda el doble que otro en llenar un depésito. Abriendo los dos a la vez, tardan
8 horas. ;Cudnto tardard cada uno de ellos en llenarlo?

Un grifo llena, en 1 h, % del depésito, y el otro grifo llena, en 1 h, % del depésito.

Los dos juntos, en 1 hora, llenan 1

1. 1 _1 3 _1 - -
x+2x_8 - "8 — 2x=24 — x=12h

Uno de los grifos tarda 12 h, y el otro, 24 horas en llenar el depésito.
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Resuelve: un poco mas dificil

66 La bandera de Suecia es un rectingulo azul con una cruz amarilla como la de la figura.
El 4rea de la cruz ocupa los 3/10 de la superficie del rectingulo, y sus dos brazos tienen
la misma anchura, x.

Calcula x silas dimensiones del rectingulo son 16 dm x 10 dm.

3 (16 -10) =
;516 10) = 48

16x+ 10x—x% =48 — x2—-26x+48=0

e 264676 -192  26+22 <x1=24 No vale.
- 2 )

x2=2

Solucién: x =2 dm.
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67 Un pintor tarda 3 h mds que otro en pintar una pared. Trabajando juntos, pintarian la
misma pared en 2 h. ;Cudnto tardaria cada uno en solitario?
Un pintor tarde xh en pintar una pared. En 1 hora pinta 1 e pared.
x

1
+3

Trabajando juntos tardan 2 h. En 1 hora pintan % de pared.

El otro tarde (x + 3) h. En 1 hora pinta . de pared.

Por tanto: %+ 1 _1 2+ 3) + 2x=x(x+3) > 2x+6+3x=x%+3x >

x+3 2

- x2_x+6=0

1£425 145 x1=3
X= 2 2 <x2=—2 No vale.

Un pintor tardarfa 3 h, y el otro, 6 h.

68 Ana, en su camino diario al colegio, ha comprobado que si va andando a 4 km/h llega 5
minutos tarde, pero si se da prisay va a 5 km/h llega 10 minutos antes de la hora. ;Cudl
es la distancia al colegio? ;Llegard puntual si hace la mitad del camino a 4 km/h y la otra

mitad a 5 km/h?
* Llamamos x a la distancia al colegio.
La diferencia entre 25 a 4 km/h y 5 km/h son 5 + 10 = 15 min = 1/4 h.

x x _ 1

47575 7 F0

La distancia al colegio son 5 km.

2,5 2,5 )
. 4 + 5 =0,625+0,5=1,125h =1 h 7 min.

Sivaa5 km/h tarda 1 h. Asi que si va mitad y mitad, llegard 3 min antes.

69 Luisa y Miguel van a visitar a sus abuelos. Como solo tienen una bicicleta, acuerdan que
Miguel la lleve hasta la mitad del camino y la deje alli hasta que Luisa, que sale andan-
do, la recoja. La segunda mitad, Miguel caminard y Luisa ird en bicicleta. De esta forma
tardan una hora en llegar a su destino. El que camina va a 4 km/h y el que va en bicicle-
ta, a 12 km/h. ;Cual es la distancia que han recorrido? ;Cuédnto tiempo estuvo parada la
bicicleta?

t: tiempo que emplea Miguel en recorrer la mitad del camino en bicicleta.

12¢=4(1 -2t — 16t=4 — t=—h

1
4

Andando tarda % h.

Distancia: 12-%+4%=3+3=6km

1
4

h y el otro la recoge a los 3 h. Est

Tiempo de bicicleta parada: La deja cuando ha pasado 7

parada % hora.
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70 En las dos orillas de un rio hay dos palmeras. La mds alta mide 30 codos; la otra, 20

71

codos, y la distancia entre ambas es de 50 codos. En la copa de cada palmera hay un pi-
jaro. Al descubrir los dos pdjaros un pez en la superficie del rio, se lanzan rdpidamente,
alcanzando al pez al mismo tiempo.

:A qué distancia del tronco de la palmera mds alta aparecié el pez?

30 J d?=20%+(50 — x)?| La distancia a P es la misma desde
d 20 d?=30% + x? las dos palmeras.

x P 50 —x

202 + (50 —x)2 = 30% + x2 — 400 + 2500 — 100x + x% = 900 + x> — 2000 = 100x —
— x =20 codos

A 20 codos de la palmera mds alta.

Tenemos tres tetrabriks con forma de prisma rectangular cuyas bases miden 4 cm X 6
cm, 3 cm X 6 cm y 2 cm X 6 cm, y cuyas alturas son, respectivamente, 4, & y c. El
primero tiene doble capacidad que el segundo; y el segundo, doble que el tercero. Si las
alturas suman 39 cm, ;cudnto medir4 cada una?

Llamamos V;, V, y V5 alos volimenes de cada tetrabrik.

Vi=4-6-a=24a

V3.6 b—le} 5 24a-2-18b — a=3%0 a=1,5b
1 =3-6-b=

24

V2=3'6'b=18b

Va=2-6 5_126‘} — 18b=212€ — c:&b N C=0,75b
3=2-6-c=

24

a+b+c=39 > 1,56+6+0,756=39 — 3,256=39 — b=12
2a=1,5-12=18cm; 6=12cm; ¢=0,75-12=9cm

72 En un tridngulo ABC, el dngulo A mide x+2 grados y el dngulo C mide 2x—4 gra-

dos. Calcula el valor de x para que el tridngulo sea is6sceles. Maria dice que el proble-
ma tiene tres soluciones y Pablo dice que solo tiene dos. ;Quién tiene razén?

A=x+2

> B=180—x-2—2x+4=182—3x

C=2x—4 B

¢Si A=C - x+2=2x—4 - x=6°
Entonces: A = 8% B =164% C = 8°

¢Si B=C — 182—-3x=2x—4 — x=37,2°
Entonces: A = 39,29 B =70,4% C =70,4°

*Si A=B — x+2=182-3x — x=45°
Entonces: A = 47°; B = 47°; C = 86°

Hay tres soluciones. Tiene razén Marfa.
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73 Carmen hace cuentas sobre las compras que ha hecho y observa que el abrigo le ha cos-
tado el triple que el bolso; el bolso, 5 € menos que la camisa; la camisa, 6 € mas que los
deportivos; los deportivos, el doble que el estuche; el estuche, la mitad que el pantalén,
y este, 120 € menos que la suma de todos los demds articulos. Calcula el precio de cada
compray el total.

A=3B; B=C—-5; C=D+6; D=2E: E=§

P=A+B+C+D+E-120
A=3(C=5)=3D+6-5)=3D+1)=3QRE+1)=3(LP+1)=3P+3
B=D+6-5=D+1=2E+1=P+1

C=2E+6=P+6

D=r

P=3P+3+P+1+P+6+P+§—12O N 5P+§=110 N %:110 — P=20

P =20 € precio pantalén.
E =10 € estuche; D =20 € deportivos; C =26 € camisa; B =21 € bolso; A =063 € abrigo
Gasto total: 140 €

Reflexiona

74 ;Verdadero o falso? Razona las respuestas.
a) La ecuacién 5x = 0 no tiene solucidén.
b) Si multiplicamos por -3 los dos miembros de una ecuacién, su solucién no varia.
c) La ecuacién Ox = 4 tiene infinitas soluciones.
d) El discriminante de una ecuacién de segundo grado es —b? + 4ac.

2 + ¢ =0 no tiene solucién si ¢ > 0.

e) La ecuacién ax
f) Unasoluciénde 2% +25-1_2¥+1__4 e5_2,

g) Si b2 - 4ac = -1, la ecuacién de segundo grado no tiene solucién.

a) Falso. x =0 es solucién de la ecuacidn.

b) Verdadero. Se obtiene una ecuacién equivalente, con las mismas soluciones.
¢) Falso. No tiene soluciones. Ningtin nimero multiplicado por 0 da 4.

d) Falso. Es 6% — 4ac.

e) Falso. Si 2 <0 si tiene solucién.

f) Falso. 272 +23-21=-23 4

g) Verdadero. No existen las raices cuadradas de niimeros negativos.
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75 En la ecuacién mx—m = x + 3m:
a) ;Cudnto debe valer m para que la solucién sea x = 5? ;Y para que no tenga solucién?
b) ;Hay algiin valor de 7 para el que tenga infinitas soluciones?
a) mx—m=x+3m

*Si x=5 essolucién — Sm—m=5+3m — 4m=5+3m — m=5

*mx—x=x+3m = x(m—-1)=3m+m — x=3m7+1m
m_
No tiene soluciénsi m—1=0 — m=1

b) Para que tenga infinitas soluciones, tenemos que buscar un valor de 7 que haga 0 estas
dos expresiones a la vez:

B3m+m=0

No existe ese valor de .
m—1=0

76 Una igualdad de dos expresiones algebraicas es una identidad si:
a) Se verifica para cualquier valor de las letras.
b) No tiene solucién.
¢) Se verifica para algunos valores de las letras.
Elige la respuesta correcta y pon ejemplos.
La respuesta correcta es a).
Por ejemplo: (x + 1)2 = x? +2x + 2
(x—2)2=x%—4x+4
(x+2)(x—2)=x*-4

78 Inventa ecuaciones de segundo grado con:

a) Dos soluciones: x=3 y x=— 2

3
b) Dos soluciones: x=0 y x=-5
c) Una solucién: x =4

d) Ninguna solucién.
a) (x—3)<x+%>=0 — xz—%x—2=0 — 3x2-7x—-6=0

b)x(x+5) =0 —> x*+5x=0
) (x—4)2=0 > x2-8x+16=0
d) x2+100=0
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79 En la ecuacién x? — 14x + m = 0:
a) ;Qué valor debe tomar m para que tenga dos soluciones iguales?
b) ;Y para que sean distintas?
¢) ;Y para que no tenga solucién?
a) x2—l4x+m=0
A=142-4-m=0 — 196-4m=0 — m =49
b) Para que sean distintas, m =49 y m < 49.

¢) Para que no tenga solucién, 196 —4m <0 — 196 <4m — m > 49.
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Informate

Sabias que...
Ecuacién viene del término latino aequatio, que, a su vez, se deriva de aequare (igualar) o

aequus (igual).

A la derecha tienes otras palabras del castellano con la misma raiz.

TR | P

ECUADOR: Circunferencia mdxima

a igual distancia de los polos.

= 1

* Busca otras cuatro palabras que tengan la misma raiz que ecuacién.

Por ejemplo: equitativo, ecudnime, equilibrio y equinocio.

Utiliza tu ingenio

En perfecto equilibrio

* Si cada bola pesa un kilo, ;cudnto pesa cada caja?

Las poleas sirven para restar peso. Teniendo esto en cuenta, las balanzas y los juegos de poleas
dan lugar a la siguiente ecuacién (llamamos x al peso de la caja):

3x+1-B3-x)=8+x—(x+2)

Su solucién es x = 2. La caja pesa 2 kilogramos.
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Usa la equis

* Completa esta tabla de forma que sumando los niimeros de dos casillas consecutivas ob-
tengas el ndmero de la siguiente:

5 81
B | x|5+x|5+2x[10 + 3x|15 + 5x|25 + 8x = 81

La solucién de la ecuacidén es x = 7. Por tanto, la tabla queda as:

°9 | 71121193150 81

1 2 3 4 5 6 1

Ingéniatelas como puedas...

* ... para buscar una solucién de esta ecuacién:

7+ V1+V5-V30 V13 + Vx = 8

x =144

Interpreta, describe, exprésate

¢ Escribe un niimero cualquiera de tres cifras, abc, e inviértelo, cba.
Resta al mayor el menor y suma las cifras de la diferencia obtenida.
iEsta suma es siempre 18!

a) Comprueba, con ejemplos, que siempre se cumple la afirmacién anterior. ;Sabrias jus-
tificar por qué ocurre?

b) Analiza y explica el proceso que se expone a continuacién.

Sea abc un numero de tres cifras. Supongamos que « > c.

PASO 1 PASO 2 PASO 3
a b c | a b-1 c+10 a-1 10+56-1| c+10
— c b i_ a — c b a — c b a
| c—a<0 10 +c—a a-1-c¢ 9 10+c—a

Sumamos las cifras de la diferenciay...
824 —428 =396, 3+9+6=18; 351 -153=198, 1 +9+8=18
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Entrénate resolviendo otros problemas

¢ Un granjero, tras recoger en una cesta su cosecha de huevos, piensa:

— Si los envaso por docenas, me sobran 5.
— Si tuviera uno mds, podria envasarlos, exactamente, en cajas de 10.
— Casi he recogido 100 huevos.

:Cudntos huevos recogié el granjero?

Considerando los puntos tercero y segundo, puede tener 79 u 89 6 99.

Eliminamos 5 huevos de cada uno de estos grupos (por el punto primero):
74 84 94

La tnica cantidad que resulta ser maltiplo de 12 es 84.

Por tanto, el granjero recogié 89 huevos.

* El reloj de una torre tarda 15 segundos en dar las seis. ;Cudnto tardari en dar las doce?

Entre la primera y la sexta campanadas hay 5 intervalos de tiempo. Los 15 segundos se reparten
entre 5y, asi, se obtienen 3 segundos entre campanada y campanada.

Por lo tanto, para dar las 12 (11 intervalos de tiempo) el reloj tarda 11 - 3 = 33 segundos.
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* Calcula la superficie del cuadrado verde.

6m

6m

Vemos claramente que el cuadrado grande estd formado por cinco cua-
drados iguales, uno de los cuales es el verde.

La superficie del cuadrado grande es 6% = 36 m?.
36

La superficie del cuadrado verde serd <= = 7,2 m2.

5
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AUTOEVALUACIGN

v

1 Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones y explica el proceso seguido:

a) (x+13)%2=25 b) yx2+15=8

a) La suma que hay dentro del paréntesis debe ser 5, porque es el nimero que elevado al cua-
drado da 25, por lo que x=-8.

b) La suma que hay dentro de la rafz debe dar 64, cuya raiz cuadrada es 8. Por ello, x* debe
ser 49, y el nimero que elevado al cuadrado da 49 es 7, por lo que x=7.

2 Resuelve, por tanteo, con ayuda de la calculadora.

a) (x—14)3=x+10 b) Vx* - x%=5
a) x=17 b) x = 2,37

3 Resuelve.

3x—2 3x+1) 3-x_ 9 x+1 _ 2x+3
)3 10 4 10 b=
c)%x2—2x=0 d)4x2+25=0

3x —2 3x+3)\_ 3-x 9 8 bxe G =15 — Sy
a)20< 5 " 10 )_20< Z 10)—>l2x 8-—6x-—6=15-5x-18 —

— 12x—6x+5x=15-18+8+6 — 1llx=11 — x=1

b)4<x51>=4<x—2x4+3> — 2x+2=4x-2x-3 > 2x+2=2x-3 — Ox=-5.

No tiene solucidn.

<) 2-<3x2—2x>=0 — S5x?—4x=0 — x-(5x—4) — %, =0; xf%
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4 Resuelve las ecuaciones siguientes:

b) (x-2)(x-3) (x=1)2

a) (x+3)(x—3) —25x =9x— 298 3 A

=2—-x
Q) 4x3 +4x2+x=0
a) x2—9—25x=9x—298 — x?—34x+289=0

_ —(34)£{(34)2—4-1.289 _ 340 _ 34

=== =17 — Solucién tnica.

2 2 2
2 2
b) X —2x+6_x —42x+1 =2—-x > 2x2—10x+12-3x2 + 6x—3=24—12x —
9 e 1s . ) 8+ 64— 60 8+2
5 x2+8x—15-0 — x2—8x+15=0 — x= : <

Q) 4x+4x?+x=0 > x@x?+4x+1)=0 - x2x+1)2=0 —
x1=0

2x+1=0 — x2=—%

5 Mezclamos 6 kg de harina de 1,30 €/kg con otra de 0,70 €/kg para obtener una mezcla
de 1,10 €/kg. ;Qué cantidad tenemos que poner del segundo tipo de harina?

Llamamos x ala cantidad de harina que desconocemos. La cantidad de la mezcla serd 6 + x.

1,2
0,4

1,3-6+0,7x=1,1-(6+x) — 7,8+0,7x=6,6+1,1x - 0,4x=1,2 — x= =3 kg

Tenemos que poner 3 kg del segundo tipo de harina.

6 Un tren sale de A hacia B a 135 km/h. Una hora m4s tarde sale de B hacia A otro tren a
115 km/h. Si la distancia entre Ay B es de 485 km, ;cudnto tardardn en cruzarse?

Como el primer tren sale una hora antes, cuando sale el segundo tren, el primero ya ha reco-
rrido 135 km, y le quedan por recorrer 350 km. Si comenzamos a contar el tiempo desde ahi,
se cruzan cuando se igualan los tiempos:

_e 3 x _ 350-x _ _
t= D hEh D =T e 7 115x = —-135x + 47250 — 250x=47250 —

189
— x=189; t=—==1,4h
¥ 135
Sumando la hora que le quitamos al principio, los trenes se encuentran 2,4 horas después de
que saliera el primer tren.

7 Tres talleres cobran 540 € por hacer un trabajo. El primero trabajé 12 horas y el segun-
do, que trabajé 2 horas mds que el tercero, recibié 180 €. ;Cudntas horas y cudnto dine-
ro corresponden a cada uno?

;%8 = % — Como sabemos que el segundo hizo un tercio del trabajo, y el tercero trabajé
dos horas menos, el primero trabajé dos horas mds, por lo que trabajaron 12, 10 y 8 horas
respecticamente.

El primero cobré: ;—% - 540 =216 € El tercero cobré: % 540 = 144 €
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8 Con una cuerda de 24 m de longitud hacemos un tridngulo rectingulo en el que uno de
los catetos mide 6 m. ;Cudnto medirdn el otro cateto y la hipotenusa?

X 18—x x*+62=(18-%? = x?+36=324—-36x+x> = 36x=288 — x=8

Catetos: 6 y 8 m; hipotenusa: 10 m.

9 Para embaldosar un salén de 48 m? de 4rea, se han utilizado 375 baldosas rectangulares
en las que un lado mide 8 cm menos que el otro. Halla las dimensiones de las baldosas.

x-(x—0,08)-375=48 — (x2-0,08x) - 375 =48 — 375x%—30x=48 —
— 375x2 - 30x—48=0 — 125x%2—-10x—16=0

oo —(C10)£V(-10)2 — 4.125-(-16) _ 10+ 8100 _ 10+90
B 2125 T 250 250

- xlzé—5=0,4m; xzz—%m

La tGnica solucién vilida es 0,4 m (no puede ser un valor negativo).
Las baldosas miden 0,4 m x 0,32 m.

-
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Resuelve

1 Traduce a lenguaje algebraico el problema de la tablilla babilénica y calcula, por tanteo,
la longitud y la anchura medidas en manos.

Lx+)/=

4 —> x=4y=6

x+y=10

2 El problema chino de las gavillas de trigo se resuelve con un sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas. Completa el que ves en el enunciado de la pdgina anterior y com-
prueba que la soluciénes x=4, y=3, z=2.

3x+2y+ 2=20 3-4+2-3+2=20
2x+3y+ z=19 Comprobamos parax=4,y=3,2=2:12-4+3-3+2=19
x+2y+32=16 4+2-3+3.2=16

3 Plantea un sistema de ecuaciones para el problema que Diofanto propuso en su libro
Aritmética. Intenta encontrar una solucién.

{x +y = 20

x2+)/2=208 %X1=8, )/1=12 5 X2=12, )/2=8

4 El problema de Diofanto de las cdntaras de vino podria traducirse algebraicamente en
el sistema de ecuaciones que tienes debajo, siendo a4, & y ¢ nimeros enteros. Com-
prueba que compré 2 cdntaras del primer tipo y 4 del segundo tipo, y que pagé por ellas
36 dracmas.

Sa+5b=c2}

a+b=c

Comprobamos paraa=2 ; b=4 y c=06.

8.2+5.4=16+20=36=c*
2+4=6=c¢



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

T ) ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Pagina 132

1 Comprueba si cada uno de los pares de valores siguientes son solucién de la ecuacién
4x—3y=12:
a)x=06, y=4 b)x=6, y=12 )x=0, y=—-4
D 4-6-3.4=24-12=12
x=0, y=4 siessolucién de la ecuacién.
b)4-6-3-12=24-36=-12
x=0, y=12 no es solucién de la ecuacién.
0)4-0-3-4=0+12=12

x=0, y=—4 siessolucién de la ecuacién.

2 Representa las rectas de ecuaciones:
2x—-y=06 x+y=0
:Cudl es la solucién comiin a ambas ecuaciones?

Y

x+y=0

Solucién comtn a las dos ecuaciones: x =2, y=-2. Punto (2, -2).
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2 ) SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
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1 Disilos pares x=-1, y=4 o x=7, y=28 son solucién de alguno de los siguientes
sistemas:
2) —6x +5y=26 b) —2x+4y=18
x—2y=-9 3x-2y=5
c 5x+y=43 4 x+y=15
3x+y=1 x—y=-1
{—636 +5y =26
a)
x—2y=-9
x=-1, y=4 x=7,y=8
6 + 20 = 26, st —42 + 40 = -2, NO
-1 -8=-9,sf 7 —-16 =-9, si

sf ES SOLUCION

b) {—Zx +4y=18

NO ES SOLUCION

3x—2y=5

x=-1, y=4 x=7, y=8
2+16=18, st —14 + 32 = 18, st
-3-8=-11,~N0 21 -16 =5, st

NO ES SOLUCION

sf ES SOLUCION

{5x+y=43

c)

3x+y=1
x=-1, y=4 x=7,y=8
-5+4=-1,N0 35 + 8 = 43, st
—3+4=1,si 21 + 8 =29, NO

NO ES SOLUCION

NO ES SOLUCION

x+y=15
d){ J
x—y=-1
x=-1, y=4 x=7,y=8
-1+4=3,N0 7 +8 =15, st
-1-4=-5,N0 7 —8=-1, st

NO ES SOLUCION

sf ES SOLUCION
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1 Representa estos tres sistemas equivalentes que se obtienen para resolver el primero de ellos:

x+y=9 N x+y=9 N x=6
x—y=3 2x =12 y=3
Y Y 2412 Y x=6
x#9=9 x+y=9

N Q GE)
/ X X X
G EE \ \

2 Representa los pares de rectas correspondientes a cada sistema y di si son equivalentes:

2) x—-2y=-2 b) y—x=0
2x +2y=8 y =2
x—2y=-2

2) 2x + 2y =8

Y
2x+ 2y =8

Punto en comun: (2, 2)

Solucién del sistema: x =2, y=2

-
/

y—x=0
b){y X

yz2 Punto en comun: (2, 2)
2,2)

Solucién del sistema: x=2, y=2

Los dos sistemas de ecuaciones tienen la misma solucién. Por tanto, son equivalentes.
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1 Di cudl de estos sistemas es compatible determinado, cudl incompatible y cudl compati-
ble indeterminado.

2) 2x+y=7 b) 2x+ y=7
2x+y=0 —2x+5y=10
2x + y=7 d) 2x+y=7
4x +2y=14 2x—y=1
a) 2o+ y=7 Sistema incompatible b) 2o+ y=7 Sistema con una solucién
2x+y=0 —2x +5y=10
Y Y
2x+y=7
2x+y=0 2x+y=7 2x+5y=10 |
/,
P
P
/,
X T X

9) ox y=7 Sistema indeterminado d) v y=7 Sistema con una solucién
4y +2y=14 2x—y=1
Y Y
2x+Hy=7 2x+Hy=7 2x—y=1
X X
4x|+ 2y = 14
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2 Completa los sistemas para que a) sea SCD con solucién x=6, y=-1; b)seaSL,yc) y

d) sean SCI:

2) x—4y=... b) 2x+ y=8
2x ...=13 4x +2y=...
0 2x+y=8 d) S5x+11y=...
4x ...=... «..+33y=9
a) 6-4(-1)=10
2.6+a-(-1)=13 > a=-1

x—4y=10

2x— y=13 tiene como solucién x =6, y=-1.

El sistema de ecuaciones {

b) Respuesta abierta.

2x+ y=8
4 +2y=2Q2x+ y)
Para que el sistema sea incompatible, podemos igualarlo a cualquier nimero distinto de 16.

c) Como 4x = 2(2x), para obtener la segunda ecuacién multiplicamos la primera por 2. Al
ser una ecuacién equivalente, nos dard la misma recta, lo que es un sistema indeterminado.

2x+ y= 8
4x +2y=16

d) Como 33y = 3(11y), para obtener la segunda ecuacién multiplicamos la primera por 3.
Esto nos dard el primer miembro de la igualdad; dividiremos el segundo miembro de la
segunda ecuacién por 3 para obtener el segundo miembro de la primera.

S5x+11y=3
15+33y=9
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1 Resuelve por el método de sustitucién los siguientes sistemas. ;Cudl de ellos crees que es
mis complicado de resolver por este método?

2) x+3y=5 b) 6x+3y=0 c 3x+9y=4 d x—4y=11
5x+7y=13 3x— y=3 2x+3y=1 S5x+ 7y=1
x+3y=5%y=5_x

a) 3
|5x +7y=13

Sustituyendo en la segunda ecuacidn:

Sx+7 - 5;’“:13 S5 St 277X 13 5 15x435-7x=39 — 8x=4 —

3
_1 9
_1 -~ 2_2_9_3
I B S S
Solucién: x= - y=i
2° 2
b) 6x +3y=0
3x— y=3 — y=3x-3

Sustituyendo:
6x+3(3x-3)=0 > 6x+9%-9=0 > 15x=9 —

2.3 _3.3 _3_._6
— X = 55 — y=3 5 5
Solucion: x=§,y=_%
0 3x+9y=4 — yz%
2x+3y =1
Sustituyendo:
2x+3-4_93x=1—>2x+74_93x=1—>6x+4—3x=3%
4-3.5D
%3x=—l—>x=—%—>};=%=%
o1 5
Solucion: x = 37 %
4y = _x—11
d x—4y=118 y= 7
S5x+7y=1
Sustituyendo:
5x+7'x_411=1—>5x+7962477=1%20x+7x—77=4%
— 27x=81 — x=3 %y=3_411 _

Solucion: x=3, y=-2

El mds complicado es el apartado ).
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Resuelve por el método de igualacién los siguientes sistemas:

2
2) 3x+8y=5 b) 5x+3y=28
2x —2y=7 7x+2y=-7
9 3x - 5y=-1 d) 2x+ 9y=-1
7x+10y=2 3x+15y=-1
5-8y 7+ 2y
Vx= T3 X
- 2
Yy Ty 10-16y=21+6y — —22y=11 — y= =L
3 2 2
=1
x=7+2 5 27_1=§=3
2 2 2
Solucion: x=3,y=_71
28— 7.2
b) x = 853y;x: 77 y
28-3y —7-2
53y= 77 L - 196-21y=-35-10y > 11y=231 — y= 2L -2
_7-2.21
X = 7 =7
Solucion: x=-7, y=21
145y  2-10y
C) x= 3 L X = 7
-1 2-10
;5y= . s 7435y=6-30y - 65y=13 —>y=%
1
_1+5.1
LS 0
3 3
Solucion: x=0,y=%
CS1-9y 115y
d) x = 7 X= 3
—3-27y=-2-30y — 3y=1 —>y=%
1
1-9.L
x=$=i=—2
2 2

Y

Solucion: x=-2, y=



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Pagina 138
3 Resuelve por el método de reduccién los siguientes sistemas:
2) 3x+5y=11 b) x+3y=5
4x —5y=38 5x¢+7y=13
0 x—4y=11 d) 6x+3y=0
5x+7y=1 3x— y=3
= d
2 {3y =1l samando o 7 53745711 — Sy——10 = y= 2
4x — 5y =38
Solucion: x=7, y=-2
x+3)/= 5 —5x—15y=—25 sumando 12 3
Ty _8y=—_12 _—l2_5
b {5x+7y=13 - { S5x+ 7y= 13 8 )= g Ty 7
%x+3-%=5 —>x=%
o1 3
Solucién: x = Y=
x—4y=11 —5x + 20y =-55  sumando ~ ~
c) {5x+7y= ) - { Sxv Ty= 1 — 27y=-54 - y=-2 >

- x-4.-(2)=11 - x=3

Solucion: x =3, y=-2

6x +3y=0 6x +3y=0 sumando / L9 3
d){ﬁx— y=3 " {9x—3y=3 —E 15v=9 5 wm = d o
3y _9 _3_-6
- 3 5 y=3 =y 5 3 5
Solucion: x=%, y= _56
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4 Resuelve este sistema simplificando previamente:

5x+3)-2(y-1)=305x—y -8
1x+1 Y _
7 5
'5(x+3)—2(y—1)=3(5x—y)—8x
x+1 ) _ -
7 5 =2
5x+15-2y+2=15x — 3y — 8x IR 2x + y=-17
5x+5-7y=70 5x — 7y =05

Por reduccidn:

—14x + 7y =-119
5x — 7y 65

—Ix 54 -5 x=6 - y=-17+2-6=-5
Solucién: x =06, y=-5

5 Resuelve este sistema aplicando dos veces el método de reduccién:

7x+ 5y=11
35x —12y =129

7x+ 5y=11
35x —12y =129

Obtenemos la y:

—35x — 25y =-55
35x — 12y = 129

—37y= 74 = y=-2
Obtenemos la x:

84x + 60y =132
175x — 60y = 645

259x =777 > x=3
Solucion: x=3, y=-2
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1 Resuelve estos sistemas dando su solucién o sefialando que no la tienen:

x+y=06 x2+y?=41
a) {x2+ 2_20 b){ 2 y2_
Yy = X" =) =9
x+y=16 d x—y=4
9 {x2+y2=64 ){xz—y2=64
Q) x=06-y

6-9r+9%=20 > 36-12y+y2+9?=20 - 22— 12y+16=0 — y>—6y+8=0

6+36-4.8 6+y4 (42 y=4
= 2 R R R
Siy=4 5> x=6-4=2
Siy=2 -5 x=6-2=4

x1=2, y=4

Solucion: {xz 4 y,-2

b) Sumamos las dos ecuaciones, utilizando el método de reduccidn:
2%2=50 > x2=25 > x=5, x=-5
Si x=5 — y?=41-52=41-25=16 — y=1+/16 = +4
Si x=—5 — y?=41-52=41-25=16 — y==+/16 = +4

Xl = 5) )’1 = 4
X, =5, =—4
Solucion: xi _ —S,yj@ _4
X4 = —5, Y4 = —4
o x=16-y

(16-9)%+y* =64 — 256-32y+2y* =64 — 2> -32y+192=0 — »>—-16y+96=0

_16+4(-16)2-4-96 _ 16+-128

- 2 2

No tiene solucién.

dx=4+y

(4+3)>—y> =64 — 16+ 8y =64 ey:%ze

Solucién: x =10, y=06
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1 Si al doble de un niimero de dos cifras se le resta el resultado de invertir el orden de las
cifras del ndmero original, se obtiene 31. Si la resta de las unidades menos las decenas es 3,
:de qué nimero se trata?

Llamamos (10x + y) al nimero buscado

{2(10x +9) — (10y + x) = 31 {1996—8)/:31 {x
- -
y—x=3 y=x+3 y

Il Il
co N

El niimero buscado es 58.

2 Ayer, en una clase, habia 10 chicos mds que chicas. Hoy, que ha entrado una chica nue-
va, el niimero de chicos es el doble que de chicas. ;Cudntos chicos y chicas habia ayer en
la clase?

x — n.° de chicos en clase ayer

y — n.° de chicas en clase ayer

x=10+y

ez 20+ 1) 210+y=2(+1)>y=8—->x=18

Ayer, en la clase, habia 18 chicos y 8 chicas.
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3 Hemos mezclado aceite de oliva de 3,50 €/L con aceite de girasol de 2 €/L para obtener
50 L de mezcla a 3,08 €/L. Calcula la cantidad de aceite de oliva y de aceite de girasol
que hemos mezclado.

x 3,5
¥ 2
50 3,08

~50 =50 —
{xw 5 {7 50— x — 3,5¢+ 100 - 2x = 154 —

3,5 +2y=50-3,08  |3,5x+2(50 - x) =154
— 1,5x=54 = x=36 — y=14
36 / de aceite de olivay 14 /de girasol.

4 He pagado 90,50 € por una camisa y un jersey que costaban, entre los dos, 110 €. En la
camisa me han rebajado un 20 %, y en el jersey, un 15 %. ;Cuadl era el precio original de
cada articulo?

De la camisa que valia x, pagaré 0,8x debido a la rebaja; y del jersey, que valia y, pagaré 0,85y.

x+y=110
0,8x + 0,85y =90,50

0,8(110 —y) + 0,85y =90,50 — 88 - 0,8y + 0,85y =90,50 — 0,05y=2,5 = y=50, x=060
La camisa valia 60 €, y el jersey, 50 €.

5 El perimetro de un tridngulo isésceles es de 36 cm. La altura re-
lativa al lado desigual mide 12 cm. Calcula la medida de los lados
iguales.

Q Si llamas x a la mitad de la base, se simplifican mucho los cdlculos.

{2x+2y=36 {x+y=l8 {y=18—x

yrox2=122 7 | y2 o x2o144 (18— 02— x2-144 ——

— 324 -36x+x*—x*=144 — 36x=180 — x=5 - y=18-5=13

Los lados iguales miden 13 cm.
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3. Dimensiones de un rectangulo

Hazlo tu

* El perimetro de un rectidngulo es 24 cm. Si la base disminuye 2 cm y la altura aumenta
1 cm, el drea disminuye 5 cm?. Halla sus dimensiones.

Base del rectdngulo — x

Altura del rectdngulo — .

{2(x+y)=24 - x+y=12 = y=12-«x

x=-2)(y+1)=xy-5 = x-2y=-3

x=2y=-3 5> x2(12—x)=-3 > x—24+2x=-3 = 3x=21 =
— x=7;9=5

La base del rectingulo mide 7 cm, y la altura, 5 cm.

Hazlo tu
* Las diagonales de un rombo de 10 cm de lado suman 28 cm. ;Cudnto mide cada diagonal?
Diagonal mayor — D. Llamamos x = D/2.
Diagonal menor — d. Llamamos y = d/2. 10
{x+_y=l4 — y=14-x
x> +y2 =100 > x*+ (14 —%)? =100 = x*+196—28x + x> =100 —
— 2% —28x+96=0 — x*—14x+48=0
_14+196-192 14+ 2 <x1=8 = J1=6
B 2 -2

X2=6 %)/2=8

X

La diagonal mayor mide 16 cm, y la menor, 12 cm.
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1 Resuelve grificamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

2) 3x— y=1 b) 3x—-y=0
x+2y=5 3x+y=-6
o) x+3y=-5 d) 2x-3y=-4
2x— y=4 x+8y=-2
3x— y=1
2 x+2y=5 1;/
3x—y=1 x+2=5 SINJP(LL 2)

Solucién: x=1, y=2

Y
3x—y=0 \ Ll
b) {3x+y=—6 =
3x—y=0 3x+y=-06 \//
S0 Bl o [ A
N K
Solucion: x=-1, y=-3
x+3y=-5 Y
) 2x— y=4 1 /
x+3y=-5 2x—y=4 ]{(1 N X
< < KNS 17
e i
Solucion: x=1, y=-2
2x —3y=—4
d){ x+8y=-2 v
2x—3y=—4 x+8y=-2 Sy ST ¢
_ BES BN 6 |2 -~ M
K o :

Solucién: x=-2, y=0
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2 Resuelve por sustitucién.

2) x+3y=0 b) 8x-3y=-25
2x+ y=-5 x-5y=-17
c 7x— y=-6 d) 2x+16=2y
4x+3y=3 2y -3x=16

x+3y=0 } x==3y
a)

2x+ y=-5| 2(-3p)+y=-5 =

- —-6y+y=->5 > S5y=-5 > y=1 > x=-3-1=-3
Solucion: x=-3, y=1

b) x—=5y=-17

— x=-17+5y = 8(-17 +5y) = 3y=-25 — —136 +40y—3y=-25 —
— 37y=111 - y=3 = x=-17+15=-2

8x — 3y = —25}

Solucién: x=-2, y=3

7x — y=—6} 7Tx+6=y

) 4x +3y=3 4x+3(7x+6)=3 — 4x+21x+18=3 —

__ _-15_ 3 _7(_3 n 9
— 25%x=-15 = «x 25 5%)/ 7(5+6>5

Solucién: x = —%, y= %

d)2x+16=2y} ),=23€2¥16=x+8
Zy=3x=16) 5.8 _3x=16 —
— 2x+16-3x=16 - —x=0 - x=0 — y=38

Solucién: x=0, y=8



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

3 Resuelve por igualacién.

a) 3x-y=1 b) x+3y=—4
2x+ y=-1 x—2y=6

o 1y=06x g 13- d=—4
7x=2y-5 2x+ y=-1

— 3x-1=-2x-1 = 5x=0 = x=0;y=-1

3x—y=1 — y=3x-1
Y loxsyoal o y--2¢ -1

Solucion: x=0, y=-1

x+3y=—4} x=—4-3y

b)x—2y=6

} - —4-3y=6+2y > -4-6=5) > y=-2 —>
- x=-4-3(-2)=2

x=06+2y

Solucion: x=2, y=-2

y =0x y=06x 5
- _Tx+ B N B
) 7x=2y—5} y=7x2+5 = br="= o 12x=7x+5 o Sx=5 D x=1 >
- y=6-1=06
Solucién: x=1, y=06
C4y=_4)| yodx+4d
d) Y })/ 4 —>M=—l—2x—>3x+4=—4—8x% 1lx=-8 —
2x+ y=-1 4
y=—1-2x
8 . o8\ 5
o xsqp sl 2(11) 11
g x= =8 D
Solucion: x = )T
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4 Resuelve por reduccién.

2) 4x—3y=2 b) x+2y=1
2x+ y=—4 3x— y=7
2x +3y=1 3x-2y=19

d
c) {4x—5y=—9 ){4x+3y=—3

4y —3y=2 } 4x — 3y = 2}
a)

2+ y=—4| 6x+3y=-12
10x = -10 =5 x=-1 = 2(-1)+y=-4 = y=-2

Solucion: x=-1, y=-2

b) x+2y=1} X+ 2y= IJ[

3x— y=7| 6x—2y=14
e S15 x5 15 o _1-15/7 _ 4
7x —15%x—7+7+2y—1—>y_ 5 )
Solucion: x=%,)}:—%
2x+3_)/=1 —4X—6)/=—2
) 4X—5}/=—9 4x—5y=—

—11ly=-11 - y=1 = 2x+3-(1)=1 = x=-1

Solucion: x=-1, y=1

0 3x—2y=19} 9x—6y=57}

dx +3y=-3| 8x+6y=-6
17x =51 > x=3 -3:3-2y=19 = y=-5

Solucion: x=3, y=-5
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5 Resuelve los siguientes sistemas. Indica si alguno de ellos es incompatible o indeterminado:

2) 2x— S5y=-2 b) 0,2x-1,7y=06,1
3,25x-2,5y=8 1,23x + 0,8y =3,75
c)<3(.1\c—1)+y=0 d x+y=4-y
3x+1)+y=-5 3x-5=7-06y
2x— Sy=-2 2x =5y =-2
a) 3,25% — 2,5y - 8 Por reduccidn: {—6,5x+5y=—16 -

— —4,5x=-18 = x=4 = 2.4-5y=-2 = 10=5y = y=2
Solucion: x=4, y=2

6,1-0,2x
1,7

Por sustitucion: y =

b 0,2x - 1,7y =06,1
) 1,23x + 0,8y =3,75

1,23x + 0,8<M> 2375 — 1235+ 288-0.10x 3.5 |
1,7 1,7
— 2,091x + 4,88 —0,16x = 6,375 —
) 1,495
— 1,931x=1,495 — x= 1931 =0,77 —
6,1-0,2.0,77 _
- y= 7 =3,5

Solucion: x=0,77, y=3,5

3x-1)+y=0 3x=3+y=0 3x+y=3

c) —
3x+1)+y=-5 3x+3+y=-5 3x+y=-8
No tiene solucién. Es incompatible.

d x+y=4-y x+2y=4
) 3x-5=7-0y 3x +6y=12

— Tiene infinitas soluciones. Es indeterminado.
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6 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando dos veces el método de reduccién
para despejar cada una de las incégnitas:

2) 3x+2y=10 b) —4x +5y=-14
2x+3y=5 3x+7y=-11
3x+2y=10| Ox+4y= 20

2 2x+3y=5| —6x—-9y=-15

—Sy=5 — y=-1
9x + 6y = 30
—4x — 6y =-10
5x =20 > x=4

Solucion: x =4, y=-1

b —4x + 5y = —14} ~12x +15y = —42J[

Bx+7y=—11[ 12x+28y=—44

43y=-86 — y=-2

—28x + 35y =-98
—15x —35y= 55

—13x =43 - x=1
Solucion: x=1, y=-2
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7 Observay compara las ecuaciones que forman estos sistemas y di cudl de ellos tiene una
tuinica solucién, cudl no tiene solucién y cudl tiene infinitas soluciones. Compruébalo
representando las rectas que los forman:

2x— y=1 x-2y=5
b
X {4x-23'=8 {2x—4y=10
S5x+2y=-1 x—-2y=5
d
9 {4x— y=7 ){Zx—4y=—3
2x— y=1 : y g
a) 4x—2y=8} No tiene solucién. 1 / /
2x—y=1 4e—2y=8 — 2x—y=4 _1/1 2 X
0 2 0 2
-1 3 —4 0 /
x=2y=5 e a .
b) 2 —dy-1 0} Tiene infinitas soluciones. v
1
x—=2y=5 2x—4y=lO%x—2y=5 T 7 /X
1 3 Es La mi —2/
S s la misma recta =
Sx +2y=-1 ) .,
19) b y=7 } Tiene una solucién, x=1, y=-3. v /
1
Sx+2y=-1 de—y=7 — —
1 -1 1 2 \
=3 P(1>_3)
-3 -2 -3 1
x—2y=5 . ., Y
d) 2 — 4y - _3} No tiene solucién. /
1
x—2y=5 2x—4y=-3 ] |

T2 X
1 | -1 1| 3

2 3 5/4 | 9/4 =




8 Simplifica y resuelve.

a)

d)

b [26x-2)=5-1
3x+p+2(x—y)=8

)|

} Por sustitucién: y=-2x = 5x—3=9(-2x) -3 —

— 5x-3=-18x-3 — 23x=0 - x=0 — y=-2-0=0

Solucién: x=0, y=0

2(3x-2)=y-1

3(x+y)+2(x—y =8

|

6x—4=y-1

3x+3y+2x—-2y=8 — 5x+y=8}

Por reduccién: 11x=11 - x=1 = 6-1-y=3 = y=3

Solucion: x=1, y=3

Por reduccién:

2x + y=8

2x—3y=24}

2x —3y=24
—2x— y=-8

MANAYAESO
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3x+1)+2(y—3)=8
4(7 -2x)- 2y -

5)=-3

6x—y=3
S5x+ y=8

— —4y=16 - y=-4 — 2x-3(-4)=24 —> 2x=12 = x=06

Solucion: x =06, y=—4

3x+1)+2(y—3)=8
4(7-2x)—(2y-5)=-3

3x +2y=11
—8x —2y=-36

|

—Sx =

3-0)+2y=11 = 2y=—4 — y=-2
Solucién: x=5, y=-2

-25 = x=5

|
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9 Simplifica y elige el método mds adecuado para su resolucién.

x_J 2x _ 3y
a)17 5 b3 4
3x—y=24 |x+2y=50
2—x 3+J’=2 X 1+y+1 =1
8-3x _2+y _, 2¢-1_2y+1 _,
6 9 2 6
a) Por sustitucién: x = 75)/
3<75y>—y=24 — 16y=120 — y=7,5 = x= 7'57’5 =105
Solucion: x=10,5 y=7,5
., 9y
b) Por sustitucién: x = 5
) 1 2y-50 _4 216 — x= 2110 _
?+y—5 — 25y=400 — y=1 —)x—T—IS

Solucion: x =18, y=16

2—X+ 3+.y_2
3 6 2Q-x)+3+y=12

— -
C) 8—3x_2+)’=2 3(8—3X)—2(2+_}/)=36

6 9

4-2x+3+y=12 —2x+ y=5
- 24 -9x —4-2y=36 - —Ix -2y =16 -

—4x + 2y =10 1% = 26 _
— —9x—2y=16 — —lox= — X=—4 —
2-(=2) 3+y _ 3+y , 4
- 3 + c =2 - c =2 3 -
3+y_2 B
— 6 —g _>)/—1

Solucion: x=-2, y=1



-1 _ Y+l
2 6

Solucion: x=2, y=1
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2c-D+y+1=4

T 13@x-1)-2y+1)=6

2x — 2 1=4 2 =
{x + y+ %{x+)}5

7 l6x-3-3y-1=6 6x—2y=10
4x + 2y =10 . )

= Jge_2y-10 > 10¥=20 5 x=2

- == AL =1 — rel 1 — y=1
SRk i 2777



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

10 Resuelve.
i Z i =41 l —0 3 =£
) 3x+4y b) Sx 4 5
3..5._ Ty=-
Sxe 2y 11 0,4x + 57= 1,6
x+15 3(y+1) Srell y+1l_23
0 8 16 d | 4 3 6
7_x_1+y=3 2x—1_3’+3=L
2 12 2 4 4
a) Por igualacién:
1.2 ecuaciéon [min.c.m. (3, 4) = 12] — 28x+9y=492 — x= 492248_9)/
2.2 ecuacién [min.c.m. (5,2) = 10] = —6x+25y=110 = x= LEZSJ’

492 -9y 110 -25y
28 -6

— —2952 + 54y=3080 - 700y — 754y=6032 — y=8 —

_492-9-8 s

ﬁ
X 28

Solucién: x =15, y=8

b) Por reduccién: multiplicamos por 5 ambas ecuaciones:

X—1,5y=6 Ml.l- 21 18 N b
Ix + ,7}/ - _8 u tlp 1camos por —< la 1.= ecuacion y sumamos ambas
—2x +3y=-12 20 8-7-(-2) ¢
1 = — = 7 =_2 = = — =
2x+7y=—8}_) Oy=-20 == o 2 273

Solucién: x=3, y=-2
¢) Por reduccién: en la 1.2 ecuacién, min.c.m. (8, 16) = 16; y en la 2.3, min.c.m. (2, 12) = 12.

2(x+15)+3()/+1)=48} R 2x+3y=15}

6(7-x)—(1+y =36 —6x —y=-5

Multiplicamos por 3 la segunda ecuacién y sumamos ambas:

2x+dy= 15 16x =0 0 6-0+5=5
—18x—3y=—15 — —1x=0 5 x=0 =5 y=-06-U+>=
Solucién: x=0, y=5
d) Por reduccién: min.c.m. (4, 3, 6) = 12, min.c.m. (2,4) = 4

3(3x+11)—4(y+1)=46} 9x—4)/=17Jl

22x-1)-(y+3)=1 4o — y=0

Multiplicamos por —4 la segunda ecuacién y sumamos ambas:

Ix—4y= 17

—16x+4y=_24} - Tx=-7 > x=1 %y=4_6=_2

Solucion: x=1, y=-2



11 Resuelve por sustitucion.

x—y=2
) {xz—y2=16

0 x—y=5
(x-3)2+2y%=11

A x=2+y

2+9)2-92=16 > 4d+4y+9y>—9*=16 = 4y=12 = y=3

Solucién: x=5, y=3
b)x=1-y

=0
20-p)%-y*=2 = 2-4y+ 2y —y*=2 —>y2—4y=0<§=4

Siy=0 - x=1-0=1
Siy=4 > x=1-4=-3

x1=1, )/120

Solucion: {xz 3, y, -4

0x=5+y

G+y=32+2y2=11 > 4d+4y+y*+2y2=11 - 392 +4y-7=0

) —4+ 42— 4.3.(-7) —4+4100

|
d>{

x+y=1
2x2—y2=2

x+y=9
x2+y2=41

y 2.3

Siy=1 =2 x=5+1=06

Solucién:

d)x=9-y

y=1
_—4+10
G <y=_%

MANAYMESO
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(9-9)%+9y>=41 = 81—18y+y>+y? =41 — 29> - 18y+40=0 — y>-9y+20=0

18+y182-4.2.40 18+y4 18412
2.2 B 4

Siy=5 > x=9-5=4
Siy=4 -5 x=9-4=5

X1=4, )/1=5

Solucién: {xz =5, y, =4
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12 Resuelve por sustitucion.

x+y=8 b 2x+y=1 2x-3y=1 d 3x-2y=0
) {xy+x2=24 ){xy=—3 © 2xy =24 ) xy =24
a)y=8-x

x(8=x)+x%2=24 = 8x—x?+x2=24 - 8x=24 > x=3 — y=8-3=5
Solucion: x=3, y=5

b)y=1-2x
x(1-2x)=-3 = x—2x?=-3 = 2x?+x+3=0

3
—1+y1-4-3.(=2) -1+5 r=

2.(=2) 4 x=—1

Six=-1—>y=1-2-(-1)=3

Six:% %y=1—2-%=—2

xl = _1, )/1 = 3
Solucion:
X2=5> )2= —2
1+3y
C) x= 7

2<1+23y>y=24 - y+3y2=24 - 3y2+y—24=0

8
C1:{1-4-3-(20)  _1+17 =3
= 2.3 6 <y=—3

<2—y)y=24 — 2L=24 — y2=36 %y=i\/376<y:6
y:_

3 6
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13 Resuelve por reduccién.

2) 2x§—y22=2 b) x2+3y2=13
x“+y° =25 2% — yr=2
0 3x2—2y2=—2 d) x2+y2=17
2x%+3y2=3 xt—y2=-25

a) Sumamos las dos ecuaciones: 3x% =27 — x=+9 =13

= +4

Si x=3 = 9+y2=2 = y2=25-9=16 —> y
Six=—3 = 9+y2=25 = $2=25-9=-16 — y=14

x;=3, yy=4

L |x%2=3 yp=—4
Solucion: R
x4=-3, y4=—4

b) Multiplicamos por 3 la segunda ecuacién y sumamos ambas:

x%+3y%=13

6x2—3y2=—6} — 7x2=7 = x=+1 =+l

x1=1, y1=2

xy=1, y;=-2
x3==1, y3=2
x4==1, y4=-2

Solucién:

¢) Multiplicamos la primera ecuacién por 3, la segunda por 2 y las sumamos:

9x?2 — 6y% = -6

4x2+6y2= 6}—)13x2206x=0
x; =0, =1

Solucién: { ! %
x,=0, y,=-1

d) Sumamos ambas ecuaciones: 2x?=-8 — x=+J-4 — No existe. No tiene solucién.

Resuelve problemas

14 La diferencia de dos niimeros es 24. Si le sumamos 8 a cada uno, se obtienen otros dos
tales que el mayor es triple del menor. ;De qué nimeros se trata?

Llamamos x e y a los nimeros buscados.

x—y=24 —x+y=-24
x+8=3(+8)| x—3y=16

2y=—-8 > y=4 -5 x-4=24 — x=128

Los niimeros buscados son 28 y 4.
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15 El precio de un museo es 7 € la entrada adulta y 3 € la infantil. El martes visitaron el

museo 235 personas y se recaudaron 1485 €. ;Cudntas entradas adultas y cudntas infan-
tiles se vendieron?

Llamamos x al nimero de entradas adultas que vendié el museo, e j al nimero de entradas
infantiles.

x+y=235 — x=235-y
7x +3y=1485| — 7(235 —y) +3y=1485 — 1645 -4y =1485 — 4y=160 — y =40
x=235-40=195

Se vendieron 195 entradas adultas y 40 infantiles.

16 En una panaderia, Alicia compra 4 bollos y 3 chocolatinas por 8,75 €. Si Pedro paga lo
mismo por 3 bollos y 4 chocolatinas, ;cudnto cuesta un bollo? ;Y una chocolatina?

Llamamos x al precio de un bollo e y al de una chocolatina.

dx+3y=8,75| 12x+ 9y=26,25
3x +4y=8,75| —12x — 16y =-35

—7y=-8,75 — y=1,25
3x +4(1,25) = 8,75 — 3x=3,75 = x=1,25
Un bollo cuesta 1,25 €, y una chocolatina, 1,25 €.

17 El presupuesto de una biblioteca es de 100 € para libros y discos. Si compran 3 libros y

4 discos, sobran 5 €, y si compran 4 libros y 4 discos, faltan 10 €. Halla el precio de un
libro y el de un disco.

Llamamos x al precio de un libro e y al de un disco.

3x +4y=95 3x +4y=95
4x + 4y =110 —4x —4y=-110

—x=-15 — x=15
3-15+4y=95 > 4y=50 — y=12,5
Un libro cuesta 15 €, y un disco, 12,50 €.

18 De los 1200 estudiantes de un centro escolar, un grupo de 333 participan en una activi-

dad deportiva. Ese grupo estd compuesto por el 30 % de las chicas y el 25 % de los chicos
del centro. ;Cudntas chicas y cudntos chicos hay en ese centro?

Llamamos x al nimero de chicas e y al de chicos.
x+ y=1200 — x=1200-y
0,3x +0,25y =333 — 0,3(1200— ) + 0,25y = 333 —

— 360 - 0,3y + 0,25y = 333 — 0,05y =27 — y=540
x=1200 - 540 = 660
Hay 660 chicas y 540 chicos.
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19 En un test de 50 preguntas, por cada una acertada te dan 4 puntos y por cada una erré-
nea o no contestada te restan 3 puntos. Si mi nota ha sido el 58% de la puntuacién
midxima que se puede obtener, ;cudntos aciertos y cudntos fallos he tenido?

Llamamos x al nimero de aciertos e y al de fallos.

x+y=50 —4x — 4y =200
4x —3y=0,58-200| 4x-3y=116

~7y=-84 — y=12
x+12=50 = x=38
He obtenido 38 aciertos y 12 fallos.

20 El 4rea de un trapecio es 64 cm?. Si sus bases se diferencian en 4 cm y tiene 6 cm de altu-
ra, ;cudanto miden sus bases?

Llamamos B a la base mayor y 4 a la menor.

1(38—!)546 B_b=4 3B-3b=12
%:64 3B+3b=64| 3B+3b=064
_ _76 _ 38
6B —76eB_6 .

%—17:4 - =£—4—§

38

La base mayor mide 3 cm y la menor. 23—6 cm.

b

21 Halla una fraccién tal que si se le suma una unidad al numerador y se deja el mismo de-
nominador la fraccién es igual a 1/2. Y si se mantiene el numerador inicial y se suman 3
unidades al denominador, la fraccién es igual a 1/3.

Llamamos x al numerador de la fraccién e y al denominador.

x+1 _ 1

y 2 2x+2=y 2x — y=-2 —2x+y=2
_x 1 _>3X=J’+3} 3x—y=3 3x-y=3 ~
y+3 3

—> x=5 —>y=2-5+2=12
5

La fraccién buscada es i3

22 Sabemos que dos nimeros suman 34. Si al mayor lo dividimos entre 3 y al menor entre 4,
los resultados obtenidos se diferencian en 2 unidades. Halla dichos ndmeros.

Llamamos x e y alos nimeros.

=34
xry X+ y=34Jl_)3x+3y=lO2

_J) 9 %4)6—3_)/:24 4x — 3y = 24}9736:126—)

— x=18 = y=34-18=16

El nimero mayor es 18, y el menor, 16.
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23 La edad de Carmen es el triple de la de su hija Maite. Pero dentro de 15 afios ser4 el do-
ble de la que entonces tenga su hija. ;Cudl es la edad de cada una?

Llamamos x ala edad de Maite ¢ y ala de Carmen.

x =3y } x =3y

x+15-2(y +15) - x=2y+15} = 3y=2y+15 = y=15

Maite tiene 15 anos y su madre, Carmen, tiene 45.

24 Hace tres anos, la edad de Rubén era el doble de la de Marta. Dentro de 7 afos, sera de
4/3 de la que entonces tenga Marta. Calcula sus edades.

Edad de Rubén: x. Edad de Marta: y.

X_3=i()’_3) x—2y=-3| 2x+4y=0
x+7=30+7)| 3x-4y=7 | 3x-4dy=7

x =13
13-2y=-3 = 2y=16 = y=38

Rubén tiene 13 afnos, y Marta, 8 afios.

25 He cambiado un montén de monedas de 20 céntimos por monedas de 1 €, de manera
que ahora tengo 24 monedas menos que antes. ;Cudntas monedas de 20 céntimos tenia?

Llamamos x al nimero de monedas de 20 cént. que tenia e y al nimero de monedas de 1 €
que me dan a cambio.

5

_30 _¢

y=73

x—y=24] 5 x—2 =24 5 4x=120 — x=30
5=

Tenia 30 monedas de 20 céntimos.

26 Tengo dos tabletas de chocolate, una contiene el 60 % de cacao, y la otra, el 85 %. ;Qué
cantidad tendré que fundir de cada tableta para obtener una mezcla de 300 g con un
75 % de cacao?

Llamamos x a la cantidad de la primera tableta e y a la de la segunda.
x+ y=30 —0,6x - 0,6y =—180
0,6x + 0,85y =0,75-300 0,6x + 0,85y =225

0,25y=45 — y=180
x+ 180 =300 = x=120
Tengo que fundir 120 g del 60 % con 180 g del 85 %.
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27 Hemos mezclado aceite de oliva de 3,50 €/L con aceite de girasol de 2 €/L para obtener
50 L de mezcla a 3,08 €/L. Calcula la cantidad de aceite de oliva y de aceite de girasol
que hemos mezclado.

x 3,5
¥ 2
50 3,08

3,5%42y250-3,08 > |3,5x+2(50—x) =154 > >O¥+100-2x=154 =

{x+y=50 {y=50—x
— 15x=54 = x=36 = y=14

36 /de aceite de oliva y 14 /de girasol.

28 Entre dos autobuses viajan 120 personas. Si del mds lleno se trasladan los 2/5 al otro,
los dos llevardn el mismo nimero de personas. ;Cudntas personas llevaba cada autobus?

Llamamos x e y al nimero de pasajeros de cada autobus.

x+y=120 x+y=120 x+ =120
w26, 2 7 s Zox-sye2x| T ox—5y=0

x+ y=120

3y=0 } — 6y=120 = y=20 — x=120-20 =100

El autobis que mds pasajeros llevaba, llevaba 100, y el que menos, 20.

29 Una empresa recibe el encargo de fabricar cierto nimero de macetas para una fecha
determinada. Al planificar la produccién, la gerente advierte que si se fabricasen 250
macetas diarias, faltarian 150 macetas al concluir el plazo. Pero que si se fabricasen 260
macetas diarias, sobrarian 80. ;Cudntos dias de plazo tenian y cudntas macetas les encar-
garon?

Llamamos x al nimero de dias de plazo e y al niimero de macetas.

250x—y=—150} |, 250k + y =150

260x — y= 80 260x — y = 80}—>10x=230%x=23 — 5=5900

Tienen 23 dfas de plazo para un encargo de 5900 macetas.

30 Por un pantalén y unos zapatos, he pagado 126 €. Si el precio del pantalén aumentara
en un 14 %, entonces seria el 75% del precio de los zapatos. ;Cudnto pagué por cada
uno?

Llamamos x al precio del pantalén e y al de los zapatos.

x+y=126 } y=126-x

1,14x = 0,75y - 1,14x=0,75(126_x)} 1,14x = 94,5 -0,75x —

— 1,89x=94,5 - x=50 = y=76
Por el pantalén he pagado 50 €, y por los zapatos, 76 €.
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31 Si te doy 4 de mis libros, ta tendrés el doble que yo. Si td me das 6 de los tuyos, yo ten-
dré el doble que td. ;Cudntos libros tenemos cada uno?

Llamamos x a los libros que yo tengo e y alos que tienes tu.

y+4=2(x—4)} 2 — y= 12} —4x + 2y =-24

x+6=2(y—0) x—2y=-18 x_zyz_lg}%—3x=—42—)x=l4%

— 2-14-y=12 - y=16

Yo tengo 14 libros y ta tienes 16.

32 Un autobis sale de A a 90 km/h. Cuando ha recorrido 25 km, sale de A un coche a 110

km/h que quiere alcanzar al autobis. ;Cudnto tiempo tarda en hacerlo y qué distancia
recorre hasta conseguirlo?

AUTOBUS: 90 km/h ,
Al 25 km T x |B
COCHE: 110 km/h
Al 25 +x B
X 90 t
25 +x 110 t

Sabemos que espacio = velocidad - tiempo.

=90¢
N - 25+90t=110r - 20r=25 - =125 - x=112,5
25+x =110z

Tarda 1,25 h y recorre 137,5 km.

33 Dos ciudades, A y B, distan 234 km. De A sale un autobiis en direccién a B y simulti-
neamente sale de B un tren en direccién a A. Tardan en cruzarse 1 h 'y 30 min. ;Cual es
la velocidad de cada uno si la del autobis supera a la del tren en 5 km/h?

—>v+5 v e——0

A 234 — x x B

ol 234-1,50=1
234 _x=(v+5).1,5 P4~ Lw=15w-75-

S5 234-7.5=30 — y=@=75,5km/h

El tren va a 75,5 km/h, y el autobus, a 80,5 km/h.
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34 Un autobiis escolar hace la ruta entre dos pueblos, A y B. Cuando va lleno lleva una
velocidad media de 60 km/h y tarda 15 min mds que si va vacio. Si cuando va vacio va a
100 km/h, ;cudl es la distancia entre Ay B?

—> 60 km/h
x

-
100 km/h

x =60z

X=100(t—0,25)} — 60r=100£-25 — 40r=25 — t=0,625 — x=60-0,625=37,5

La distancia entre Ay B es 37,5 km.

35 Una empresa alquila dos tipos de coches: de 7 plazas y de 5 plazas. Un dia se alquilan
11 coches en los que viajan 65 personas con todas las plazas ocupadas. ;Cudntos coches
de cada tipo alquil6?

Si otro dia también se alquilaron 11 coches con todas las plazas ocupadas en los que viajaron
2 personas menos, ;hubo el mismo niimero de coches de cada tipo que la vez anterior?

Llamamos x al nimero de coches de 7 plazas e y al de 5 plazas.

e 1.9 dia:
x+y=11| -7x-=7y==77
7x+5y=065| 7x+5y=05

2y=-12 -5 y=6 > x=11-6=5
Alquilo 5 coches de 7 plazas y 6 de 5 plazas.

e 2.0 dfa:
x+y=11| “/x-=7y==77
7x+5y=63| 7x+5y=03

2y=-14 - y=7 5> x=11-7=4
Alquilo 4 coches de 7 plazasy 7 de 5 plazas..

36 El perimetro de un rectingulo es 43,4 cm y su drea, 112,2 cm?. Halla sus dimensiones.
Llamamos x e y alas dimensiones del rectdngulo.
2(x+y) = 43,4 x+y=21,7 - x=21,7—y
x-y=112,2| 21,7-9)y=1122 — —*+21,7y-112,2=0

21,7 +J470,89 — 448,8 71=85 — x,=13,2
y_ _2 <_)/2=13,2 g x2=8,5

Las dimensiones del rectdngulo son 13,2 cm X 8,5 cm.

37 La diferencia de dos niimeros es 2, y la de sus cuadrados, 20. Halla esos niimeros.

Los niimeros son x e -

x—y=2 x=2+y
x*— 9% =20 - Q+9)2—92=20 - 4d+4y+y*—9*=20 > 49y=16 > y=4 >

— x=6

Los ntimeros son 6 y 4.
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38 La diagonal de un rectingulo mide 15 cm, y su perimetro, 42 cm. Calcula sus lados.

2x + 2y =42 x+y=21 -
x*+ 2 =152 x? + y2 =225 - 15 y

y=21-x S
x2+(21-x2=225 — x?+441 - 42x + x> =225 —

— 2% 42x+216=0 > x*2-21x+108=0 —

21:4441-432  21+3 x=12
x= 2 =T < _y

Si x=12, y=21-12=9.
Six=9, y=21-9=12.

Los lados del rectdngulo miden 9 cm y 12 cm, respectivamente.

39 El perimetro de un rectdngulo es 18 cm. Si cada uno de sus lados aumenta 1 cm, su drea
aumenta 10 cm?. ;Cudntos rectingulos cumplen esta condicién?

Llamamos x e ya las dimensiones del rectingulo
2(x+ ) =18 x+y=9 x+y=9
x+D@+D)=xy+10| xy+x+y+1l=xy+10[x+y=9

Cualquier rectdngulo tal que x + y = 9 cumple las condiciones del enunciado. Hay infinitos.

40 Las diagonales de un rombo estin en proporcién 4 a 3. Si su 4rea es 216 cm?, ;cudnto
mide su lado?

* Llamamos D y d a las diagonales del rombo.

D_4 | p_4d

d 3 3

D-d _ 4d d _ _216-6 _ _

5 =216 5 2_216+Jl_ Z =324 — d=18cm
D=4'TIS=24cm

¢ Calculamos cudnto mide el lado del rombo:

2 2
(%) +(%> =P - 122+92-L > [=15

El lado del rombo mide 15 cm.

41 Si a un namero de dos cifras le restamos el que resulta de invertir el orden de estas, obte-
nemos el doble de la cifra de las decenas del niimero inicial.

Hallalo sabiendo que sus cifras suman 16.
x es la cifra de las decenas.
y es la cifra de las unidades.
x+y=16 y=16—-x
{(10x+y)—(10y+x)=2x - {10x+16—x—10(16—x)—x=2x -
— 10x+16—x—160 + 10x—x=2x — 16x=144 = x=9 — y=7

El nimero es 97.
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42 Halla un nimero de dos cifras tal que la suma de sus cifras sea 9 y que su triple sea 9
unidades mayor que el nimero que se obtiene al invertir sus cifras.

Llamamos (10x + y) al nimero buscado.

x+9y=9 x+y=9 +7x+7y=1+03
3(10x + ) =(10y +x) + 9 — -

29% —-7y=9 29% —-7y=9
36x=72 = x=2
y=9-2=7

El nimero buscado es el 27.

43 El perimetro de este tridngulo mide 50 cm. Halla la longitud de sus lados.
2x+2y=50} x+y=25 —> x=25-y

41522 2| (2597 + 157 = = 625-50y+y* +225=y* — 4 J
— 50y=850 — y=17
— 2 x—>
x=25-17=8

La base del tridngulo mide 8 - 2 = 16 cm, y los lados iguales, 17 ¢cm cada uno.

44 Observa la siguiente figura:

5 cm'
4 ch

a) Utiliza el teorema de Tales para expresar la relacién entre 2 y b.

b) Calcula 2 y & para que el trapecio tenga 56 cm? de superficie.

a_ 5 £=5
V" des 579
L_5b
b) ?
%zsg _>a+b=28+57b+b=28+
— 5b+9b=252 —> b=18
ﬂ=¥=10

Solucién: a = 10 cm, b =18 cm.
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Resuelve: un poco mas dificil

45 Si la base de un rectingulo disminuye 80 cm y su altura aumenta 20 cm, se convierte en
un cuadrado. Y si la base disminuye 60 cm y la altura aumenta 20 cm, su 4rea disminuye
400 cm?. Halla las dimensiones del recténgulo.

Llamamos x ala medida de la base e y ala de la altura.

x—80=y+20 x=y+100 x=y+100
(x = 60) (y + 20) = xy — 400 | xy + 20x — G0y — 1200 = xy — 400 | 20x — 60y = 800

x=y+100 = 20(y + 100) — 60y = 800 — 20y + 2000 — 60y = 800 — —40y=—1200 —>

— y=30 — x=130

La base del rectidngulo mide 130 cm, y la altura, 30 cm.

46 Los cuatro primeros términos de una progresién aritméticason 4, 9, 3a—b y 3a + b.
:Cudl es el término que ocupa el lugar 187 en esta progresién?

Al ser una progresién aritmética, la diferencia entre los términos es siempre la misma.
9-—a=3a-6-9 4a—b=18 —12a +3b=-54
30-6-9=Ga+b)-Ga—0)| ~ 3a-36=9] 7 3a-36=9

= 9a=-45 - a=5 > b=4.5-18=2
El término que ocupa el lugar 187 en la progresién responderd a la férmula:
a,=ay+ n-1)-(ay—a)

ﬂ187=5+186‘(9_5)=749

47 ;Cudnto mide la altura del tridngulo que parte de B?
Todas las medidas estin dadas en centimetros. B

Llamamos y ala altura pedida.

x2+)/2=132 } x2+)/2=169 P 13

(14— x)2 + y2 =152 X —28x + x*+ y* =29
14 c
y? =169 — x?

)’2=29—28x—x2} — 169 -x?=29-28x—x?> = 140=28x — x=5

254522169 = y2=169-25- 144 — y-+/144 - £12

Como la altura no puede tomar un valor negativo, la tinica solucién vélida es 12 cm.
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48 Seis personas a, b, ¢, d, ey f, estan sentadas en una mesa redonda. Cada una de ellas es-
cribe un nimero y se lo ensefa a las dos que tiene a su lado. Después, cada una dice en
voz alta la media de los dos niimeros que le han ensefnado. Si los resultados fueron 5, 6,
7, 8,9y 10, ;cudles fueron los nimeros que escribieron?

6 7

10 9

{[9+f=10%!9=10—f {b+d=14 L 2fe b > o2

d+ =18 > d=18—f  |(10= f)+(8— f)=14

{ﬂ+€=12 - a=12—-¢ {a+e=20
%

e+c=16 — e=16-¢ (12_€)+(16_c)=20%2c=8—>c=4

2=8, b=8, c=4, d=16, ¢=12, f=2
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49 Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes:

x— 3=0 ’3x—2y+z =4
a)12¢-3y =9 b))y x+ y =5

x+ y—-z=1 z-3=1

x+y 2z x+y =5
©ix—y =2 d) \x+y+2=3

X +z3=-4 y+z=2

x — 3=0] -5 x=3

a) 2x-3y =9 > 2-3-3y=9 = y=-1
x+y—=2=1 > 3-1-2z=1 > z=1

Solucion: x =3, y=-1, z=1

5 5 -Zy+z=d 3x—2y=0]| 3x—-2y=0
) %+ y =5 T x+y=5] 2x+2y=10
z-3=1| - z=4 -
S5x =10 - x=2
—> y=5-x=3

Solucion: x=2, y=3, z=4
X+y=2
c) x— y=z ¢ Sumando las 2 primeras ecuaciones: 2x = 2z — x=2z
x+z=-4] DO x+z2=-4 > x+x=—4 > 2x=—4 > x=-2
xX+y=2 > x+y=x —> y=0
Solucion: x=-2, y=0, z=0
x+y =5
d) x + y + z=3} Restando las dos primeras ecuaciones: —z=2 — z=-2
y+z=2| y+2=2 > y+(-2)=2 > y=4
x+y=5 > x+4=5 - x=1
Solucion: x=1, y=4, z=-2
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50 Una pieza mecdnica estd formada por tres cilindros, cuyas secciones se ven en esta figura.

e

Las distancias entre los centros de las bases de los cilindros son: AB =14 cm; AC =17 cm
BC =13 cm.

:Cudl es el radio de cada cilindro?

x—y=14| - x+y=14 x+y=14
x—y=4

x —z=17¢ Restando las dos tltimas ecuaciones: x — y = 14
y+z=13 2x=18 — x=9
x+y=14 — y=14-9=5
x+z=17 > z=17-9=8

Solucién: x =9 cm, y=5cm, z=8cm

51 Si multiplicamos por 8 la suma de las dos cifras de un nimero, obtenemos dicho niime-

ro. Hillalo.

8(x+7) =10x+y = 8x+8y=10x+y = 7y=2x — x:%y

x tiene que ser un ndmero natural de una sola cifra. Por tanto, y=2 y x =7, pues para cual-
quier otro multiplo de 2, x serfa mayor que 9.

El ndmero buscado es 72.

Reflexiona

52 a) Busca tres soluciones de 2x—y = 3.

b) Dibuja en los mismos ejes 2x—y=3 y x+y =0, y di cudl es la solucién del sistema
que forman.

a) 2x—y=3 — y=2x-3
Por ejemplo: (0, -3); (1,-1); (2, 1)

b) Larecta x+y=0 pasa por (0,0) y (1,-1)

2x—y=3

—~
ey
~

La soluci6n del sistema es: x = 1, y = -1
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53 Escribe un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas cuya tnica solucién sea x = 2,
y=-1

3x+2y=4 3.2+2(-1)=4
x—y=3 2-(-1)=3

— x=2, y=-1 essolucién.

54 ;Cuail debe ser el valor de m para que los sistemas a) y b) sean equivalentes?

2) {2x—3y=1 b) {x—y=m
x+ y=8 y=3

La solucién de a) es x=5, y=3.

b) debe tener la misma solucién: 5-3=m — m=2

55 ;Es x=3, y=1 solucién de alguno de estos sistemas?

x+ y=4 x— y=2
a) 1 x—2y=1 b) {2x-3y=3
2x—6y=0 X+ y=5

x+y=4 3+1=4
a)] x—2y=1 > 3-2=1 x=3, y=1 eslasolucién de ese sistema.
2x—6y=0 2:3-6-1=0
x— y=2 3-1=2

b) {2x —3y=3 — 2-3-3.1=3; x=3, y=1 no es solucién de ese sistema.
| x+ y=5 3+1=4=25

56 Completa estos sistemas de modo que el primero tenga la solucién x =3, y=-2; el se-
gundo sea incompatible, y el tercero y el cuarto sean indeterminados:

2) 3x+2y=... b) x+ y=5
e — y=8 2x +2y=...
3x-2y=4 —x+2y=7

° {6x—4y=... d){ —4y=.

3x+2y=5

) 3x+2y=... 3.3+2(-2)=5
& - 6x— y=8

R _8+y_8_2_6—>501ucién:{

b {2x * 2)/ => Puede ser cualquier nimero distinto de 10.
x+2y=...
X+ y=5

Por ejemplo: {Zx L 2y-1

3x —2y=4 3x —2y=4
) {6x—4y=... - {6x—4y=8

—x+2y=7 —x+2y=7
d){...—4y=... - {2x—4y=—14
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57 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.

a) La ecuacién % 1 _1 esuna ecuacién lineal.

X

b) El sistema 3x - y=5 es indeterminado.
—6x +2y=-10

c) Los sistemas S;: ¥+ y=3 y S, X+ y=3 son equivalentes.
x—-2y=06 2x—y=9

d) La ecuacién 5x + 3y = 18 no tiene solucién.

a) Falso. Deberia tener otra incégnita para tratarse de un sistema lineal.

b) Verdadero. La segunda ecuacién estd multiplicada por —2 respecto a la primera.

¢) Verdadero. La solucién de los dos sistemas es la misma, por lo que son equivalentes.

d) Falso. Tiene infinitas soluciones, damos un valor a una de las incdgnitas y despejamos el
valor de la otra.

58 Observa la representacién de las rectas r;, 7,, r3 y r4 y responde sin resolver.

73: 7y —x=16

rix+y=0
TiXx—y=2

a) ;Cudl es la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones? ;Alguno es incompatible
o indeterminado?

) x+y=0 ii) {x—y=2 i) {x+y=0
x—y=2 7y—-x=16 x+y=8
b) ;Alguno de estos sistemas tiene solucion?
x+y=0 x+y=8
I \x-—y=2 II) {x—y=2
|7y —x=16 7y—x=16
a))x=1, y=-1 if)x=5,9y=3 iii) Incompatible.

b) Si, II) — Solucién: x =5, y=3.
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59 ;Qué valores deben tomar 2 y b para que el siguiente sistema tenga infinitas solucio-
nes?

3x+2y=5
ax +by=15
Escribe tres soluciones del sistema.
Para que tenga infinitas soluciones, la segunda ecuacién debe ser proporcional a la primera.

L |3x+2y=5
As: {ﬂx+by=15 — a=9y b=6

Soluciones: Damos valores a x para obtener puntos de la recta 3x + 2y = 5:

5

x=1;9y=1; x=0, y=7;

x=-1, y=4

60 ;Qué condicién deben cumplir ¢ y d para que este sistema no tenga solucién?

3x+2y=c
6x+4y=d

El sistema no tendrd solucién cuando las dos rectas sean paralelas, es decir, cuando o = 2c.
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Utiliza el lenguaje algebraico

Peaje solo para algunos

Hace muchos, muchos afios, alld en el tiempo de las espadas, habia un poderoso sefor cuyo
castillo dominaba el tnico puente sobre el rio del lugar.

Un buen dia colocé en la entrada del puente el cartel de la de-
recha.

Para pasar, has de dejar
que tome de tu bolsa tantas
monedas como quepan en

mi mano (una cantidad
Sin embargo, un rico comerciante intent6 hacer lo mismo pero el ¢ fiia)

senor del castillo, al ver su bolsa, le dijo que el trato era solo para
campesinos. Que los ricos comerciantes debian pagar tres doblo-
nes y marchar, sin mds.

Un campesino, algo ambicioso, reunié sus ahorros y se empefié en
pasar varias veces por el puente. Pero a la tercera se encontré con
la bolsa vacia.

Al llegar al otro extremo,

encontrards a uno de mis

sirvientes que, como regalo
Sabiendo que el campesino reunié mds de 10 pero menos de | de despedida, te dard tan-
20 doblones: tas monedas como te que-
¢ ;Cudntas monedas tomaba cada vez el sefior del castillo? den en la bolsa.

¢ ;Cudntas monedas llevaba, al menos, el rico comerciante?

Q Quizd te resulte mds ficil si utilizas el lenguaje algebraico.

x a XxX—a 2x —2a
2x—2a a 2x—3a ?
2 ? > 0

— El campesino llevaba 14 doblones al principio. En la mano del senor cabian 8 doblones.

— El rico comerciante llevaba, al menos, 17 monedas. En este caso y con cantidades superiores,
el senor del castillo deberfa entregar mds monedas de las que recibiese.

Si es comerciante entra con 17 monedas, el sefor le quita 8 y ain le quedan 9. Por lo tanto,
el senor recibiria 8 y deberia entregar 9. No le interesa.
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Cuadrado mdagico
* Ya sabes que en un cuadrado mdgico, filas, columnas y diagona- 3
les suman lo mismo. Trata ahora de completar las casillas vacias
para que el cuadrado de la derecha resulte mdgico. 1
Q Ayuda:
5
3 3 b—2 | a+2
a 1 = | b+2 a 1 = 3+a+b=(@a-2)+a+(a+2)
5 b a—2 5

Si profundizas en el problema, descubrirds la relacion que debe existir entre a y b. Y eso te permi-
tird encontrarle muchas soluciones.
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Entrénate resolviendo otros problemas

* En un salén de té solo se sirve té y tarta. Cada té vale 1,10 € y cada racién de tarta 2,10 €.
Varias personas realizan, todas ellas, la misma consumicién. La cuenta asciende a un total
de 30,10 €. ;Cudntas eran? ;Qué tomé cada una?

Un té vale 110 céntimos y una racién de tarta, 210 céntimos.
El total de la factura asciende a 3010 céntimos.

Hemos de buscar posibles consumiciones cuyo coste total sea divisor de 3010.

1 1 té+1pasta | 110+ 210 =320 No
) 1 té + 2 pastas | 110 + 420 = 530 No
2 tés + 1 pasta | 220 + 210 = 430 Si

3010:430=7
Asi pues, 7 eran los amigos y cada uno consumié dos tés y un trozo de tarta.
¢ Otra forma de resolverlo:

Consideramos, en lugar de céntimos, decenas de céntimos.

Un té vale 11 decenas de céntimos, y una racién de tarta, 21. La cuenta asciende a 310 dece-
nas de céntimos.

Descomponemos: 301 =7-43=7-(2-11 +21)

Asi es ficil verlo: 7 amigos tomaron 2 tés y 1 racidn de tarta cada uno.

* Un hacendado contrata a un sirviente por un sueldo anual de una capa y 25 monedas de
oro. A los cinco meses se despide, y recibe como pago la capa y cuatro monedas de oro.
:En cudntas monedas estd valorada la capa?

25 monedas + 1 capa

1 capa + 4 monedas 21 monedas
L1

3 monedas
L |
15 monedas

En los 7 meses que le quedaban, habria ganado 21 monedas. Es decir, 3 monedas cada mes. En
5 meses habria ganado 15 monedas.

“15 monedas” equivalen a “4 monedas + 1 capa”.

Por tanto, una capa vale 11 monedas.
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* Estas nueve bolas de billar tienen exactamente el mismo tamano y todas pesan lo mismo
salvo una que pesa un poco mis.

:Cudntas pesadas necesitarias hacer para descubrir, con absoluta seguridad, cuil es la bola
que pesa mas?

Colocamos tres bolas en cada plato y dejamos tres fuera.
Si pesa mads el plato de la izquierda, o el de la derecha, aqui estd la bola buscada.
Si pesan lo mismo, la bola buscada es una de las tres que hemos dejado fuera.

En cualquiera de los casos tenemos tres bolas, una de las cuales es la buscada. Ahora, procede-

mos andlogamente.

A O

Colocamos una bola en cada platillo. La que pese mds es la buscada.

Si pesan igual, entonces la bola mds pesada es la que hemos dejado fuera.
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1 Di cuil de los siguientes sistemas tiene una solucién, cudl es incompatible y cudl es inde-

terminado:

)|

a) Es indeterminado.

6x-3y=9
2x— y=3

x—y=2
2x+y=7

]

¢) Tiene solucién (x =-3, y=-3).

2 Resuelve los siguientes sistemas:
x+1
==+ y=1
a) 3
x_3+2y=1
2 .2
0 {x -y°=0
3x-y =4
x+1
; + =1 x+1+3y=3
2) - x—3+8y=4 -
X;a +2y=1 ) =

x+3=0
2y+6=0

2x+ y=5
4x+2y=9

c) { d) {
b) Tiene solucién (x=3, y=1).
d) Es incompatible.

]

1,5x + 0,25y =-2

2x— 0,5y=-6
=13
d x+y
) {xy—x2=15
x+3y=2 x=2-3y

|

x+8y=7 x=7-38y

— 2-3y=7-8) = 8-3y=7-2 = 59=5 =

- y=1—=>x=2-3=-1

Solucién: x=-1, y=1
b) Multiplicamos por 2 la primera ecuacién y
Sx=—10 — x=-2
Solucion: x=-2, y=4
c)y=3x—4
x2—(Bx—4)2=0 — x?-9x% + 24x— 16

sumamos ambas ecuaciones:

-0 > —8x%+24x-16=0 —

> x2-3x+2=0 > x=2, x=1
X1 =2, =2
Solucién: | " %
X2=1, )/2=—1
x+y=13] y=13-x
xy—x2=15 x(13-x)—x*=15 = 13x x> —x*=15 — 2x* - 13x+15=0
13+ /169 — 120 13i7<x1=56”3y1=8 ’
X = =
’ 4 ==y 7 n=7
xl_S; )/1=8
Solucién: 3 23
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3 Aplica el método de reduccién para resolver el sistema siguiente:

7x+2y=12
11x - 3y =—61
7x +2y =12 77x — 22y =132
{HX—3)’=—61 - { 77x — 21y =427 — —43y=-559 — y=13
21x + 6y =36
{2296—6)/:—122 — 43x=-86 — x=-2

Solucién: x=-2, y=13

4 La diferencia entre las longitudes de las bases de un trapecio isésceles es de 4 cm; su altu-
ra mide 9 cm y su drea es de 72 cm?. Calcula la medida de las bases.

x—y=4 x—y=4 x=4+y
9(X2+y)=72 - 4+y+y=16

— 2y=12 = y=6 = x=10

La base mayor mide 10 cm, y la base menor, 6 cm.

5 Una agricultora comprueba que en el segundo de sus dos depésitos de agua para riego hay
10 litros més que en el primero. Traspasa 18 litros del segundo al primero y asi este se que-
da con el doble que el segundo. Calcula la cantidad de agua que tenia cada depésito.

Cantidad de agua en el primer depésito: x
Cantidad de agua en el segundo depésito: y
y=x+10 y=x+10
{x+18=2(y—18) - {x—2y=—54 5 x—2(x+10)=—=54 — x—2x—20=-54 —
— —x=-34 = x=34, y=44
El primero tenia 34 /, y el segundo, 44 /.

6 Al mezclar un bote de un café de 7,50 €/kg con un saco de otro de 2,50 €/kg, se obtienen
16 kg de un café de 3,75 €/kg. ;Qué cantidad de cada café se ha mezclado?

Llamamos x ala cantidad de café de 7,50 €/kg que mezclamos, e y alade 2,50 €/kg.
x+y=16 -2,5x — 2,5y =— 40
7,5x+2,5y=3,75-16} 7,5x + 2,5y =060 }
5x =20 —> x=4
y=16—-x 8 y=12

Se ha mezclado 4 kg de café de 7,50 €/kg con 12 kg de café de 2,50 €/kg.
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He pagado 83 € por una cazadora y unos deportivos. En la cazadora me han rebajado el
20% y en los deportivos el 10 %, y asi me he ahorrado 17 €. ;Cudles eran los precios sin
rebajar?

Precio de la cazadora sin rebajar: x
Precio de los deportivos sin rebajar: y

x+y=83+17=100 x=100—y x=100 -y
0.8x+0,97=83 |0,8(100— 5 +0,9y=83  |0,1y=3

x =70 € es el precio de la cazadora
- y =30 € es el precio de los deportivos

Las medidas de las diagonales de un rombo suman 68 cm y su lado mide 26 cm. Halla las
medidas de las diagonales de este rombo.

x+y=08 x=08-y

P 2 N 2 2
PR 68—y> (y> )
(2) +<2> =26 < 7 ) t\3) =676
4624 — 136y + y?

4

2
+yz=676 - 4624—136y+y2+_y2=2704 -
y =48

— 27136y +1920=0 — >~ 68y + 960 = 0
" — 136y + y =68+ <y=20

xl =20, )/1 248

Solucién: {Xz _ 48, 5, =20

La diagonal mayor mide 48 cm, y la menor, 20 cm.
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Resuelve

1 El matemidtico que introdujo la notacién f(x), que utilizamos hoy en dia para el mane-
jo de funciones, fue Leonhard Euler. Busca informacién de su vida y de sus logros en el
campo de las matemadticas.

Respuesta abierta.

2 Supén que realizamos un experimento similar al del joven Galileo, con el péndulo, y ob-
tenemos los siguientes resultados (siendo «/» la longitud del péndulo (en m) y «n» el
nimero de oscilaciones por minuto):

2 1,50 | 1,20 | 1 | 0,80 | 0,60 | 0,40 | 0,20
SO0 21 | 245 | 275 30 | 335 | 385 | 475 | 67

Representa estos datos en tu cuaderno elaborando un sistema de referencia como el que
te presentamos a continuacién. Comprueba que los valores de la tabla responden bastan-

30

te bien a la relacién: » = ﬁ

N.° DE OSCILACIONES
701
60
50
40
30+

201 S

10+

LONGITUD DEL PENDULO

N.° DE OSCILACIONES

70+ T
60+
50+

40 Con calculadora; 30 &2 @ 2& (241.213
30 =50 1,5E)(24.45

304

Etcétera.
201

10+

LONGITUD DEL PENDULO

1 2
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1 Observa la grifica del helicéptero y responde:
a) ;Cudnto tiempo ha empleado en realizar la misién?

b) :A qué altura estaba a los 20 min? ;A qué altura baja a coger agua? ;Y para apagar el
fuego?

¢) ;Cudnto tiempo necesita para llenar de agua el depésito? ;Y para soltarla sobre el fuego?

d) :A qué velocidad media (en m/min) sube desde que sale de la base hasta que llega a
300 m de altura?

a) Ha empleado 27 minutos.

b) A los 20 min estaba a 60 metros. Baja a coger agua a 10 metros. Para apagar el fuego se
sitia a 60 metros.

¢) Necesita 2 minutos para llenar el depdsito. Para soltar el agua necesita 1,5 minutos, aproxi-

madamente.
d) »=390m _ 100 m/min
min

2 Representa en unos ejes cartesianos los 30 minutos que ha estado en inmersién un bu-
ceador: sale del barco; baja hasta 36 m; se queda un rato recreindose con los corales;
sube un poco y juega con unos delfines; vuelve a bajar porque ha visto una morenayy, por
ultimo, se queda 2 min a 10 m de profundidad, antes de volver al barco, para realizar la
descompresién.

En el eje horizontal, da 2 min a cada cuadradito. En el vertical (solo la parte negativa),
5 m por cuadradito.

2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 TIEMPO (min)

ALTURA (m)
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3 Dos hermanas y dos hermanos de una familia van al mismo centro de estudios. Observa
la gréfica distancia (d) - tiempo (#) de cada uno:
d d

ANA BERTA

d| | CARLOS d
DAVID

t t

A la vista de las grificas, contesta a las siguientes preguntas:
a) ;Quién ha salido antes?

b) ;Quién ha llegado mis tarde?

¢) Dos han ido a buscar a sus amigos para ir a clase. ;Quiénes son?
d) ;A cudl se le ha olvidado algo en casa?

e) ;:Cudl no ha ido hoy a clase?

f) :Quién ha andado mds lento en algtiin momento?

g) :Quién ha ido mas rapido?

h) ;Quién ha estado mds tiempo sin moverse?

a) Ha salido antes Ana.

b) Ha llegado mis tarde Carlos.

c) Ana y Carlos.

d) Se le ha olvidado algo a Berta.

e) No ha ido a clase David.

f) Ha andado mds lento Carlos.

g) Berta ha ido mds répido.

h) David.
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1 La grifica de la derecha da la temperatura en Jaca a lo largo de un dia.

a) Indica los intervalos de tiempo  3(.TEMPERATURA (°C)

en los que crece la temperatura y 25
aquellos en los que decrece.
204
b) ;Por qué crees que se producen s
esos aumentos y disminuciones de
temperatura en esos tramos? 107
¢) ;Crees que en la ciudad es verano > ®
TIEMPO
in i rn ? ifi . T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
o invierno? Justificalo I 0 5 ¥

a) La temperatura en Jaca aumenta en el intervalo 7-14 horas y decrece en los intervalos
0-7 horas y 14-24 horas.

b) Por los cambios de temperatura a lo largo del dia. Por la mafana las temperaturas van au-
mentando vy, al acercarse la noche, las temperaturas disminuyen.

c) La temperatura mds alta que alcanza son los 30 °C durante el dia y la temperatura mds baja
que alcanza son los 10 °C. Por tanto, cuando se ha hecho esta gréfica era verano.
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2 a) Indica en qué puntos de la grifica hay mdximos y minimos relativos.

¥

b) Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
a) Mdximo relativo en (0, 3). Minimos relativos en (=3, —1) y en (2, -3).
b) La funcidn crece en (=3, 0) U (2, +o0), y decrece en (—eo, =3) U (oo, 2).

3 Sobre unos ejes, dibuja una grifica creciente que tenga dos méximos relativos en (-2, 4)
y (4, 5) y un minimo relativo en (1, -3).

Respuesta abierta. Por ejemplo:

4 Meta. 8.5. La siguiente grafica muestra la tasa de paro en un cierto pais en 2020:

50000001
48000004

46000001
=

E' F'M'A'M); ]’]l 'Ag'S'O'N'D'

a) ;:En qué meses se encuentran los mdximos y minimos relativos?
b) ;Qué crees que causa estas fluctuaciones en la tasa de paro?

) ;Has oido hablar del empleo estacional? Buscalo en Internet y relaciénalo con lo que ocurre
en la grifica.

a) Los maximos, en Marzo y Noviembre. Los minimos, en Enero, Agosto y Diciembre.

b) El descenso en el paro lo provoca las campanas de Navidad y de verano.

¢) El empleo estacional es el que se produce en determinadas épocas del afio por estar asocia-
do a una industria o sector econémico donde la demanda de empleo es mucho mds alta en
unas temporadas que en otras.

Por ejemplo, en nuestra grafica, la campana comercial de Navidad o la campana turistica
veraniega hacen que descienda mucho el paro.
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5 La entrada al parque de atracciones vale 5 €, y por cada atraccién hay que pagar 1 €.

a) Representa esta funcién:

atracciones en las que se monta — coste
b) ;Se pueden unir los puntos de la grafica?
¢) ;Cudnto costard subir a 12 atracciones? ;Y a 20?
a) COSTE (€)

14 °
12 °
10 °

NS N e )

1 2 3 45 6 7 8 9 NUMERODEATRACCIONES
b) No pueden unirse porque una persona no puede montarse en media atraccion o solo pagar
medio viaje.
¢) Subir a doce atracciones costard 5 € mds un euro por atraccién, es decir, 5 + 12 = 17 €.

Subir a 20 atracciones costara 5 + 20 = 25 €.

6 La gréfica de la abajo muestra el sueldo mensual de una persona en una empresa a lo
largo de su vida.

a) ;Cudnto tiempo lleva la persona en la empresa cuando le suben el sueldo por primera
vez?

b) ;Cudnto gana a los 12 afios de entrar? Suponiendo que se sigue la tendencia, ;cudnto
gana a los 20 anos?

©) ¢Es una funcién continua?

2500 JSUELDO (€) |

23004 —0

21004 —0

1900+ —0

1700+ —0

PO ., [TIEMPO (afios)

: : : : : : : T T T T T T T T T T T
1234567 891011121314151617181920
a) Cuando le suben el sueldo por primera vez, la persona lleva en la empresa 4 afios.

b) A los 12 anos de entrar cobra 2100 €, y a los 20, 2500 €.

¢) No, no es continua.
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7 A un depésito cilindrico de 2 m de alto lleno de agua se le hace un pequeno agujero a
una distancia de 0,5 m de su base. El agua sale al principio con mucha presién, pero
seguin se va vaciando el depésito, el agua va perdiendo presién hasta que, a las 4 h, el
agujero rezuma solo un hilillo y no para hasta las 5 h.

a) Representa la grifica de la funcién:

tiempo transcurrido — altura del agua

b) ;A cudnto tiende la funcién? ;En qué se traduce dicha tendencia?

a) ALTURA (m)

2,0

1,5 N

1,0

0,5 e
0

123456 7 tiemro (h)

b) La funcién tiende a 0,5 m, lo que quiere decir que la altura del agua en el depésito tiende a
estabilizarse a 0,5 m.

8 Esta grifica muestra las horas de sol que hay a lo largo del afio en Oslo (Noruega).

HORAS DE SOL
204 :

EFMAM] ] ASOND
a) ;Es una funcién periédica? ;Cudl es su periodo?
b) ;Cudntas horas de sol hay en el solsticio de invierno? ;Y en el de verano?
¢©) ;Aproximadamente en qué momentos del afio hay 14 horas de sol?
a) Si, es periddica de periodo 1 ano.
b) 5,5 h, aproximadamente, en el de invierno. En el de verano hay 18,5 h, aproximadamente.

¢) A mitad de abril, y a finales de agosto y principios de septiembre.
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1 Indica cudles de los siguientes pares de valores corresponden a la base y al drea de algtin
rectingulo del ejemplo anterior:

a) Base: x=1cm — Area: 4 =39 cm? b) x=5 > A=35

c)x=22 — A=396 d) x=42 > A=-84

La férmula que deben cumplir para que sean como el ejemplo anterior es A = x(40 — x).
a)1-39=39=A4 — Siesigual.

b)5-35=175=35 — No es igual.

c) 22-18=396=A — Siesigual.

d) El drea no puede ser negativa.
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2 Imagina un cilindro cuya altura, x, sea igual al radio de su base.
a) ;Cudl es la expresién analitica de su volumen? o
Recuerda que el volumen de un cilindro es el drea de la base por la
altura.

b) Obtén la expresién analitica del 4rea del cilindro.
) Vamx?.x > V=mx3

b) A =2t + 21 - b — A=2mx? + 2nx? — A= 4nx?

CILINDRO

3 Indica cudl es la expresién analitica del volumen de un cono sabiendo
que su altura son 6 cm y el radio de su base es variable.

Recuerda que el volumen de un cono es 1/3 del 4rea de la base por la
altura.

V=%-Ttx2-6 — V=2mx?

4 Un muelle mide 30 cm y se alarga otros 10 cm por cada kilogramo que se cuelga de él.
Pero no se pueden colgar mds de 7,5 kg.

La funcién que relaciona la longitud, L, del muelle con la masa, m, que soporta es:
L=30+10m.

RCPI' eséntala en tu cuaderno €n unos ejes cartesianos como estos:

LONGITUD (cm)

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10 Masa (kg)
1 2 3 4 5 6 7
100 LONGITUD (¢cm)
90
80
70
60
50
40
30
20
10 MaAsA (kg)

1 2 3 4 5 6 7 8
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1. Construccion de graficos

Hazlo tu

* Dibuja, de forma aproximada, la grifica de la funcién distancia recorrida - velocidad para
la montafa rusa de la derecha.

/
MOTOR FRENO
—

00 '300\0
% %

LR
BERRLEELAALL,

SO

VELOCIDAD
MOTOR FRENO
' ' '

I

I

|

! |

I | |

: . | | |

| | | | |

I I I I I
C D E F G H I ]
DISTANCIA RECORRIDA

2. Interpretacion de dos graficas sobre la misma cuadricula

Hazlo tu

>_ ——— e —
w__ —_—— e

* Las siguientes grificas muestran la evolucién de los medios de comunicacién.
a) ;En qué anos coincide Internet con los demds?
b) Indica cémo ha evolucionado Internet con respecto a los demis.
a) Internet coincide con los diarios en 2010, y con las revistas en 2012.

b) Los diarios se mantuvieron en un 40 %, aproximadamente, hasta el afio 2008, momento en
que empezaron a bajar hasta llegar a un 30 %, mds o menos, en 2016.

Las revistas se mantuvieron con pequefas fluctuaciones hasta el ano 2008 en un 55 %, apro-
ximadamente. Después comenzaron a descender sin parar llegando a 2016 con un 40 %.

La televisién se mantuvo durante todos esos afios en torno al 90 %, con minimas variaciones.

Por su parte, Internet ha ido subiendo afio tras afios de manera pricticamente lineal desde
un 5% en 2008 hasta un 70 % en 2016.
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Interpretacion de graficas

1 Ana sale a las 10:00 con la intencién de subir una montafia para luego volver por el mis-
mo camino hasta llegar al punto de partida. Esta grifica muestra la distancia recorrida a
lo largo de su caminata:

DISTANCIA RECORRIDA (km)

204

161

121
gl
41

T1EMPO (h)

T2
a) ;Cudnto tiempo dura la caminata? ;A qué hora acaba de andar?
b) ;Cudndo ha llegado a la cima?
¢©) :Qué distancia ha recorrido antes de parar a descansar? ;Cudnto tiempo descansa?
d) ;:En qué intervalo de tiempo baja la cuesta mds empinada?
e) Explica por qué la grifica nunca es decreciente.
a) La caminita dura 4,8 h = 4 h 48 min. Acaba de andaralas 10 h + 3 h 48 min = 13 h 48 min.
b) Ha llegado a la cima a las 2 horas; es decir, a las 12:00.
¢) Ha recorrido 14 km antes de parar a descansar. Descansa durante 1 horas.
d) Entre las 2 h y las 2,4 h de empezar a caminar; es decir, entre las 12:00 y las 12:24 h.

e) Nunca es decreciente porque la distancia que camina aumenta constantemente, nunca pue-
de decrecer.

2 Laluz de un faro que se enciende y se apaga varias veces en una secuencia de tiempo Gni-
ca (cada faro tiene la suya propia) se muestra en esta gréfica:

LUZ T —o +—o oo —0

OSCURIDAD ————0————0— 00— fte—t—0———

1 234567 8910111213
TIEMPO (s)
a) ;Cada cudnto tiempo se repite, es decir, cudl es el periodo de esta funcién?
b) Laluz alos 6 s, ;estd encendida o apagada? ;Y alos 7 s?
¢) ;Cémo estard la luz a los 15 s? ;Y al minuto?
a) Se repite cada 5 segundos. Es una funcién periédica de periodo 5 segundos.
b) A los 6 segundos estd apagada. A los 7 segundos se enciende.

¢) Alos 15 segundos estard apagada. Al minuto también estard apagada.
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3 Guillermo sale corriendo de casa para no llegar tarde a clase. A medio camino para un
rato a descansar y continiia andando tranquilamente hasta que llega. Indica qué grifica
muestra la distancia que recorre.

® © ®)

DISTANCIA
DISTANCIA
DISTANCIA
DISTANCIA

TIEMPO TIEMPO TIEMPO TIEMPO

La grifica correspondiente es la (®): al principio, como Guillermo va corriendo, la recta tie-
ne mucha inclinacién, lo que significa que la distancia que recorre aumenta rdpidamente; a
mitad de camino se para, lo que indica que la distancia que recorre se mantiene constante, ni
sube ni baja; por ultimo, sigue andando, mds despacio que al principio, por lo que aumenta la
distancia pero a menor velocidad, por lo que la recta tiene menos pendiente.

4 La temperatura de la Tierra va aumentando en funcién de la profundidad. Al principio
aumenta de manera constante y poco a poco se estabiliza. La grifica muestra una estima-
cién de dicha variacién:

05000

4000

%’ 3000

: 2000

S 1000

€3]

E : : : : :

1000 2000 3000 4000 5000

PROFUNDIDAD (km)

a) ;Qué temperatura hay a 1500 km de profundidad, aproximadamente? ;Y a 3000 km?
b) Estima la temperatura en el centro de la Tierra (6371 km).

¢) Suponiendo que en el primer tramo la temperatura crece de forma constante unos
20 °C/km, ;a qué profundidad se alcanzan 1000 °C? ;Y 2000 °C?

d) El punto de fusién del hierro es de 1538 °C. ;Desde qué profundidad podemos asegu-

rar que el hierro se encuentra en estado liquido?
a) A 1500 km, unos 3500 °C. A 3000 km, unos 4500 °C.
b) La funcién parece que tiende a estabilizarse a 5000 °C, por lo que estimamos que en el

centro de la Tierra hard esa temperatura.

c) %80 =50 — A 50 km se alcanzan 1000 °C, aproximadamente.

%80 =100 — A 100 km se alcanzan 2000 °C, aproximadamente.
<) 1538 _ 76,9 — A partir de los 76,9 km.

20
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5 Mercurio tarda 88 dias en completar su 6rbita alrededor del Sol. Su distancia al Sol osci-
la entre 70 y 46 millones de kilémetros. Esta grifica muestra su distancia al Sol:

1001

50—/\

25 50 75 100
a) Copia y completa la grifica para 300 dias.
b) Estima su distancia al Sol dentro de dos anos terrestres.

¢) Cuando comienza la grifica, Mercurio se encuentra a 46 millones de kilémetros del
Sol. ;Cudnto tiempo pasa hasta que estd a 60 millones de kilémetros?

a) 100 4 DISTANCIA
(millones'de km)

50—/\/\/\/

TIEMPO-(dias)
25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300
b) 2 afos = 365 - 2 = 730 dias.
730 dias = 88 - 8 + 26 — En el dia 730 estard en la misma posicién que en el dia 26.

Mirado la grifica, estimamos que su distancia al sol dentro de dos afos serd de 62 millones
de kilémetros.

¢) Mirando la grafica vemos que pasan 25 dias, pues la funcién pasa por el punto (25, 60).

6 La siguiente grifica muestra la distancia que recorre un vehiculo desde que presiona el
freno hasta que para, en funcién de la velocidad que lleva:

N O
S © & oS

1 T T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90

VELOCIDAD DEL COCHE (km/h)

DISTANCIA (m)

a) Aproximadamente, ;cudntos metros recorre un vehiculo al frenar si va a 55 km/h?
b) :A qué velocidad iba un vehiculo que ha necesitado 50 m para frenar?
a) Aproximadamente, 30 metros.

b) Aproximadamente, a 65 km/h.
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7 Las siguientes gréficas nos muestran la distancia recorrida por cuatro senderistas en fun-
cién del tiempo que dura su marcha:

a) Describe el ritmo de cada senderista.
b) ;Quién recorre menos camino?
©) ¢Quién camina durante menos tiempo?

d) ;Quién alcanza mds velocidad?

30 |
20
101

30+
201

2 3 45

30
204

30
201

~

~

e) Inventa una grifica correspondiente a una senderista que tarda lo mismo que B, reco-

rre la misma distancia que Cy descansa durante una hora a mitad de camino.
a) El montanero A lleva un ritmo constante.
El montanero B va decreciendo el ritmo segtin avanza el tiempo.

El montanero C comienza a un ritmo y a las dos horas acelera hasta que se para a las cuatro

horas.

El montafero D va alternando un ritmo rdpido con un ritmo mds lento.
b) El montafiero B recorre menos camino, recorre 20 km aproximadamente.
¢) El montafiero C camina durante menos tiempo, camina casi cuatro horas.

d) Alcanza m4s velocidad el montafiero C.

e [d(km)

30

20

10

t(h)
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8 La entrada a un parque de atracciones cuesta 2 €, y la pulsera para subir a todas las
atracciones, 4 € cada hora o fraccién (es decir, que te cobran la hora completa aunque la
uses solo un rato).

a) ;Cudl de estas graficas representa mejor el coste de entrar y montar en las atracciones?

COSTE (€) COSTE (€)

1 2 3 4 1 2 3 4
TIEMPO (h) TIEMPO (h)

COSTE (€) COSTE (€)
®© 0
16
—0
12
—0
8
4
1 2 3 4 1 2 3 4
TIEMPO (h) TIEMPO (h)

b) Dibuja en tu cuaderno una gréfica que represente el coste si cobran exactamente por
el tiempo que has utilizado la pulsera.

¢) Dibuja otra que represente el coste de un bono en el que pagas 16 € para entrar y
montarte en todas las atracciones el tiempo que quieras hasta que cierre el parque.

a) La grifica ©), ya que por estar la 12 hora te cobran 2 € de entrada més 4 € de la pulsera; es
decir 6 €. Después, el precio de cada hora siguiente subre de 4 € en 4 €.

b) COSTE (€)

16

12

1 2 3 4 T11EMPO (h)

C)  COSTE (€)

16

12

1 2 3 4 T1iEMPO (h)
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9 Estas cuatro gréficas representan la temperatura méxima diaria (7") de cuatro ciudades,
alo largo del tiempo (#), durante un cierto afio:

O |7

t L
a) A la vista de las gréficas, jen cudl de estas cuatro ciudades oscila en menor medida la
temperatura?

b) Una gréfica corresponde a una ciudad de nuestro pais, y otra, a una ciudad de nues-
tras antipodas. ;Qué grificas son? Razona tu respuesta.

¢) Una grifica es absurda. ;Cudl es? ;Por qué?

d) Elige una escala adecuada para cada variable y gradiia cada uno de los ejes en tu cua-
derno.

e) ;Cudl es el dominio de las cuatro grificas? A la vista de los recorridos de (D y @D, ;qué
puedes decir del clima de estas ciudades?

f) Dibuja una gréfica correspondiente a un lugar en el desierto del Sahara y otra a uno
en la Antértida.

a) En la ciudad (.

b) Las grificas @ y (©), porque cuando en una la temperatura es alta en la otra es baja y al
revés.

c) La grafica (d) es absurda, porque la temperatura solo crece.

d) Para la variable tiempo, podemos hacer corresponder cada cuadradito con un mes.
Para la variable temperatura, cada cuadradito pueden ser 2 6 5 grados centigrados.

e) El dominio es el intervalo 1-12 (o de Enero a Diciembre).

Son ciudades que no tienen inviernos muy frios, ya que en ningun caso se alcanzan tempera-
turas bajo cero. La ciudad (2) tiene mds variacién entre sus temperaturas. En la ciudad ®), la
temperatura no varia demasiado a lo largo de los meses.
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10 Arancha dedica demasiado tiempo a mirar el mévil. Para controlarse, decide anotar mi-
nuciosamente durante una semana el niimero de sus horas de estudio y del tiempo que
esta con el mévil. Estos son los resultados:

—e— Tiempo de estudio

TIEMPO (h) —e— Tiempo de conexién al mévil
6..
5--
4+
3--
21 DiAs
1+ DE LA
I I I I I I I SEMANA
Lunes  Martes Miércoles Jueves " Viernes . Sibado 'Domingol

a) ;Qué dia ha estudiado mds? ;Y menos?
b) ;Cudndo ha pasado m4s tiempo con el mévil?
¢©) :Qué dia hay mds diferencia entre los tiempos dedicados a cada actividad?
d) ;Algin dia ha estado con el mévil el mismo tiempo que estudiando? ;Cudndo?
e) :Qué dia ocupa més tiempo entre ambas actividades?
a) Ha estudiado mds el martes, y menos, el sdbado.
b) Ha pasado mds tiempo con el mévil el sdbado.
¢) Elsdbado, pues hay 5 horas de diferencia.
d) Si. El miércoles.
e) Lunes: 0,5 + 4 = 4,5 h. Martes: 2,5 + 4,5 =7 h.
Miércoles: 3 + 3 = 6 h. Jueves: 3,5 + 3 = 6,5 h. Viernes: 3,5 + 0,5 =4 h.
Sdbado: 5 + 0 = 5 h. Domingo: 4 + 2,5 = 6,5 h.

El martes es el dia que ocupa mds tiempo con ambas actividades.
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Relaciones graficas y expresiones analiticas

1

12

Relaciona cada gréfica con una de estas expresiones analiticas:

Dy=x+1 ii)y:l—x2
i) y =22 -1 iv)yy=—-x+1
@\ / / © \®
/ 71N N

i X

)= ® ii) > © iii) > @ iv) - O

a) Sabiendo que la libra es una unidad de peso que equivale a 0,45 kg, copia y completa
esta tabla:

05/ 1 |15 2 3 4
0,45

b) Escribe la expresion analitica que convierte libras en kilos.
) Escribe la que convierte kilos en libras.

d) Representa en unos ejes coordenados las dos expresiones analiticas anteriores.

a) 05 1 | 1,5 2 3 4 x
0,225 | 0,45 | 0,675 09 | 1,35 | 1,8 | 0,45«

b) y=0,45x — 0,45x—y=0

J
) 0.45
d) Y(kilos)

=x = 0,45x—y=0

1 2 3 4 5 X (libras)

Son la misma grafica.
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La siguiente gridfica muestra la evolucién del precio del yen (moneda japonesa) en el
primer dia de los afos desde 1999 a 2008:

N.° DE YENES POR 1 €

170 1
160 +
150 +
140 +
130 -
120 +
110 +
100 +
90 +

7 i . i i i i i i | ANO
99 00 01 02 03 04 05 06 07 08

Indica cudles de las siguientes expresiones algebraicas corresponden al cambio de euros
a yenes en los afios 1999, 2003, 2005 y 2008. Es decir, dado un nimero de euros (e),
obtener directamente el niimero de yenes (y) correspondiente.

a)y= 1;0 b) y =125 ©) y=140e
d)y=9io e) y=130e f) y=e-155
g y = 165¢ h) y—e=90 i) y=90e

* Ano 1999 — e) e Ano 2003 — b)

* Afo 2005 — ¢) e Afo 2008 — g)

Indica, como se hace en el ejemplo, la expresién analitica que corresponde a cada una de
las siguientes situaciones:

¢ ;Cudnto tiempo de viaje nos queda si vamos a 120 km/h hacia nuestro destino, que
estia x km?

® X
=120

a) Si una garrafa vale 1,30 € y el litro de mosto cuesta 0,90 €, ;cudnto cuesta una garra-
fa con x litros de mosto?

b) ;Cudl es el drea de un tridngulo de 10 cm de base y x cm de altura?

) Si una botella de 5 litros tiene 1,5 litros de agua en su interior, ;cudntos litros caben
todavia después de echar x litros?

d) En una carrera de 10 km, ;a qué distancia me encontraré de la meta después de correr
a 8 km/h durante x horas?

e) ;Cuil es el volumen de un ortoedro de base cuadrada de lado x cm y 20 cm de altura?

f) Si la temperatura de un liquido desciende 3 °C cada dos minutos, ;qué temperatura
tendrd un café ¢ min después de sacarlo del microondas a 70 °C?

g) Si 60 folios tienen 1,2 cm de grosor, ;qué grosor tiene una pila de x folios?

a) y=13+0,9x b) A= 102'x=5x ) y=35-x
d)e=10-8x ) V=20x f T=70—%t
1,2

8860~
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15 El drea de la parte coloreada de las siguientes figuras se puede escribir en funcién del
parametro x:

® x

10|

:Cudl de estas expresiones analiticas corresponde al 4rea de cada una de ellas?

a) A =100 — x2 b)A=12& c)A=200—x72
2

d)A=100—<%>7t e) A=200-10x f) A=200-5x

g) A=50 h) A=(10-x)(20-x) i) A=200-x2

A — d) ® — e

©—>g) D — o
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Resuelve problemas

16 En esta grifica se muestra la duracién del dia (en horas) segin la latitud:

—_
©
!
EQUINOCCIO DE MARZO
SOLSTICIO DE DICIEMBRE

1 ECUADOR

HORAS PARA EL HEMISFERIO NORTE
IS

[}
!
SOLSTICIO DE JUNIO
EQUINOCCIO DE SEPTIEMBRE

0 T T T T T T T T T T T
ENE FEB MAR ABR  MAY  JUN JuL AGO SEP OCT NOV  DIC

a) ;Cudntas horas de sol tiene como méximo una persona que vive en el paralelo 60°? ;Y
como minimo?

b) En el ecuador, ;varian las horas de sol segiin el mes?

©) :Qué ocurre en el paralelo 66,5° el 21 de junio? ;Y el 21 de diciembre? Busca una ciu-
dad que se encuentre mds o menos en ese paralelo.

d) ;Cudntas horas de sol tienen en cualquier lugar del planeta en los equinoccios de pri-
mavera y otofio?

e) Busca informacién sobre el niimero de horas de sol en el Polo Norte a lo largo del
ano.

a) Como mdximo, 18 horas. Como minimo, casi 6 horas.

b) No, no varian.

) El 21 de junio no se pone el sol. El 21 de diciembre no sale el sol. Por ejemplo, la ciudad no-
ruega de Bodo.

d) Tienen 12 horas de sol.

e) En el polo Norte, el sol sale y se pone solo una vez por afo. Por tanto, la mitad del afio es de
dia y la otra mitad, de noche.
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17 Lucia observé un delfin durante un rato. Al principio, el delfin estaba en la superficie
tomando aire. Luego se sumergié hasta el fondo. Desde el fondo invirtié 8 min en subir
para tomar aire otra vez. Tres minutos después estaba de nuevo en el fondo. Lucia se
percaté de que este proceso era muy regular.

a) ;Dénde estaba el delfin al cabo de media hora? ;Y a la hora?

b) Si una de cada tres veces que desciende al fondo caza un pez, ;cudntos habri cazado
en 1 hora?

©) Representa de manera aproximada la gréfica de la profundidad a la que est4 el delfin
en funcién del tiempo durante la primera media hora.

a) El delfin emplea, cada vez, 3 min en bajar y 8 min en subir:
B+8)+B+8)+(3+5) =30
A los 30 minutos el delfin estd subiendo hacia la superficie.
b) 1h=60min - 60 min=5-11+5
En 1 h ha bajado al fondo 6 veces. Por tanto, ha cazado 2 peces.
c) 4 8 12 16 20 24 28 TIEMPO (min)
|
/ /
/
/

|

FONDO |-+ A_______\-A._______ <441

PROFUNDIDAD

18 En la factura mensual del gas de una ciudad se paga una cantidad fija de 15 € y 0,75 €

mads por cada metro ciibico consumido.
a) ;Cudnto se paga por consumir 15 m> en un mes?
b) Dibuja la funcién: metros citbicos consumidos-coste.

¢) Escribe la expresién analitica que indique el importe de la factura en funcién del vo-
lumen de gas consumido.

a) Por 15 m3 se pagan 15 + 0,75 - 15 = 26,25 €
b)  costE (€)
18
17

16

: . ! CONSUMO (m?)
1 2 3 4

c) y=15+0,75x, donde x son los metros cibicos consumidos e y es el importe total de la
factura.
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19 La tabla recoge el perimetro craneal de un bebé:

0 3|9 15|21 27|33
34 | 40 | 44 | 46 | 47 | 48 49

a) Haz una gréfica relacionando estas dos variables.
b) ;Qué tendencia se observa?

) Estima el perimetro craneal de un nifio de 3 aos.

a) PERIMETRO (cm)

50
45
40
35
30
25
20
15
10

5

3 6 9 1215 18 21 24 27 30 33 36 TIEMPO (meses)

b) El tamafo del crdneo parece estabilizarse alrededor de los 50 cm.

¢) Medird unos 50 cm aproximadamente.

20 Los cestillos de una noria suben y bajan a medida que la noria gira. Estos son los datos
de una cesta que sube desde el punto mds bajo al més alto:
0 4 8 12 16 20
0 1,2 | 41|79 10,8 12
a) Representa la grifica de la funcién tiempo-altura de uno de los cestillos a lo largo de
80 segundos.

b) ;Es una funcién periédica? ;A qué tiempos corresponden sus miximos y minimos
relativos?

©) :A qué altura estar4 la cesta a los 150 segundos?

a) arrura (m)

12
10 / N / N

o

6
4
2

/ N y N

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 G0 64 68 72 76 80 TIEMPO (s)

b) Si, es periddica de periodo 40. Los maximos y minimos estdn en los mdltiplos de 20.

c) 150 =40 -3 + 30 — Alos 150 s estard a la misma altura que a los 30 segundos. Es decir,
a unos 6 m.
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21 Cuando nieva, se echa sal en las calles. Al echarle sal, el hielo se derrite a menor tempe-
ratura (a unos —6 °C). Hasta que un bloque de hielo no estd derretido completamente,
no empieza a aumentar su temperatura. Estas son las grificas tiempo-tempertura de un
bloque de hielo (luego agua) con sal y de otro sin sal:

10

10 /

a) ;Cudl corresponde a cada uno?
b) ;Cudnto tiempo tarda cada uno en derretirse?

©) {Tendria sentido echar sal a la nieve con una temperatura ambiente de —12 °C?
¢Por qué?

a) La gréfica azul es el bloque de hielo con sal.
b) Los dos tardan 4 horas en derretirse.

¢) No tendria sentido, ya que a esa temperatura el hielo no se derretirfa aunque echdsemos sal.

22 Ana camina sobre el pasillo mévil de un aeropuerto y Marcos prefiere ir andando sobre
el suelo. El siguiente grafico permite comparar sus movimientos:

DISTANCIA

TIEMPO

Si ambos caminan igual de rdpido, representa otra recta que muestre a Ana quieta sobre
el pasillo mévil.

En el enunciado, la recta roja representa a Marcos y la azul, a Ana.

Si ambos caminan a la misma velocidad, la diferencia de alturas entre ambas rectas en cada
punto la aporta el movimiento del pasillo mévil. Por tanto:

\%?
gu d.d

TIEMPO

DISTANCIA

La recta verde representa a Ana quieta sobre el pasillo mévil.
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Resuelve: un poco mas dificil

23 Para hallar la distancia aproximada necesaria para detener un vehiculo en movimiento,
se suman:

— La que recorre hasta que el conductor comienza a frenar (distancia de tiempo de reacci6n).
— La que recorre mientras frena (distancia de frenado).

Esto se refleja en el siguiente diagrama de caracol.

Distancia total hasta
245,5 ma————

9,08 :.\ parar el vehiculo

Tiempo total para
parar el vehiculo

1976 m Distancia recorrida durante
el tiempo de frenado

} Distancia recorrida durante el
tiempo de reaccién del conductor

Fuente: La Preventién Routiére. Ministére de I'Education de la Recherche de la Technologie. Francia.

a) Representa en tu cuaderno, sobre los mismos ejes de coordenadas, las siguientes funciones:
* Velocidad - Distancia de reaccién (en verde)
* Velocidad - Distancia de frenado (en azul)
* Velocidad - Distancia total recorrida (en rojo)

b) Halla, a partir de la grifica roja, la velocidad que llevaba un coche que recorrié 160 m
en su frenada.

©) :A qué velocidad iba un coche cuya distancia recorrida durante el tiempo de frenado
fue de 150 m?

a) DISTANCIA (m)
240

220

200

180 %

160 (myd

140

120 <

100

80

60

40 A

20 = ——— T

40 60 80 100 120 140 160 180 veLocIDAD (km/h)

b) Llevaba unos 145 km/h. ¢) Llevaba unos 153 km/h.
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24 En 2012, Felix Baumgartner batié el récord de velocidad en caida libre, lanzdndose des-
de 39000 m de altura. Estas son las grificas de la velocidad y de la altura, respectiva-
mente, que llevé durante los 250 primeros segundos desde que inicié el descenso:

1500
1000

500

50 100 150 200 250

40
30
20
10

50 100 150 200 250

a) ;:En qué momento cogi6é mas velocidad?
b) ;Cudndo rompié la velocidad del sonido? Recuerda que son 300 m/s. Pdsalo a km/h.

©) A una altura de 40 km, la atmésfera es muy poco densa, por lo que casi no hay ro-
zamiento. ;A qué altura empieza a frenarle la atmésfera? ;A qué altura se empieza a
estabilizar?

d) ;Cémo es la gréfica de la altura cuando la velocidad se estabiliza, mds recta o mds curva?
a) Cogié méxima velocidad a los 50 segundos.

b) Pasamos la velocidad del sonido a km/h:

_ m _ 1km 3600s _
300 m/s = 300 s 1000 m Th = 1080 km/h

Sobrepasa esta velocidad a los 30 segundos aproximadamente.

¢) El saltador comienza a descender su velocidad a los 50 segundos. En ese instante estd a una
altura aproximada de 27 kilémetros.

Comienza a estabilizarse alrededor del segundo 100, y estd a una altura de 14 metros.

d) La grafica de la altura es mds recta.
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25 La gréfica muestra cémo varia la velocidad de un coche al recorrer uno de los circuitos

dibujados abajo:
U

:A cudl corresponde? Haz la grifica del otro.

Corresponde al circuito B. Al llegar a la curva, el coche debe bajar su velocidad, tanto mds
cuanto mds cerrada es la curva. Esto se aprecia en la gréfica: tres frenazos, cada uno mds fuerte
que el anterior, como corresponde a los tres dngulos del circuito B en el orden en que se to-
man desde la salida, S.

VELOCIDAD

VTV

DISTANCIA

26 Mira el problema 22 anterior y representa la recta que muestre a Marcos andando en
sentido contrario sobre el pasillo mévil. ;Avanzaria o retrocederia?

Marcos avanzaria. Su velocidad serfa la diferencia de alturas entre la recta roja (movimiento
de Marcos) y la verde (movimiento del pasillo). Es decir, avanzaria a la misma velocidad que
el pasillo pero en sentido opuesto. Asi:

DISTANCIA

TIEMPO

Reflexiona

27 ;Verdadero o falso?
a) En una funcién puede haber dos puntos distintos con la misma ordenada.
b) En una funcién puede haber dos puntos distintos con la misma abscisa.
¢) Una funcién periédica de periodo 7 también tiene periodo 27.
d) Una funcién periddica y continua no puede ser siempre creciente.
e) Si una funcidn es creciente, necesariamente es continua.
a) Verdadero. b) Falso.
c) Verdadero. d) Verdadero
e) Falso.
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Reflexiona y decide

* Al abrir un grifo sobre un recipiente, la altura () que alcanza el liquido estd en funcién
(depende) del tiempo transcurrido (2).

Y al representar esa funcién vemos que cada recipiente tiene una grifica caracteristica.

— En los dos primeros recipientes, el nivel sube uniformemente, aunque en el segundo
mds rdpido que en el primero.

— En el tercer recipiente, el nivel sube despacio al principio y rdpido al final.

Asocia cada uno de estos recipientes con su grifica:
® ® .
@K

@

0

A-I1II, B-Iv; C-I, D-V; E-I; F-V



Observa y representa
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* Dibuja, en cada caso, la grifica que relaciona la altura que alcanza el agua en el recipiente

con el tiempo transcurrido:

NOTA: Antes de afrontar el apartado b), inférmate: ;qué es una fuente vauclusiana?

a)

CAPACIDAD

TIEMPO

b) Las fuentes vauclusianas se caracterizan por brotar intermitentemente, unas veces echan agua
y otras no, y ademds lo hacen en periodos de tiempo bastante regulares. Estos fenémenos
geoldgicos se deben a la existencia de alguna cueva o depdsito subterrdneo con un conducto
de salida que actte de sifén y para recargarse requiere que el agua alcance un determinado

nivel.

ALTURA DEL AGUA

TIEMPO

Puesto que cuando el tanque se llena hasta arriba el tubo también se llena y empieza a salir
el agua del tanque. Esto ocurre hasta que el nivel del agua alcanza la entrada del tubo (efecto
sifén). En ese momento deja de salirse agua y comienza a llenarse de nuevo el tanque.
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Entrénate resolviendo otros problemas

* Dos hermanos rancheros se reparten una herencia a partes iguales. Nuria invierte su parte
en la compra de una manada de 80 caballos. Carlos invierte la suya en un rebafio de 100
vacas. Si un caballo cuesta 150 € mds que una vaca, ;a cudnto ascendia la herencia?

80 caballos = 80 vacas + 80 - 150 € =80 vacas + 12000 €
80 caballos = 100 vacas = 80 vacas + 20 vacas

Por tanto, 20 vacas = 12000 €.
1 vaca cuesta 12000 : 20 = 600 €.
1 caballo cuesta 600 + 150 = 450 €.

100 vacas valen 60000 €. Lk . e 0000 + 60000 - 120000,
80 caballos valen 60000 € [ L2 herencia asciende a + _ _

* Pasa por encima de estos nueve puntos mediante una linea quebrada de cuatro segmentos.
(+] (+) (+]
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* a) Estds junto a una fuente y dispones de una jarra de 5 litros y de otra de 3 litros. ;Cémo
te las arreglarias para medir exactamente un litro de agua?

b) Si ahora dispones de dos cdntaros, uno de 7 litros y otro de 5, ;c6mo harias para medir

4 litros de agua?

©) :Y cémo medirias 3 litros de agua si tuvieras un cdntaro de 9 litros y otro de 5 litros?

X
0 3
X

Se llena el de 3 litros.
El contenido de la de 3 litros se vierte en la de 5 litros.
Se vuelve a llenar la de 3 litros.

Con el contenido de la de 3 se completa la de 5 litros.

En la jarra de 3 litros queda 1 litro, lo que querfamos medir.

v O @
]
s
%

Se llena el de 7 litros.
Con el contenido del de 7 se llena el de 5 litros.

Se vacia el de 5 litros.

Se vierten los 2 litros que hay en el de 7 en el de 5 litros.

Se vuelve a llenar el de 7 litros.

Con el de 7 litros se completa el de 5 litros.

Asi, en el cdntaro de 7 litros quedan los 4 litros que querfamos medir.

SMONO)
s
1S
s
7S

Se llena el de 9 litros.
Con el contenido del de 9 se llena el de 5 litros.

Se vacia el de 5 litros.

Se vierten los 4 litros que hay en el de 9 en el de 5 litros.

Se vuelve a llenar el de 9 litros.
Se completa el de 5 con un litro del de 9 litros.
Se vacia el de 5 litros.

Se llena el de 5 litros con el contenido del de 9 litros.

En el cdntaro de 9 litros quedan los 3 litros que queriamos medir.

Hay 3 y 0 litros.
Hay 0y 3 litros.
Hay 3y 3 litros.
Hay 1y 5 litros.

Hay 0y 7 litros.
Hay 5 y 2 litros.
Hay 0y 2 litros.
Hay 2 y 0 litros.
Hay 2y 7 litros.
Hay 5 y 4 litros.

Hay 0 y 9 litros.
Hay 5 y 4 litros.
Hay 0y 4 litros.
Hay 4 y 0 litros.
Hay 4 y 9 litros.
Hay 5y 9 litros.
Hay 0 y 8 litros.
Hay 5 y 3 litros.
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AUTOEVALUACIGN

v

1 Esta grifica muestra la altura sobre el nivel del mar alcanzada por Ana y Miguel al reali-
zar una ascension a una montafa:

ALTURA (m)

1100
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
TIEMPO (h)

a) ;Qué variables intervienen? ;Qué escala se utiliza para cada variable? ;Cual es el domi-
nio de definicién de esta funcién?

b) ;Cudnto ha durado la marcha? ;Desde qué altura empiezan a andar? ;Qué altura méxi-
ma han alcanzado? ;Cudndo han parado a comer?

¢) :En qué intervalo de tiempo suben mds rdpido? ;En cudl bajan mds rapido?
d) Haz una descripcién del transcurso de la marcha.

a) Intervienen las variables tiempo y altura. La variable tiempo utiliza un cuadradito para
media hora; la variable altura, un cuadradito para 100 metros. El dominio de la funcién es

0-9,5.

b) La marcha ha durado 9 horas y media. Comienzan a 400 metros de altura. Alcanzan una
altura mdxima de 1100 metros. Han parado a comer cuando llevaban 4 horas y media de
camino, al llegar a la cima.

c) Suben mds rdpido entre las 2 y las 3 horas del comienzo. Bajan mds rdpido entre las 6 y las

7 horas.

d) Comienzan su marcha a 400 metros. En dos horas han ascendido hasta los 600 metros, y
en ese momento comienzan a subir mds rdpido, y mantienen ese ritmo durante una hora,
hasta llegar a los 900 metros de altura. Entonces disminuyen la velocidad y contindan su
ascensién dos horas més hasta llegar a la cima, a 1 100 metros de altitud. Pasan alli dos ho-
ras. Inician su descenso a las 6 horas de travesia, lo hacen rdpidamente la primera hora, has-
ta volver a los 700 metros, y andan una hora mds a un ritmo mds lento. Hacen una parada
de media hora a los 500 metros y reanudan la marcha una hora y media mds, descendiendo
hasta los 400 metros.
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2 Una cisterna contiene 5 L de agua para pulverizarla en una terraza. Tarda 10 min en va-
ciarse. En cuanto se vacia, hay un mecanismo que la llena en 2 min.

a) Representa la funcién tiempo-cantidad de agua.
b) Explica si la funcién es periédica.
¢) Durante la primera media hora, ;en qué momentos esta llena? ;Y vacia?

) CANTIDAD DE AGUA (m)

NS R N VAR )Y

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 TIEMPO (min)

b) Es periddica, puesto que su comportamiento se va repitiendo en periodos de 12 minutos.

) La cisterna estd llena en los minutos 0, 12 y 24; y vacia en 10 y 22.

3 Una de estas ecuaciones, que se corresponde con la grifica, expresa la relacién entre la
altura, h, alcanzada por una pelota que se lanza hacia arriba, y el tiempo, z ;Cuél de
ellas es?

@h=8t—t> Bh=40t-5¢2 ©h=-4¢*+80¢

ALTURA (m)

1 2 3 4 5 6 7 8 TIEMPO ()

a) ;Qué altura alcanza? ;Cudnto tarda en caer?
b) Di la altura de la pelota a los 5 segundos:
— De forma aproximada, mirando la gréfica.
— Utilizando la expresién analitica.
Es la ecuacién
a) Alcanza 80 m de altura y tarda 8 s en caer de nuevo hasta el suelo.
b) — Mirando la grafica, la altura es, aproximadamente, de 75 metros.

— Utilizando la expresién analitica: 40 - 5 -5 - 5% = 75 m.
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Resuelve

1 Inférmate y resume, en unas pocas lineas, los datos mds relevantes en la vida de René
Descartes.

Naci6 en La Haye, Francia, en 1596 y murié en Estocolmo en 1650. Su familia pertenecia a la
rica burguesia, por lo que fue educado en un colegio considerado uno de los mds famosos de
Europa. Descartes tuvo una vida muy agitada y repleta de viajes. Tras alistarse en el ejército y
dedicar varios afos a la meditacién, en 1629 marché a los Paises Bajos, donde conocié a Isaac
Beechmann, doctor holandés que le animé a reanudar los estudios; de esta forma Descartes
encontrd su verdadera vocacién.

Su mayor aportacién a las matemadticas fue un tratado sobre geometria, La Géométrie. En este
trabajo consigue establecer una relacién entre la geometria y el dlgebra, que por entonces ca-
minaban por separado, dando lugar al nacimiento de la geometria analitica.

2 ;Cudntos ejes de coordenadas tiene un sistema cartesiano capaz de fijar la posicién de
una arafia que camina por una pared? ;Y para fijar la posicién de una mosca que vuela
por la habitacién?

Para la arana que camina por la pared solo necesitamos dos coordenadas; para la mosca, tres.

3 Indica las coordenadas de los puntos A, B, C, D y M en el cuadro de la arana y la mosca
de la pdgina anterior. Comprueba que todos ellos responden a la ecuacién mencionada.

A(0, 6); M(10,11); B(4,8); C(6,9); D(8,10)
A:y=%+6=6 M:y=%+6=5+6=11 B:y=%+6=2+6=8

C:y=%+6=3+6=9 D:y=%+6=4+6=10
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4 Representa sobre unos ejes cartesianos los valores de la tabla que relaciona la masa y el
alargamiento del muelle. Comprueba que estdn alineados y que responden, aproximada-
mente, a la férmula A4 = 0,29 - M.

ALARGAMIENTO (cm)

80
70
60
50
40
30
20
10

100 200 MASA (g)

(0,0): A=0,29-0=0

(30,9): A=0,29-30=8,7=9
(60,17): A=0,29-60=17,4=~17
(90, 26): A=10,29-90 =26,1=~26

Se puede comprobar que los demds pares también cumplen, aproximadamente, la férmula.
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1 Dibuja sobre unos ejes cartesianos, en papel cuadriculado, dos rectas que pasen por el
origen y que tengan pendientes positivas y otras dos con pendientes negativas.

Para que las rectas pasen por el origen, deben ser de la forma y = mx, siendo m la pendiente
de la recta.

Ejemplos de rectas con pendiente positiva:

. . 1
* y=3x, con pendiente3 e y= %x, con pendiente 3
Y
4
2
Pendiente positiva:
— y=3x
2 | ax Y 1
— y-gx

Ejemplos de rectas con pendiente negativa:

* y=-5x, con pendiente -5 ¢ y= _4—1x, con pendiente — .

4
Y
4
2 Pendiente negativa:
2 — y=-5x
4 X | — - _%x
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2 Representa las funciones siguientes:
a)y=x b) y =2« ) y=—x
)y )y=3 hy=—3
Representamos las funciones:
) > I ?
-3 -3 -2 -4 - 2
0 0 0 0 0 0
3 3 2 4 2 -2
v
2 —ay=x
X B — b)y=2x
— O y=-xX
T, T T
-1 2 -3 -1 - 1
0 0 0 0 0 0
1 -2 3 1 3 -1
|y
— 2 = d)y=-2x
—
: ~ Xl ey=3x
— ~ B
T Y Y
-2 -3 -2 3 -3 -2
0 0 0 0 0 0
2 3 2 -3 3 2
NN A4
// )
2 — 9y=x
N/
7
—_— R y=_
i z 4 X »y *
/ 1\
— i)y==x
//
/ \
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3 Relaciona cada recta con su ecuacidon:

) y=4x b a
ii) y= %x
iii) y = —%x 3 e
iv) y= —%x
a) = i) b) — iii)

c) — iv) d) — ii)
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2 P FUNCION LINEAL y = mx + n
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1 Representa en unos ejes cartesianos, sobre papel cuadriculado, las rectas de ecuaciones:

a)y=3x-2 b)y=3-2« c)y=%—%x
d)y=%x—5 e y=-2 f)y=75"72_3

Representamos las funciones:

) . o ST
-1 -5 -1 -1

5
0 -2 0 3 0 3/4
1 1 1 1 3 0
YA
~—_ 2 / — a)y=3x-2
X
/ T — b)y=3-2x
-3 1
— =y
/

N N T

0 -5 -2 -2 -1 —4
3 -3 0 -2 0 -3/2
6 -1 | 2 -2 1 1

vl 1/

.1/ — d)y=%x—5

X
/ 2 | 4 — ey==2
/ ,/ - _f)y_ 5X2—3
ap>
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2 Escribe la ecuacién de cada una de las rectas de la derecha: Y i
Las ecuaciones de las rectas son de la forma y = mx + 7. Busca- ; /
mos, para cada una, el punto de corte con el eje y y otro punto
con coordenadas enteras. a
* Larecta a pasapor (0,-1)y (3, -3): AN X

__2 ﬂ
3t y=- 2
n=-—1

* Larecta & pasapor (0,-3)y (2, 1):
4

m=—=2

2 — y=2x-3
n=-3

* Larecta ¢ pasapor (0, 4) y (4, 4):

m=0

n=4} = =4
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3 Escribe, en cada caso, la ecuacién de la recta que pasa por P y tiene pendiente m:

a) P(4,-3), m =4 b) P(0,2), m=—%

o) P(-3,1), m=% d) P(0,0), m=-1

e) P(-1, 3), m=—% f) P(0,-2), m=0

La ecuacién de una recta en la forma punto pendiente es y = yy + m(x — x;).

2) y= 3 +4(x—4) > y=4x—19 b)y=2+_71(x—0) N y=2—%x
c)y=1+%(x+3) - y=%x+l4—9 d)y=0-1(x+0) = y=—x
e)y=3+?(x+l) - yz%—%x f) y=—2+0(x+0) — y=-2

4 Escribe la ecuacién de las rectas 2 y b dadas mediante sus grificas. Escoge de cada una
otro punto distinto al que tomaste para escribir la ecuacién. Vuelve a escribir una ecua-
cién con este otro punto. Comprueba que se trata de la misma ecuacién.

Tomamos dos puntos con coordenadas enteras:

* Recta a:
]’(O,O)ynz:_?2 - y=0—%(x—0) - yz—%x
En lugar de (0, 0), tomamos Q(3, —2):
(2(3,—2)ym=_72 - y=—2—%(x—3) - y=—2—%x+2 - y=—%x
Obtenemos la misma ecuacién.
e Recta &

_3 224D (e _9243,_3 1.3
R(1,2)ym—2 -y 2+2(x )=y 2+2x 5 -y 2+2x
En lugar de R(1, 2)), tomamos S(3, 5):

S@3, 5)ym=% - y=5+%(x—3) - y=5+%x—% — y=%+%x

Obtenemos la misma ecuacién.
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5 Halla, en cada caso, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P y Q:
a) P(2,5), Q(-3,6) b) P(3,-4), Q(-2,-1)
c) P(-1,0), Q(5,5) dP-7,1), Q3,4
e) P(3,1), Q(=2,1) ) P2,-2), Q(2,5)

En cada caso, hallamos la pendiente a partir de los puntos dados y, después, usamos la ecua-
cién punto-pendiente para escribir la ecuacién de la recta.

a)mG5 _L
-3-2 5

Recta que pasa por P(2,5) y tiene pendiente —% — y=5- %(x -2) > y= 25—7 - %x
bymoml=D 3
-2-3 5
. : 3 _ 3 __11 3
Recta que pasa por P(3,—4) y tiene pendiente — 5 U= —4— 5 (x=3) = y=-— 5 ~5*
__5-0 _5
M5 "6
Recta que pasa por P(~1, 0) y tiene pendiente % — =0+ —(x +1) = y= 2y +%
__4-1 _ 3
Dm=3- 10
Recta que pasa por P(~7, 1) y tiene pendiente % — y=l+—= (x +7) = y= %x + %
_ -1 _
e) m= 53" 0
Recta que pasa por P(3, 1) y tiene pendiente 0 — y=1-0(x-3) — y=1
f) m= 2_5_22 ) . % — Es una recta vertical (pendiente infinita).
La ordenada de cualquier abscisaes 2 — x = 2.
6 Halla las ecuaciones de las rectas 2, & y c. Utiliza los puntos Y
marcados para calcular las pendientes. & b

e Enlarecta «: /

_=4 X
_3}—>y0+( >(x 1)—>y§%x £ \

P(1,0)

e Enlarecta b:

e (x+2) J
8 41— 1+—x+ - 1.3
P(=2,1) - T )

e Enlarecta c:

m=0

P(—4,—2)} — y=-2+0(x+4) - y=-2
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1 Unrobot va a una velocidad de 7 m por minuto (7 m/min). ;Qué distancia recorre en # min?

Sillamamos 4 a la distancia que recorre, 4 =7z

2 Un robot marcha a 7 m/min. Lo pusimos en marcha hace 2 min. ;A qué distancia estard
de nosotros dentro de # min?

Sillamamos 4 a la distancia que recorre, o =7t
En 2 minutos recorre =7 -2 =14 m.

Dentro de ¢ min estard a una distancia 4= 14 + 7¢

3 Un robot estd a 40 m de nosotros y se nos acerca a 5 m/min. ;A qué distancia estard den-
tro de ¢ min?

Sillamamos 4 ala distancia que estard de nosotros, d =40 — 5¢

4 A las 10:00 alquilamos una bici a 5 €/h y dejamos 100 € de adelanto. ;Cudnto nos han
de devolver si la llevamos de vuelta a las # horas de ese dia?

Sillamamos D al dinero que han de devolvernos, D =100 — 5(¢ — 10).
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1 Un tren AVE ha salido a las 10 de la mafiana de una ciudad situada a 750 km de la nues-
tra y viene hacia aqui a 200 km/h. Por otro lado, un tren de mercancias sali6 dos horas
antes de nuestra ciudad y va a 50 km/h por una via paralela a la del AVE.

a) Expresa mediante dos funciones la distancia a nuestra ciudad de cada tren al cabo de ¢
horas.

b) Representa las dos rectas correspondientes a las funciones en unos ejes de coordenadas.

¢) Indica en qué punto se cortan las dos rectas y di qué significa cada una de sus coorde-
nadas.

d) Calcula mediante un sistema de ecuaciones la hora a la que se cruzan los trenes y a qué
distancia de nuestra ciudad se encuentran.

a) Sillamamos 4 ala distancia que hay desde nuestra ciudad a cada tren al cabo de # horas:

d,, = 750 — 200¢
dMERCANCfAS = 50¢

b) DISTANCIA (km)

800+

AVE
600+

400+
MERCANCIAS
200+

TIEMPO (h)

1 2 3 4

¢) Se cortan en el punto (3, 150), lo que significa que se cruzardn a las 3 horas, a 150 km de
distancia de nuestra ciudad.

d) d,,.=750-200¢
d. =50z — 750-200r=50r — 750=250r — t=3horas
MERCANCIAS —

- d

MERCANCIAS —

150 km

Se encuentran a las 3 horas, a 150 km de nuestra ciudad.

Para #=3 horas, d,

\VE
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1 Asocia estas expresiones analiticas de funciones cua- Y
driticas con sus correspondientes pardbolas represen- N2
tadas a la derecha:
Dy=2x2-2x+1 my=-x2+x-3
w4 X
III)y=%x2—1 IV)y=—3x2+8x p
D y=2x-2x+1 — b y
I y=-x2+x-3 > ¢

110) y:%xz—l >4
IV) y=-3x>+8x — d
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2 Representa las siguientes parabolas:

a)y=x2-2x+3 b)y=x2-6x+5

Calculamos, para cada caso, el vértice, los cortes con los ejes y algtin valor cercano al vértice:

-(=2)
=82
VP77
x2—2x+3=0 > x= 214% — No tiene soluciones reales.

La parédbola no corta al eje X.

-170,1]21|3

0

x?—6x+5=0 = x=

63620 _6+4 _, x=5— (5,0)
2 2 x=1— (1,0)

510 -3 -4/-30
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3 Dibuja estas funciones:

a)y=%x2+x—2 b)y=2x2-10x+8
Calculamos, en ambos casos, el vértice, los cortes con los ejes y algtin valor cercano al vértice:
a) p=_—1=—2
2.1
4
1o, o C1x1+2 x=-2+2y3 — (-2+243,0)
4x +X 2-0—)x-—i = 2i2@_){x=—2—2‘/§%(—2—2«6,0)
2
6| 2-2y3 -4, 2|0 | 2+2/3 | 2
1 0 -2 |-3|-2 0 1
_=(10) _5
=733 2
2 108 +8-0 — - 10£/100=64 1056 _, [¥=4 = (%0
4 4 x=1— (1,0)
o1 22345
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1. Carrera de tortugas

Hazlo tu

* Halla las ecuaciones de los primeros tramos de las tortugas azul y roja. Si las tres hubieran
seguido el ritmo del primer tramo, ;cudndo llegaria cada una?

* Tortuga azul: Es una recta que pasa por (0, 0) y (5, 16). Su pendiente es: m =%. Su ecua-

cién es: y= 1?6.96.
Llegaria a la meta cuando y = 18: 18 = %x — x= 51% =5,625 min.

* Tortuga roja: Es una recta que pasa por (0, 0) y (5, 9). Su pendiente es: 7= % Su ecuacién
es: y= %x.

Llegaria a la meta cuando y = 18: 18=%x - x=189—'5=10min.

* La tortuga verde llegaria cuando x = 18 min.

2. La flecha y el globo

Hazlo tu

* Responde a las mismas preguntas suponiendo que el globo sube a 10 m/s y que alos 12 s
se lanza la flecha.

a) Tomamos el origen del tiempo (# = 0) cuando se lanza la flecha; en ese momento el globo
se encuentra a 10 - 12 = 120 metros. La expresion de la funcién de la altura del globo es,
pues y = 120 + 10 =

b) Resolvemos el sistema con las ecuaciones de la flecha y el globo:
2=120+10 t}

— 120 + 10£= 60t =52 — 52 -50t+120=0 —
a=60t—5¢

t =4
> 2-100+24-0 <
2=

Es decir, a los 4s la flecha pincha el globo a una altura de:
a=120+10-4=160m
¢) Si no pincha el globo al subir, lo harfa al bajar a los 6 s a una altura de:
a=120+10-6=180m
d) La grafica de la flecha es la misma que la del problema resuelto original.

La grafica del globo es una recta que pasa por (0, 120), (4, 160) y (6, 180).
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Funciones lineales. Rectas

1 Asocia cada recta con su ecuacion:

a)y=—%x
b)y=%x+l
c)y=%x
d)y=%x+2

e) y=-2 /

a) s b) g o r

2 Representa las rectas siguientes:

a) y=4x b) y = -2,4x
dy=-"2x+1 e)y=—%+3
g)y:% h) y=2,5x-1
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3 Di la pendiente de estas rectas y represéntalas en los mismos ejes. ;Qué conclusién sacas?

a) y=2x b)y=2x-3
©)2x-y+1=0 d)4x-2y+5=0

Las pendientes de las rectas son:

4J[dc

a) m=2

2 a

b) m=2 T = .b. X
b4 JIN T2 a4

O2x—y+1=0 = y=2x+1 = m=2

d)4x—2y+5=0—>y=2x+%—>m=2 4

Las cuatro rectas son paralelas. Las rectas paralelas tienen la misma pendiente.

Indica la pendiente y la ordenada en el origen de cada una de las rectas de los ejercicios
1y 2. ;Cudles de ellas corresponden a funciones de proporcionalidad?

l.a)m=—%'n=0 l.b)m=%;n=l
l.c)m=%;n=0 l.d)m=%;n=2

l.e) m=0; n=-2 2.2) m=4; n=0
2.b)m==2,4; n=0 2.c)m=—%;n=0
2.d)m==-2; n=0 2.e)m=—%;n=3
0 -8 _3.,__5
2.) m=0; n= 5 2.¢) m 2,71 >
2. h)m=25 n=—1 2.i) m=2; n=L
) m 5 n i) m 4 n 3

Son funciones de proporcionalidad 1. a); 1. ¢); 2.a); 2.b); 2.¢); 2.d).

5 Escribe la ecuacién de la recta de la que conocemos un punto y la pendiente, en cada

caso:
a) P(-2,5), m=3 b) P(0,-5), m=-2
o) P(0,0), m=3 d) P(=2,-4), m=—-2
2 3
a) y=5+3(x+2) b) y=-5-2(x-0) = y=-2x-5

04+ (x— _3 - 4_2
c))/_0+2(x 0) =y 5% d) y=-4 3(x+2)
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6 Escribe las pendientes de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos:

a) A(0,0) y B(1,1)
c) A(1,3) y B(5,3)
e) A(-5,-2) y B(-1, 3)

o) oo

a) A(0,0); B(1,1); - m= %:1

b) A(0, 0); B(1,-2); — m= —12_—00 2

b) A(0, 0) y B(1,-2)
d) 4(0,2) y B(2,0)
) AB3,-2) y B(0,-1)

PENE

2-0
. . _3-(=2 _5
C) A(_Sa _2)3 B(_la 3)’ — m= _1_(_5) = 4
. . _-1-(=2) =1
) AG. -2 BO,-1; > m= ===
_2_ S5
4 1), 5la_2). T3 T3 25
g)A(5’1>’ B<3’ 3)’ I SRS VR
5 5
231 14
_1 1). p(4 _3). __5 __ 15 _-14.6 _28
hM( 2’3)’ B(a’ 5)’ - g_(_ > 11 1511 55
3 6

7 Obtén la ecuacién de la recta que pasa por A y B.

a) A(2,-1), B(3,4)

oalg ol

A
y=-1+5x-2)
2_ 5, -4

Im=t =y
2 2

b) A(-5,2), B(-3,1)

0433 (31

-3-(-5) 2
y=2—%(x+5)
-3 1
_ 4 _ 4 _3
d)m"l_i 510
3 (2) 6
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8 Escribe la ecuacién de cada una de estas rectas. Ayadate de los puntos representados:

~ 9/
4
2
o —] X
= 4 2 /2 4 6
2
4

Utilizamos los puntos marcados para hallar la pendiente de cada recta.

* Larecta « tiene pendiente m = _?1 y pasa por el punto (3, 4).

Su ecuaciénes y=4-— %(x -3).

1
5

* Larecta & tiene pendiente m = — vy pasa por el punto (0, 1).

Su ecuacién es y = lx +1.

5

* Larecta ¢ tiene pendiente m = §= 2 y pasa por (0, -2).

Su ecuacién es y = 2x— 2.

* La ecuacién de larecta d es y=-2.

9 ;Cuidles de las funciones de la actividad anterior son crecientes? ;Y decrecientes? Com-
prueba el signo de la pendiente en cada caso.

Las funciones & y ¢ son crecientes, y tienen pendiente positiva.
La funcién a es decreciente, y tiene pendiente negativa.

La funcién d es constante, y su pendiente es 0.

10 Un grifo llena un depésito de 5 m de alto. La altura del agua varia con el tiempo segin
la funcién a = (5/4)t (a en metros, ¢ en segundos).

a) Represéntala.
b) :Es una funcién de proporcionalidad?
¢) Di cudl es la pendiente y explica su significado.

a) a(t)= %t. Es una funcidn lineal de pendiente i. Pasa por los puntos (0, 0) y (4, 5).

4

ALTURA (m)

Si la altura es 5 m, el dominio de la funcién es el tramo 0 — 4.

TIEMPO (S)

b) Si, se trata de una funcién de proporcionalidad.

5

c¢) La pendiente es =-. Significa que por cada cuatro segundos que pasen, la altura del depdsito

4

aumenta 5 metros.
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11 Una milla equivale, aproximadamente, a 1,6 km.
a) Haz una tabla para convertir millas en kilémetros.

b) Dibuja la grifica y escribe su ecuacién.

a) 1 2 3| 4 5 10|20 50 100
1,6 13248 64 8 | 16 32| 8 | 160

b) La ecuacién es y = 1,6x
KILOMETROS
160+

1204
80+
404

MILLAS

12 Sabiendo que 100 libras equivalen a 45 kg:
a) Escribe la ecuacién que determina el nimero de kilos, y, que equivalen a x libras.

b) Dibuja la grifica de la funcién.

Nibras: v: ki _ 45
a) x: libras; y: kilos — y= 100~
b) La gréfica pasa por (0, 0) y por (100, 45)
KILOGRAMOS
40
20

LIBRAS
50 100 150



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

13 Esta tabla muestra cémo varia el volumen de agua que hay en un depésito al abrir un
desagiie:

0O, 1,235
20| 18 | 16 | 14 | 10

a) Representa la funcién tiempo — volumen.

b) Escribe su ecuacién y su dominio de definicién.

¢) Di cudl es su pendiente y qué significa.

d) ;Es una funcién de proporcionalidad?

a) Representamos los pares de puntos que se muestran en la tabla:

VOLUMEN (/)
204

b) La pendiente de la funcién es m= % =-2 ysu ordenada en el origen es 7 = 20.

La ecuacién de la funcién es y = —2x + 20. Su dominio de definicién es el tramo 0 — 10.

c) La pendiente es m = =2 'y significa que por cada minuto que estd el desagiie abierto, el
volumen de agua que hay en el depésito disminuye 2 litros.

d) No, no es una funcién de proporcionalidad. Es una funcién afin.
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14 Esta tabla muestra las longitudes de unos postes y de sus sombras en un momento deter-

15

minado:

0,5 1 L5 2 |25
1,25 2,5 | 3,75 5 625
a) Escribe la ecuacién que relaciona la longitud de la sombra con la altura del poste en
ese instante.

b) ;Qué longitud tiene la sombra de un poste de 3,5 m de altura? ;Cudl es la altura de un
poste que arroja una sombra de 3 m?

©) Representa la funcién altura del poste — longitud de la sombra.

a) Es una funcién de proporcionalidad de constante 2,5. Por tanto, la ecuacién pedida es

¥y =2,5x.
b)e Six=35m — y=25-35=875 - 875m
*Siy=3m — 3=25-x > x=12 - 12m

c) Representamos los pares de puntos que se muestran en la tabla:

SOMBRA (m)

“NWhAhOo~

POSTE (m)

Mamen anda a una velocidad de 3 km/h y su casa se encuentra a 10 km de la piscina.
Asocia cada uno de estos enunciados con una de las ecuaciones de mds abajo:

a) Si empieza a andar ahora, ;qué distancia habr4 recorrido dentro de # horas?
b) Si empez6 a andar hace 3 h, ;qué distancia habra recorrido dentro de # horas?
c) Si sale de su casa para baiiarse, ;a qué distancia estard de la piscina dentro de # horas?

d) Sisaliédesdesucasaalas10:00hparabafarse, ;aquédistanciaseencontrarddelapiscinaalas
t horas?

e) Si sali6 de su casa hace 3 horas para bafarse, ;a qué distancia estard de la piscina den-
tro de ¢ horas?

d=3t+3 d=10 + 3(¢t-10) d=3(t+3)

d=3(t-3) d=10-3(z-10) d=10-3¢

d=3t d=10-3(t+3) d=10+3(t+3)
a) d =3t b) d=3(¢t+ 3) c)d=10-3¢

d)d=10-3(z-10) e) d=10-3(t+ 3)
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16 Indica cudl es la grifica correspondiente a cada uno de los enunciados de la actividad

anterior.
pIsTANCIA (km) pIsTANCIA (km) pisTANCIA (km)
10T 10+
C
61 6+
41 44
24+ 24
{ { { TN [ TIEMPO (h)
10:00 11:00 12:00 HORA 1 2 3 4rmmro (h) 12 3 4
pIsTANCIA (km) pIsTANCIA (km)
10 10
oD E)
6 6
4 4
3 3-
I TIEMPQ (h) [ TIEMPQ (h)
3 2 -1 1 2 3 3 2 -1 1 2 3
a) - © b)—> ® ) —
d— ® b)— ©
Funciones cuadraticas. Parabolas
17 Asocia cada funcién cuadritica con su correspondiente » Y
grafica: ,
Dy= x2
) y = —x? X
m) y = 2«2
V) y = 1,2 ¢
2 d
b II) c III) d IV)a
. s . , Y
18 Asocia cada ecuacién con su correspondiente paribola: p)
Dy=x2+3x-2
2 b
my=—x"+2x-1
| X

III)y=—2x2—6x+l \

IV)y=%x2—4x+2

I)a II) c III) b IV) d
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19 Di cudl es el punto (abscisa y ordenada) donde se encuentra el vértice de las siguientes
parabolas, sefialando, en cada caso, si se trata de un mdximo o un minimo:

a)y=x2-5 b) y=3 - x? Q) y=-2x*—4x+3
d) y = 5x% + 20x + 20 e)y=—%x2+5x—%
) p=—2L-0 _0; £(0)==5; V(0,-5)

2a 2 ’ ’ ’ '

Es un minimo, ya que el coeficiente de x% es positivo.

b)p=_2—ba=% = 0; £(0)=3; V(0,3).

Es un médximo, ya que el coeficiente de x% es negativo.

b4y ) os Vel
) p=gr = gy =l S =5 VELS)

Es un mdximo, ya que el coeficiente de x? es negativo.

b 20 5 ) 0s Ve
dp=—t =20 -2 f)- 0 V(2,0

Es un minimo, ya que el coeficiente de x? es positivo.
y

b 5 .. _ 1
C)p— 22 = 2i = 1) f(l)— 1) V(l) 1)
2

Es un mdximo, ya que el coeficiente de x? es negativo.
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20 Representa las siguientes funciones haciendo, en cada caso, una tabla de valores como

esta, y di cudl es el vértice de cada pardbola:

-4|-3|-2/-1,0 123

a)y=x2+3 b)y=x2-4 ) y=2x2
a) y=x2+3

-4|-3|-2/-1,0 1|23 4
19 1217 43 |47 1219

La abscisa del vértice es p = %= 0 — El vértice es (0, 3).

b)y=x2—4

-4,-3/-2|-1, 0 12 3|4
12, 5,0 |-3 -4 -3,0|5 12

0

La abscisa del vértice es p = 5= 0 — El vértice es (0, —4).

c) y = 2x?

4,3/ -2|-1,0 12 3|4
32,18, 812 02| 8 18] 32

La abscisa del vértice es p = % =0 — El vértice es (0, 0)

d) y = 0,5x2

4| 3|=2/-1|0|1 2|34
8 145, 2 105 0 (05| 2 45 8
0
1

La abscisa del vértice es p = —=0 — El vértice es (0, 0)

1 1 1 X
2 2 | 4
%
6__
4_-
2__
| X
4 4
24
Y
6__
4__
2__

2

o4
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21 Representa las siguientes pardbolas hallando el vértice, algunos puntos préximos a él y

los puntos de corte con los ejes:

a) y = (x + 4)? b)y:%x2+2x y=-3x2+6x-3 dy=-x2+5
a) Desarrollamos la expresién: y = (x + 4)? > y= x2+8x+ 16 Y
Calculamos la abscisa del vértice: p = % =—4 B
Calculamos los cortes con los ejes: L8
x=0 > y=0+0+16 — (0, 16) Lo
7=0 > (x+4)?%=0 > x=—-4 > (-4,0) .
Tomamos valores alrededor del vértice:
L2
7|65 -4|-3,-2|-1]0 4
9|4 1,0 1|4 9]16 8 6 4| 2
b) Calculamos la abscisa del vértice: p = _—21 =-3 o LY
2.1
3
Calculamos los cortes con los ¢jes: T
x=0 = y=0 — (0,0) yu s
y=0 — o1
X

Loy 1..9) 0 x=0—(0,0)
%gx +2x=0—>x §x+ >_ — x=—6%(_630) _=8

Tomamos valores alrededor del vértice:

-9 -6 -4 -3 -2
9 0 | -2,667 | -3 | -2,667 | 0 | 9

6 _
2.3) !

¢) Calculamos la abscisa del vértice: p =

Calculamos los cortes con los ejes:
x=0 — y=-3 — (0,-3)
9=0 > Bx?+6x-3=0—>3(x-1)2=0>x=1—(1,0)

Tomamos valores alrededor del vértice:

-1 0 1] 2 3
-12 -3, 0 | -3 | -12

0 _
2-(—1)_0

d) Calculamos la abscisa del vértice: p =
Calculamos los cortes con los ejes:
x=0 = y=5 — (0,5)

_ _2 _ .X'=—\/§ — (_‘/§>0)
y=0 = x“+5=0 — {x:ﬁ S (/5.0)

Tomamos valores alrededor del vértice: |

3. 5|2 10|12 5|3
4| 0 1|4 |5 41| 0 -4
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Resuelve problemas

22 a) Resuelve el sistema formado por las ecuaciones y = x> —5x+2 e y = 5x—23, y com-
prueba que tiene una tnica solucién, (5, 2). Represéntalas y observa que la recta y la
pardbola son tangentes en el punto (5, 2).

b) Averigua si alguna de estas rectas es tangente a la pardbola anterior:
Dy=x-1 ii) 2x+y=4 iii) y = -3
iv)y=—x-2 vVx+y=-8 vi) x = -3y

a) Pardbola: y = X% —5x+ 2. Recta: y = 5x — 23.

X —5x+2=5c-23 > x>~ 10x+25=0

_10£/100-100 _ 1020 _s
o= 2 2 T

Si x=5, y=5-5-23=25-23 — y=2

El Gnico punto de corte de la recta y la parabola es (5, 2)

Y
* La recta pasa por (5,2) y (4,-3) /
* Calculamos el vértice de la pardbola y algunos puntos cercanos:
2 2 5, '7)
__b_> _(5) (5) _25 25 ., 17
Xg=——t==2 yo=(=] =5|2)+2=22-2242=—=~ /
242 2 2 42 4 e ~
El vértice estd en (2, 5; —4, 25) 1o
0 1 2 3 4 5 i
2 | 2|4 4|22 /

b)i) y=x—1 pasapor (0,-1) y (1,0) — No es tangente.
ii) 2x + y =4 pasa por (0,4) y (1,2) — No es tangente.
iii) y = =3 pasa por (0, -3) y (1,-3) — No es tangente.
V) x> —5x+2=-x-2 = x> —4x+4=0 > x=2 — y=—4 — Siestangente en (2, —4).
v) x + y=-8 pasa por (0,-8) y (-1,-7) — No es tangente.
vi) x = =3y pasa por (0, 0) y (-3, 1) — No es tangente.
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23 Esta es la grifica del espacio que recorren tres montaieros que van a velocidad constante:

ESPACIO (m)

1000 B
C A
5004
TIEMPO (mim)
5 10 15 20

a) ;Qué velocidad, en m/min, lleva cada uno?
b) Escribe la expresion analitica de estas funciones.

a) La velocidad se corresponde con la pendiente de cada funcién.

A lleva una velocidad de 1(3)0 ~ 33,3 m/min

B lleva una velocidad de % = 33,3 m/min

C lleva una velocidad de 420 ~133,3 m/min

b)A — y=500+ 120 (x - 20)

B — y= 1(3)0x+500

C - y=—4g0x
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24 En cada uno de los siguientes enunciados, halla la ecuacién y representa la funcién li-
neal en unos ejes coordenados:

a) Antonio compra naranjas a 3 €/kg. ;Cudnto le costardn p kg de naranjas?
b) Sonia sale de viaje a las 8:00 h a 120 km/h. ;Qué distancia habr4 recorrido a las # horas?

¢) A Juan le cobran 5 € por alquilar unos patines, mis 1 € por cada hora que esté pati-
nando. ;Cudnto le cobrardn por # horas de patinaje?

d) Tengo 25 €y el taxi me ha cobrado 2,50 € por la bajada de bandera m4s 1,20 € por ki-
lémetro recorrido. ;Cudnto dinero me quedara si el taxi me llevaa dkm de distancia?

e) A las 12:00 he sacado un refresco a 10 °C de la nevera. Si cada minuto se calienta
1,5 °C, ;a qué temperatura estard a las ¢ horas?

f) Hace 10 min he abierto el grifo que llena la bafiera. Si el nivel sube a razén de 2 cm
de altura por minuto y la bafera tiene 40 cm de profundidad, ;cudntos centimetros
faltardn para que rebose el agua dentro de # minutos?

a) c=3p b) d=120(t—-8) — 4 =120¢—960
COSTE (€) DISTANCIA (km)
10
o =3 360
6 240
4
120
2
PESO (kg) L,
1 2 3 4 '8:00 9:00 10:00 HORA
c)c=5+t¢ d) D=25-2,50+1,20d) > D=-1,2d+22,5
COSTE (€) DINERO QUE ME QUEDA (€)
9 25
8 20
7 15
6 10
5 5
1 TIEMPO (h)
1 2 3 2 4 6 8 10 12 DISTANCIA (km)
e) g=10+1,5- 60(r—12) > £) n=40-2(t+10) > n=40-2t-20 —
— g=10+90-1080 — g=90z-1070 — n==-2t+20
TEMPERATURA (°C) 40} ALTURA (cm)
35
40
30
30
25
20
2
10
15
7 12:00 12210 12:20 HoRA 10
5

-10 -8 -6 -4 2 2 4 6 TIEMPO (min)



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

25 a) ;Cudl es la ecuacién de la funcién que nos da el perimetro de un cuadrado dependien-
do de cudnto mida su lado? ;Y la que nos da su 4rea?

b) Dibuja ambas funciones.
a) El perimetro, y, en funcién del lado, x, viene dado por y = 4x.

El 4rea en funcién del lado viene dada por y = x2

b) g

26 En una heladeria A venden el helado a 5 € el litro, y cobran 1 € por un envase, sea del
tamano que sea. En otra heladeria B cobran 0,50 € por un envase y 6 € por cada litro

de helado.

a) Representa la funcién litros de helado - coste para cada heladeria y escribe sus ecua-
ciones.

b) Analiza cudl de las dos ofertas es mds ventajosa segtin la cantidad de helado que com-
premos.

a) COSTE (€)
54

N w
N 3
t t

} } } } } } } +— HELADO (/)
01 02 03 04 05 06 0,7 08

Si y es el coste del helado, en euros, y x es la cantidad de helado, en litros:
Heladerfa A — y=1 + 5x
Heladeria B — y=0,5 + 6x

b) Si compramos menos de medio litro de helado, es mds barato comprar en la heladeria B. Si
compramos mds de medio litro, la heladeria A es la mejor opcién.
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27 La temperatura de fusién del hielo en la escala centigrada es 0 °C, y en la Fahrenheit es
32 °F. La ebullicién del agua es 100 °C, que equivale a 212 °F.

a) Encuentra y representa la funcién lineal que nos da la relacién entre las dos escalas.
b) Pasa a grados Fahrenheit 25 °C; 36,5 °Cy 10 °C.
c) Pasa a grados centigrados 86 °Fy 63,5 °F.

0 100
32 | 212
212 -32
2li=52 ¢
100-0 8
La ecuacién de la recta en la forma punto-pendiente es:

y=32+18x-0) = y=1,8x+32

GRADOS °F

504
401
-2

30/ /10 10

a) La pendiente de la funcién es m =

GRADOS °C

b)y=1,8-25+32=77°F; 25°C & 77 °F
y=1,8-36,5+ 32 = 97,7 °F; 36,5°C < 97,7 °F
y=1,8-10+32=50°F; 10°C < 50 °F

) 86=1,8%+32 — x=861;832=30°(:; 86 °F & 30 °C

63.5=1.8x+32 — x= % = 17,5°C; 63,5 °F < 17,5 °C
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28 La altura, 4, ala que se encuentra en cada instante, #, una piedra que lanzamos verti-
calmente hacia arriba es a = 207 — 522

a) Representa grificamente la funcién.

b) Di cudl es el dominio de definicién.

¢©) :En qué momento alcanza la altura méxima? ;Cudl es esa altura?

d) ;:En qué momento toca la piedra el suelo?

e) :En qué intervalo de tiempo la piedra estd a una altura superior a 15 metros?

a) Y
20

16

12

2 4 6 X

b) El dominio de definicién es el intervalo 0-4, incluyendo los extremos.
c) Alcanza su altura mdxima a los 2 s de ser lanzada, llegando a los 20 m de altura.
d) Toca el suelo a los 4 s de haber sido lanzada.

e) En el intervalo 1-3, sin tener en cuenta los extremos, ya que se pide una altura superior,
no igual.

29 Los gastos anuales, en euros, que una empresa tiene por la fabricacién de x ordenado-
res son:

G (x) =20000 + 250x
Y los ingresos, también en euros, que se obtienen por las ventas son:
I(x) = 600x — 0,1x2

:Cudntos ordenadores deben fabricarse para que los ingresos superen a los gastos y haya
beneficios?

G(x) =20000 + 250x

I(x) = 600x — 0,1x*

Veamos los puntos de corte de ambas funciones:

20000 + 250x = 600x — 0,1x* — 0,1x* —350x + 20000 = 0

. 350£4/122500-8000 _ 350+338,38 x=58,1
B 0,2 0,2 x=3441,9

Ahora comprobemos en qué tramos los ingresos estdn por encima de los gastos:
e Si x<58,1 - G(x)>1(x)

e Si58,1 <x<3441,9 — G(x) < I(x)

e Si x>34419 — G(x) > I(x)

Para que los ingresos superen a los gastos, es decir, para que haya beneficios, deben fabricarse
entre 59 y 3441 ordenadores.
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30 Dibuja las paribolas cuyas ecuaciones son:
y=3x2-12x+7 y=—x2+4x-5

Busca los puntos de corte mediante un sistema de ecuaciones y comprueba que corres-
ponden a los hallados grificamente.

Y

=2

y=3x2—12x+7
y=—x2+4x—5

=1 = y=-2
— x*—4x+3=0 x J
x X+ <x=3%y=—2

3x2—12x+7 =—x%+4x-5 — 4x2—16x+12=0 —
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Resuelve: un poco mas dificil

31 La medicina recomienda que al hacer deporte no se superen ciertas limitaciones de fre-
cuencia cardiaca. Hace tiempo se establecié un algoritmo para hallar la Mdxima Fre-
cuencia Cardiaca Recomendada (MFCR) segiin la edad:

MFCR = 220 - edad
Investigaciones médicas posteriores sugieren una leve modificacién de esta f6rmula:
MEFCR = 208 — (0,7 - edad)

La comunidad médica afirma que la nueva férmula reduce un poco las pulsaciones reco-
mendadas a los jovenes y las aumenta ligeramente para los mayores.

a) :A partir de qué edad la nueva férmula aumenta la limitacién?

b) Dibuja las dos grificas, calcula el punto de corte y comprueba que coincide con lo
hallado en el apartado anterior.

¢) Comprueba, para cada una de las dos f6rmulas, qué limitacién de frecuencia cardiaca
corresponde a tu edad.

1. algoritmo: MFCR =220 —edad — y=220-x
2.0 algoritmo: MFCR =208 — (0,7 - edad) — y=208-0,7 x

a) Hallamos el punto de corte de las dos funciones anteriores:

y=220-x i ) i ) )
y- 208—0,736} — 220-x=208-0,7x = 12=03x — x=40 — Y= 220-40 =180
A partir de los 40 afios.
b) MFCR
200 PR
160 y=208+0,7
X
120 =22 _>\\\ El punto de corte es (40, 180).
80
40

20 40 60 80 100 EpAD (afios)
¢) Hacemos los cdlculos para 14 afos.
* y=220—-x = y=220-14 — y=2006
« y=208-07-x — y=208-07-14 — y=1982
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32 La siguiente figura muestra cémo al bajar una cortinilla se oculta el tridngulo coloreado
de forma que al principio se ve el tridngulo completo y al final no se ve nada:

1

wd 9

10 cm

a) Calcula en funcién de x (lo que baja la cortinilla) el drea de la parte del tridngulo que

podemos ver.
b) ;Cudl es el dominio de la funcién?

¢) Dibuja la gréifica correspondiente.

a) * Area del tridngulo amarillo: % .10-6 =30 cm?

* El tridngulo de base 10 y el de base y son semejantes.

Por tanto: 10 _J — y= %x

6 x

6 cm

o Area del tridngulo de base y:

1. ,...1.5....5 .2
I I S S .
10 cm
o Areadela parte visible del tridngulo: A4 =30 — % . x?

b) El dominio de la funcién es [0, 6].

c) El vértice de la pardbola y =30 - 2 42 estd en (0, 30). La pardbola pasa por (0, 30),

6
(35 22,5), (6,0)

30 4

25 ~
20 AN

<
&
I
o[
%

10
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33 Tenemos 200 kg de naranjas que hoy se venderian a 0,40 €/kg. Cada dia que pasa se
estropea 1 kg y el precio aumenta 0,01 €/kg.

a) ;Cudndo hemos de vender las naranjas para obtener el mdximo beneficio?
b) ;Cual serd ese beneficio?

Sillamamos x alos dias que han de pasar, la funcién que nos da el precio de las naranjas es
la siguiente:

fx) = (200 — x)(0,40 + 0,01x) — flx) = —0,1x% + 1,60x + 80
El beneficio méximo se encontrard en el vértice de la pardbola:

b -1,60
=247 20,01

Para obtener el médximo beneficio, las naranjas se deberdn vender, tras 80 dias, por 144 €.

Reflexiona

34 a) Calcula ¢ para quelarecta 3x— 5y = ¢ pase por el punto (-2, 4).

=80 — £(80) = 144

b) Calcula & para que larecta 2x + by =—11 pase por el punto (2, -5).
c) Halla /£ para que la pardbola y = kx? — 2x + 3 pase por el punto (-1, 0).

d) Halla el valor de 2 para que la paribola de ecuacién y = ax? + 2x + 3 tenga su vértice
en el punto de abscisa x = 2.

a) El punto (-2, 4) tiene que verificar la ecuacién de la recta. Por tanto:
3.(2)-5-4=¢c > ¢c=-26

b) El punto (2, -5) tiene que verificar la ecuacién de la recta. Por tanto:
2:2+b-(-5)=-11 = b=3

¢) Sustituimos el punto en la pardbola, para hacer que cumpla la ecuacién, y despejamos 4:
k+2+3=0 > k=-5

d) Sustituimos el punto en la ecuacién del vértice para hallar el coeficiente 4:

2

1
-_2 _5 .
PErm =e A=

35 ;Verdadero o falso?

a)a>0

b)c=0

c)c<0

d) 4> - 4ac> 0 \/

e) b=0 y=axiFbx+c

a) Verdadero b) Falso ¢) Verdadero d) Verdadero e) Verdadero
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36 ;Verdadero o falso? yeax
a)a>0 b)b>0
Jc>0 da>b y=bx
e)c<b ) c>a

y=cx

g-c>a h)b>—c
a) Verdadero b) Verdadero c) Falso d) Verdadero e) Verdadero
f) Falso g) Verdadero h) Falso

37 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.

a) Se puede obtener la ecuacién de una recta sabiendo su pendiente y el punto de corte
con el eje Y.

b) Con los puntos de corte con los ejes siempre es posible obtener la ecuacién de una
recta.

¢) La pendiente de una recta es lo que aumenta la x cuando la y aumenta 1.
d) La pendiente de una recta es lo que aumenta la y cuando la x aumenta 1.
e) Si una paribola corta al eje X en dos puntos, su vértice estd entre medias de estos puntos.
a) Verdadero. Tenemos la pendiente y un punto de la recta, suficiente para hallar su ecuacién.

b) Verdadero. Tendriamos un par de puntos con los que hallar la pendiente y la ecuacién de
la recta.

c) Falso. Es la variacién de y cuando la x aumenta una unidad.
d) Verdadero. Es la variacién de y cuando la x aumenta una unidad.

e) Verdadero. Los dos puntos de corte con el eje X son simétricos, por lo que entre medias se
encontrard el vértice.

38 Explica por qué el siguiente razonamiento es correcto:

Para hallar la abscisa del vértice de la pardbola de ecuacién y = x% + 6x — 7, le quito el
término independiente, —7, e igualo la y a 0. Asi obtengo:

x2+6x=0 > x(x+6)=0 > x=0 y x=-6
El vértice estd en medio, es decir, x = —3.

* Quitar el término independiente, —7, e igualar la y a 0 es lo mismo que buscar los puntos
de corte de la pardbola con la recta y = — 7.

y=x2+6x-7
y==7

=0
%xz+6x—7=—7—>xz+6x=0%x(x+6)=0<x1 6
X2=—

Como las pardbolas son simétricas respecto a una recta que pa-
sa por el vértice y es paralela al eje y, la abscisa del vértice estd

0 en el punto medio de x; y x;, es decir, en x, = -3.
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Reflexiona

Subir y Bajar

* Un montaiiero inicia la ascensiéon a un pico a las 10 de la manana y llega a la cima a las
4 de la tarde. Duerme en el refugio y, al dia siguiente, también a las 10 h, inicia el descen-
s0, llegando a la base a la una de la tarde.

:Crees que hay algiin punto del camino por el que ha pasado en la bajada a la misma hora
que en la subida? ;A qué hora ocurrié tal cosa, suponiendo que ha bajado y subido a velo-

cidades constantes?

Observa las grificas de la derecha y, si aiin no lo tienes claro, dibuja ambas sobre los
mismos ejes, suponiendo que han sido dos montafieros haciendo caminos inversos en el

mismo dia.

0
Q
2
DISTANCIA >

T —

BAS

8
g
>

% — DISTANCIA

P e
-

-l
-

: tiEMPO (h)!

10 11 12 13 14 15 16

N BAJADA

T1EMPO (h)

10 11 12 13 14 15 16

Al subir, a las 12 h el montafnero ha recorrido % del camino.

Al bajar, a las 12 h ha recorrido % del camino, y le falta % del camino para llegar a la falda de

la montana.

Por tanto, pasa por el mismo lugar a la misma hora, a las 12 h.

CIMA

BASE T

DISTANCIA

10 11 12 13 14

15

16 TIEMPO (h)
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Piensa y decide

éCual es cual?

* Cada grifica representa dos vehiculos que van a velocidad constante. Asi, la funcién que
relaciona la distancia y el tiempo, en cada vehiculo, es una recta. Asocia cada enunciado

con una gréfica:

@ Un coche partié y una moto sali6 en su persecucién.
Un coche va, otro viene, y chocan.

© Un coche va, un camidn viene, y se cruzan.

© Un coche se acerca y otro se aleja.

(® Dos autobuses salen juntos y uno de ellos hace un descanso.

@ @ 3

/

A& 5 B < 4 C o1 D& 3
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Entrénate resolviendo otros problemas

* Fitima ha invitado a diez personas a su fiesta de cuampleafios y les propone un acertijo con
premio:

«Se llevari la caja de bombones quien averigiie, sin abrirla, cudntos bombones contiene.
Doy tres pistas:

— Hay menos de cinco docenas.

— Estdn ordenados en filas de nueve.

— Si se repartieran entre los presentes, sobraria uno».

:Cudntos bombones contiene la caja?

— Hay menos de 5 docenas — 5 - 12 = 60. Hay menos de 60 bombones.

— El niimero de bombones tiene que ser un multiplo de 9 menor que 60. Por tanto, hay las
siguientes posibilidades:

9 18 27 36 45 54

— El la fiesta hay 10 invitados mds Fdtima, es decir, hay 11 personas. Por tanto, el nimero de
bombones tiene que ser una unidad mayor que un multiplo de 11:

12 23 34 45 56

El tinico ndmero que verifica todas las condiciones es 45. La caja contiene 45 bombones.

¢ a) Tienes estas tres monedas:
::\:\\\

:Cudntas cantidades de dinero distintas puedes formar con ellas?

b) ;Y si tuvieras estas cinco monedas?

0,10 + 0,20 = 0,30 € 0,10 + 0,50 = 0,60 € 0,20 + 0,50 =0,70 €

Con tres monedas, obtendrias:
""‘i\

i e 7 I

Sty |
A
: / 0,10 + 0,20 + 0,50 = 0,80 €

En total, son 7 cantidades distintas de dinero.

Si anadimos la cantidad 0 € (no tenemos ninguna moneda) serfan 8 posibles cantidades.
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b) Tomando una moneda, hay 5 posibilidades, una por cada moneda. Tomando dos monedas
hay 10 posibilidades:

50 cént. + 2 €

20 cént. + 2 €

W

10 cént. + 2 €
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AUTOEVALUACIGN

v

1 Asocia cada una de estas funciones lineales con su ecuacién y escribe su pendiente:

a)y=3x-4
b)y=-2x+1
©) y=(4/3)x
d)y=-2/3x+2
ey=-3
H)y=-x+1
/ N
a) Recta s, m=3 b) Recta  m=-2 c) Recta t, m =4/3
d) Recta p, m=-2/3 e) Recta u, m=0 f) Recta ¢, m=-1

2 Representa estas funciones lineales y escribe la ecuacién de las tres dltimas:
a)y=3x+4 b)3x+2y=5
©) Recta de pendiente 1/4 que pasa por (3, 0).
d) Recta que pasa por los puntos (4, 1) y (-2, 4).
e) Funcién de proporcionalidad que pasa por (4, -3).

a) y=3x+4 b)y=§x+%

Y Y
8

6 6
4 4

N
-4 |2 2 4 6 X -4 |2 4 6 X

L )
L4 —4
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3 dm-LTN 3 1, Le.;

-4 -2 2 4 6 X -4 2 2 4 6N
-2 i)
4 L4
e) La funcién pasa por (0, 0). m = %:%; y:—%x
Y
6
4
2
-4 |2 2 4 6 X
=2
=4
3 Asocia cada ecuacién con su parabola: A \
B
y=—x2—1
J’=%x2—2x+2 - \{
y=—2x2—8x—5 \
y=x2—6x+8
A — y=-2x>-8x-5 B—)y=%x2—2x+2

C—>y=—x2—1 D%y=x2—6x+8
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4 Representa estas pardbolas:

a)y=xt—4x+1 b)y=—x2+6x-7
y=-2x%+3 dy=(1/3)x%+2x+1
Y Y
6 a) 6 d)
4

2 4 6 X 2 4 | X
5
—4
-6 b) c)

5 Hoy hay 20 °C, y vamos a hacer una excursién en globo. Sabemos que la temperatura
desciende, aproximadamente, 6 °C por cada kilémetro de ascension.

a) ;Qué temperatura habrd si ascendemos 3 km? ;Cudnto habremos ascendido si estamos

all°C:
b) Representa la funcién altura — temperaturay escribe su expresién analitica.
a) 20—6'3=20 T (°C)
Si estamos a 11 °C habremos ascendido 1,5 km.
b) Pasa por (0, 20) y (3, 2). 18
- 2-20 _
"= 77 14
= 2 —
y=20-3x 0
6
2

1 2 3 4 5 6 ASCENSO (km)
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6 Halla la ecuacién para cada uno de estos enunciados y representa las funciones corres-
pondientes:
a) Begofa empieza ahora a correr a 10 km/h. ;Qué distancia habr4 recorrido dentro de ¢
horas?
b) Andrés salié de casa hace dos horas a 6 km/h. ;Qué distancia habra recorrido dentro
de ¢ horas?

¢) Mariajo sale a 4 km/h desde su casa hacia la mia, que estd a 18 km. ;A qué distancia se
encontrard de mi casa dentro de ¢ horas?

a) d=10¢ b)d=6(t+2) > d=06t+12
DISTANCIA (km) DISTANCIA (km)
50 12
40 10
30 8
20 6
10 4
TIEMPO (h) N
1 2 3 4
-2 -1 1 2 T1IEMPO (h)
c) d=18—4¢
DISTANCIA (km)
18
15
12
6
3
TIEMPO (h)

2 4 6 8
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7 Hace dos horas, Barbara salié en bici de su casa hacia la de Victor a 15 km/h. Victor sale
ahora andando a 6 km/h en su busca. Sabiendo que viven a 58 km y tomando como ori-
gen cuando salié Victor:

a) Expresa mediante dos funciones la distancia de cada uno a casa de Victor.

b) Representa, en unos ejes coordenados, las dos rectas correspondientes a las funciones.
Indica el punto de corte de ambas rectas y lo que representa.

¢) Sabiendo que Bdrbara salié de su casa a las 8:00 a.m., ;a qué hora y a qué distancia de
la casa de Barbara se encuentran?

a) Llamamos 4 a la distancia de cada uno a casa de Victor.
Barbara: 4 =28 - 15 - ¢

Cuando sale Victor, Bérbara lleva 2 h moviéndose a 15 km/h, es decir, ha hecho 30 km y ya
esta a 28 km de la casa de Victor.

Victor: d=6 -t
b) Calculamos el punto de corte: DISTANCIA (km)
d=28-1 28
L 08 15¢-6r — 28=21¢ —
d =06t 24 \
\
_28 _4 20
> r=57=3h
4 N \\ d=61
d=6-==8km =
3 12 \
Punto de corte: <%, 8> 3 \
Significa que se encuentran 1 h 20 min después de que 4 \ A=28—=15
salga Victor a 8 km de su casa. \
¢) Sale a las 8:00 am, se mueve dos horas mds 1 h 20 min — 1 2 3 qmEwmro (h)
— 11:20 am.

Lleva 30 km y hace otros 8 km — 38 km.
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Resuelve

1 Busca informacién sobre siete grandes geémetras de la antigua Grecia. Puedes comple-
tarla con informacién de Eratéstenes e Hipatia.

Tales de Mileto (600 a. C.). Se le atribuyen las primeras demostraciones de teoremas geomé-
tricos mediante el razonamiento l4gico, como el teorema que lleva su nombre.

Pitdgoras (572 a. C.). Fundé la escuela pitagérica, a la que se le atribuye la demostracién del
teorema de Pitdgoras y, como consecuencia, el descubrimiento de los nimeros irracionales
que contradecian la doctrina bdsica de la escuela.

Pappus de Alejandria (300 a. C.). Hizo anotaciones al teorema de Pitdgoras y demostré que
el hexdgono es la forma geométrica que almacena mayor cantidad de miel utilizando menor
cantidad de cera.

Euclides (300 a. C.). Se le conoce, sobre todo, por su obra Elementos, que durante més de 20
siglos fue la base de las matemiticas en todo el mundo.

Arquimedes de Siracusa (287 a. C.). Elaboré un método para calcular una aproximacién del
valor de m, la proporcién entre el didmetro y la longitud de una circunferencia.

Erastétenes (276 a. C.). Fue el primero en medir la longitud de la Tierra, formulando dos
hipétesis muy atrevidas para su época: la Tierra tiene forma esférica y los rayos del Sol son
paralelos. También conocemos su criba para encontrar nimeros primos.

Apolonio de Perga (262 a. C.). Estudié6 la familia de curvas conocidas como cdnicas y des-
cubrié muchas de sus propiedades fundamentales. Las cénicas son importantes en muchos
campos de la fisica; por ejemplo, en las érbitas de los planetas alrededor del Sol.

Hipatia de Alejandria (370). Escribi6 sobre geometria, dlgebra y astronomia, mejord el diseno
de los antiguos astrolabios e inventé un densimetro.
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2 De las tres secciones del cubo que ves en la pdgina de la izquierda, ;cudl crees que tiene
mayor perimetro? ;Y mayor drea? Cuando termines la unidad, sabris contestar con segu-
ridad a estas cuestiones.

N

&
4
|

o

g
)
\

i
1

Tomamos como medida de la arista del cubo 1 m. Las diagonales de sus caras miden entonces V2 m.

Rectdngulo. Su base coincide con la diagonal de las caras de los lados del cubo, V2 m, y su
altura coincide con la arista, 1 m. Por tanto:

P=2+2y2~4,83m A=42 ~1,41 m?
Tridngulo. Es equildtero y su lado coincide con la diagonal de las caras del cubo, V2 m.

P=3J2 ~424m

=

2
Calculamos su altura para hallar el drea: 4 = 4/ (y2)? — <—> =,2- % = g m

Prd

Y2 B 2
A= 5 =7 = 0,87 m

Hexdgono. Los vértices del hexzigono coinciden con los puntos medios de las aristas del cubo.

Calculamos su lado: /= 4[ \/7 [

Ahora el perimetro: P=6 - =3J2 ~424m

Recordando que en los hexagonos regulares coinciden las medidas del radio y el lado, calcula-

. (2 _(2Y _[1_1_[3_i6
mos la apotema: ap = <7> _<T> =\/;=\/%=Tm

6

3ﬁ7 = 3912 = 343 ~ 1,30 m?
2 8 4 ’

Tras estos resultados, concluimos que el rectdngulo es la seccién con mayor perimetro y mayor 4rea.

Por dltimo, calculamos su drea: A =

3 ;Qué coénica crees que se obtiene en cada caso?

@ — Circunferencia — Elipse
© — Hipérbola O — DPardbola
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T ) RELACIONES ANGULARES

Pagina 192
1 Halla el valor de cada dngulo o
a) b)
o o o
570 112° 48° 48°
C) d) o
” e
3>
a) , b) 20t = 360° — 48° -2 — o =132°
o
112°
37° B
B=180°-112°=68°
o =180°—37°—-68°=75°
d)
p
35° 2
B =180°-90°—40°=50° o = 180° — 35° = 145°

o =180°-50°=130°



Calcula X, ¥, Z en estos poligonos regulares:
' b).é\
C) . d) ‘

X es un dngulo central del pentdgono regular.

360°

Por tanto, X-= =72°.

5

Y, %+)?=180°

Z =360° - ¥ = 360° — 108° = 252°
b) X = 360°: 6 = 60°
?=w=4.30°=120°

7 = 360° — 120° = 240°

) X =360°: 8 = 45°

(8—2)-180°
8

Z =360° - 135° = 225°

V= =135°

d) X esun dngulo central del decdgono regular.

360°
10
180°-(10 - 2)

10

Por tanto, X- = 36°.

Y=

2
¥ =180°— X =180° - 72° = 108°

= 144° 7 =360° — 144° = 216°

MANAYMESO
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3 ;Cudl es la medida angular de cada uno de los ocho arcos igua- F
les en que se ha dividido la circunferencia? E G
Di el valor de los dngulos
—~ — —~ —~ —~ P A B
ABC, ACB, FDE, DEF, DFG, FGD
La medida angular de cada uno de los ocho arcos iguales en que D
se ha dividido la circunferencia es % = 45°, ¢
@:2'245°=45° D/\FG=¥=90° A/C\B=¥=90°
@:%:22"30’ @:3'745"=67°30' 5E\F=5'T45°=112°30'
4 Halla:
a) CAD = (D b) ADB =)
c) ADV d) AVD =0
14
AB = 100°

—

CD = 40°

2) 647):@:%:20"
b)@\zﬁ@:%ﬁo"
Q) ADV =180°—(2) = 180° — 50° = 130°

d) AVD = 180° — (D) — 130° = 180° — 20° — 130° = 30°
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1 Repite el razonamiento del ejercicio resuelto, pero suponiendo ahora que el lado del
pentigono mide 12 cm. ;Cudnto mide su diagonal?

d _ 12 2 _ = =
=T — d?-12d=144 — d=6+6yY5=19,4cm

2 Prueba que los tridngulos ABC y EFD del pentigono de arriba son semejantes. A partir
de esa semejanza, vuelve a obtener la relacién entre d y I

(D = @) porque estdn inscritos en la circunferencia y abarcan arcos iguales.
2 = @) por el mismo motivo.
Por tanto, los tridngulos ABC y EFD son semejantes y sus lados son proporcionales.

Tomamos como unidad el lado del pentdgono, /= 1. Ademis, EF=FD =d—-1.

A
o 1
AB _AC ., 1 _d 2 g1 52 4-1-0 3 E
EF  DE d-1 1 d-1
d
S 1xlled 1445 1 a 2
- 2 2 d-1
Tomamos la solucién positiva. C D
La relacién pedida es: %:%:d: 1i2‘6 =1,618...
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3 ) FIGURAS SEMEJANTES. ESCALAS
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3 a) Teniendo en cuenta que Isla Roca e Isla Volcdn distan 10 km, calcula la escala del mapa.
b) Halla la distancia real entre Roca y Bahia.

¢) Isla Tortuga no se ve, ya que se encuentra a 45 km al norte de Isla Volcdn. ;Qué longi-
tud representa dicha distancia en el mapa?

Picola

a) La distancia en el mapa entre las islas Volcdn y Roca es de 3 cm. 10 km = 1000000

3 )
1000000 — Escala 3 : 1000000

b) La distancia entre Roca y Bahia en el mapa es de 3 cm.
Por tanto, su distancia real son 10 km.

3 _ x _ 3-4500000
© 1000000 ~ 4500000 —r 1000000

En el mapa, 45 km, representan 13,5 cm.

=3-4,5=13,5
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1

En los siguientes tridngulos rectdngulos, se dan dos catetos y se pide la hipotenusa (si su
medida no es exacta, dala con una cifra decimal):

a) 37 cmy 45 cm b) 16 cmy 30 cm

a = hipotenusa

a) a=v37%+452=/3394 ~ 58,3 cm b) 2= Y162 +302=y1156 = 34 cm

En los siguientes tridngulos rectingulos, se da la hipotenusa y un cateto, y se pide el otro
cateto (exactamente o con una cifra decimal):

a) 45 cmy 37 cm b) 39 cmy 15 cm

¢ = cateto que falta

a) c= 452 - 372 =656 ~ 25,6 cm b) ¢ = y392 —152 = /1296 = 36 cm

Averigua cémo son los tridngulos de lados:

a) 7cm,8cm, 11 cm b) 11 cm, 17 cm, 15 cm
¢) 34m,16 m, 30 m d)65m,72 m, 97 m
e) 12 cm, 13 cm, 20 cm f) 15m,36 m, 39 m

a) 72+ 82=113; 11% = 121

Como 112 > 72 + 82, entonces el tridngulo es obtusdngulo.
b) 112 + 15% = 346; 17% = 289

Como 172 < 112 + 152, entonces el tridngulo es acutdngulo.
c) 16% + 30% = 1156; 34* = 1156

Como 342 = 16% + 302, entonces el tridngulo es rectdngulo.
d) 65% + 72% = 9409; 97% = 9409

Como 972 = 652 + 722, entonces el tridangulo es rectdngulo.
e) 12% + 13% = 313; 20 = 400

Como 20% > 122 + 133, entonces el tridngulo es obtusdngulo.
f) 152+ 36% = 1521; 39> = 1521

Como 392 = 152 + 362, entonces el tridngulo es rectingulo.
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4 Demuestra el teorema de Pitdgoras a partir de las dos descomposiciones del cuadrado de
lado b + ¢ que aparecen arriba. Para ello, empieza probando que el cuadrilitero naranja
es un cuadrado de lado 4.

c b c

=

T T

I

Puesto que los cuatro tridngulos blancos son rectdngulos de catetos & y ¢, sus hipotenusas,

que coinciden con el lado del cuadrado, miden 4. Por tanto, la figura naranja es un cuadrado

de lado a ydrea a2

En el otro cuadrado vuelven a aparecer los mismos tridngulos blancos, dejando ahora un cua-

drado verde de lado &, cuya drea seri b2, y otro azul de lado ¢ y drea 2.

Por ultimo, nos fijamos en los dos cuadrados completos de lado & + ¢. Si a dos cuadrados
iguales les quitamos la misma parte (los cuatro tridngulos blancos), la parte que queda tam-
bién serd igual. En este caso, en el primer cuadrado nos quedan dos cuadrados més pequefios,
el verde y el azul, de 4reas ¢ y en el segundo cuadrado queda el cuadrado naranja de
| verde y el azul, de 4 6% y ¢* yen el segund drado queda el cuadrad jad
‘ 2
drea a”.

Por tanto, b2 + 2 = 42
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1 Averigua si el tridngulo de lados 29 cm, 35 cm y 48 cm es rectdngulo, acuténgulo u obtu-
siangulo. Halla la longitud de la altura sobre el lado mayor.

292 4+ 352 = 2066; 482 = 2304

Como 482 > 292 4+ 352 ¢l tridngulo es obtusingulo.

48 — x

48 cm

Aplicamos el teorema de Pitdgoras en los dos tridngulos rectingulos:
x2+h?=292
(48 — x)2 + h? = 352

Se resuelve la ecuacién y se obtiene x =20 cm.

} Restando: x2 — (48 — x)2 = 292 — 352

Calculamos h:
202 +h?=292 - h=2lcm

La altura sobre el lado mayor mide 21 cm.

2 Loslados de un trapecio miden 13 m, 20 m, 19 m y 40 m. Los dos dltimos son paralelos.
Halla la altura del trapecio.

Aplicamos el teorema de Pitdgoras en los dos tridn- 19 m
gulos rectdngulos:

a’ 4+ x? =132
a?+(21-x2%=202

40 m

Restando: x%— (21 —x)% = 132 - 202

Se resuelve la ecuacién y se obtiene x =5 m.
Ahora se obtiene el valor de @ 4% +5%2=13> = 4=12m

La altura del trapecio mide 12 m.
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1 Halla el 4rea de un tridngulo cuyos lados miden 10 m, 17 my 21 m.

Aplicamos la férmula de Herén:

Perimetro = p = 10 + 17 + 21 = 48 m; 5:478=24m

A=424-24-10)-(24-17)- (24 — 21) =7 056 = 84 m?

2 Halla el drea del hexdgono regular en el que cada uno de sus
lados mide 10 cm.

Aplicamos el teorema de Pitdgoras para hallar la apotema.

ap = {102 =52 = 75 ~ 8,66 cm

10-6-8,66

7 =259,8 cm?

A=

3 Halla el drea de un rombo de lado 3 dm, sabiendo que una diagonal mide 46 cm.
Lado =3 dm =30 cm
x=430%2-232=/371 = 19,26 cm

La otra diagonal mide 2 - 19,26 = 38,52 cm

30 cm

_ 46-38,52

3 = 885,96 cm?

A

4 Dos de los lados de un tridngulo isésceles miden 30 cm y 13 cm. Halla su érea.

Los lados iguales del tridngulo isésceles miden 30 cm, y el otro
lado, 10 cm.

No puede ser de otra forma, porque si los lados iguales miden 10
cm, el otro no podria medir 30 cm.

(10 + 10 = 20 < 30)

Aplicamos la férmula de Herén:
2=30-2+10=70cm
s=35cm

A=435-(35-30)2-(35-10) =~ 147,9 cm?

30 cm 30 cm

10 cm
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1 Halla el 4rea de la parte coloreada en las figuras siguientes:

a) ~—10cm ——

d)

a) AchCULo GRANDE = Tt ° 52 ~ 78,54 cm?
AchCULo PEQUENO — - 12 = 3,14 sz
AELIPSE =n-5-3= 47,12 sz

APARTE COLOREADA — 78,54 —2 - 3,14 — 47,12 = 25,14 cm?
. 2 . o . 2 . o
b) APARTE COLOREADA — T 6360},20 -3 4360le = 20,94 sz
C) APARTE COLOREADA — % -6-9=36 sz
d) ATRIANGULO = % =13,5 sz

_4 2 ’ . . . .
Agperor arrcuiar = 30 cm” (segtin el ejercicio anterior)

A

PARTE COLOREADA — 2 TRIANGULO — 2

$1cm Ilem

_ Agpcror rarisora 4 36 13,5 = 4,5 cm?

3 cm

9 cm
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8 ) LUGARES GEOMETRICOS
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1

Define como lugar geométrico una circunferencia de centro C y radio 8 cm.

La circunferencia de centro C y radio 8 cm es el lugar geométrico de los puntos P cuya dis-
tanciaa C es8 cm: CP =8 cm.

Dadas dos rectas paralelas, 7 y s, ;cudl es el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de ambas? Dibijalo en tu cuaderno.

7

La recta # es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de las rectas 7 y s.

Alarecta ¢ selallama paralela mediaa 7 y .

Dibuja en negro una recta ». Dibuja en rojo el lugar geométrico de los puntos cuya
distanciaa 7 es 1 cm. (ATENCION: son dos rectas).

1cm

4 Dibuja una circunferencia de didmetro AB. Definela como lugar geométrico (arco

capaz de 90°).

90°

A B

La circunferencia de didmetro AB (el arco rojo) es el lugar geométrico de los puntos desde
los cuales se ve el segmento AB bajo un dngulo de 90°. Se llama arco capaz de 90° para el
segmento AB.
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Q ) LAS CONICAS COMO LUGARES GEOMETRICOS
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1

Toma de la web una trama como la del ejercicio resuelto 1y dibuja en ella:
a) Dos elipses con d =14 y d = 24.
b) Dos hipérbolas con d=8 y d = 4.

a) ~ /”Z"‘;‘@“\

L5
( ARSI

i W
0

W

N
N

Q
.\

\‘)\\
2
N

AN
((s_.a»m&g:sg%)/
7

N = A‘A”%.'n"

\\ ‘““
e
\

7
a
SN

SR

NS
<> %

S

Toma de la web una trama como la del ejercicio resuelto 2 y dibuja en ella:
a) Una pardbola de foco F y directriz d,.
b) Una pardbola de foco F y directriz d;.

7777

\

\

|

/
N[ T T
N
N

i
/
|
|
LA
Val
AVa¥

[
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3 Tangente a una circunferencia

Hazlo tu

* Supén un problema similar, y calcula el radio de la circunferencia si OP =39 cm y

PT =36 cm.
r=4392 -36%=y225 =15cm

4 Tangente comun a dos circunferencias

Hazlo tu

¢ Halla la longitud de la tangente suponiendo que los radios miden 15 cm y 6 cm, y que la
distancia entre sus centros es de 41 cm.

La longitud del segmento 777, esigual que x:

x=y412-92=J1600 = 40 cm
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Angulos
1 Halla el valor de cada dngulo indicado:

80° —20° = 160°
80°-70°=110°

A =20° (alternos interno)

B-1
C = 180° — 90° — 20°= 70° D=1

2 Calcula la medida de X en cada caso:

SN

>
o>
\

o> >
1} 1l
N —
N =
° W

d)

SN

oU> >
It

—_— =
)
S

a) A = 140° — 180° - 140° = 40° B = 150° — 180° - 150° = 30%;

X =180°-40°—-30°=110°

b) N
A X
)

¥ =180°—115°=65% Z =180°—25°—65°=90°% X =2 = 90°

c)

b's

A Y | B

~

¥ =180°-70°=110% X = 180°— 110° — 33° = 37°
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A é N
A4 /X Z

Y

X+ 7=-180°-120°=60°% B+2=60° — Z =60°—18°=42° X =2 = 42°

Calcula los dngulos central e interior de un poligono regular de:

a) 7 lados. b) 12 lados. ¢) 13 lados.
d) 15 lados. e) 20 lados. f) 100 lados.
a) Angulo central: 36700 ~51,43°

Angulo interior: 180° (77 =2 _ 18070 3 128,57°
b) Angulo central: 3163 C 30°

Angulo interior: W = 150°
¢) Angulo central: 3162 © £ 27,69°

Angulo interior: %33_2) =152,31°
d) Angulo central: 316;) D24

Angulo interior: %55_2) =156°

L S 360° oo
e) Angulo central: 20 " 18

Angulo interior: 180°(20 -2) =162°

20

L L 360° 4 o
f) Angulo central: 100 = 3,6

Angulo interior: % =176,4°

:Cudntos lados tiene un poligono regular si su dngulo interior es de 140°? ;Puede haber

un poligono regular cuyo dngulo interior sea 40°? ;Y uno que tenga un dngulo interior
de 150°2

* Si el dngulo interior es 140°, entonces:

140°= 1892 =2) 40, 2180n—360 — n=300 _g
n 40
El poligono tiene 9 lados.
e 400 180 (=2 40,1801 -360 — n=360 0557
) 140
Como 7 no es un nimero entero, no existe un poligono cuyo dngulo interior sen 40°.
. 150°=M s 1501 =1807 360 — nz%):lz

Un poligono regular de 12 lados tiene un dngulo interior de 150°.
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5 Indica cudnto miden los dngulos P y @, sabiendo que AOB =70°.

ﬁ:Q“=7T°°=35°

A es un 4ngulo inscrito cuyo central correspondiente es BOC = 88°.
A=88:2=44

A, B y C suman 180°y B=C.

(180°— 44°) : 2 = 136° : 2 = 68°

A=44, B=C=68

7 ;Cudl es la medida angular de cada uno de los diez arcos iguales? Halla el valor de los

angulos @B, A/B>C, B/C71, C/A\D, AR, A/C\D
B

D

La medida angular de cada uno de los diez arcos iguales en que se ha dividido la circunferen-

C360° A
cia es 0 = 36°.

@:326°=18° 647):3'736(’=54° @:%:W
ADC = 180° _ g BCA = 436" _ 70 ACD = 2:36° _ 360

2 2 2
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8 Dibuja un tridngulo ABC inscrito en una circunferencia, de modo que los vértices A
y B sean extremos de un didmetro y el arco AC sea la sexta parte de la circunferencia.

:Cudnto miden sus dngulos?

AC = 60° — B =30°
AB =180° — C =9
A=180°-8-C =60°

9 Calcula los dngulos A, B, C, D y E

C

dentro del poligono inscrito en la circunferencia.

PQRSTU es un hexdgono regular.

"_@_180 °
A==5-="7-=9
3\2600_300

10 Sabiendo que PA=-AC=BC, B =70° hallael dngulo I@ en el siguiente tridngulo:

C

70°

i A
Si AC =BC, el tridngulo ABC' es isdsceles, tiene dos
dngulos iguales, A=B=70.
El otro 4ngulo mide € = 180°—2 . 70° = 40°.

Si PA=AC, el trlangulo ACP es isosceles, tiene dos
dngulos iguales, P=R.

El otro 4ngulo mide Q = 180°—70° = 110° y, por tanto,
R - M - 35°,

Por dltimo, @ = C + R =40° + 35° = 75°.

>
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11 Halla:
a) CBD = (D b) ADB = 3
o BVD d) AVB = a

100°
AB = 100°
CD = 40°

2) @:@:%:M

b)@:@:%:ﬂr

Q) BVD =180°—(D—@) = 180° — 20° — 50° = 110°
d) AVB = o = 180° — 110° = 70°
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Teorema de Pitagoras
12 Calcula el valor de x en cada caso:

15 cm

24 cm

a) x=y82+15%2=,289 =17 cm b)

=122 +52=/169 = 13 dm

c) x=y82+82=,/128~11,3m DxZ+x2=122 5 2% =144 >
= J72 ~8,5dm

e) Como es un tridngulo rectingulo con un dngulo de 45°, el otro tendrd que medir 45° tam-
bién, por lo que sabemos que el tridngulo es isésceles. Asi: x = Y62 + 6% =72 =~ 8,5 cm
£)

=46*-3%=y27 ~52m
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g) Como dos de sus dngulos miden 60°, el otro también medird
60°. Como tiene los tres dngulos iguales, el tridngulo es equild-
tero. Si medio lado mide x, el lado entero medird 2x.

2x)2=x2+9% - 3x2=81 = x=427~52m

h) El tridngulo es la mitad de un tridngulo equildtero. Por tanto, utilizando el mismo razona-
miento que en el apartado a), el lado que no mide ni 12 cm ni x, es la mitad de 12 cm, es
decir, 6 cm. Por tanto:

x=+4122-62=,108 ~ 10,4 cm

i) Como es un hexdgono, el radio es igual que el lado. Por eso:

x= 8% —4%2- /48 ~ 6,9 cm

j) Aplicamos el teorema de Pitdgoras en el tridngulo:
132252+ (20-%? > x2-40x+256=0 — ] 13 cm

5 cm

— x=32cm, x=8cm

La solucién x = 32 cm no tiene sentido, ya que x < 20. Por
tanto, x = 8 cm.

k) 12 cm
s/ AT
O/ .
SO I \> x=y10% - 6= /64 = 8 cm
6 cm 2 cm 6 cm

Clasifica en rectdngulos, acutingulos u obtusidngulos los tridngulos de lados:
a) 11 m, 13 m, 20 m. b) 20 m, 21 m, 29 m.
c) 25 m, 29 m, 36 m. d) 7 m, 24 m, 25 m.
a) 117 + 13% = 290; 20% = 400
Como 202 > 112 + 132, el tridngulo es obtusingulo.
b) 202 + 212 = 841; 292 = 841
Como 29% = 202 + 212, el tridngulo es rectdngulo.
) 252 + 292 = 1466; 362 =1296
Como 362 < 252 + 292, el tridngulo es acutdngulo.
d) 72 + 24% = 625; 25% = 625

Como 25% = 7% + 242, el tridngulo es rectdngulo.

De un rombo, conocemos una diagonal, 24 cm, y el lado, 13 cm. Halla la

otra diagonal y su drea.
13 cm
— 132=122+x* - x=5cm

* La otra diagonal mide 10 cm.

¢ Calculamos el 4rea: MTIO =120 cm?
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15 La diagonal de un rectingulo mide 37 cm, y uno de sus lados, 12 cm. Calcula su peri-
metro.

!/ — lado de falta
/=372 -122=1225 =35 cm
Perimetro=2-35+2-12=94 cm

16 La diagonal de un rectingulo de lados 7 cm y 24 cm mide igual que el lado de un cua-

drado. Halla la diagonal de ese cuadrado.
24 cm

7 cm d
d= 242 +7% =625 =25 d
D =425%2+252-/1250 = 35,36 cm

17 Halla, con la ayuda de un sistema de ecuaciones, los valores de h, x e y.

y=14—-x
h? + x2 =132
h? + (14 — x)2 =152
_ =56+196 _5
28
Por tanto, x=5cm, h=4169-25=12cm, y=14-5=9 cm.

} Restando, x2— (14 —x)? = 132 =152 — x?>—196 + 28x—x*=-56 —

— X

18 Calcula la altura de este tridngulo, aplicando el teorema de Pitdgoras a los dos tridngu-
los rectidngulos que aparecen. Después, halla su drea.

28 cm

h? + x% =172 %x=8cm}
(28 — x)2 + h? =252 h=15cm 25 cm

A=2%J=210cm2
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19 Halla la altura del trapecio siguiente. Después, calcula su drea.
12 m

4(I)m

172 = h? 4 2 ¥=8m 40412 ,_ 40412 >
252=h2+(28—x)2}%h=15m}%A= o A==5515-390m

12 m

28 -x 12— x—

20 a) Calcula el radio de esta circunferencia.

b) ;Cudl serd la longitud de una cuerda cu- g
ya distancia al centro es 2,9 cm?

a) /_\
3,6 cm

1,5 cm

RS r= 3,67 1,52 = 15,21 =39 cm

b)

[« ]
' x=43,92-2,92-/6,8 ~ 2,6 cm

La longitud de la cuerda serd 2 - 2,6 = 5,2 cm

21 Una circunferencia tiene un radio de 15 cm. Una recta, 7, corta a la circunferencia en
dos puntos, A y B. La distancia entre A y B es de 18 cm. ;Cudl es la distancia del
centro de la circunferencia a la recta?

d=4y15%2-92-J144 =12 cm

La distancia del centro de la circunferencia a la recta es 12 cm.
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23 Halla la longitud del segmento tangente interior comiin a dos circunferencias de radios
15 cm y 6 cm cuya distancia entre sus centros es de 41 cm.

15+6=21cm x

41 cm

x= 412 -21%2=1240 ~ 35,21 cm

El segmento tangente interior comin mide 35,21 cm, aproximadamente.
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Areas y perimetros

24 Halla el 4rea de la parte coloreada de las figuras siguientes:
| .

c) l

¢) .

g

b) 12 m
l "
22 m
d)
)
=
g
8 cm
8 cm

f)

Q) x2+x2=10%2 > 2x2=100 > x=+50 ~7,1 cm
A=71%=50 cm?

b) x=4132-52=J144 =12 m
A=%.12=192m2

J A 93:52 _ 5418 m?

TRIANGULO ABC — 2

93-23 _1069,5 m>

TRIANGULO ACD — 2

A =2418 + 1069,5 = 3487,5 m?

TOTAL
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d) Acyanrano = 20 - 20 = 400 cm?®
Ao = 12520 =120 cm?
Aprre cororeana = 400 — 2 - 120 = 160 cm?

e) a=0,6882 - 10 = 6,882 cm (ver ejercicio resuelto 1, apartado d), de la pagina 196).
Por tanto, el drea del pentdgono es A = M = 172,05 cm?.

f) a=1,2071 - 8 = 9,6568 cm (ver ejercicio resuelto 1, apartado e), de la pagina 197).
Por tanto, el drea del octégono es A = M ~ 309,02 cm?.

g) Imaginemos que el octégono estd inscrito en un cuadrado de 29 cm de lado, y llamaremos
x ala medida del lado del octégono. Utilizando el resultado del ejercicio resuelto 2 de la

, . 29
ina 197, x = ~ 8,49 cm.
pag T2

Siguiendo los mismos pasos que en el apartado anterior, 2 =1,2071 - 8,49 =~ 10,2483 cm.

8-8,49 -210,2483 ~ 348,03 cm?.

h) El pentdgono es el mismo que el del apartado e), su drea es 172,05 cm?. Vamos a calcular
el drea del cuadrado exterior y las restaremos.

Por tanto, el drea del octégono es A =

La diagonal del pentdgono regular es igual a ®/. Por tanto, d = W ~ 16,18 cm.

Elegimos el tridngulo is6sceles que tiene como base la del pentdgono y como lados iguales
dos de las diagonales del pentdgono, y calculamos su altura: h = /16, 182 -52%15,39 cm.
Esta altura coincide con el lado del cuadrado, cuya drea serd:

Acuanrano = 15,39% = 236,85 cm?

Por tanto, el drea de la parte coloreada es A = 236,85 — 172,05 = 64,8 cm?.
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25 Halla el 4rea y el perimetro de la parte coloreada de cada figura:

a) b)

10 cm

20 cm

9) d)

12 cm

Q Recuerda que el perimetro es la periferia interior y exterior.

a) Como sabemos, el lado del hexdgono es igual al radio de la circunferencia circunscrita
a él. Por eso, del tridngulo (que sabemos que es rectdngulo) conocemos las siguientes

medidas:
hipotenusa =2 - 10 = 20 cm

un cateto = 10 cm

x=+4202-10% =300 = 17,32 cm
4 _10-17,32

TRIANGULO — 2

e P=10+20+ 17,32 =47,32 cm
b) x = y20% + 20% = /800 ~ 28,28 cm

% = 14,14 cm
=T - 14,14% ~ 628,13 cm?
coaprano = 20 - 20 = 400 cm?

= 628,13 — 400 = 228,13 cm?
* P inconerencia = 2+ T+ 14,14 ~ 88,84 cm
P =4.20=80cm

CUADRADO

P = 88,84 + 80 = 168,84 cm

TOTAL

_ 12

= 86,6 cm?

radio =
A
A

ATOTAL

CIRCULO

=3 cm
CUADRADO — 1212 =144 sz
=T - 3% = 28,27 cm?
= 144 -4 - 28,27 = 30,92 cm?
* PCIRCUNFERENCIA =2-m-3=18,85cm
PCUADRADO =4.12=48 cm

P =4-18,85+48=123,4cm

c)r
A
A

APARTE COLOREADA

CIRCULO

20 cm

10 cm

12 cm




d) El didmetro del circulo grande mide 2 - 10 + 2 - 6 = 32 cm.
32

Su radio medird =5 = 16 cm.

=T - 16% =~ 804,25 cm?
=1 - 10% = 314,16 cm?
=m-6%=~113,1 cm?
pARTE CoLoraps = 804,25 — 314,16 — 113,1 = 377 cm?
* Poircuneerencia cranpe = 2 * T+ 16 = 100,53 cm
Porrcunssrencia mepana = 2 T+ 10 = 62,83 cm
Porrcunssrencia equesia = 2+ 0+ 6 = 37,70 cm
Poo = 100,53 + 62,83 + 37,70 = 201,06 cm

T

ACI'RCULO GRANDE
CIRCULO MEDIANO

A
ACI’RCULO PEQUERO
A

26 Halla las 4reas de estas figuras coloreadas:
a) b)

12 cm 12 cm

A

18 cm 18 cm

<>y
\/

a) Area del segmento de pardbola: A = % 18 - 12 = 144 cm?

Area de la zona coloreada = 18 - 12 — 144 = 72 cm?

C

\
\ 4

SEGMENTO DE PARABOLA — ATRIANGULO _

b) Area de la zona coloreada = 2

- 144—122-18/2 - 18 em?

c) Area dela elipse = Tt - 8 - 15 = 120% cm? ~ 377 cm?
Area del rombo = MT% =240 cm?
Area total = 1207 — 240 = 136,9 cm?

d) Calculamos el drea de la elipse: A, s, = - 10 - 20 = 628,32 cm?
Calculamos el 4rea del circulo: Apepo =T - 10% = 314,16 cm?

Obtenemos el drea de la figura coloreada restando las dreas anteriores:

A=628,32 314,16 = 368,16 cm?

MANAYAESO

Matematicas orientadas

a las Ensefianzas Académicas 3

12 cm

18 cm
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27 En a) no tienes suficientes herramientas para calcular el perimetro, pero si el drea. Indi-
ca en cudles puedes hallar el perimetro y en cudles el drea. En los que puedas, hdllalos.

b)

2m

a) Calculamos el drea dividiendo la figura en dos tridngulos de base 60 cm.
A=1-60-30+ 6020 =900 + 600 = 1500 cm?
b) P

dm o 2m - J42-22-/12-23m

circuro = TU° 22~ 12,57 m?

RECTANGULO 2‘/g -2 = 4«/5 m?

PARTE COLOREADA — ACfRCULo _ARECTANGULO — 12,57 A 46 ~ 5,64 m2
CIRCUNFERENCIA — 2m-2=12,57 m

CUADRADO — 2(2\/3 + 2) = (4‘/3 + 4) m

PCIRCUNFERENCIA PRECTANGULO = 12,57 + 4‘/3 +4=2350m

SN

NS

PARTE COLOREADA
C) ///
28,2 cm .,
Ve
7/

, X x4 x?=282%2 5 2x*=79524 — x=~19,94 cm

7
7

X

Podemos calcular el perimetro, pero no el drea.

PPARTE COLOREADA — 9. 19)94 = 179,46 cm

d)
5dm
3dm\ x=v5%2-32=y16=4dm
X

Podemos calcular el drea, pero no el perimetro. La figura estd formada por tres cuartas par-
tes de una elipse, mds un rectdngulo menos un tridngulo.

 Ayyipee =T+ 3 - 4 = 37,70 dm?

ARECTANGULO =3-4=12 dm?
1
A rriincuro = b 4-3=6dm?

P PARTE COLOREADA — % : AELIPSE + ARECTANGULO _ATRIANGULO = i -37,70 +12-6 = 34,275 dm2

4
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28 Halla, en cada caso, el 4reay el perimetro de un sector circular de un circulo de 15 cm de
radio y cuya amplitud es:

a) 90° b) 120° c) 65° d) 140°
2 2

a) A= 7‘3'6102 - 90° = 176,71 cm? b) A = “3'6102 - 120° = 235,62 cm?
2 2

c) A= n3.6105° . 65° = 127,63 cm? d) A= n3.6105° . 140° = 274,89 cm?

29 Halla el 4rea de estos segmentos circulares:

a) b)

600

H
12 cm «~—18cm ——

2 o
2) A o m127-60° _ 75 4 2

SECTOR CIRCULAR — 3600

Altura del tridngulo equildtero: h = ¥ 122 - 62 ~ 10,4 cm
12-10,4

TRIANGULO — 2

ASEGMENTO CIRCULAR — 75’4 - 6234 = 13 sz

A = 62,4 cm?

m-182.90°
b) ASECTOR CIRCULAR — 360° — = 254,5 sz
18.18
ATRIANGULO = —2 =162 sz

ASEGMENTO CIRCULAR — 254,5-162=92,5 sz

30 Comprueba que los siguientes tridngulos son rectingulos y calcula sus dreas de dos for-
mas: a partir de sus catetos y aplicando la férmula de Her6n.

a) 51 cm, 68 cm y 85 cm. b) 110 m, 264 m y 286 m.
¢) 72 dam, 135 dam y 153 dam. d) 48 m, 140 my 148 m.
a) 512 + 682 = 7225 = 852 b) 110% + 264?% = 81796 = 286>
A- 51'268 - 1734 cm? A=%=14520m2
A=14102-51-34-17 = 1734 cm? A=14330-220-66 - 44 = 14520 m?
c) 72% + 135% = 23409 = 1532 d) 482 + 1402 = 21904 = 1482
- 72.2135 _ 4860 dam? - 48-2140 _ 3360 m>

A=4180-108-45-27 = 4860 dam? A=4168-120-28-20 = 3360 m?



Pagina 209

MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Semejanza. Escalas

31 Dos tridngulos ABC y A'B'C' son semejantes con razén de semejanza 1,2.

Calcula los lados del tridngulo A'B'C’ sabiendo que:
AB =16 cm BC =25cm AC =39 cm
AB' =1,2-16=19,2cm

BC' =1,2-25=30cm

A'C'=1,2-39 =46,8 cm

32 Halla las longitudes de los lados 4 y & sabiendo que estos dos tridngulos tienen sus

lados paralelos:

10 m 32,5m

a

4m*

15m

Como todos sus lados son paralelos, sus dngulos son iguales, por lo que los dos tridngulos son

semejantes. Asi:

&=L=32’5

4 15 b

10 _ a - -
4_15—>4a 150 - 2=37,5m
%z 325’5 5 106=130 — b=13m

33Si BD esparalel_oaAE, y AC =15cm, CE =11 cm,
BD =6,4cm, AE =18 cm:

a) Calcula CD y BC.
b)Si A=37°y C=80° halla £, B y D.

Por semejanza de tridngulos:

18 _ 11 —~_ 11-6,4
) 6,4_7@ — CD = i3 ~ 3,9 cm
18 15 _15-6,4 _

6.4 " BC — BC = 73 ~ 5,33 cm
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34 En un mapa cuya escala es 1:1 500 000, la distancia entre dos ciudades es 2,5 cm.
a) ;Cudl es la distancia real entre ellas?

b) ;Cudl serd la distancia en ese mapa entre dos ciudades A y B cuya distancia real es

360 km?
a1l — 1500000
— x=2,5-1500000 = 3750000 cm = 37,5 km
2,5 —> X
b)1 — 1500000 _ 36000000 _ 4
x — 36000000 1500000

35 Indica, en cada caso, cudl es la escala del plano:
a) 1 mm del plano representa 10 m reales.
b) 50 km reales se representan por 1 dm en el plano.
©) 0,001 mm reales se representan por 1 cm en el plano.
a) 1 mm equivalea 10 m = 10000 mm — Escala 1 : 10000.
b) 1 dm equivale a 50 km = 500000 dmm — Escala 1: 500000.
¢) 1 cm = 10 mm equivale a 0,001 mm — Escala 10000 : 1.

36 Asocia cada imagen con su escala:

a) 1:300 b) 10000:1 c) 1:10000 000
d) 1:100000 e) 1:375000000

A — d) B — e C —> b

D — a) E — ¢

Lugares geométricos y cénicas

37 ;Cudl es el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a una recta » es de 2 cm?
Dibujalo.
Las rectas s y ¢ son el lugar geométrico de los puntos cuya $
distancia a la recta 7 es de 2 cm.

-

9 cm
Las rectas s y ¢ son paralelasa 7, cada una a un lado de

estay a 2 cm de distancia de 7. 2cm '
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38 ;Cuadl es el lugar geométrico de los puntos P del plano tales que el 4ngulo APB es recto?

P
P NP
A 4'/,’:’/ \\:‘\s.;
P

La circunferencia de centro el punto medio de AB (excep- P A
tuando los puntos A y B) es el lugar geométrico de los S N

, — /! , -
puntos P del plano tales que el dngulo APB es recto.

A P ‘~‘1.B

39 Define como lugar geométrico el circuncentro y el incentro de un tridngulo.

El circuncentro de un tridngulo es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de sus vérti-
ces. El incentro de un tridngulo es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de sus lados.

40 Utiliza una trama como la siguiente para dibujar dos elipses de focos F y F' y cons-
tantes d; = 16 y d, =20 (tomando como unidad la distancia entre dos circunferen-
cias consecutivas).

0777255
U

XK

>N
:““‘\‘

SN
1 7RS SN

£/ AEaoy 0»“:‘\\\ \
@ ‘)\>\

(//,7 o) q@ﬁ)\\)
WS
\ ‘ﬁ&g,;,il:?;///

\\\\\s\\‘;“:‘%. ’//

N NS "/

41 En una trama como la del ejercicio anterior, dibuja dos hipérbolas de focos F y F' y
constantes dy =2y d, =7.
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42 Utiliza esta trama para dibujar dos pardbolas de foco F y de directrices d; y d,.

geee&%i&“
Bl ssiliﬁ
@Zfﬁ i

i \Sg%%ssii%%%% /
S §§§>>§>§<<<

La pardbola roja tiene como directriz | y la azul tiene como directriz d,.
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Resuelve problemas

43 Una finca tiene la forma y las dimensiones indicadas en la figura. Calcula su 4rea.

36 m

Aplicamos la férmula de Herén:

® = 29+229+42 ~50m

A® = {50 (50 — 29)2(50 — 42) = {176 400 = 420 m>

5‘= 29+326+25 =45m

A® = 45 (45 — 29) (45 — 36) (45 — 25) = /129600 = 360 m?
Afinca = A@ + A® = 780 m?

44 Para calcular la altura de un drbol, Eduardo ve la copa reflejada en un charco y toma las
medidas que indica el dibujo. ;Cudl es la altura del 4rbol?

Por semejanza de tridngulos:




MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

45 Calcula el 4rea del recinto que tiene Sara para sembrar, es el que estd entre los tres depé-
sitos de agua cilindricos de 5 m de radio que ha puesto su padre en el jardin.

A\

Como es un tridngulo equildtero, sus dngulos son de 60°.

. 2 o
ASECTOR 60° = 7;6—050 -60° = 13,09 cm? A
Aplicamos la férmula de Herdén para hallar el drea del tridngulo de
lado 10 cm:
°= % =15 - ATRIANGULO =y15- (5)3 ~ 43,3 cm?

APARTE COLOREADA — 43’3 -3-.13,09 = 4;09 sz

46 A cada uno de los seis mejores grafiteros y grafiteras de un certamen les han dado un
lienzo cuadrado de 1 m de lado para que representen algiin motivo geométrico. Estos

son los resultados:

A B C

D E F/\
AV 4

Fijandote en la superficie coloreada de cada lienzo, ordénalos de mayor a menor.

Acororano = 100 = 10000 cm?
Figura A
854
A 1/4 pE circurLo = <. - 502 = Q cm?
4 4
APARTE COLOREADA 10000 — 4 - 784—54 = 2146 cm?
Figura B
Calculamos la diagonal del cuadrado, 4= y1002 +100% = 141,42 cm
El radio de las circunferencias es Mlzi =70,71 cm.

15707,66
A 1/4 pE circuLo = % -TC - 70,712 ~ f cm2

=10000 -2 -

APARTE COLOREADA —

157277’66 _ 2146,17 cm?
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Figura C

El radio de las circunferencias es 50 cm.

7 854
AI/Z cfrcuLo = % ‘T 502 = TS sz
APARTE COLOREADA — 10000 -2 - %54 = 2146 sz
Figura D
©)
% /1100 cm
G
)
100 cm

A1/4 DE CfRCULO — % - 1002 ~ 7854 sz

A=A, =10000 — 7854 ~ 2 146 cm?
APARTE COLOREADA — 2.2146=4 292 sz

Figura E

El 4rea de la parte coloreada de la figura C es la mitad del drea de las partes blancas de esta
figura. Por tanto, Ap,ere cororsans = 10000 —2 - 2146 = 5708 cm?

Figura F
La parte coloreada de la figura A es la parte blanca del centro de esta figura.
Agtreono = T+ 50° = 7854 cm?
Apsrre cotorsaps = 7 854 — 2146 = 5708 cm?

Ordenamos las superficies coloreadas de mayor a menor:
E=F>D>B>A=C

47 ;Cudl es la profundidad de un pozo, si su anchura es 1,5 m y ale-
jandote 0,5 m del borde, desde una altura de 1,7 m, observas que la
visual une el borde del pozo con la linea del fondo?

1’5 — X

Por semejanza de tridngulos: — x=51m
) 8% 0,5 T 1,7 >
1,7 m
_ [ -]
0,5m
X
o
o

1,5m
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48 Se quiere renovar con material sintético, que cuesta 15 €/m?, el piso de una pista de at-
letismo como la que ves en la figura, compuesta por 8 calles de 1 m de anchura.

:A cudnto ascenderi el presupuesto para la compra del material?

APISTAzTc : 92_75 1242 (110 : 8) =2011,33 m?2
PRESUPUESTO = 2011,33 - 15= 30170 €

49 ;Cudl es el didmetro de la tuberia m4s gruesa que se puede introducir por el agujero cu-
ya seccién es un tridngulo equildtero de 6 cm de lado?

El didmetro de la tuberia coincidird con el de la circunferencia inscrita en el tridngulo. Es-
ta circunferencia tiene por radio la apotema del tridngulo y sabemos que la apotema de un
tridngulo equildtero es 1/3 de su altura.

h =162 -32~520cm
4p=%520z1]3an
d=2-1,73=3,46 cm

El didmetro de la tuberia es 3,46 cm.

50 Se va a perforar un tiinel semicircular por el que circulard una vagoneta de 1,5 m de an-
cho por 0,8 m de alto.

:Qué didmetro, como minimo, debe tener la seccién del tiinel?

1,5m

w g0

Si dibujamos el circulo completo, tendremos un rectdngulo de base 1,5 m y altura2 - 0,8 = 1,6 m
inscrito en él. La diagonal de este rectdngulo coincide con el didmetro del circulo.

d=41,52+1,6%2~2,19m

La seccidn del tinel debe tener, como minimo, 2,19 m.
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51 Calcula el valor del 4ngulo o sefialado en el dibujo.

(&

* El tridngulo dibujado es isdsceles, pues los lados del octégono regular
y del heptdgono regular miden lo mismo. Por tanto, o = 3. Y

* Calculamos el valor de y como la diferencia del dngulo interno del
octégono menos el dngulo interno del heptdgono:

y=180°-6 _ 180°:5 _ 350 138570 - 6 43°

8 7
co+p+y=180° = 200=180°—y — a p
% a — 1802_Y - 1800_26,430 286,790

El déngulo o buscado mide 86,79°, aproximadamente.
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Resuelve: un poco mas dificil
52 Calcula el drea del tridngulo PTR del dibujo sabiendo que el tridn- R
gulo PTQ es rectingulo iséscelesy que PQ =4cm y QR =3 cm.
Q Por ser rectdngulo is6sceles:
PT=TQ — PT*+PT*=42 - PT =2{2ecm  p S
45°
4 cm
T
45°
P
R Es rectdngulo porque:

TPR = TPQ + QPR = 45° + 45° = 90°.
— PR es la diagonal de PQRS —
- — PR=4{32+42=5cm.
—APTR=%.ﬁ.ﬁ=%.2ﬁ.5=.
=542 cm? = 7,07 cm?-

5

53 En una circunferencia de E cm de radio inscribimos un tridngulo rectingulo. Sus cate-

tos, dados en centimetros, son niimeros naturales diferentes. Calcula el 4rea del tridngulo.

Si inscribimos un dngulo recto en una circunferencia, necesariamente abarca un arco de 180°,
es decir, media circunferencia.

Por tanto, si inscribimos un tridngulo rectingulo en una cir- 7>
cunferencia, necesariamente la hipotenusa coincide con un
didmetro.

Aplicando el teorema de Pitdgoras:

2 2
5 10
Ci+CG=(2-7) =(-7%) =50
a-(g) (8] -
La tnica pareja de ndmeros naturales diferentes que verifican
la condicién anterior son C; =1y C, = 7.
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54 Calcula el 4rea de cada uno de los tres tridngulos en que se ha divi-
dido un pentigono regular de 10 cm de lado por las dos diagonales
que salen de un vértice.

La apotema del pentdgono es 0,688 - 10 = 6,88 cm.

10 cm
Radio del pentdgono, R = y5%+ 6,882 = 8,5 cm
10-5-6,88
APENTAGONO = f =172 sz
gi ABz 10'(6)828"'8;5) =76)9 sz
= 6,9
5 A=A, =~ 172 -76,9 _27 2 = 47,55 cm?

55 Observando esta figura, halla: D C
a) El 4rea del tridngulo ABC. e
b) La longitud del segmento BF. E -

A" 20m B

©) Lalongitud del segmento EF.

Calculamos primero la diagonal AC del rectingulo: AC = y20% +152 = 25 cm.

20+125+25 =30

A=430-(30—-20)-(30 —15)- (30 — 25) = 150 cm?
b) Despejamos la medida de la altura, BF, dela férmula del 4rea del tridngulo ABC:

a) Aplicamos la férmula de Herén: s=

150:% — h=12cm

c) Los trigngulos ABC y ADC son iguales, y también lo son sus alturas BF y DE. Sabiendo
esto vamos a calcular:

La base del tridngulo DEC — EC =420% -12? = 16 cm

La base del trigngulo BFC — FC =415? -122 =9 cm
Por tltimo, EF = EC — FC =16-9 =7 cm
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56 El perimetro de este rectingulo es 96 m, y la base mide 12 m més que la altura.

A P B
Q
D c

Halla el 4rea de la parte coloreada. (P y Q son los puntos medios de los lados AB y AD).

Primero hallamos las medidas de la base y la altura del rectdngulo. Llamamos x a la altura y
x + 12 ala base, entonces:

96 =2x+2(x+12) — x=18 m — La base mide 30 m, y la altura, 18 m.

Q 18 m
9m
D 30 m ¢

Para averiguar el drea de la parte coloreada, calculamos el 4rea de los tridngulos rectingulos
PBC y QDC vy se las restamos al drea del rectdngulo:

=30 18 =540 m% A= 218 135 m 4, = 230 _ 4352

A
2 2

RECTANGULO

A =540 -2 - 135 =270 m?

PARTE COLOREADA

57 Tenemos un tridngulo equildtero de 12 cm de lado. ;Cémo hemos de
cortar las esquinas para obtener un hexdgono regular?

BC debe ser igual a BD
BC =12 - 2x

_- 12 —2x = =
ZD - x } x=x — x=4

Hemos de cortar tres tridngulos equildteros de 4 cm de lado.
Es decir, hemos de dividir los lados en tres trozos iguales y, asi,
cortar por las esquinas.
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58 Comprobar que el octégono que se obtiene del siguiente modo es regular:

' '
| '
' '
\ '
v '
\ /
\ '
\ /
\ . R |
\ / P
\ P
N -
’

Los dngulos de este octégenos son, evidentemente, iguales a 90° + 45° = 135°. Para probar
que es regular, hemos de ver que también sus lados son iguales. Si el lado del cuadrado ini-
cial es 1, su diagonal es 2. Por tanto, el radio con el que se trazan los arcos es ¥212.

V272 2 2

7 E=7+7— =y2 -1 es un lado.

P
B C _
PB-1-12
2
A
B 2
AB=DPB -2 = -5 .2 =2 -1 es otro lado.

Hemos visto que AB = BC =2 — 1. Todos los lados del octégono son iguales. Por tanto, el
octégono es regular.

59 El cuadrilitero ABCD esta inscrito en una circunferencia. Observa este razonamiento:

BAD BCD
C="34=-73 P
A~ N C
C+4 =BAD+BCD _ 360° _ g0
2 2
A A A
Comprueba de igual forma que B + D = 180°.
Esta es la condicién que debe cumplir un cuadrildtero para que
. 1. . . , D
pueda inscribirse en una circunferencia. Exprésala con palabras.
5_ADC p_ABC _, j,p. ADC , ABC _ 360°
B = > , D= 5 — B+D-= R R =180

La condicién para que un cuadrildtero pueda inscribirse en una circunferencia es que sus dn-
gulos opuestos sumen 180°.
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60 Calcula los 4ngulos 4 y D.
B

LT

D
(Ten en cuenta el problema anterior).
A Teniendo en cuenta el problema anterior, sabemos que los dngulos A y C deben sumar
180°, luego A =180° —95° = 85°.

Haciendo el mismo razonamiento para B y D, D =180° — 130° = 50°.

Reflexiona

61 ;Qué puedes afirmar de un tridngulo si uno de los lados coincide con el didmetro de su
circunferencia circunscrita?

Se puede asegurar que es un tridngulo rectdngulo, puesto que, el dngulo opuesto al didmetro
va a ser siempre recto.

62 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.
a) Si en un plano mides una longitud y conoces la real, puedes hallar la escala.
b) El dngulo inscrito en una circunferencia es igual al doble del dngulo que abarca.
©) Dos tridngulos semejantes tienen los lados proporcionales.
d) Dos figuras semejantes tienen los 4ngulos proporcionales.

e) Con los tres lados de un tridngulo se puede saber si es acutingulo, rectingulo u obtu-
sangulo.

f) Con los tres lados de un tridngulo se puede hallar su drea.

g) Los dngulos de un pentigono regular suman 540°, pero si no es regular, no se sabe
cudnto suman.

h) Si una recta corta a dos rectas paralelas, se obtienen ocho dngulos distintos.
a) Verdadero. La escala es el cociente entre la longitud del plano y la real.

b) Falso. El dngulo inscrito en una circunferencia es la mitad del arco que abarca.
¢) Verdadero. Es una de las condiciones de semejanza de tridngulos.

d) Falso. Dos figuras semejantes tienen los dngulos iguales.

e) Verdadero. Es una de las aplicaciones del teorema de Pitdgoras.

f) Verdadero. Basta con aplicar la férmula de Herén.

g) Falso. Los dngulos de un pentdgono, sea o no regular, siempre suman 540°.

h) Falso. Al menos cuatro dngulos son iguales entre si, y los otros cuatro, también.
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Lee y comprende
Una curiosa demostracion del teorema de Pitagoras f X
* James Abram Garfield (1831-1881), vigésimo presidente de Es- | 5
tados Unidos, fue profesor de Lenguas Clésicas, militar y politi-
co y, ademds, aficionado a las matemadticas, como puedes com- s
probar con esta demostracién que publicé en el New England .
Journal of Education: S —
Se toma un tridngulo rectingulo cualquiera apoyado sobre un W »

cateto (). Se repite el mismo tridngulo apoyado sobre el otro
cateto (c) y se construye un trapecio, como indica la figura.

Area del trapecio — A= % (b+c)

cb c¢cb a-a
2 T2 T2

Area del trapecio — A=

Igualando ambas expresiones del 4rea del trapecio se obtiene, simplificando, la expresion
del teorema de Pitdgoras. Intenta hacerlo ta.

b+c _c-b c-b a-a ([9+€)2_2c17+a2
5 b+ = 7t 3 - 7 = 3 -
2

= b2 24 2ch=2ch+a* > a*=b%+

Generaliza

* Observa la siguiente serie de tridngulos equildteros:

.

7

..............................................

:Cudl es la razén de semejanza entre dos tridngulos consecutivos? ;Y la razén de sus 4reas?

Completa la tabla, resolviendo los primeros casos particulares y, después, generalizando:

||||—||—|
1 1/2 1/4 ? . ? . ?

«wen - A RN




MANAYAESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Pagina 213

Entrénate resolviendo otros problemas

* Un camionero presupuesta cierta cantidad de dinero para el gasto de carburante en un
recorrido de 600 km. Sin embargo, una rebaja en el precio del gaséleo le supone un
ahorro de 0,14 € por kilémetro, lo que le permite realizar un recorrido de 750 km con
el mismo gasto.

:Cudl fue la cantidad presupuestada para carburante?

En 600 km ahora 0,14 - 600 = 84 €.

Ahora hace 750 km; es decir, 750 — 600 = 150 km mds.

Con 84 € hace 150 km. Ahora, cada kilémetro le cuesta 84 : 150 = 0,56 €.
La cantidad presupuestada es de 750 - 0,56 = 420 €.

* Nuria quiere repartir su pulsera de oro de siete eslabones entre sus siete sobrinos y sobrinas.

;Cudntos eslabones debe partir para poder dar uno a cada sobrino y sobrina? (Se supone
é P para p y P
que quiere estropear lo menos posible su pulsera).

Debe partir tres eslabones: el segundo, el cuarto el texto
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v

1 Calcula los dngulos desconocidos en estas figuras:

\ c
E

a) La circunferencia estd dividida en 9 arcos iguales: cada uno de los arcos mide 40°.

i

7 _ 4-40° _qno A_ 2-40° _ ;0o
A = > =80 B = > =40
A 4-40° _gno 5 3-40° _ o
C = 2 =80 D = 2 =60

E =90° (estd inscrito en una semicircunferencia).

b) Observamos que los tres dngulos pedidos abarcan el mismo arco y que el tridngulo del que
es dngulo O, es isdsceles. Asi: & =180°—2.70°=40°, 0=40°y €=2-40°=280°

2 :A qué altura, x, hay que cortar el tridngulo ABC para que la hipo-

tenusa se reduzca en siete centimetros?

Calculamos el lado desconocido,
AB =352 -28% =21 cm.

Si giramos la figura, observamos dos tridngulos en posicién de Tales, son
semejantes:

35 _ 28 A _ _ 588-735 _
T3 — 735 35x-588%x—7_35 =4,2

Debemos cortar el tridngulo a una altura de 4,2 cm.

3 Calcula el valor de x en cada caso:

a) b)
o& .
N
X 8
9, d)
& -
% 3

40 m

Utilizamos los resultados del ejercicio resuelto 1 de la pdgina 196.

a)l=%-d—)x=ﬁ

V3 8.2
.18 =12,73 cm byh=">./— x= ~ 9,24 cm
2 I

|

Dap=" 1 = 7606 em d)x= {382 _167 =30 m
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4 Calcula las alturas del tridngulo y del trapecio:

§ e, g S
At %

17 cm 20 cm
Tridngulo
Utilizamos la férmula de Herdn y la del drea del tridangulo.

5=725+226+17 =34 cm

A=434-(34-25)- (34— 26)- (34— 17) = 204 cm?>

_17-h _204-2
204-72 — h= 7 =24 cm

La altura del tridngulo mide 24 cm

Trapecio

Observando la figura planteamos el siguiente sistema y lo resolvemos por igualacién:

6cm

h2=152-(14 - %2

h2 2132 _ 2 } — 152 - (14-x2%=132-x%2 > x=5

20 cm

h=4132-52=12cm

La altura del trapecio mide 12 cm.

5 Dibuja dos puntos, A y B, a 6 cm de distancia.
a) ;Cudl es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de A y B? Dibijalo.

b) ;Cudl es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distanciasa A y B es 10 cm?
Dibdjalo aproximadamente.

a) Es la mediatriz del segmento. b) Es la elipse de focos 4 y B.

A | B
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6 Calcula el drea de la zona coloreada en cada una de las siguientes figuras:

'
bW 4

18 cm

12 cm

d)

ST

6 cm

A) A=8>-m-4%>+m-2%=064— 121 ~ 26,30 cm?
b)A=12-18-7-9-6+T-4-6=216-30m~ 121,75 cm?

c) Para hallar el drea de la parte coloreada calculamos la del cuarto de circulo y le restamos la
del rectdngulo blanco. Observamos que tanto el radio de la circunferencia como la diagonal

del rectidngulo miden 10 cm.

2
- m-107 78,54 cm?

A1/4 DE cfRCULO ~ 4

x=y10%2 =62 =8 cm — Aycrincoro = 0 - 8 = 48 cm?
A = 78,54 — 48 = 30,54 cm?

d) El tridngulo blanco es equildtero, por lo que todos sus dngulos miden 60°. Calculamos el
drea del sector ciruclar de 60° y el drea del tridngulo:

PARTE COLOREADA

2
- 60°. - 207 209,44 cm?

ASECTOR CIRCULAR — 3600

ATRIANGULO = 30 : (30 - 20) 3 = 173,21 sz

Restamos ambas dreas para obtener una de las partes amarillas de la figura:

A =3.(209,44 — 173,21) = 108,69 cm?

PARTE COLOREADA

7 Sien el plano de una vivienda se representa una mesa de 5 m de largo con un rectingulo
de 2 cm de largo:

a) ;Cudl es la escala que se ha utilizado?
b) :Qué longitud tiene el pasillo si su representacién tiene 4 cm de largo?
©) ;Cudl es el ancho real de la cocina si en el plano tiene 3 cm?
a) 5m =500 cm.
500 — 2

} — x=250 — Escalal:250
x — 1

250 — 1
x — 4
El pasillo mide 10 m en realidad.

} — x=250-4=1000cm =10 m

250 —> 1
c) }—)x=250-3=750cm=7,5m
x — 3

El ancho real de la cocina son 7,5 cm.
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Resuelve

1 Busca informacién sobre los sélidos arquimedianos:
a) ;Cudntos tridngulos y cudntos cuadrados forman la superficie de un rombicuboctaedro?
b) Escribe el nombre de otros tres sélidos arquimedianos.
a) La superficie de un rombicuboctaedro estd formada por 8 tridngulos y 18 cuadrados.

b) Cuboctaedro, icosidodecaedro, rombicosidodecaedro.

2 Calcula, al estilo de Arquimedes, la férmula del volumen de una
esfera, teniendo en cuenta las siguientes ayudas:

* La suma de los volimenes de varias pirdimides con la misma altura
es:

V= % (SUMA DE LAS SUPERFICIES DE LAS BASES) - Altura

* El volumen de la esfera se calcula aplicando la férmula anterior a
la suma de todas las finisimas pirdmides, de vértice O vy altura 7,
en que se puede descomponer la esfera.

* El 4rea de la superficie esférica es 4772,
La suma de la superficie de las bases de las pirdmides coincide con la superficie esférica, 4772

La altura de cada pirdmide es muy préxima al radio de la esfera, 7.

V= % (Suma de las superficies de las bases) - Altura = %(47“,2) _4 .

3
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1 Completa en tu cuaderno el cuadro de abajo con el niimero de caras, vértices y aristas de
los tres poliedros regulares que quedan. Comprueba asi que el dodecaedro y el icosaedro
son duales y que el tetraedro es dual de si mismo.

TETRAEDRO | DODECAEDRO | ICOSAEDRO

L]
TETRAEDRO | DODECAEDRO | ICOSAEDRO

4 12 20

VERTICES 4 20 12

vérTices |
ARISTAS 6 30 30
ARISTAS

* Al unir mediante segmentos los centros de cada dos caras contiguas de un dodecaedro, se
forma un icosaedro. Si hiciéramos lo mismo con un icosaedro, obtendriamos un dodecae-
dro. Ademis, el nimero de caras del dodecaedro coincide con el ndmero de vértices del
icosaedro, y viceversa. Ambos tienen el mismo ndmero de aristas. Por tanto, son poliedros
duales.

* Al unir mediante segmentos los centros de cada dos caras contiguas de un tetraedro, se for-
ma otro tetraedro. Ademds, el nimero de caras y de vértices en un tetraedro son iguales. El
tetraedro es dual de sf mismo.
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2 Hemos visto que esta figura no es un poliedro regular. ;Es semirre-
gular?
Esta figura no es un poliedro semirregular porque en todos los vértices
no concurren los mismos poligonos.
3 Esta pirdmide truncada cuyas bases son cuadrados, es un poliedro <>

semirregular? ;Por qué?

No es un poliedro semirregular porque sus aristas no son todas iguales.

4 Explica por qué las aristas de un poliedro semirregular tienen que ser todas iguales.

Las aristas de un poliedro semirregular tienen que ser todas iguales porque son como polie-
dros regulares, solo se diferencian en que los primeros no tienen todas las caras iguales.

5 Comprueba que se cumple la férmula de Euler para los dos poliedros semirregulares de
arriba.

* Poliedro naranja: c=7, a=15, v=10 = 7+ 10-15=2
e Poliedro azul: c= 14, =24, v=12 — 14+12-24=2

6 Comprueba la férmula de Euler en estos poliedros:

a) 4 b )

a) c=10, 2=20, v=12 —> 10+12-20=2
b)c=7, a=15, v=10 =5 7+10-15=2
cc=7,a=12, v=7 > 7+7-12=2

7 Explica por qué este poliedro no es simple. Comprueba que no
se cumple en él la férmula de Euler.

No es simple porque tiene un orificio.
c=16, v=16, =32 = 16+16-32=0

No se cumple la férmula de Euler.
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1 Vamos a truncar, dando cortes que pasen por los puntos medios de las aristas adyacentes,

los restantes poliedros regulares.

a) Al truncar de este modo un tetraedro, se obtiene una figura conocida. ;Cudl?

b) El resultado de truncar el octaedro es el cuboctaedro que vimos al principio de la

péagina. Al truncar el icosaedro, obtienes el icosidodecaedro, que vimos también mds
arriba. Compruébalo en los dibujos.

¢©) Relaciona los resultados con la dualidad de poliedros estudiada en el epigrafe anterior.

a) La figura que se obtiene es un octaedro.

AN
S
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b) La figura que se obtiene es un cuboctaedro.

Al truncar un icosaedro se obtiene un icosidodecaedro, que se compone de pentigonos

regulares y de tridngulos equildteros. En cada vértice confluyen dos pentdgonos y dos tridn-
gulos (es un poliedro semirregular).

Al truncar un dodecaedro también se obtiene un icosidodecaedro.

¢) La figura que resulta al truncar dos poliedros duales es la misma.
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2 ;A qué distancia del vértice hemos de cortar los tridngulos pequefios
para que el hexdgono resultante sea regular?

X = %l, donde / es el lado del tridngulo.

3 Describe el tetraedro truncado.
¢Cuantas caras tiene?
:Cudntas son de cada tipo?
¢Cuantos vértices?
¢Cuantas aristas?
:Cudnto mide la arista del tetraedro truncado con rela-
ci6én a la del tetraedro original?
Tiene 8 caras, 4 hexdgonos regulares y 4 tridngulos equildteros.

Tiene 12 vértices donde concurren dos hexdgonos y un
tridngulo.

1
3

Tiene 18 aristas que miden =/, siendo / la medida de la arista del tetraedro original.

4 Describe el octaedro truncado.

Indica el nimero de caras, aristas y vértices, y com-
prueba que es un poliedro semirregular y que cumple

la féormula de Euler.
Tiene 14 caras, 8 hexdgonos y 6 cuadrados.

Tiene 24 vértices donde concurren dos hexdgonos y un
cuadrado.

Tiene 36 aristas que miden %l, siendo / la medida de la arista
del octaedro original.

* Es un poliedro semirregular porque todas sus caras son o cuadrados o hexdgonos regulares, y
en cada vértice concurren un cuadrado y dos hexdgonos.

ec=14,v=24,2=36>14+24-36=2
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5 Repite el ejercicio anterior para el dodecaedro truncado y para el icosaedro truncado
dibujados mds arriba.

* Dodecaedro truncado.
Tiene 32 caras, 12 decdgonos regulares y 20 tridngulos equildteros.
Tiene 60 vértices donde concurren dos decdgonos y un tridngulo.
Tiene 90 aristas.

Es un poliedro semirregular porque sus caras son decdgonos regulares y tridngulos equildte-
ros, y en cada vértice concurren dos decdgonos y un tridngulo.
c=32, v=60, 2=90 — 32+60-90=2
* Icosaedro truncado.
Tiene 32 caras, 20 hexdgonos y 12 pentdgonos.
Tiene 60 vértices donde concurren dos hexdgonos y un pentdgono.
€
3

Es un poliedro semirregular porque sus caras son hexdgonos y pentigonos regulares, y en
cada vértice concurren dos hexdgonos y un pentdgono.

c=32, v=060, 2=90 — 32+60-90=2

Tiene 90 aristas que miden —=-/, siendo / la medida de la arista del icosaedro original.
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1 ;Qué condiciones debe cumplir un plano para ser plano de simetria del
tetraedro?

Para que un plano sea plano de simetria del tetraedro tiene que contener una (

arista y ser perpendicular a dos caras.

El tetraedro tiene 6 planos de simetria, uno por cada arista.

2 Dibuja un prisma hexagonal como este en tu cuaderno y traza un plano de simetria per-
pendicular a sus bases y otro paralelo.

El prisma hexagonal regular tiene seis planos de simetria, uno por cada eje de simetrfa de sus
bases, y otro plano de simetria paralelo a las dos bases.

i

3 Describe algunos planos de simetria del octaedro, de la pirimide pentagonal regular y de

‘

* Octoedro: cualquier plano que equidista de dos vértices opuestos y es perpendicular al seg-
mento que los une es plano de simetria del octoedro.

4

* Pirdmide pentagonal regular: cualquier plano perpendicular a la base que pasa por una arista
y por la altura de la cara opuesta es plano de simetria de la pirdmide.

* Esfera: cualquier plano que contenga al centro de la esfera es un plano de simetria de esta.
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1 Indica el orden de los ejes de giro dibujados.

:i: /

:Tiene algin otro eje de giro el prisma? ;Y la pirdmide?

* Primas hexagonal: el eje de giro senalado tiene orden 6. Tiene otros 6 ejes de giro de or-
den 2; todos ellos son paralelos a las bases; 3 de ellos pasan por el punto medio de las dos
caras laterales opuestas, y los otros 3, por las aristas opuestas.

* Pirdmide hexagonal: el eje de giro senalado tiene orden 6. No hay mids ejes de giro.

2 Estudia los ejes de giro del octaedro.

Q Puedes basarte en los del cubo.

Todos los ejes de giro del cubo son también ejes de giro del octaedro inscrito en él. Por tanto,
el octaedro y el cubo tienen el mismo niimero de ejes de giro y de los mismos 6rdenes. Es
decir:

* Tres ejes de giro de orden cuatro, que pasan por dos vértices opuestos.
* Seis ejes de giro de orden dos, que pasan por los puntos medios de dos aristas opuestas.
* Cuatro ejes de giro de orden tres, que pasan por los centros de dos caras opuestas.

Al comparar estos ejes de giro con los del cubo, se puede observar la dualidad (caras <> vér-
tices, aristas <> aristas):

* Los ejes que en el cubo pasan por los centros de caras opuestas, en el octaedro pasan por
vértices opuestos.

* Los ejes que en el cubo pasan por aristas opuestas, en el octaedro pasan por aristas opuestas.

* Los ejes que en el cubo pasan por dos vértices opuestos del cubo, en el octaedro pasan por
los centros de caras opuestas.
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1 Calcula el 4rea de estos poliedros obtenidos a partir de un cubo de 12 cm de arista:

A 12

@ Si hacemos el desarrollo de la figura, queda:

6 cm

12 cm

g

)

\O
6

12 cm

N
X
12 cm

cm +4x 5
\O

§

O

12 cm

12 cm

AFIG_1=12’6+6'6=108CII12 AFIG.2=12'6=7zcm2
Ao =2-108 +4 .72 +2 . 144 = 792 cm?

Ay 3= 12% = 144 cm?

® Si hacemos el desarrollo de la figura, queda:

. . x FIG. 3
2x 9 X +2x © FIG. 2 +
N N
[
12 cm 12 cm 12 cm
2
AFIG. 1= 1% =72 sz

x=+y12%2+12%2 216,97 cm

Ap o = 122 = 144 cm?
=2.72+2. 144 + 203,64 = 635,64 cm?

Ape. 3= 12-16,97 = 203,64 cm?

ATOTAL
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© Si hacemos el desarrollo de la figura, queda:

X

12 cm

+3Xx

12 cm

12 cm 12 cm

2
x=~16,97 cm (ver B); h = /x? — <§) - xz‘B ~ 14,70 cm

16,97 1470 13473 cm2 A, ,=- 122 - 144 cm?

Ape. 1=
: 2
72 cm? Aroran = 124,73 +3 - 144 + 3 .72 = 772,73 cm?®

FIG.

AFIG. 3=

O Si hacemos el desarrollo de la figura, queda:

6 cm
FIG. 1 z
3x § N + +3 X S’ FIG. 3
6 cm §
12 cm

z=1y62+6% ~8,49 cm

Apotema del hexdgono regular: ap =

2
z2 - <£> = Zf ~ 7,35 cm

AFIG. 1= 18 sz

Az = SBT3 18700 e

AFIG. 3= 1212 _AFIG. 1= 144 — 7,35 = 136,65 sz
Ao =3-7,35+187,20+ 3 - 136,65 = 619,2 cm?
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2 Obtén la medida de la superficie del prisma y de la pirdmide. La base de ambos es un
hexdgono regular.

@ 8 cm 8 cm

10 cm
12 cm
ARISTA BASE — 8 cm ARISTA BASE — 8 cm
ALTURA PRISMA — 10 cm ARISTA LATERAL — 12 cm
@ a= 482 -4%~6,93 cm
A, =& 62 93 . 6-166,32 cm?
A rira = 6+ 8+ 10 = 480 cm? A
Ao =2+ 166,32 + 480 = 812,64 cm? {om
® Ay = 166,32 cm? 4 cm
Apotema de la pirdmide = h = ¢ 122 - 4?2 ~ 11,31 cm
. . h
ALATERALZ 8 11,231 6 2271,44 sz 12cm

Arornr = 166,32 + 271,44 = 437,76 cm?

3 Calcula el drea de estos cuerpos:

S

\_/@)

e =

12 cm

©

N

® Ay = 2~ 6 - 12 + 270 - 6% = 678,58 cm?
® ¢= «/m: 13,42 cm

Arora =T+ 6+ 13,42 + 70 - 62 = 366,06 cm?®

© ATOTAL =4m . 62 = 452,39 sz
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4 Calcula el drea de los siguientes cuerpos:

@ 10 cm 5 cm
& 17 cm
S
‘
26 cm

13 cm

@ ABASE GRANDE — 262 =676 sz

Agpen PEQUENA — 10% = 100 cm? 10 cm
h = m = 15 cm 17 cm

A —4-%2;m-15=1080cm2

LATERAL — 8 cm

<«—26cm—>

Apora = 676 + 100 + 1080 = 1856 cm?
B A=mn-132+m-5>+w(13+5)-17 =530,93 + 78,54 + 961,33 = 1570,8 cm?

5 Calcula el 4rea total del cono, del cuerpo que resulta de partirlo por la mitad y del tronco
de cono obtenido al cortar por una seccién paralela a la base, a 5 cm de la misma.

@ ©

@ g=420%+82 =~ 21,54 cm
ATOTAL =m-8-21,54+m- 8% = 742,42 cm?

m-8-21,54
2

2
® Ay, = T8 <100,53 cm® Ay renas = ~ 270,68 cm?

2
A = 16-20 _ 160 cm?

TRIANGULO — 2

A = 100,53 + 270,68 + 160 = 531,21 cm?

TOTAL
©%=1—x5 — x=6cm

y=8-6=2cm

z2=452+22 %539 cm

<« 15cm—»>

«—20cm—»

ATOTAL=7T" (8"'6) -539+m- 82+‘l'l.7-62z 551,22 sz
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6 En una esfera de 30 cm de didmetro, calcula:
a) El 4rea de una zona esférica de 6 cm de altura.

b) El 4rea de un casquete esférico cuya base tiene un radio de 12 cm.

12cm ¢
P —

a) AZONA ESFERICA — 2n-15-6= 565,49 sz
X = m =9 cm
y=15-9=6cm

A 21 - 15 - 6 = 565,49 cm?

CASQUETE ESFERICO —
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7 Halla el drea de:

a) Un prisma recto cuya base es un rombo de diagonales 12 cm y 20 cm, sabiendo que su
arista lateral mide 24 cm.

b) Una pirdmide recta con la misma base y la misma arista lateral que el prisma anterior.
¢) Un cuboctaedro de 10 cm de arista.

d) Un dodecaedro truncado de 10 cm de arista.

!
[=10% + 6% =136 = 11,66 cm
20 Aronno = 20572 = 120 cm?
Prorso = 46,65 cm

«— 12—

a) Aprisma =2. Arombo + Prombo 24=1 359,6 sz

b) Cara lateral de la pirdmide:
Apotema de la pirdmide: ap = y242 + 34 = 4,97

—4.]. _ 2
24 cm 24 cm A yrerar =4 - L apl/2 = 115,90 cm
Ay = 120 cm?
APIRAMIDE =235,9 sz
/

¢) 6 cuadrados — A, = 6 - 102 = 600 cm?
8 tridngulos — A, = 8- (10 - 1043/2) : 2 = 346,41 cm?
A = 946,41 cm?

TOTAL —
d) 12 pentdgonos y 20 hexdgonos.

Area de un pentdgono de lado 10 cm:

A, = Lf% - 172 cm?

Area de un hexdgono de lado 10 cm:
4y = 810866 _ 359,80 cm?
Ao = 12 Ay + 20 - Ay = 7260 cm?
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© ) VOLUMEN DE LOS CUERPOS GEOMETRICOS
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1 Calcula el volumen de estos prismas, obtenidos cortando un cubo de 12 cm de arista:

3 3
@V=%=864cm3 ®V=%123=1296cm3 ©V=%=864cm3

2 Calcula el volumen de estas pirdmides cuyas bases son poligonos regulares:

8
@ cm
15 cm
15 cm

12 cm

x= 462 +6% ~ 8,49 cm
h = 4152 -8,462 =~ 12,37 cm

V= % -122.12,37 = 593,76 cm?

h=415%2-8%~12,69 cm
x=y8% - 4% ~6,93 cm

Ve % 8- 62’93 -6+ 12,69 = 703,53 cm?
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3 Calcula el volumen del tronco de cono y el del tronco de pirdmide.

"
\

1o
8

%=5+x — x=15cm

8

<

- 82.20 = 1340,41 cm?

CONO MAYOR —

1
3
CONO MENOR — % - T - 62 <15 = 565,49 Crn3

AV

TRONCO DE CONO — 1 340)41 - 565,49 = 774,92 Crn3

x=+y82-4%2%6,93 cm
VPIRAMIDE MAYOR — % SGT’% -6-20=1108,8 Cm3

y=mz5,2cm

1 . 6'5)2

K’IRAMIDE MENOR — ? B -6-15 =468 Cn’l5

VTRONCO DE PIRAMIDE — 1108,8 - 468 = 640,8 Cm3
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4 Se corta una esfera de 36 cm de didmetro por dos planos paralelos: uno pasa por el cen-
tro y el otro dista 12 cm del centro.

Calcula el volumen de cada una de las tres porciones en las que ha quedado dividida la
esfera.

1) VpoRCI()N (1) ciLINDRO = m-18%.12 = 3888n cm? — —— i
e
Vironco (1) cono = %TC +12%-12 = 576m cm? --?" ----- T ]
P S 12
Veorcién (1) ESFERA — 38881 — 5761 ~ 10404,95 cm? o
12 6

2) V, =1 182. 6= 19441 cm?®

ORCION (2) CILINDRO

Lr.182. 18—%n- 122. 12 = 13681 cm?

PORCION (2) coNO — 3

v

PORCION (2) ESFERA

= 19441 — 13681 ~ 1809,56 cm?

4 3
4 1.1
3 m-18

3) VPORCI(’)N (3) ESFERA — f = 12214,51 CrIl3
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J ) COORDENADAS GEOGRAFICAS
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Hazlo tu

* Halla, en kilémetros, la medida del paralelo 45°.
7 = radio del paralelo 45°

r?+rt=R> - 2r*=6366,2> — r=4501,58 km
Perimetro = 21 - 4501,58 = 28 284,26 km

1 El metro, unidad de medida de longitud, se definia antiguamente como la diezmillonési-
ma parte de un cuadrante de meridiano terrestre. Es decir, un meridiano terrestre tiene
40000000 de metros.

Segtn esto:

a) Calcula el radio de la Tierra en kilémetros.

b) Su superficie en kilémetros cuadrados.

¢) Su volumen en kilémetros cibicos.

d) Calcula el 4rea de un huso horario.

a) Meridiano = Perimetro = 21 - R = 40000000 m = 40000 km
R=~6366,2 km

b) Superficie = 47 - (6366,2)% = 509296 182,1 km?
¢) Volumen = %TC- (6366,2)% = 1,08 - 10'2 km?
509296182,1

h 2
24 =21220674,25 km

d) Area huso horario =

Un barco va de un punto 4, situado en las costas de Africa a 30° latitud norte y 10° lon-
gitud oeste, a otro punto B, con la misma latitud y 80° de longitud oeste, siguiendo el
paralelo comiin.

a) ;Qué distancia ha recorrido?
b) ;Qué distancia recorreria si la diferencia de longitudes de los dos puntos fuera de 180°?
a) Entre A y B hay un arco de 80° - 10° = 70°
Como hemos visto en el problema resuelto de esta pdgina, el perimetro del paralelo 30°
es 34641,1 km.

34641,1

sk /07= 673577 km.

Por tanto, la distanciade A a B es

b) 34641,1

5 =17320,55 km.
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3 En Rio de Janeiro (43° O) son las 7 de la mafiana. ;Qué hora es en Hiroshima (132° E)

Rio de Janeiro Hiroshima
43° Qeste 132° Este

T R T
Hay 12 horas de diferencia. Por tanto, en Hiroshima son las 7 de la tarde.
Otra forma de hacerlo es:
132°=15°-8+12
Hiroshima estd en el huso horario ndmero 9 al este.
43°=15°-2+13
Rio de Janeiro estd en el huso horario niimero 3 al oeste.
Estdn, pues, a 12 husos horarios de diferencia.

Por tanto, en Hiroshima son las 7 de la tarde (19 h).
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

v
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1 Estaciéon Espacial Internacional

Hazlo tu

* Responde a las mismas preguntas con uno de los satélites Meteosat de segunda generaciéon
que se encuentra a una altura de 36 000 km.
a) d =(6371+36000)? - 67312 = 41833 km

El punto mds alejado de la Tierra que se puede ver desde uno de los satélites Meteosat de
segunda generacién estd a 41 833 km de él.

6371+36000 _ 6371 -
b) A0 = — x =958 km
La altura del cilindro circunscrito correspondiente es 6371 — 958 = 5413 km.

casquere = 2+ T0- 6371 - 5413 2216683330 km?
¢) Ya sabemos que A;;zpp, = 510000000 km?

. ACASQUETE 216683330 0
Porcentaje = A~ 520000000 " 0,4249 = 42,5 %

2 Area y volumen de un tronco de cono

Hazlo tu
* Halla el 4rea total y el volumen de un tronco de cono de 6 cm de altura cuyos radios mi-
den 6 cm y 4 cm.

Por tanto: A

3 4 cm’,

5 ¢
o
6 cm
%=_x26 — b6x=4x+24 — x=%=12
VTRONco = VCONo GRANDE VCONO PEQUENO — %TC : 62 - 18 - %ﬂ: . 42 -12 = 477,52 Cm3

g= V62 +22 26,32 cm

A =m6+4)-632+m-6%+m-42~361,91 cm

TOTAL
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

4|
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Poliedros regulares y semirregulares. Ejes y planos de simetria

1

N

Indica cudles de los siguientes poliedros son semirregulares y explica por qué no lo son

los demas:

* Son semirregulares los poliedros amarillo y naranja.

1
1
1
'
'
'
N
N
.
N

* Los poliedros azul y verde no son semirregulares porque sus aristas no son todas de igual
longitud.

* El poliedro morado es un icosaedro, es decir, es regular.

Hemos sefialado en rojo los centros de las caras «frontales» de estos poliedros, y en color
mas claro, los centros de algunas caras «ocultas». Uniéndolos convenientemente se obtie-
nen los poliedros duales. Hazlo en tu cuaderno.

octaedro — cubo dodecaedro — icosaedro tetraedro — tetraedro



MANAYAESO

Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

3 ;Cudles son los planos de simetria de un ortoedro de base cuadrada? ;Y los ejes de giro?
:De qué orden es cada uno de ellos?

Contesta a las mismas preguntas en el caso de un cubo.

* Son 5 planos de simetria:

Dos pasan por los puntos medios de las aristas de la base.

Dos pasan por los vértices opuestos de las bases. 2

(Estos cuatro planos corresponden a los ejes de simetria del cua-

drado).

Uno pasa por los puntos medios de las aristas laterales.

* Tiene 5 ejes de giro:

Un eje de giro de orden cuatro: la recta perpendicular a las bases por
su punto medio.

~
Dos cjes de giro de orden dos: las rectas paralelas a las bases que pa- 1
san por el centro de cada dos caras paralelas.

Jama

Dos ejes de giro de orden dos: las rectas que pasan por los puntos
medios de dos aristas laterales opuestas.

R S

El cubo tiene 9 planos de simetria, tres ejes de orden 4, cuatro de orden 3 y seis de orden 2. Se
pueden encontrar graficos en los epigrafes 3 y 4 de la unidad.

4 Conociendo las caracteristicas de un dodecaedro (caras, vértices), describe cémo sera el
dodecaedro truncado.

Tiene 32 caras, 12 decdgonos regulares y 20 tridngulos equildteros.
Tiene 60 vértices donde concurren dos decdgonos y un tridngulo.

Tiene 90 aristas.

5 Conocidas las caracteristicas de un icosaedro, describe cémo sera el icosaedro truncado.
Tiene 32 caras, 20 hexdgonos y 12 pentdgonos.
Tiene 60 vértices donde concurren dos hexdgonos y un pentdgono.

Tiene 90 aristas que miden L/, siendo / la medida de la arista del icosaedro original.

6 Recuerda la relaciéon de dualidad entre el cubo y el octaedro \
(caras-vértices). 3

Basdndote en los planos de simetria del cubo, describe todos los
planos de simetria del octaedro. /-~

Todos los planos de simetria del cubo inscrito en el octaedro son
también planos de simetria del octaedro. Por tanto, el octaedro y el ;
cubo tienen el mismo ndmero de planos de simetria. f
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7 Dibuja en tu cuaderno el poliedro dual del siguiente prisma hexagonal
regular:

a) ;Son el prisma o su dual poliedros semirregulares?

b) Indica los planos de simetria de cada uno.

¢) Indica los ejes de giro de cada poliedro (el prisma y su dual) y di de
qué orden es cada uno.

a) El prisma si es semirregular pero su dual no lo es, ya que no concurren el
mismo niimero de caras en todos sus vértices.

b) El prisma tiene siete planos de simetria: seis planos, uno por cada eje de 'y
simetria de sus bases y otro plano paralelo a las dos bases y a la misma dis- ‘
tancia de cada una.
Su dual tiene los mismos.

c) El prisma tiene trece ejes de giro: uno de orden 6 que pasa por el centro de las dos bases;
tres de orden 2, paralelos a las bases y que pasan por el punto medio de dos caras laterales
opuestas; tres de orden 2, paralelos a las bases y que pasan por las aristas opuestas; y otros
seis mds de orden 2 que pasan por los vértices opuestos de las caras laterales.

Su dual tiene los mismos.

8 Dibuja en tu cuaderno este antiprisma cuadrado:
a) ;Cudntos planos de simetria tiene?

b) Indica sus ejes de giro. ;De qué orden son?

a) Cuatro planos de simetria, uno por cada eje de simetria de sus bases.

b) Un eje de giro de orden 4 que pasa por el centro de las dos bases.

9 :Qué ejes de giro tiene un ortoedro con las tres dimensiones distintas?
:De qué érdenes son?

Hay tres ejes de giro de orden 2, ¢, ¢, y e3.
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10 Sabemos que un icosaedro regular tiene varios planos de simetria. Por ejemplo, si te fijas
en dos de sus caras opuestas, los tres planos que pasan por sus tres alturas serian planos

de simetria del icosaedro.

a) ;También pasan planos de simetria por sus aristas opuestas? ;Cudntos hay?
b) ;Cudntos planos de simetria tiene en total?

¢) Sabemos que el eje de giro que pasa por dos vértices opuestos del icosaedro tiene or-
den 5. ;Qué orden tienen los que pasan por los centros de dos aristas opuestas? ;Y los
que pasan por los centros de dos caras opuestas?

a) Si, son 15 planos.

b) Tiene 15 planos de simetria, ya que los que nombra el enunciado y los del apartado a) son
los mismos.

c) Los ejes de giro que pasan por los centros de dos aristas opuestas tienen orden 2, y los
otros, orden 3.
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Areas y voliumenes de cuerpos geométricos

11 Calcula el 4rea y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos:

a N4 b
)\%c, : 3%2 ) a
20§cm OO?
| g
' 9]
PN w >
— QC
10 cm A

a) Calculamos primero la altura de la base, 4.

h=4132-102 =~ 8,31 cm

20-8,31 2
=2. === =1606,2
BASES 2 o — Apom = 166 + 690 = 856 cm?
AI,ATERAI, = 20 * 15 + 2 . 13 . 15 = 300 + 2 . 195 = 690 sz
V=28,31"-15=1246,5 cm’
b) Calculamos primero la apotema, 2, y la altura, 4, de la pirdmide.

m=4y13%2-52 =12 cm; h=4122-52~10,91 cm

A

A

=102 =100 cm?

BASE

2
- 4. 10-12 = 240 cm?> = Aropa = 100 + 240 = 340 cm

LATERAL — 2

A

V= % 100 - 10,91 ~ 363,67 cm3

12 Calcula el 4rea y el volumen de los cuerpos geométricos siguientes:
a) Prisma de altura 20 cm y cuya base es un rombo de diagonales 18 cm y 12 cm.
b) Pirdimide hexagonal regular de arista lateral 18 cm y arista bésica 6 cm.
¢) Octaedro regular de 10 cm de arista.
d) Cilindro de altura 27 cm y cuya circunferencia basica mide 44 cm de longitud.
e) Cono de radio 9 cm y generatriz 15 cm.
f) Semiesfera de 10 cm de radio.
g) Esfera inscrita en un cilindro de 1 m de altura.
h) Casquete esférico de 7 cm de altura de una esfera de radio 12 cm.

a) Calculamos primero el lado del rombo, /.

/=462 +9%2 ~10,82 cm

1812
wors = 21 =05 =216 cm?

ALATERAL =4. 10,82 -20=2865,6 sz
V=108 -20 =2160 cm?

A

— A, =216+ 865,6 = 1081,6 cm?
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b) Calculamos primero la apotema de la base, x, y la de la pirdmide, .
x=+46%2-3%2%~52cm; m=4182-62 %17 cm
_6:6-5,2

BASE 2

A - 93,6 cm?
— Ao = 93,6 + 306 = 399,6 cm?

=6-6'l=306cm2

LATERAL 2

A

Calculamos la altura de la pirdmide y el volumen:
h=+{172-5,22~16,19cm — V= % -93,6 - 16,19 = 505,128 cm?
¢) Calculamos la altura de las caras, 7, y el drea:

m=10% - 52 ~ 8,66 cm %A=8-%=346,4cm2

Para calcular el volumen del octaedro calcularemos el volumen de una pirdmide de base
cuadrada y lo multiplicaremos por dos.

h=48,662—-52=7,1cm = Vi = % . 10%-7,1 =~ 236,7 cm?

VOCTAEDRO =2.236,7=473,4 Cm3
d) Calculamos primero el radio de la base, 7.
_ 44
r= T 7 cm

A, =2mw-7%~307,88 cm?

ABASES - _44.27 1188 cm?2 } — ATOTAL =307,88 + 1188 = 1495 cm?

LATERAL

V=153,94-27 = 4156,38 cm?

e) Calculamos primero la altura del cono, 4.

h=+y152-92 =12 cm

Ay = T-9% = 254,47 cm?

A =m-9-15=424,12 sz} - ATOTAL = 254,47 + 424,12 = 678,59 sz

LATERAL

V= % . 254,47 .12 =1017,88 cm?

f) A= 4m '2102 ~ 628,32 cm?

4510

Ve % ~2094,4 cm?

g) A =4m-50%~31415,93 cm?

Ve %n . 503 ~ 523598,78 cm?
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h)A=2m-12.7~ 527,79 cm?

VPORCIC')N CILINDRO — - 122 -7 =3 166,73 Cm3
VTRONco DE CONO — %TE S122. 12— %TC . 52 -5=1678,66 cm?
Veasquers = 3 166,73 — 1678,66 = 1488,07 cm?

13 Halla el 4rea y el volumen de estos cuerpos geométricos:

a) | 8 cm | b)

4 cm

20 cm '

9] | bem ) d)
V

a) Primero calculamos el radio de la base inclinada, 7.

d=462+8%2-10cm — r=5cm

Apygps =T - 42 + - 5% 128,81 cm?

- A = 128,81 + 75,4 = 204,21 cm?
ALATERAL = 21 '24 0 =75,4 cm? o

2
Ve % - 150,8 cm?
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b) Calculamos primero la generatriz, g.
g= V6% +8%2 =10 cm

ABASES =T- 102 + T 22 ~ 326,73 sz
= Arora = 326,73 + 376,99 = 703,72 cm?

ALATERAL = 2 - 102+ 21 -2 .10 = 376,99 sz

Para calcular el volumen del tronco de cono restaremos el volumen del cono grande del
volumen del cono pequeno. Para ello debemos conocer la altura del cono pequefio, x.

X _6+x _ _
> =10 — 10x=12+2x > x=1,5cm
VTRONCO DE CONO %TIZ . 102 7,5 — %75 42 1,5 = %TC - 726 = 760,27 Crn3

¢) Calculamos la apotema de la base, 4p, la apotema de la pirdmide, m, y la altura de la
pirdmide, A.

ap = {62 —3? =5,2 cm
m=+y102 - 3%~ 9,54 cm
h=49,542 5,22 ~ 8 cm

ABASE = 66% =93,6 sz
6 4 - ATOTAL =93,6 + 171,72 = 265,32 CrIl2
ALATERAL=6' 92,5 =171,72 sz

V= % . 93,6 - 8 = 249,6 cm?

d) Debemos observar que la porcién de esfera que estamos eliminando es 30° _ 1 4ela

360° 12

esfera completa, y que al calcular el drea debemos anadir dos semicirculos de radio 20 cm.

A= % 41202 + - 20% = 4607,67 + 1256,64 = 5864,31 cm?

_A1 40 5034 3
V= y 3T 20°=30717,79 cm
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14 Haciendo girar un tridngulo rectingulo cuyos catetos miden 9 cm y 12 cm alrededor de

cada uno de ellos, se obtienen dos conos. Dibiijalos y halla el 4rea y el volumen de cada
uno de ellos.

g=4122+9%=15cm

A =192 ~254,47 cm?
T it 1 a2 | = Arow = 25447 + 424,12 = 678,59 cm?
LATERAL >

V= % . 254,57 .12 ~1017,88 cm?

g=15cm

A, =T 122 = 452,39 cm?

e s e = Ao, = 45239 + 565,49 = 1017,88 cm?
LATERAL — ¥ ° : = >

V= % - 452,39 -9 ~ 1357,17 cm?

15 Calcula la superficie de los cuerpos geométricos que se describen a continuacién:

a) Un prisma recto pentagonal regular cuyas aristas miden, todas, 10 cm.
b) Un dodecaedro regular de arista 10 cm.

Q Recuerda que la apotema de un pentdgono regular de lado | mide 0,6882 I.
a) Apotema del pentdgono = 6,88 cm

SBASE = %6,88 =172 cm? Siarerar = 10 - 10 -5 =500 cm?

Sromr = 172 - 2 + 500 = 844 cm?
b) Sromr = Seenricono © 12 = 172 - 12 = 2064 cm?
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16 Calcula el drea total de los siguientes poliedros regulares y semirregulares. Toma, en
todos los casos, 8 cm de arista:

SRS B

@’

Sabemos que la suma de las dreas de las figuras A y F es igual al triple del 4rea de la figu-

ra B. Decimos, entonces que:

A+F=3B
Comprueba cudles de estas afirmaciones son ciertas y cudles no:
a)2C+D=G b)B+3C=G
coB+C=D d2F+B+C=E

Para las figuras A y B, primero calculamos la altura de los tridngulos de las caras, 4.
h=182-42 %693 cm
FiguraA — A, =4 MT’% - 4.27,72 = 110,88 cm?

FiguraB — A,=8-27,72=221,76 cm?

Figura C — A.=6 - 8% = 384 cm?

FiguraD — A, =6- 824+ 8.27,72 =384 + 221,76 = 605,76 cm?
FiguraE = appicono = 7 = 6,93 cm

A,-8.0:80693 ¢ g2 133056384 =1714,56 cm?

2
FiguraF — A, =20 Sgi = 554,4 cm?
FiguraG — A =18 824+8. 8'62’93 = 1373,76 cm?

Todas las afirmaciones son ciertas.
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17 Halla las dreas y los volimenes de estos prismas regulares:

a) I b)

En ambos casos, la arista bdsica mide 10 cm, y la altura, 8 cm.

x?=102-5%2=75 — x=8,66 cm
ABASE _ perlmctroz- apotema _ 10 . 57; 8,66 -216.5 cm?
Airerar =P+ H=5-10 -8 = 400 cm?

10°em A =2 Ay + A = 2 - 216,5 + 400 = 833 cm?
V=A,, h=2165-8=1732 cm’

BASE

En este caso el apotema de este prisma es el mismo que el anterior.

ABASE _ perlmctroz- apotema _ 8. 1()2. 8,66 _346.4 cm?
A roen = P h=8-10 -8 = 640 cm?
Aroras = 2+ Apnse + Apsrprar = 2 - 346,4 + 640 = 1332,8 cm?

10 cm V=Ay h=3464-8=2771,2 cm’
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18 Calcula las 4reas y los volimenes de los siguientes cuerpos geométricos:

a)

3 b) 4m

15 m

____________

8 m

14 m «—5m—>

a) Descomponemos el cuerpo en un cono, un cilindro y una semiesfera. Calculamos primero
la generatriz del cono, g.

g=1V5%+3%=583cm

2 2
A=Ttrg+27tr/7+4%=TE-3-5,83+2TC-3-5+ 47t23 ~ 205,74 cm?

4 4
3

- 1 .22 2 §n33 3
3 =§TE35+TE35+ 3 =~ 207,35 cm
b) Descomponemos el cuerpo en dos cilindros, uno dentro de otro.
A=2(mR? - r?) + 2nRh + 21k = 2W(R% — r2) + 2mh(R + 7) =
= 2m(4% — 2%) + 21w15(4 + 2) =~ 640,88 cm?
V=nR*h - nrh = Th(R* — r?) = m15(4* — 2%) = 565,49 cm?

¢) Descoponemos el cuerpo en un prisma y una pirdmide triangular. Calculamos primero la

altura de la base de la pirdmide, A.
h=+122-72 29,75 cm

A=14-16+2-16-15+2-16-12+2-14-15+2-14'#=1644,5cm2

V= %TC?J/J +T2h +

.16 = 4452 cm?

V=14-16-15+14'%75

d) La figura resulta de quitarle al cilindro de radio 2,5 cm y altura 8 cm un cuarto del mismo.
Ayggs = 21 - 2,52 = 39,27 cm?
A 5. 2m-2,5-8+5-4~31,78 cm?

LATERAL — Z

- ATOTAL =39,27 + 31,78 = 71,05 sz

Ve %.n-2,52-8: 117,81 cm?
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19 Halla el drea y el volumen del siguiente tetraedro regular:
D

C

Para hallar la altura H, recuerda que AO = %h, donde h esla altura de una cara.

Calculamos lo que mide la altura /:

hr=82_42-48 — h=6,93cm

b . h 8 . 6’ 93
Ay s = 7 - 3 =27,72 cm?
Arorn =4+ Ay = 110,88 cm?

A C
Calculamos lo que mide la altura A del tetraedro:

2
H2=82—(%-6,93) =42,66 - H=06,53cm

Ve L Ay H = 5-27.72.6,53- 60,34 cm?

20 La base de un ortoedro tiene dimensiones 240 cm X 44 cm. Su volumen es 1235,52 dm3.
Calcula las diagonales de sus caras y la diagonal principal.

D 240 cm = 24 dm
44 cm = 4,4 dm

VA, -h — 123552=24-44-h — h=11,7 dm

11,7 dm d*=11,7% + 24> = d=26,7 dm

11,7 d
" Ad2=442+11,72 = 4'=12,5dm

>

4,4 dm

D=24%+4,4%+ 11,72 > D=27,06dm
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21 Calcula el volumen del siguiente tronco de pirdmide de bases cuadradas:

6m

x _10+x
3 3 8
8x =30 + 3x
8 x=6 = h=16

v L6 16-1.62.6-12933m3

PIRAMIDE MENOR 3 3

v

TRONCO —

v

PIRAMIDE MAYOR

22 Cortamos una esfera de 24 cm de radio por dos planos paralelos: uno que pase por el
centro y otro a 16 cm de este. Halla las superficies y los volimenes de las tres porciones

obtenidas.
24
F e o e @ _ _E __ '..._.._.._.,E_/.._.
16
16 8
DA=2mn-24-16~2412,74 cm?
VPORCION ciumpro = ¢ 24%. 16=9216m Cm3
VTRONCO CcoNO = %TE : 162 .16 =1365,33™ CIn3
- VPORCI(’)N ESFERA — 92167'C -1 365,3375 = 24 663,61 cm3
2)A=2m-24-8=~1206,37 cm?
VPORCION CILINDRO — - 242 -8=4608m Cm3
1 2 1 2 3 -
VTRONCO CONO ~— gTC 247 .24 — gn -16% .16 = 3242,671 cm
- VPORCI()N ESFERA 46087 — 3242,671 ~ 4289,31 cm3
4 3
2 Zn.24
3) A= 4n 224 = 3619’11 sz ; VPORCI(')N ESFERA % ~ 2895292 Cm3
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23 Se corta una esfera de 50 cm de didmetro por dos planos paralelos a 8 cm y 15 cm del
centro, respectivamente. Halla el volumen de la porcién de esfera comprendida entre
ambos planos.

T

VPORCIC')N ciLinpro = 0 502(15 - 8) =175007 cm?

VTRONCO DE CONO — %TC : 502 - 15— %TC . 502 -8 =5833,337 cm3

v

TRONCO DE CONO —

v

PORCION ESFERA

PORCION CILINDRO

= 175007 — 5 833,331 = 11 666,677 cm3 = 36651,9 cm3

Coordenadas geograficas

24 Si en el huso 0 son las 8 a. m., ;qué hora le corresponde al tercer huso al este? ;Y al quin-
to al oeste?

* En el uso al este son 3 horas mds, las 11 a.m.

* En el quinto al oeste son 5 horas menos, las 3 a.m.

25 Sabemos que en Dublin (longitud 6° O) son las 9 de la mafiana. Utilizando este esque-
ma, indica qué hora teérica le corresponde a Monterrey (100° O).
Monterrey Dublin

1050 90°0 75°0 60°O 45°0 30°0 15°0 0°

En Monterrey son 7 horas menos, las 2 de la manana.

26 Roma estd en el primer huso al E y Nueva York, en el quinto al O. Si un avién sale de
Roma a las 11 p.m., el vuelo dura 8 h y se siguieran las horas teéricas de sus correspon-
dientes husos, ;a qué hora local de Nueva York llegaria?

En Nueva York hay 6 horas menos que en Roma. Por tanto, cuando el avién sale de Roma
son las 11-6 = 5 p.m. en Nueva York. Si el vuelo dura 8 horas, el avién llega ala 1 a.m., hora
de Nueva York, del dia siguiente.



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

27 Si en La Habana (82° O) son las 8 p. m., asigna la hora teérica (segtn los husos hora-

rios) a cada ciudad.
Maputo (Mozambique)
Natal (Brasil)
Astand (Kazajistdn)
Temuco (Chile)
Honoluld (Haw4i)
Dakar (Senegal)
Katmandd (Nepal)
Melbourne (Australia)

Maputo (32°E) — 3 a.m.
Astand (71°E) — 6a.m.

2 p.m.
3a.m.
8 p.m.
0 a.m.
11 a.m.
11 p.m.
6 a.m.

7 a.m.

Natal — 11 p.m.
Temuco (73°O) — 8 p.m.

Dakar (16°O) — 0a.m.
Melbourne (144° E) — 11 a.m.

Honoluld (158°O) — 2 p.m.
Katmandu (85° E) — 7 a.m.

28 Dos ciudades tienen la misma longitud, 15° E, y sus latitudes son 37° 25' Ny 22° 35'S.
:Cuadl es la distancia entre ellas?

o =37°25
L i
- Tenemos que hallar la longitud del arco correspondiente a un dngulo
“5% de o+ B =37°25"+22°35' = 60°
: . _ 2mR-60° _ 21 -6370-60
= = = 5 k
Distancia 360° 360 6670,65 km

29 La «milla marina» es la distancia entre dos puntos del ecuador cuya diferencia de longi-
tud es 1'. Calcula la longitud de una milla marina.

1'= % grados; radio de la Tierra: R~ 6370 km

1
2R - ——

360 21600 21600

Milla marina —

N
30 Un avién tiene que ir de A a B, dos lugares diametralmente opues-
tos en el paralelo 45°. Puede hacerlo siguiendo el paralelo (APB) o V
S

siguiendo la ruta polar (ANB). Calcula la distancia que se recorreria h

RV

en cada trayecto.

@ Hallamos el radio del paralelo 45°:
[ 450~

K~ 2 2
RI=x?4+x?2=2x% > x2=R— N x:”%:

G

x= “sz ~ 4504,27 km
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31 Alejandria, Nueva Orleans y Houston tienen todas la misma latitud, 30° N. Sus longitudes
son, respectivamente, 30° E, 90° O y 95° O. ;Qué distancia recorreria un avién que va de
Alejandria a Nueva Orleans por el paralelo 30° N? ;Y de Alejandria a Houston?

Utilizando el ejercicio resuelto de la pagina 229, sabemos que el paralelo 30° tiene una longi-

tud de 34 646 km aproximadamente.

Entre Alejandria y Nueva Orleans hay un arco de 90° — 30° = 60°; por tanto, la distancia en-

34 346

o " 60" = 5724,33 k.

tre ellos es

Entre Alejandria y Houston hay un arco de 95° — 30° = 65°, por lo que la distancia entre ellos

34346 o
2Coe " 65" = 6201,36 k.

()
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Resuelve problemas

32 Cortando y soldando una varilla de 3 m de longitud, se ha cons-

truido la estructura de un farol con forma de octaedro regular.
:Cudl es la altura AB del farol?

El octaedro tiene 12 aristas iguales. Cada una de ellas mide 300 : 12 = 25 cm.

La altura del octaedro coincide con la diagonal de un cuadrado de 25 cm de lado:

AB =425% +25% 35,36 cm

33 El desarrollo de la superficie lateral de un cono es un sector circular de 120° de amplitud
y cuya drea es 84,78 cm?. Halla el volumen del cuerpo que se forma.

* Generatriz del cono: >
Mg’ 360 ., o_ 38478
84,78 120 T
* Radio de la base: 2mtr =/

2.-w-9 360 B B
i =350 — 18t =3/ = /=6 cm

2r=6 — r=3cm

— g=9%cm

e Areabase =T - 3% =91 ~ 28,27

e Altura del cono: h2=92-32=72 — h=~8,49 cm
* Volumen cono = %(Area base) - h = %28,27 . 8,49 ~ 80 cm?

34 Un cilindro y un cono tienen la misma superficie total, 967 cm?, y el mismo radio, 6 cm.
:Cuadl de los dos tendrd mayor volumen?

o Area total del cilindro = 27 - 6h + 21 - 62
84nH =96n — H=1,14cm
* Volumen del cilindro = - 6% - 1,14 = 128,93 cm?
* Area total del cono = Tt - 6 + T - 6g — 36T + 6Tg = 96T — 6Tg= 60T — g=10 cm
e Altura del cono: h? =102 -62=64 — h=8cm
* Volumen del cono = %n . 6%-8~301,59 cm?

Tiene mayor volumen el cono.
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35 Truncando un icosaedro regular de 30 cm de arista se obtiene este poliedro semirregular

SN
54

a) ;Cudntos vértices y caras tiene el icosaedro?

b) ;Cudntos pentdgonos y cudntos hexdgonos forman la superficie del poliedro obtenido
tras el truncamiento?

¢) Calcula la superficie de este dltimo.

a) El icosaedro tiene 12 vértices y 20 caras.

b) 20 hexdgonos y 12 pentdgonos.

c) Las aristas del poliedro truncado miden 10 cm.
Apotema de una cara hexagonal = 8,66 cm

Apotema de una cara pentagonal = 6,88 cm
10-6- 8,66
2
10-5-6,88
2
Superficie del poliedro = 20 - 259,8 + 12 - 172 = 7260 cm?

Superficie de una cara hexagonal = ~259,8 cm?

Superficie de una cara pentagonal = ~ 172 cm?
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36 Cortamos un cubo por un plano que pasa por los puntos MNCA' (M y N son los
puntos medios de las aristas AD y DC, respectivamente).

A= il ol
* Tridngulo MDN: A = % =18 cm?
e Tridngulo AD'C": A= 122'12 =72 cm?
Caras laterales: trapecios.
M 6cm D
L |12em 4y - w - 108 cm?
£ Iy MN® =6*+6*=72 — MN =72 =~ 8,49 cm

AC? 2122+122-288 — AC =288 ~ 16,97 cm

ﬁ=16’972—_8’49=4,24cm

MA? =122+ 62=180 — MA = 13,42 cm

(8,49 +16,97)-12,73
- 2

h?=13,422 - 4,24> — h=12,73 cm Area, ~ 162,05 cm?

Area total del poliedro = 18 + 72 + 2 - 108 + 162,1 = 468,1 cm?
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37 Tres pelotas de tenis se introducen en un tubo cilindrico de 6,6 cm de didmetro en el
que encajan hasta el borde. Halla el volumen de la parte vacia.

A A i\
Altura del cilindro = 6,6 - 3 = 19,8 cm
“‘ Verumoro = 0 - 3,32 - 19,8 = 677,4 cm?
6,6 cm 4
A A N\ VESFERAS = 3<3n : 3,33) = 451,6 Cnl3
Vparrs vacia = 077,4 —451,6 = 225,8 cm?

38 Queremos construir un tubo cilindrico soldando por los lados un rectingulo de 28 cm

de largo y 20 cm de ancho. ;Cémo se consigue mayor volumen, soldando por los lados
de 28 cm o por los de 20 cm?

28 cm

—

20 cm A 20 cm

A ¢ Radio: 2mr=28 — r= lf cm -

2
* Volumen: mr%h = TC(%) .20 = 1247,77 cm3

B 28 cm
B « Radio: 2717 = 20 —> r=%cm

2
e Volumen: 172h = TE< 17?) .28 = 891,27 cm3

Se consigue mayor volumen soldando por los lados de 20 cm.

39 Se introduce una bola de piedra de 14 cm de didmetro en un recipiente ciibico de 14 cm
de arista lleno de agua y después se retira. Calcula:

a) La cantidad de agua que se ha derramado.

b) La altura que alcanza el agua en el recipiente después de sacar la bola.
a) Vo = 147 = 2744 cm?

V:\GUA DERRAMADA — Y ESFERA — %TE . 73 = 1436,76 Crl’l3

b) VAGUA NO DERRAMABA 2 744 -1 436,76 =1 307,24 CITl3

Altura que alcanza el agua:

h
1307,24 = 14> .h — h=6,67 cm
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40 Un cuenco con forma de semiesfera estd lleno de agua. Al introducir un recipiente cubi-
co de 10 cm de arista, se derrama parte del agua y el cubo queda cubierto hasta la mitad.
:Cudntos litros de agua quedan todavia?

El radio de la esfera serd: 72 =52 +52 — r=5/2cm

* La cantidad de agua que queda en el cuenco 10 cm
serd el volumen de media esfera menos el vo-
lumen de medio cubo.

( ESFERA CUBO)

=%<§-n-(5ﬁ)3—102)=

- % (1480, 96 — 1000) = 240,48 cm>

5 cm

Por tanto, todavia quedan 240,48 cm? =

= 0,24048 1 en el cuenco. w

41 Una finca se abastece de agua desde el pilén que ves en la figura, y que ahora estd lleno.
Para regar, se abre un desagiie que desaloja un caudal de 25 litros por segundo. ;Se po-
drd mantener el riego durante diez horas sin reponer sus existencias?

. 50 m
E ........... Z5m \? l 8 m
5m°
C Jon
. 0 n-5%2.1,8 3 .
Capacidad del pilén = 10 - 1,8 - 45 + f’ ~ 880,69 m” = 880690 litros

Gasto en diez horas =25 - 60 - 60 - 10 = 900000 litros

El gasto en diez horas es superior a la capacidad del pilén. Por tanto, no se puede regar duran-
te diez horas sin reponer las existencias de agua.
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42 En un cine, las palomitas se vendian hasta ahora en recipientes del tipo A, por 1,50 €. El
gerente estd pensando en ofertar también otro formato, B, mds grande. ;Cuadl crees que
deberia ser el precio del formato B? Redondea a las décimas de euro.

20 cm

B e —

10 _ 15+ x
x

5
v - Lr.10%.30~3141,6 cm3

CONO GRANDE — 3

— 10x=75+5x = x=15cm

VCONO PEQUENO — %TC : 52 -15=392,7 cm?

VA = VCONO GRANDE VCONO PEQUEKO ~ 2 748,9 Cm3
102042 5 10v-100+ 5 — x=20cm
VPIRAMIDE GRANDE — %202 - 40 =~ 5333,33 CI’I’l3
VPIRAMIDE PEQUENA — %102 .20 = 666,67 Crn3
VB = VP GRANDE VP PEQUERA 4 666,67 CrIl3
X
Precio del recipiente B = % ~ 2,546

El recipiente B se venderd a 2,50 euros.
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Resuelve: un poco mas dificil

43 Cortamos un prisma triangular regular por un plano que pasa por el punto medio de
dos aristas y por otra arista opuesta.

Halla el volumen y la superficie total de cada una de las porciones.

Observa que uno de los dos trozos es un tronco de pirdmide.

6 \

5

N
Lo primero que hacemos es hallar las longitudes de los cortes del plano. o
x=44%+3%=5cm
y=3cm

Comenzamos calculando el drea del tronco de pirdmide, y para ello &
necesitamos averiguar algunas longitudes, como las alturas de las bases
grande, Ay, y pequefia, h,, y de las caras laterales, ;.

by = V6% =32 %52 cm
hy = V32-1,52 22,6 cm

hy =52 -1,5% ~4,8 cm

6-52  3.2,6
BASES 2 * 2

eﬁg,gERAL=3-6;3.4,8=64,scm2

A

=19,5 cm?

— A = 19,5 + 64,8 = 84,3

TOTAL

Calculamos ahora el drea de la otra parte de la figura, veamos cémo son sus caras:

6 cm
4 cm 5 cm 4 cm
3 cm 3 cm
3 cm 3 cm 6 cm
A1= 6'25’2 — 3.22”’6 =11,7cm2; A2=%=6cm2; A3=4'6=24cm2
Ao =117 +2 -6+ 24 =47,7 cm?

TOTAL
Para calcular el volumen del tronco de pirdmide restamos al volumen de la pirimide grande
la de la pirdmide pequena, y para eso tenemos que calcular sus alturas.
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Resolvemos los siguientes tridngulos semejantes que se forman entre las apo-
temas de las bases, las alturas de las caras laterales y las alturas de las pirdmi-
des. Recordamos que la longitud de la apotema de un tridngulo equildtero es
e un tercio de la medida de su altura.
0ls7 a__2+48 g3, 4,1 -4
0.87 - 1.73 — 1,732=0,872+ 4,18 — z=4,86 cm
x = 4,862 - 0,872 = 4,78 cm
Y 48 Observando que las medidas del tridngulo pequefio son la mitad que las del
grande, tenemos que y = 4,78 cm también.
L 6-5,2 2,6
1,73 VTRONCO DE PIRAMIDE ~ % ) TS - (2-4,78) - % : BT - 4,78 = 43,5 cm?

Para calcular el volumen del otro trozo restaremos los volimenes del cuerpo completo y el
tronco de pirdmide.

VPRISMA = 6 .25’2 -4 = 62,4 Crrl3 - V= 62,4 - 43,5 =18,8 Cn’l3

44 Obtencidn del area lateral de un tronco de cono:

a)

Explica qué son 7, g1, 75, g, y g Justifica las dos igualdades anteriores.
b)

Recordando que el drea lateral de un cono es 7mrg, justifica que el 4rea buscada (en
rojo) es A = Ttry g, — Tr,g;.

¢) Observa la siguiente cadena de igualdades:
A=Trg —Tryg, =T (rg —18) =

=T [r(g1—g) + (g1 — )] =T [rg + rygl =
=n(ri+r)g

Repite la cadena de igualdades justificando cada paso. En la igualdad *, observa que
12, = 128;- Explica por qué.
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a) En la figura observamos que 7, y g; son, respectivamente, el radio de la base y la genera-
triz del cono grande; 7, y g, son, respectivamente, el radio de la base y la generatriz del
cono pequeno; y g es la generatriz del tronco de cono.

También vemos que g esigual alasumade ¢ y g, y de aqui obtenemos la primera

igualdad.

Ademds, en la figura de la derecha aparecen dos tridngulos rectdngulos en posicién de Ta-
les, que justifican la segunda igualdad.

b) El 4rea de la zona roja es el resultado de restar el drea lateral del cono grande (7, y gy)
menos el drea lateral del cono pequefio (7, y g,). Asi, la igualdad queda justificada.

2 lr(g—g) + g - g T lng+ g STy + 1) g
(1). Sacamos factor comun T.

(2). Sumamos y restamos la misma cantidad, por lo que la igualdad no varia.
no_"n
— == S e =7

o 182 = 281

(3). Sacamos factor comin 7| y 7,.

(4). Utilizamos la igualdad g=g; — g, para sustituir los paréntesis por g.

(5). Sacamos factor comtin g.

45 Si un avién vuela a 10000 m de altura, ;qué porcién de superficie terrestre puede verse

desde éI?
QL Consulta el ejercicio resuelto 1 de la pdgina 230.

Observando el grifico podemos deducir la longitud de PQ y que los tridngulos POQ 'y

PQA son semejantes. Por tanto:
PQ =63712 - (6371 - x)2
63712 — (6371 -x)? _ 10+ x .
6371-x V63712 — (6371 - x)2
— 63712- (6371 -x)%=(6371-%) - (10 +x) —
— 63712-63712+2-6371x—x2=6371- 10 + 6371x— 10x — x> —
— 6371x+ 10x=63710 — x=10km

10 _ 1
12472~ 1247

Si el didmetro de la Tierra es 12742 km, esta distancia serd
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Reflexiona

46 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas.
a) Todos los meridianos tienen la misma longitud.
b) Todos los paralelos miden lo mismo.

c) Dos puntos que estdn en las antipodas tienen la misma latitud, una norte y otra
sur.

d) Dos puntos que estdn en las antipodas tienen la misma longitud, una este y otra
oeste.

a) Verdadero. Los meridianos son circulos mdximos que pasan por los polos.

b) Falso. Solo el ecuador es un circulo maximo. Los demds paralelos son mds pequenos segin
se desplazan hacia el norte o el sur.

¢) Verdadero. Necesariamente han de estar a la misma distancia del ecuador, uno al norte y el
otro al sur.

d) Falso. Por ejemplo, un punto que esté en el meridiano 1° C no puede estar en las antipodas
de ningdn punto que esté en el meridiano 1° E.

47 Recuerda todos los planos de simetria y los ejes de giro de un cubo.
:Qué planos de simetria tiene el cuboctaedro (poliedro que resulta
e truncar el cubo)? Estudia, también, sus ejes de giro.
det 1 cubo)? Estudia, tambié jes de gi

El cuboctaedro tiene los mismos planos de simetria y los mismos ejes de
giro que el cubo.

48 Explica por qué cada uno de los siguientes poliedros no es regular. ;Son semirregulares?
Comprueba si se verifica el teorema de Euler en cada uno:

a) b)

a) El poliedro no es semirregular y, por tanto, tampoco regular, ya que no en todos los vérti-
ces concurre el mismo niimero de caras.

Tiene 30 caras, 32 vértices y 60 aristas, por lo que si cumple el teorema de Euler,

30 +32-060=2.
b) El poliedro no es regular porque todas sus caras no son iguales, pero si es semirregular.

Tiene 8 caras, 12 vértices y 18 aristas; si cumple el teorema de Euler, 8 + 12 — 18 = 2.
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49 Si en un cono reducimos a la mitad el radio de la base y mantenemos la misma altura,
sel volumen se reduce a la mitad? ;Y si mantenemos la misma base y reducimos la altura
a la mitad?

VCONOI = %TCth
2
R?h
Veonon = %TC(%) +h= %TCT
%4 - Lor2y

I
R%h

Si, el volumen se reduce a la mitad.

50 Una pirdmide de base cuadrada se corta por un plano paralelo a la base y que pasa por
el punto medio de la altura. ;Cudl serd la relacién entre los volimenes de la pirdmide
grande y la pequefa?

El lado de la nueva base es la mitad de la arista bdsica de la
pirdmide. A\ b2
1,2
17 . ==/*h 114
PIRAMIDE GRANDE 3 i V \ i
VoV, , =L<L>.L=L.12-h V.8
PIRAMIDE PEQUENA 3 2 2 3 8 ' [ 1/2

51 Observa estos poliedros:

A B
o w=

a) Comprueba que en el poliedro A se cumple la férmula de Euler.
b) ;Cudntas caras, vértices y aristas se afiaden o se quitan al pasar del A al B?
¢) :Se cumple la f6rmula de Euler en el poliedro B2
a) c=14; v=24; a=36 > c+v—a=14+24-36=2.

Se cumple la férmula de Euler.
b) Contamos las caras, vértices y aristas del cuerpo B:

c=10; v=16; a=24.

c) El cuerpo B verifica la férmula de Euler, pues 10 + 16 — 24 = 2.

Aunque parezca que esto es una contradiccién al ser un cuerpo con un agujero, no lo es,
pues el cuerpo B no es un poliedro.

Los poliedros estdn limitados por caras que son poligonos, y el cuerpo B tiene dos caras, la
superior y la inferior, que no son poligonos pues tienen agujeros.
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Entrénate resolviendo otros problemas

* Al naufragar su barco, dos marineros y su mono llegan a una isla desierta. Como no tie-
nen nada que comer, recogen pldtanos y se van a dormir.

Por la noche, un marinero se despierta, da dos plitanos al mono y se come la mitad de los
restantes. Después, se despierta el otro marinero, que también da dos plitanos al mono,
hace tres partes con los que quedan y se come dos de esas partes.

Por la mafiana, se reparten, entre los tres, los plitanos que quedan.

En ningiin momento ha sido necesario partir ningtin plétano. ;Cuil es el nimero minimo
de platanos que podrian haber recogido? ;Cudntos plitanos se ha comido cada uno?

Se levanta el marinero 1:

MONO MARINERO 1 QUEDA

H =

MARINERO 2

El nimero de pldtanos que queda tiene que ser multiplo de 3, ya que se los reparten entre los
dos marineros y el mono. El mds pequefio de esos multiplos es 3. Ahora, vamos rellenando con
nameros los gréficos hacia atrds:

. > > %

1 1l ]
11 11

El nimero minimo de pldtanoses 11 + 11 + 2 = 24.

El marinero que se despierta en primer lugar se ha comido 12 pldtanos; el otro marinero, 7, y
el mono, 5.

* Tienes estas cinco monedas:

:Cudntas cantidades distintas de dinero podrias formar?

La menor cantidad de dinero que se puede formar con estas monedas es 10 céntimos, y la ma-
yor, 190 céntimos (10 cts + 10 cts + 20 cts + 50 cts + 1 €).

Se pueden formar todos los multiplos de 10 entre esas cantidades:

10 céntimos — moneda de 10 cts 20 céntimos — moneda de 20 cts
30 céntimos — 20 + 10 40 céntimos — 20 + 10 + 10

50 céntimos — moneda de 50 cts 60 céntimos — 50 + 10

70 céntimos — 50 + 20 80 céntimos — 50 + 20 + 10

90 céntimos — 50 + 20 + 10 + 10 100 céntimos — 1 €
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* Calcula el drea de un cuadrado cuya diagonal coincide con el lado de otro cuadrado de
10 m? de superficie.

&

* El drea del cuadrado de lado 4 es A; = d* = 10 m?.

 El 4rea del cuadrado de lado / es la mitad del 4rea del cuadrado
de lado 4. Por tanto: A, = [2=10:2=5m?

El 4rea del cuadrado de lado / es de 5 m?.
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AUTOEVALUACIGN

v

1

Describe el poliedro que se obtiene truncando un octaedro regular mediante planos que
cortan las aristas a un tercio de su longitud. ;Se trata de un poliedro semirregular? Expli-
ca por qué.

Se obtiene un cuerpo geométrico formado por 6 cuadrados, uno por cada vértice del octaedro
y 8 hexdgonos regulares, uno por cada cara del octaedro. En cada uno de sus vértices concu-
rren un cuadrado y dos hexdgonos.

El octaedro asi truncado es un poliedro semirregular porque estd compuesto por caras que
son poligonos regulares de dos tipos, cuadrados y hexdgonos, y en cada vértice concurren los
mismos tipos de poligonos.

Describe los planos de simetria del octaedro regular. Di tam-
bién cudles son los ejes de giro y de qué orden es cada uno.

Planos de simetria. Tiene, en total, 9.

* De las 12 aristas del octaedro, cada cuatro estdn contenidas en un
mismo plano.

Cada uno de estos planos es un plano de simetria. De estos, hay 3.

* Cada par de aristas paralelas forman un plano. El plano perpendicular a cada uno de estos
es un plano de simetria. De estos, hay 6.

Ejes de giro. Tiene, en total, 13.
* Tres ejes de giro de orden cuatro, las rectas que unen vértices opuestos.
* Seis ejes de giro de orden dos, las rectas que unen los centros de aristas opuestas.

* Cuatro ejes de giro de orden tres, las rectas que unen los baricentros de caras opuestas.

Calcula la superficie total de:

a) Una pirdmide de base cuadrada en la que la arista lateral y la arista de la base son igua-
les y miden 10 cm.

b) Un tronco de cono cuyas bases tienen radios de 9 m y 6 m, y la generatriz mide 5 m.

a) 10 cm
10em b= 102-52 = 8,66 cm
Qo& SPIRAMIDE =107 + 4(%) ~ 273,21 cm?
> 10 cm
10 cm

5m g

T

RONCO DE CONO — TE(G + 9) S5+ 62 +T- 92 = 1921 = 603,19 m?
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4 En una esfera de 8 cm de radio se dan dos cortes paralelos a distintos lados del centro,
alejados de é1 2 cm y 3 cm, respectivamente. Calcula la superficie de la zona esférica com-
prendida entre ambos cortes.

La altura de la zona esféricaes h =5 cm.
SZONA ESFERICA — 2w -8 -5 =80m~ 251,33 sz

5 Calcula el volumen de estos cuerpos:

®,

N

4 cm

& 3m
[N

@V=7-6-1+3-2-1=48m>
® Altura del cono: h = y5%2 - 4% =3 cm

V= %n 42,3 4. 4%2.84+ %%n .43 % 50,27 + 402,12 + 134,04 = 586,43 cm?

©

2 4 =;%2x=12—>x=6cm

6+x x

6 ‘/TRONCO=%82'12_%'42'62224Cm3

6 Con este sector circular se construye un cono. Halla el radio de su base, su altura y su
volumen.

La longitud de la semicircunferencia es L = ~ 56,55 c¢m, y coincide con la de la

21 - 18
2

circunferencia de la base del cono. Por tanto:
Su radio es 56,55 = 2nr — r=9 cm.
Laalturaes /= 418%-92 = 15,69 cm.

El volumenes V= % .m-9%2.15,69 ~ 1330,87 cm?

7 Dos ciudades estin en el ecuador y sus longitudes se diferencian en 10°. ;Cudl es la dis-
tancia entre ellas? (Radio de la Tierra: 6371 km)

360 _ 10 _, .. 1111

40000 x
La distancia entre las ciudades es, aproximadamente, de 1111 km.
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8 Las coordenadas geogrificas de San Petersburgo son 60° N 30° E, y de Oslo, 60° Ny 11° E.
Halla la longitud del arco del paralelo que va de la una a la otra.

Utilizando lo visto en el ejercicio resuelto de la pagina 229, el paralelo 60° mide, aproximada-
mente, 20015 km.

Entre ambas ciudades hay un arco de 30° — 11° = 19°. Por tanto, la distancia entre ellos es

20015 ;g0 _
Seor 197 = 105635 km.
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS
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Resuelve

1 En el tridngulo de la figura A de la pdgina an-
terior, ;qué dngulo gira cada una de las piezas
recortadas para dar lugar a la pieza con forma
de «pajarita»?

Cada una de las piezas recortadas gira 180°.

2 Describe los movimientos que se mencionan arriba, para la transparencia que calca la
figura B.

Para que Py se superponga sobre P, hay que mover el papel a la derecha la distancia AB.

Para que P, se superponga sobre P; hay que girar 60°, en el sentido de las agujas del reloj,
alrededor de B.

Para que Pj se superponga sobre P4 hay que mover el papel hacia abajo la distancia BC y
girar 60°, en sentido contrario al de las agujas del reloj, alrededor de C.

3 Supdn que la figura B se expande indefinidamente en todas direcciones. ;En qué punto
clavarias un alfiler para que, al girar la transparencia, desaparezca el color blanco?

Pondriamos el alfiler en cualquiera de los vértices de cualquier pajarita.
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3 ) TRASLACIONES
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1 El mosaico de abajo se llama «multihueso». H;, H,, H; y H, son «huesos». Se pueden
estudiar las transformaciones por las que se pasa de unos a otros.

a) ;Cudles de estas transformaciones son traslaciones?

b) ;:Cudl es el vector que caracteriza la traslacién que transforma H; en H,? ;Y el que
transforma H, en H;? ;Y el que transforma H; en H;?

a) Son traslaciones H;, H, y Hs.
b) El vector que transforma H; en H, es (8, 0).

ﬁ?% Rl Bub
. %@;%

i 6 i

099 &9 ¢
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2 a) Traslada el tridngulo de vértices A(3, 1), B(4,-2) y C(8,-1) segiin el vector t (=1, 4).
?(_L 4) :-.
AV A3, 1)
: S
T s
B4,-2)

Comprueba que los tridngulos ABC y A'B'C' son iguales.
b) Comprueba que la recta 7: y = 3 — 4x se transforma en si misma (es doble).

Para ello, toma varios puntos de  [por ejemplo, (0, 3), (1, -1), (-2, 11)] y comprue-
ba que sus transformados estin también en 7.

a) Los dos tridngulos son iguales.
Y

Sl B L )
4 CI=7.3)
2 =(3,2)
Al=3,1)
3 X
L C-(8,-1)
B-(4,-2)
b) CEE315)
C-(2,10)
A= (L7
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3 Dibuja unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado. Traza con compis la circunfe-
rencia C de centro O(3, 4) y radio 5.

a) Comprueba que C pasa por P(0,0), Q(6,8) y R(3,-1).
b) Traslada los puntos O, P, Q y R mediante la traslacién T de vector ;(6, -2).

¢) Comprueba que la circunferencia cuyo centro es O'=T(O) y radio 5 pasa por P', Q'
y R

a) La circunferencia pasa por P, Q y R.
Y

_'}?(Sa _1)

b) Los puntos trasladados son P, Q' y R
Y

PERySSIGED

*R[(9,+3)

c) Al trasladar O, encontramos el centro O'(9, 2). La circunferencia pasa por los traslada-

dosde P, Qy R




MANAYAESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

4 ) GIROS. FIGURAS CON CENTRO DE GIRO
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1

Dibuja unos ejes coordenados en una hoja de papel cuadriculado. Considera el giro G
de centro O(0, 0) y dngulo o = 90°.

a) Transforma mediante G los puntos A(-5, 0), B(0,5), C(4, 3) y senala el tridngulo
A'B'C' transformado del tridngulo ABC.

b) :En qué se transforma la recta que pasa por 4 y B?

©) :En qué se transforma la circunferencia de centro O vy radio 72

a) Y B
C'
C
A 0
B X
AV

b) Se transforma en otra recta perpendicular a la primera.

¢) La circunferencia se transforma en ella misma.

Recuerda el mosaico «multihueso» que ya hemos visto en un ejercicio anterior.

a) Describe un giro que transforme H; en Hy.
b) Describe un giro que transforme H; en Hj.

a) Es un giro de 90° con centro el punto marcado:




MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

3 Las siguientes figuras, stienen todas centro de giro? Explica por qué, halla el orden de
cada uno y calcula el 4ngulo minimo de coincidencia mediante giro.

Todas las figuras tienen centro de giro O porque al girarlas alrededor de O coinciden consi-
go mismas 7/veces, contando con la posicién inicial.

A Tiene orden n=12 — 360° 12 = 30°.

B Tiene orden infinito Cualquier giro la hace coincidir consigo misma.
C Tiene orden 7 =10 — 360° 10 = 36°.

D Tiene orden 7 =8 — 360°: 8 = 45°.

E Tiene orden »=10 — 360° 10 = 36°.

F Tiene orden 7 =30 — 360°: 30 = 12°.
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5 ) SIMETRIAS AXIALES. FIGURAS CON EJES DE SIMETRIA
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1 ;Dibuja en tu cuaderno unos ejes coordenados y traza sobre ellos el cuadrildtero F cu-
yos vértices son, respectivamente, A(0, 1), B(3,4), C(7,1) y D(4, 0).

a) Dibuja el cuadrilitero transformado de F mediante la simetria de eje X. ;Qué coordenadas
tienen sus vértices?

b) Dibuja el transformado de F mediante la simetria de eje Y. ;Cudles son las coordenadas
de sus vértices?

B'" Y B
= I N a) A'(0,-1); B'(3,-4); C'(7,-1); D'(4,0).
A b) A"(0, 1); B"(=3, 4); C"(=7,1); D"(4, 0).
D' |_—t T X
AT c
///
it

2 Consideramos la simetria S de eje la recta y = x. Dibuja los transformados median-

te S de:

a) Los puntos A(3, 1), B(4,0), C(0, 4), D(5,5).
b) El eje X.

c) El ¢je Y.

d) La circunferencia C; de centro (1, 4) y radio 2.

e) La circunferencia C, de centro (3, 3) y radio 5.

Y Y Y

a) b) Fje X" c)

C=5B' D'=D

Al

7 \\.A / . \‘\ Eje YT
“.C'=B N X i X
X

d) Y C) Y C, )

Cll
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3 Copia esta figura en tu cuaderno y sefiala en ella los ejes de simetria:

4 Encuentra los ejes de simetria de las siguientes figuras:

0 &
wh e

No tiene

5 Dibuja en tu cuaderno una figura con 7 ejes de simetria que no sea un poligono regular,

donde:
a)n=3 b)n=4
con=1 d)n=0

Respuesta abierta.
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© ) COMPOSICION DE MOVIMIENTOS
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1 Copia en tu cuaderno este dibujo:
]
/N

FHAFLEEH

a) Traslada la figura mediante el vector u(1, 3) y aplica al resultado una simetria de ¢je Y.

b) Realiza la composicién contraria al apartado anterior: primero la simetria y después la
traslacién. ;Obtienes el mismo resultado?

a) Y
'\\\ | |
N
/1 X
L ——T|
b) Y
1
L
'\\\
Z DN
\ / X
\\\ | //

No se obtiene el mismo resultado que en a).

2 Dibuja en unos ejes coordenados el tridngulo A de vértices A(0, 0), B(0,3) y C(3, 0).
Realiza sobre él una traslacion T; de vector u(2, 1) y luego otra T, de vector
v (=1, 2). ;Podrias haber realizado solo una traslacién? ;Cudl seria su vector?

Y
B r
B ) . iy
BlAl TSI\ | Se podia haber realizado una sola traslacién de
[T vector w=n+0=2,1)+(=1,2) =(1, 3)
A C
A C X
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3 Considera las simetrias S; y S, deejes x=0 (el eje ¥) y x =06, respectivamente.

a) Transforma el tridngulo A del ejercicio 2 de la pdgina anterior mediante S; com-
puesta con S,.

b) Transforma A mediante S; compuesta con la simetria de eje X.

Y e): x|= erx|=0
BB B’
a) A'(0,0); B'(0,3); C'(-3,0).
n n n / \
A"(12,0); B'"(12,3); C"(15,0). C C Cc”
A'[A A’ X
Y
BB
b)A’(O, 0)’ B,(O) 3)) C,(_Ss 0) C / \ C X
A"(0,0); B"(0,-3); C"(-3,0). C A2 4"
(0,0); B"(0,-3); C"(-3,0) R ams
B"

4 Dibuja en unos ejes coordenados un cuadrildtero de vértices A(1, 3), B(6,5), C(7,-1)
y D(-1,-2).
a) Halla las coordenadas del cuadrildtero transformado mediante la composicién de dos
simetrias de ejes X e Y.

b) La composicién de las dos simetrias corresponde a un giro cuyo centro es el origen de
coordenadas. ;Cudl es el dngulo de giro?

a) A(1,3) » A'(-1,3) > A"(-1,-3)
B(6,5) — B'(-6,5) — B"(-6,-5)
c7,-1) » C'(-7,-1) = C"(-7,1)
D(1,-2) - D'(1,-2) —» D"(1,2)

b) El dngulo de giro es 180°.
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J ) MOSAICOS, CENEFAS Y ROSETONES
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1 Copiay completa en tu cuaderno los siguientes mosaicos:

a) [ ] [ ] b)

VA WA
IV Vi V4
ANV NNA

A
IV Ve
‘ﬂi‘ﬂk“

a4y Ay

ay &y
TN N NN
AN TANP L ANF AP

TN NN
A AP A
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2 Copia y completa en tu cuaderno los siguientes frisos. ;Cudl es el menor trozo que se
repite en cada uno?

AN | )

AN SAIIAAN AN SAMAAN

Al N1~ |~ T~ /5%
/ N/ \/ \/ \/ §
/' \ /\ /' \ /' \ 5
AN AN N AN AR

A Motivo minimo: B Motivo minimo:

D)

/ \
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3 Copia y completa en tu cuaderno los siguientes rosetones. Después, contesta a las pre-

guntas:
A

a) ;De qué orden de giro es cada uno de ellos?

b) ;Cudl es el menor trozo que se repite en cada uno?

B

A. Este rosetén es de orden 4. El motivo minimo es el siguiente:

B. Este roset6n es de orden 8. El motivo minimo es el siguiente:
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A 4
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Hazlo tu

* Encuentra movimientos que dejen invariante la cenefa @ de la pdgina anterior.
a) Con color. b) Sin color.

a) Dejan invariante la cenefa, respetando los colores, la traslacién de vector ¢ y la simetria de
eje e.

b) Si no tenemos en cuenta el color, también deja invariante la cenefa el giro de centro O y
dngulo 180°.

)
@ ——
1 1 I

Hazlo tu

¢ :Qué movimientos dejan invariante el roset6n @ de la pdgina anterior?
Llamamos O al centro del rosetén.
El giro asociado al rosetén es de centro O y o = 360°: 16 = 22,5°.

Otros giros de centro O y dngulos 20, 30, ... 1500 también dejan invariante la figura. Es
decir, O es un centro de orden 16.

Ademds, tiene 16 ejes de simetria que pasan por O.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
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Trasluciones. Vectores

1 a) Representa en papel cuadriculado la figura Hy traslidala mediante el vector t; (6, 1).

Llamamos H; ala figura resultante.

b) Dibuja la figura H, transformada de H; mediante la traslacién t,(3, —4).
¢) Indica el vector de traslacién que permite obtener H, a partir de H.

d) ;Qué traslacién habria que aplicar a H, para obtener H?
a) y b)

c) El vector es ;; =(6,1) + (3, -4) = (9, -3), respresentado en la imagen.
d) Es el vector —;; = (-9, 3).

2 Responde a los apartados de la actividad anterior con esta otra figura:

a) yb)

/\

)

/
[ T

c) El vector es ;; = (9, -3).
d) El vector —;; = (-9, 3).
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3 Hallalos vectores t;, t, t3 y t; que nos permiten transformar F en cada una de las

otras figuras.

F;

L

=51 1 =(=1,2); 13=03,-3); 75=(7,1)

4 Repite la actividad anterior con estas otras piezas:

B

1

5

E

3

f=0,3); 5,=0,1); 15 =02,-2); 2 =5,-1)

Giros

5 Dibuja las transformadas de esta figura mediante un giro de centro A y dngulo o = 60°,

y otro del mismo centro y 4ngulo [3 = —60°.
B
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6 Se ha realizado un giro de centro O que transforma A en D.
a) Indica en qué puntos se transforman los puntos E, G y H.
b) :En qué se convierten los trapecios circulares 1, 3, 6y 72
¢) ;:Ha cambiado la disposicién de colores de la figura original?

d) Define el giro realizado (centro y 4ngulo) en el caso de que sea positivo y en el que sea
negativo.

e) Si nos fijamos en los colores, ;cudl es el menor dngulo de giro que hace que la figura se
quede igual?

a) El punto £ se transformaenel H; el punto G, enel B; yel H, enel C.

b) El trapecio circular 1 se convierte en el 6; el 3, enel 8;¢el 6, enel 3; y el 7 en el 4.
c) El color si cambia.

d) Los giros realizados tienen centro O y dngulos 135° y —225°.

e) El menor dngulo de giro para que los colores de la figura no cambien es 90°.

7 Indica el menor 4ngulo que se debe girar alrededor de O cada una de estas figuras para
mantenerse idénticas y halla el orden del centro de giro de O.

a) I I b) ' c)
a) El menor dngulo es 45°. El centro es de orden 8.

b) El menor dngulo es 72°. El centro es de orden 5.

¢) El menor dngulo es de, aproximadamente, 51,43°. El centro es de orden 7.
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8 a) Indica dénde tiene el centro de giro cada una de las siguientes figuras:

b) Halla el orden de cada uno de estos centros y calcula el é.ngulo minimo de coinciden-

cia mediante giro.

¢) ;Cuiles tienen, ademds, centro de simetria?

a) El centro de cada figura es su centro de giro.

b) Todas tienen centro de giro de orden 7 porque el punto central de cada una permite girar

la figura y que coincida con ella misma 7 veces.

Los 6rdenes de giro de cada una y sus dngulos minimos de coincidencia son:

A B C D E
ORDEN DE GIRO 8 4 3 6 12
ANGULO MIiNIMO 45° 90° | 120° | 60° 30°

¢) Todas las figuras tienen centro de simetria excepto la C.
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Simetrias

9 Indica en cada caso si se trata o no de un eje de simetria:

a) b) © d) =
W
ik

Son ejes de simetria los de las figuras b), ¢) y d).

En a) no hay eje de simetria.

10 Indica si cada uno de los puntos dibujados sobre las figuras es o no centro de simetria:

a) b) 9) d)

Q Revisa el margen de la pdgina 244.

Son centros de simetria los de las figuras a) y ¢).

11 Copia en tu cuaderno y sefiala los ejes de simetria de estas figuras:

(& %
& ¢

N

12 Indica cudles de las figuras de la actividad anterior tienen simetria central y sefala su
centro.

Tienen simetria central las figuras d) y e). Sus centros estdn en el punto de corte de sus ejes de
simetria, dibujados en el ejercicio anterior.
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13 Calcula las coordenadas de los vértices de la figura F transformada mediante:
a) La simetria de eje X. Y
b) La simetria de eje Y. D

¢) La simetria central que tiene por centro el origen de coordenadas.

d) La simetria que tiene por eje la recta que pasa por C y B.
e) La simetria central que tiene por centro el vértice B.

f) ;Qué puntos o segmentos son invariantes con respecto a las simetrias de los apartados

d)ye)
a) A .
D<>7 A'=(=3,-5)
ECI E BV= (13_4)
AL C'=(3,-1)
py! 7‘B ’
| D'= (-4, —4)
A
b) A LA A'=(3,5)
DD' B'=(-1,4)
KN C'=(,1)
D'= (4, 4)
c) A 5
Ko A7 A'=(3,-5)
C \::\I BV= (_13_4)
\ ' C'=(3,-1)
D'= (4, —4)
d) 4 iz A'=(0,84; -0,12)
D 3 B'=B=(l,4)
/C’ A’ Clz C= (_39 1)
‘ \l/)" D’= (_034;_0)8)
C) C'
; A'=(5,3)
5 Z D B'=B=(1,4)
A C'=(5,7)
& D'= (6, 4)

f) Con respecto a la simetria del apartado d), el segmento BC es invariante, y con respecto a
la del apartado e), es invariante el punto B.
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14 Copia en tu cuaderno y completa la figura de la derecha para que el punto O sea el cen-
tro de una simetria central.

Mosaicos

15 Completa en tu cuaderno el siguiente mosaico a partir de la pieza azul. Busca una forma
de engranarla distinta de la de la derecha.
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16 a) Completa en tu cuaderno estos mosaicos:

@

W gt
>

b) Identifica, en cada uno de ellos, algunos movimientos que lo transformen en si mismo.

b) * En la primera figura podemos encontrar diferentes traslaciones y giros:

Traslacién de vector ¢t = (1, 3) Traslacién de vector t = (2, 0)

Giro de centro O y dngulo o = 180°
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e En la segunda figura encontramos traslaciones y giros:
g y

Traslacién de vector t = (3, 2) Traslacién de vector t = (4, 0)

* En la tercera figura hay traslaciones, giros y simetrias.
— Vectores de las traslaciones: t; = (2, 3); t, = (4, 0); ...

— Giros con centro en el centro de los rombos verde oscuro y dngulo o = 180°, por
ejemplo.

— Ejes de simetria verticales y horizontales que se cortan en el centro de los rombos
verde oscuro.

* En la cuarta figura hay traslaciones, simetrias y giros.

— Traslaciones que llevan, por ejemplo, del vértice inferior de un cuadrado al vértice in-
ferior de otro cuadrado que estd en una posicién mds arriba y desplazado a la derecha.

— Giros de 45° con centro en el centro de los cuadrados.

— Ejes de simetria verticales y horizontales que coinciden con los lados de los tridngulos.
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17 Completa en tu cuaderno los siguientes frisos. ;Cudl es el motivo minimo en cada uno
de ellos?

A

Motivo minimo

A

Motivo minimo

B
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18 Completa en tu cuaderno estos rosetones:

a) ;De qué orden de giro es cada uno de ellos?

b) ;Cudl es el motivo minimo en cada uno de ellos?

a) A — giro de orden 4.
b) A |
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Resuelve problemas

19 a) Representa, en tu cuaderno, las transformadas de estas figuras mediante la simetria
cuyo eje es la recta y = —«:

D

7@

b) ;Cudl es la ecuacién de la transformada de la recta que pasa por A y B?

¢) ;Alguna de las figuras es invariante?
a) A’
7 G !
ASERG
F /B
H

A4 <G

b) La transformada de la recta que pasa por A y B es la misma recta, ya que es perpendicu-
lar al eje de simetria. Su ecuacién es y = x + 2.

¢) Si, es invariante el circulo.

20 a) Dibuja en tu cuaderno la imagen C; transformada de C mediante la simetria de eje 7.

7 S

™\

b) Dibuja C,, transformada de C; mediante la simetria de eje s.

¢) Define el giro equivalente a la composicién de las dos simetrias que transforman C
en C,.

a) yb)

c) El giro equivalente a la composicion de las dos simetrias es de centro O y dngulo —90°.
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21 En unos ejes coordenados, considera el vector t de origen (0, 0) y extremo (3, 5).

Lo designaremos, simplemente, t(3,5).

3

(0,0]

a) Traslada los puntos A(0, -4), B(-3,-5), C(0,0) y D(5,-1) mediante este vector.

b) Comprueba que los puntos M(1, 3), N(7,-1) y X(4, 1) estdn alineados. Trasld-
dalos mediante el vector t y comprueba que sus correspondientes también estin
alineados.

a) Trasladamos cada punto por el vector t=(3,5).

b) [ ¥ ,
8 \m]\V[

6 o

\\\4 . N 1\\{’
M
XL
2 14 1 6.)/8 110X
N AL

22 Observa la cuadricula.
Un giro de 180° alrededor de O(3, 3) transforma el punto P(1,1) en P’(5,5).

a) Identifica otros tres movimientos que transformen P en P’
b) ;Cudl es la imagen de A(1, 3) en cada uno?
a) Otros movimientos que convierten P en P’ son:
— La simetria central de centro O (mismo movimiento que el giro descrito en el enunciado).
— El giro de centro O y dngulo —180°.
— La traslacién de vector £ = (4, 4).
— La simetria axial de eje la recta que pasa por O vy es perpendiculara PP'.
b) En la simetria central y los giros, A'= (5, 3).
En la traslacién, A'= (5, 7).

En la simetria axial, 4'= (3, 5).
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23 Determina cada uno de los tres movimientos que trans-

B
forma A en A' y designa en cada caso los vértices y los ¢
lados de A' teniendo en cuenta de qué vértices de A pro- A
vienen. Por ejemplo: P

C

Un giro de centro C y dngulo —60° transforma:

A—B=A'
B— B’
cC—->C=C
Movimiento 1: giro de centro B y dngulo 60°. B-B
A—>A=C ¢
B— B=B A ¢

, b
C—-C Bt ¢
Movimiento 2: simetria axial de eje la recta que contiene al lado 4. BB
A—> A ¢
B —> B=F' A A’
C - C=C b

c=C

Movimiento 3: simetria central de centro el punto medio del BoC
lado 4. c
A— A 4 A
B — C=5B' b

C - B=C C=B



24 Encuentra una traslacién, un giro y una simetria que
transformen A en A'. Nombra, en cada caso, los vértices

de A'.

e Traslacién de vector ¢ = AC.

A— C=4
B — B’
Cc - C

’

* Giro de centro C y dngulo —120°.

e Simetria de eje la recta que pasa por

A— A
B — B’

C—> C=C"

A —= A
B — B’
C—> C=C

’

B B’
A A'
.A C:AV C’
B A’
A A
A C=CY B,

C vy es perpendiculara AC.

B B’

25 Queremos alicatar una pared de 4,6 m X 3 m con azu-

lejos cuadrados de 20 cm de lado como este:

a) Completa, en tu cuaderno, un mosaico de 7 X 7 azu-

lejos.

N

b) Averigua cudntos circulos grandes y cudntos peque-
fos (completos) habri en la pared alicatada.

MANAYAESO
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\
-

/
N

E\;J
1N

¢©) :Qué proporcién de cada color (superficie) habra en la pared? Radio del circulo gran-
de: 10 cm; radio del circulo pequefio: 4 cm.

a)

.

-

Ji\/$\
NT

J$k/$\
NT
J$\/$\

NT

N

I

)
*

) -

e
'/\$/\ a
VN
'/\$/\ a
PPN
'/\$/\ a

e

) -

e

LKJ
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b) La pared es de 460 cm x 300 cm; por tanto, caben 23 columnas x 15 filas de azulejos.

Como cada 2 x 2 azulejos hacen un circulo grande completo, y no debemos contar los que
se quedan “medios”, es como si tuviéramos 22 columnas x 14 filas de azulejos.

Habrd entonces 11 columnas x 7 filas de circulos; es decir, 11 - 7 = 77 circulos grandes.

Observa la figura:
e Ve VT e e e e e e e e e 4
N N® %% 0 ~® 000 ~0 0 ¢
b7 e e T el oele e le e e Ve Vel
N N & ®® 0% & "0 ¢
TIVar' S NP SNPF SNPS SNV SNPS SNPF SNPF SNPF INPF INPF NP
-8
0@ A N A nN® A nN® A nN® A N® ¢
PN & & & & 6 1 ¢

N
N
o

A/$\V/$\J/$\J
INT ANT AN

N
N

N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N

N
N
N
N
N
R\
N
AR\
LV

$\V/$\q/$\J/$\J
MNTANTANT AN

LJ

N
N

A/$\V/$\J/$\J
NTANTANT AN
N

o

o

/$\/
Jan)

N

Jan)

N

Jan

N

Jan
/$\J$\/$\J$\/

ol Jant Jan\l Xan
/$\/

Jan
PN

g

$\/

Jan

o

NANA

o

L

(] (1 N

N
N

fanl Fark Yarl Xan\ Xaa\ Js Ja fan
e e e e e e e e e e gl
T 2 3 4 56 7 8 o0 mn 123516y 181 0 0 2 2

Contamos los circulos pequefios por columnas: comenzamos con la primera y vamos afa-
diendo columnas.

El niimero de circulos pequenos (completos) depende de que la columna sea par o impar.
Vedmoslo:

1.% columna: 7 circulos pequenos completos.
2.% columna: se suman 3 - 7 + 1 = 22 circulos pequefios completos.
3.7 columna: se suman 7 circulos pequefios completos.

4.* columna: se suman 3 - 7 + 1 = 22 circulos pequefios completos.

Asi, en las columnas pares se anaden 22 circulos completos y en las impares, solo 7. Del 1
al 23 hay 11 columnas pares y 12 impares.

Por tanto, habrd 11 - 22 + 12 - 7 = 242 + 84 = 326 circulos pequenos completos.
c¢) La proporcién de cada color en la pared es igual a la proporcién de cada color en un solo
azulejo, ya que todos son iguales.
El cuadrado tiene 20 - 20 = 400 cm? de superficie.
El color rojo estd en las dos mitades del circulo pequeno; es decir, un circulo pequeno

completo (con 20 cm de radio).

6
Por tanto, el color rojo ocupa una superficie de 7 - 20 3491 cm?.

6

El color amarillo ocupa un cuarto de circulo grande (con 10 cm de radio):

%-n- 102 ~ 78,54 cm?>

Con estos datos, ya podemos hallar las proporciones de los colores que hay en cada azulejo
y, por tanto, en toda la pared:

. 34,91 _ 0

ROJO: 300 ° 0,0872 =8,72%
. 78,54 B o
AMARILLO: 700~ 0,1963 = 19,63 %

AzuL: 100 — (8,72 + 19,63) = 71,65 %
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26 Encuentra algunos movimientos que dejen invariante este mosaico.

/\ /\ /\
@@=
MOIOION
PP @Pu@P=@=
MOIOIOK
0:9:9:9:9:9=
oereie 0 03
v.“‘.A".A".A". X

/\
9=Q=Q

. I
:Es regular este mosaico?

<]
3
)
3
%
g

. : >
:Es semirregular?

* Respuesta abierta: Por ejemplo:

— Todas las traslaciones que van de un centro de un hexdgono a otro centro de otro
hexdono.

— Giros con centro en el centro de algtin hexdgono y dngulos de 60°, 120°y 180° ...
— Simetrias con ejees que pasan por los vértices opuestos de cualquiera de los hexdgonos.

* Se trata de un mosaico semirregular, pues estd formado por tridngulos equildteros, cuadra-
dos y hexdgonos regulares.



MANAYAESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Pagina 256

27 Las figuras siguientes tienen centro de giro. Explica por qué, halla el orden de cada uno
o de coincidencia mediante giro.

Todas tienen centro de giro porque al girarlas alrededor de su centro coinciden consigo mis-
mas un nimero entero de veces.

a) Orden de giro — 8. Angulo minimo — 360°: 8 = 45°
b) Orden de giro — 6. Angulo minimo — 360°: 6 = 60°
¢) Orden de giro — 16. Angulo minimo — 360°: 16 = 22,5°
d) Orden de giro — 4. Angulo minimo — 360°: 4 = 90°
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28 Con la baldosa de la izquierda, se puede hacer un suelo como el de la derecha.

* o o6
* o oo
* o oo
L NN SN S 2

:Con cudles de estas otras se puede construir el mismo suelo si lo inico que importa es
la disposicién de los cuadrados rojos, no las lineas entre baldosas?
A B C

__________

_________

_________

Se puede construir el mismo suelo con las baldosas A, B, C, D, G, He L.
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29 Las figuras A y B son iguales (compruébalo).

GEEES

Oe
a) Lleva la figura A hastala B mediante una traslacién seguida de un giro.
b) ;:Cémo encontrarias el centro de un giro mediante el cual se transformara directa-
mente A en B?

Q" Busca el giro que transforma la base de A (segmento rojo) en la de B.

¢) Describe las transformaciones anteriores utilizando unos ejes de coordenadas con
centro en O.

a) Trasladamos la figura A hasta A’ mediante el vector 7010, =2), después giramos A’
centrando en C con un dngulo de —90°.

/,/’/ \\ B

—~
- e T
1
!

-

0) ’,’ \
7 G

b) Trazamos el segmento DF y su mediatriz y el segmento EG y su mediatriz. El punto
donde se cortan ambas mediatrices, H, serd el centro del Gnico giro, de dngulo —90°, que
convierte la figura A enla B.

¢) La traslacién es de vector 7 = (10, —2). El giro es de centro C'= (11, 6). El altimo giro
tiene centro en el punto H = (5, 2).
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31 Para golpear la bola roja con la blanca después de un doble rebote, se ha hecho un inten-

to fallido (linea punteada).

Dibuja en tu cuaderno el punto de labanda s de la mesa de billar donde debe golpear la
bola blanca para que esta rebote a dos bandas y toque la bola roja.

* Brepresenta a la bola blanca.
* R representa a la bola roja.

* La distancia entre los ejes de simetria ¢; =S y ¢, es la misma que la anchura de la mesa

de billar.

* R"y R son el resultado de aplicar a R la simetria de eje ¢; = § y, después, al resultado
R’, la simetria de eje e,.
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Resuelve: un poco mas dificil

32 Dos personas, P; y P,, se encuentran en un pasillo de espejos.

D% / / E
lmli’/\ |
Cd:'52 9m Pli

i i 5m

AR : 3 B

Teniendo en cuenta la columna C, halla la distancia a la que P, cree vera P, cuando
P, mira hacia el espejo AB.

Por el teorema de Pitdgoras:

#=92+B3+5+1)?% 5> x*=2.81m? > x=9-42=~=12,73 m.

Py cree vera Py aunos 12,73 m.
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33 Se llama motivo minimo de un mosaico a una pieza teérica, lo mds pequenia posible,
repitiendo la cual se puede reproducir todo el mosaico. Los bordes de esta pieza «no se
notan» salvo que los hayamos pintado expresamente.

Por ejemplo, si en el siguiente mosaico trazamos ejes de simetria con dngulos de 60°:

descubrimos la pieza de aqui abajo como candidata a «<motivo minimo».

a) Reducela a la tercera parte de dos formas distintas.
b) ;Puedes hacerla aiin mds pequena?

¢) Descubre otro «motivo minimo» trazando ejes de simetria perpendiculares.

a) é % b)
c) 5 ;

adl SN
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Reflexiona

34 Si consideramos una transformacién que deja todo como estaba y donde estaba, a dicha
transformacién la llamaremos identidad (7).

a) Define un giro que sea equivalente a la transformacién identidad.
b) ;Cudntos giros de esta amplitud son equivalentes a una identidad?
a) Un giro de 360° y cualquier centro es equivalente a una identidad.

b) Tantos como queramos, siempre que sean completos: 2 - 360° = 720°, 3 - 360 = 1080° ...

35 Recuerda que dos transformaciones, 7'y T-!, son reciprocas si al componerlas de las
dos formas posibles se obtiene en ambos casos la transformacién identidad (J).

Encuentra la transformacién reciproca en cada uno de los siguientes movimientos:
a) Una traslacién de vector t (=5, 2).

b) Un giro de centro O(0, 0) y dngulo o = —45°.

¢) Una simetria de eje la recta y = .

a) Una traslacién de vector 7 (5, —2).

b) Un giro de centro O y dngulo o = 45°.

c) Es reciproca de si misma: una simetria de eje la recta y = x.

36 La composicién de movimientos no cumple la propiedad conmutativa, es decir, que, en
general, el orden en el que se aplican dos movimientos influye en el resultado final. Sin
embargo, si las transformaciones son de ciertos tipos, si se cample la propiedad conmu-
tativa.

Justifica en cudles de los siguientes casos es asi y en cudles no:
a) Composicién de dos traslaciones.

b) Composicién de dos giros del mismo centro.

¢) Composicién de dos simetrias axiales.

d) Composicién de una traslacién y un giro.

a) Si, es conmutativa. El resultado es otra traslacién de vector igual al vector suma de los co-
rrespondientes a las dos traslaciones.

b) Si es conmutativa. El resultado es otro giro del mismo centro y dngulo igual a la suma de
los dngulos correspondientes a los dos giros.

¢) No es conmutativa.

d) No es conmutativa.

37 Se dice que una transformacién es idempotente (o involutiva) si compuesta consigo mis-
ma da lugar a la identidad (es decir, si la aplicamos dos veces, todo queda como estaba).

Encuentra dos movimientos que sean idempotentes.
Por ejemplo:

Un giro de centro cualquiera y dngulo 180°, ya que al componerlo dos veces es equivalente a

la identidad.



MANAYAESO

Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

38 Justifica que solo se puede hacer un mosaico regular con tridngulos, cuadrados o hexigo-

nos. Para ello, ten en cuenta cudnto deben sumar los dngulos de los poligonos que con-
curren en un vértice de un mosaico. Y cudnto vale el 4ngulo de cada uno de los poligonos

regulares.

* Seis tridngulos equildteros encajan en el plano, pues sus dngulos suman 360°:

60°

60°- 6 = 360°

X

* Cuatro cuadrados encajan en el plano, pues sus dngulos suman 360°:

o

90
(] 90° . 4 = 360°

* No podemos encajar los pentdgonos regulares:

108°
180° - 3 =324° — Con tres pentdgonos no llega a 360°.

180° - 4 = 432° — Con cuatro pentdgonos pasamos de 360°.

g

* Tres hexdgonos regulares encajan en el plano, pues sus dngulos suman 360°:

120° - 3 = 360°

o4

* Al considerar tres poligonos de mds de 6 lados, la suma de los tres dngulos correspondientes
es mayor de 360° luego no se pueden encajar en el plano.
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Fabricacioén actual

La industria actual copia los disefios de los mosaicos nazaries pero en vez de construirlos
pieza a pieza, que seria mucho mds costosos en dinero y tiempo, los consigue mediante bal-
dosas cuadradas e iguales, con cuya composicién se obtiene el dibujo deseado. Observa las
ilustraciones de abajo:

* ;Sabrias decir cudles de estas baldosas sirven para reproducir el <multihueso»?

® *

¢ ;Te atreves a descubrir alguna por tu cuenta?
Todas las baldosas sirven para reproducir el mosaico multihueso.
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Entrénate resolviendo otros problemas

* Una cuadrilla de vendimiadores y vendimiadoras trabaja media jornada en una vina. Por
la tarde, la mitad pasa a otra vifia, que es la mitad de grande que la anterior, y ambos gru-
pos trabajan hasta el final de la jornada.

De esta forma, han terminado de vendimiar la vifia grande y queda un trozo de la peque-
fia, que acaba una sola persona en una jornada completa.

:Cudntas personas componen la cuadrilla?

La vifia grande se vendimia por la cuadrilla entera durante media jornada y por media cuadrilla
otra media jornada. Es decir, por la mafnana vendimian dos tercios de la vifia grande y, por la
tarde, el tercio que queda.

. 2/3 de vifa 1/3 de vifia
VINA GRANDE } } |
cuadrilla entera media cuadrilla
media jornada media jornada

La media cuadrilla que pasa a la pequefa, vendimia en media jornada lo que la otra mitad de la
cuadrilla; es decir, lo equivalente a 1/3 de la vifia grande. Y la vifia pequefa es la mitad de la grande.

. 2/3 de vifa 1/3 de vifia
VINA GRANDE | : } !
cuadrilla entera : media cuadrilla

media jornada media jornada

VINA PEQUENA = 1/2 DE LA GRANDE | /3 de vifia grande |

media cuadrilla
media jornada

Lo que queda, que es equivalente a 1/6 de la grande, lo acaba un jornalero en 8 horas al dia siguiente.

. 2/3 de vifia 1/3 de vifia
VINA GRANDE | r t |
cuadrilla entera : media cuadrilla

media jornada media jornada

, 1/3 de vifa grande
! media cuadrilla
media jornada

VINA PEQUENA = 1/2 DE LA GRANDE '

i—i<—1/6 vifia grande
1 vendimiador
1 jornada entera

Se concluye que cada sexta parte de la grande necesita un vendimiador un dia entero. Es decir,
6 vendimiadores para la vifia grande.

Lo que vendimian por la tarde de la pequefa es lo equivalente a 1/3 de la grande. Es decir,
otros dos vendimiadores.

Por tanto, la cuadrilla estd compuesta por 8 personas.
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¢ a) Tienes cuatro pesas de 1 kg, 2 kg, 4 kg y 8 kg y una béscula de dos platillos. Comprue-
ba que con ellas puedes realizar cualquier pesada de un nimero entero de kilos entre 1
kgy 15 kg.
b) Si afiades una pesa de 16 kg, ;hasta qué pesada puedes realizar? ;Qué pesas debes poner
para pesar 21 kg? ;Y para pesar 29 kg?
©) :Qué pesas mds deberias tener para poder pesar, al menos, 120 kg? Con esas pesas, ;cudl
es la mayor pesada que puedes realizar? ;Qué pesas debes poner para pesar 113 kg?

a) Marcamos en esta tabla las pesas que se pueden po-
ner en uno de los platillos para conseguir las distin-

tas pesadas, desde 1 kg hasta 15 kg. 1 kg x
b) Afadiendo una pesa de 16 kg se pueden pesar desde 2kg
1 kg hasta 15 + 16 = 31 kg. 3kg | X
Para pesar 21 kg, se pueden poner, en uno de los 4 kg X
platillos, las pesas de 16, 4 y 1 kilos: Skg | X %
16 +4+1=21. 0 kg 3
Para pesar 29 kg, se pueden poner, en uno de los Tkg | X X
platillos, las pesas de 16, 8, 4 y 1 kilos: 8 kg X
16+8+4+1=29. 9kg | X X
10 kg X
I1kg X X
12 kg X X
13kg | X X X
14 kg X X
15kg | X X X

¢) Después de 16, la siguiente potencia de 2 es 32, y como 31 + 32 = 63, no llegamos a los 120.
La siguiente potencia de 2 es 64, y como 63 + 64 = 127, con esta ya se consigue llegar a los 120.
Habria que anadir, por tanto, las pesas de 32 kg y de 64 kg.

Tenemos, pues, las pesas 1, 2, 4, 8, 16, 32 y 64, con las que podriamos pesar hasta 127 kg.
Para pesar 113 kg, habria que poner: 113 =64 + 32 + 16 + 1

~ O\

96 112
(faltan 17) (falta 1)

* Cortando las esquinas de un tridngulo equilitero se puede obtener un hexdgono regular.

:Cudl serd el drea de ese hexdgono si la del tridngulo original era de 90 m??

6_2

El hexdgono ocupa 9°% del drea del tridngulo.

Por tanto, su dreaes A = % .90 = 60 m=2.




AUTOEVALUACIGN

v

1 Averigua las coordenadas de los vértices del tridngulo transforma- Y
do del ABC mediante cada uno de los siguientes movimientos:

a) La traslacién de vector t.

b) La simetria de eje X.

MANAYAESO
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B(2,]5)

A(L, 2)

C(7,0)

vA

©) La simetria de eje Y. 0

d) El giro de centro O y dngulo —-90°.

e) :En alguno de los movimientos anteriores el punto P(0, 4) es doble?

f) :En alguno de los movimientos anteriores el eje Y es una recta doble?

a) A'(4,0); B'(5, 3); C'(10, 4)

b) A'(1,-2); B'(2,-5); C'(7,-6)

c) A'(-1,2); B'(-2,5); C'(-7, 6)

d) A'(2,-1); B'(5,-2); C'(6,-7)

e) En la simetria de eje Y el punto P(0, 4) es doble.

f) En las simetrias de eje X y deeje Y, el eje Y es doble

2 Llamamos S alasimetriade eje ¥, y T, ala traslacién de vector
t(2,-5).

a) Obtén la transformada de la figura F mediante la composicién

de S con T.

b) Obtén la transformada de F mediante la composiciéon de T
con S.

a) Y

A

A
AR\

b) La figura coloreada es el resultado de la composicién de movimientos.

\ X

Y

i\ﬁ
- K

A
‘\ X

A
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3 Considera las simetrias S; y S, deejes e; y e,, respectivamente.
Dibuja la figura F’ transformada de F mediante S; compuesta i i

con S,.

;Qué otro movimiento nos permite obtener F’ a partir de F? 2
b

Con una traslacién de vector (0, —8) se obtiene F' a partir de F.

4 Dibuja en papel cuadriculado un mosaico a partir de esta pieza:

Respuesta abierta.

5 Dibuja en tu cuaderno los ejes de simetria y los centros de giro de estas figuras.

A B C

Indica el orden del centro de giro de cada una. ;Cudl es el 4ngulo minimo de coincidencia?

A — Tiene 12 ¢jes de simetria. Todos pasan por el centro de la figura. 6 de ellos pasan por
el medio de dos brazos opuestos. Los otros 6 pasan por los vértices donde se unen dos
brazos.

El orden del centro de giro es 12, y el 4ngulo minimo de coincidencia es 360° : 12 = 30°.

B — Tiene 7 ejes de simetria. Cada uno de ellos pasa por el centro de la figura y por el punto
medio de uno de sus salientes.

El orden del centro de giro es 7, y el 4ngulo minimo de coincidencia es 360°: 7 =~ 51,43°.

C — Tiene 10 ejes de simetria. 5 de ellos pasan por uno de los puntos de la estrella y por el
centro de la figura. Los otros 5 pasan por uno de los vértices donde se juntan 2 brazos
de la estrella y por el centro.

El orden del centro de giro es 10, y el 4ngulo minimo de coincidencia es 360° : 10 = 36°.
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Resuelve

1 Meta 5.2. Uno de los propdsitos prioritarios es reducir el elevado niimero de victimas
mortales por violencia machista. Observa los datos recogidos en la pagina anterior.
:Cudntas victimas hubo en 20172 ;Entre qué franjas de edades se concentra la mayoria
de las victimas? ;Cémo explicas este hecho?

* Namero de victimas en 2017: 7 +5+ 14 +21 +19+ 11+ 9+8+2+3=99
* La mayoria de las victimas tienen entre 30 y 50 afos.

* Respuesta abierta.

2 Fijate en el estudio del NUMERO DE HIJOS E HIJAS DE 150 FAMILIAS.
a) En la tabla, ;qué significa el 44 que estd a la derecha del 32

b) Sin hacer el cilculo, ;cuinto suman los nueve nimeros de la columna derecha de la
tabla?

a) El 44 significa que hay 44 familias que tienen 3 hijos.

b) Deben sumar 150, ya que el estudio se hace sobre 150 familias.

3 Observa la informacién sobre el REPARTO, SEGUN EL TIPO DE TRABAJO, DE 600 000 PERSO-
NAS que aparece a la izquierda.

a) ;Sobre cudntas personas se han recopilado datos?
b) :Qué color del diagrama corresponde a cada sector?

¢) Calcula el porcentaje de personas que corresponde a cada sector y comprueba que los
sectores estan razonablemente construidos.

a) Se han recopilado datos sobre 600000 trabajadores.

b) Amarillo — Servicios Azul — Industria Verde — Agricultura
50000 100 - e 240 50000 a0 _ 200
c) Agricultura: 00000 100 = 8,33% — 00000 360° = 30

. 175000 175000 o o
I =L .100=29,17% — —L=——. =1
ndustria 500000 00 9,17 % 500000 360 05

... 375000 - 0 375000 o_ 0
Servicios: 200000 100 = 62,5% — 500000 360° = 225
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1 Se quiere realizar una encuesta para estudiar las aficiones musicales. Para cada una de las
preguntas siguientes, di justificadamente si te parecen o no razonables:

a) ;Cudles son tus grupos musicales preferidos?

b) De los siguientes estilos musicales, sefiala aquellos que has escuchado mds este mes:

* Rock * Pop * Rap * Elect.
* Hip-Hop * Reggae * Salsa * Punk
* Metal * Grunge * Jazz * Clasico

©) :Opyes la radio? Si es asi, ;qué cadena?

d) ;Cudles de estas cadenas de radio escuchas mds de 2 horas a la semana?

* Cadena 100 * Los 40 principales
* Rock FM * Kiss FM

* Radio Clésica * Europa FM

* EDM * M80 Radio

* Radio 3 * Cadena Dial

e) ;Cudl es el dltimo concierto al que has ido?

a) No es razonable porque puede que se obtengan muchas respuestas distintas que sean difici-
les de organizar.

b) Es razonable porque es una pregunta clara con las alternativas sefialadas. Es evidente que la
variable es ¢/ estilo musical y cudles son sus posibles valores.

¢) No es razonable porque puede que se obtengan muchas respuestas distintas que sean difici-
les de organizar.

d) Es razonable porque es una pregunta clara con las alternativas sefialadas. Es evidente que la
variable es la cadena musical que escuchas y cudles son sus posibles valores.

e) No es razonable porque puede que se obtengan muchas respuestas distintas que sean difici-
les de organizar.
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1 Indica si cada una de estas variables es cuantitativa discreta, cuantitativa continua o cua-
litativa:

a) En los cines de un pueblo se anota el tipo de pelicula que proyectan (comedia, ac-
cién...), cudnto dura la pelicula y el niimero de espectadores.

b) En los mercados de una ciudad se observa la superficie, el nimero de puertas de acce-
soy el tipo de mercado (alimentacién, ropa, complementos...).

¢) Nos hemos fijado en algunas caracteristicas de los teléfonos méviles que tiene el
alumnado de un centro escolar: la marca, el nimero de companias que lo ofertan y
el precio.

d) Una cientifica estudia, en los volcanes del Pacifico, la altura, el nimero de veces que han
entrado en erupcién en los ultimos 100 anos y el tipo de volcin (hawaiano, estrombolia-
no, vulcaniano, peleano).

a) Tipo de pelicula: cualitativa.
Duracién de la pelicula: cuantitativa continua.
Numero de espectadores: cuantitativa discreta.
b) Superficie: cuantitativa continua.
Numero de puertas de acceso: cuantitativa discreta.
Tipo de mercado: cualitativa.
¢) Marca: cualitativa.
Numero de companias que lo ofertan: cuantitativa discreta.
Precio: cuantitativa continua.
d) Altura: cuantitativa continua.

Numero de veces que han entrado en erupcién en los tltimos 100 afios: cuantitativa
discreta.

Tipo de volcén: cualitativa.
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1 Indica la poblacién, la muestra y los individuos en cada uno de los siguientes ejemplos:

a) Se seleccionan 50 edificios de una ciudad para hacer un estudio sobre el nimero de
plantas, la altura y la utilizacién de los locales bajos (para viviendas, oficinas, tien-
das, bares...).

b) Se analizan 100 libros de una biblioteca: niimero de pdginas, ubicacién en la estante-
ria y contenido (como novela, ensayo, manual...).

) Se ha encuestado a 23 de los alumnos y las alumnas que van al centro en bici sobre el
nimero de desarrollos de la bicicleta, el peso y la marca.

a) Poblacién: edificios de la ciudad.
Muestra: 50 edificios.
Individuos: cada uno de los edificios.
b) Poblacién: libros de la biblioteca.
Muestra: 100 libros de la biblioteca.
Individuos: cada uno de los libros.
c) Poblacidn: estudiantes de un instituto.
Muestra: 23 alumnos del centro que van en bici.

Individuos: cada uno de los estudiantes.
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1 El profesor ha apuntado las faltas de asistencia que ha tenido cada uno de sus alumnos y
alumnas a lo largo del trimestre:

2,3,0,1,1 2,2,4,3,1 3,0,2,0,1
2,2,1,2,1 0,3,4,2,1 3,51,1,2
a) Confecciona una tabla de frecuencias.

b) Si se quisiera hacer una estadistica con el nimero de ejercicios bien resueltos por cada
alumno y alumna a lo largo del afio, ;la tabla de frecuencias deberia ser con datos ais-
lados o agrupados en intervalos?

a)

0 ] 4
1 Ll 9
2 Ll 9
3 # 5
4 If 2
5 | 1

b) La tabla de frecuencias deberia ser con datos agrupados en intervalos porque tomarfa mu-
chos valores distintos.

2 Se ha tomado el tiempo en los 100 m lisos a las personas que forman un club de atletis-
mo. Estos son los resultados:

11,62 12,03 12,15 11,54 10,95
11,56 11,08 11,38 12,08 11,73
12,11 11,52 11,72 11,23 11,66
10,87 11,32 11,58 12,01 11,06

Haz una tabla de frecuencias con estos intervalos:

10,805 - 11,075 - 11,345 - 11,615 - 11,885 - 12,155

10,805-11,075 | |l
11,075-11,345 | ||l
11,345-11,615 | #t
11,615-11,885 | ||l
11,885-12,155 | it

N W
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3 La siguiente tabla muestra el deporte que prefieren practicar
40 estudiantes.

Baloncesto 10

a) Calcula las frecuencias relativas y porcentuales de esta dis-  Voleibol 1
tribucién y explica por qué carece de sentido hallar las fre- Futbol 20
cuencias acumuladas. Tenis 5
Ajedrez 4

b) Que la frecuencia relativa de Baloncesto sea 10/40 quiere decir que uno de cada cuatro
estudiantes juega al baloncesto. Explica con las mismas palabras las frecuencias relati-
vas de Fiitboly Tenis y las frecuencias porcentuales de Ajedrez y Baloncesto.

a) Carece de sentido porque no es una variable cuantitativa y, siendo cualitativa, no tiene un
orden ni puede estar ordenada.

10_1
A0-1_¢> 0
Baloncesto 10 20 4 5 25%
Balonvolea 1 4—10 = 0,025 2,5%
, 20 _ 1
Ll == =0, 0,
Fuatbol 20 20 2 5 50%
. 5_1
S5 =1_012 59
Tenis 5 20 8 5 12,5%
. 4 _ 1
4 =1 _91 0
Ajedrez 4 2010 10%
40 1 100 %

b) Que la frecuencia relativa de Fiitbol sea 20/40 = 1/2 quiere decir que uno de cada dos estu-
diantes juega al fatbol.

Que la frecuencia relativa de Zenis sea 5/40 = 1/8 quiere decir que uno de cada ocho estu-
diantes juega al tenis.

Que la frecuencia porcentual de Ajedrez sea 10% quiere decir que diez de cada cien estu-
diantes juega al ajedrez.

Que la frecuencia porcentual de Baloncesto sea 25 % quiere decir que veinticinco de cada
cien estudiantes juega a baloncesto.
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4 Halla las frecuencias acumuladas de esta distribucién y di qué significan f,_,u12da B) ¥

fa‘tcumu.lada (5 ) .

" oe susrensos [ANNEIEIRAEAIAR
1

~recvener  EAEIEIEN

0 6 6

1 12 6+12=18

2 8 6+12+8=26

3 b) 6+12+8+5=31

4 3 6+12+8+5+3=34

5 1 6+12+8+5+3+1=35

6 1 6+12+8+5+3+1+1=36

7 0 6+12+8+5+3+1+1+0=36

Srcumulada (3) = 31. Significa que 31 estudiantes han tenido 3 suspensos o menos.

Jrcumulada (3) = 35. Significa que 35 estudiantes han tenido 5 suspensos o menos.

5 Esta tabla recoge los meses que cumplen afios las 100 personas que componen un grupo

de montana.

L1 E | F M |Ab My n|

1| Ag|
S 709010 6(8/8]7 9]

a) Halla las frecuencias acumuladas.

oom
<o
|z
BHEl

b) ;Cudntas personas nacieron antes de junio? ;Y después de agosto?

FRECUENCIA ACUMULADA

)
E 7

7
F 9 16
10 26
Ab 6 32
My 8 40
Jn 8 48
J1 7 55
Ag 9 64
S 8 72
@) 9 81
N 9 90
D 10 100

b) Antes de junio nacieron 40 personas.

Después de agosto nacieron 100 — 64 = 36 personas.
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1 Representa mediante el grifico adecuado.

a) Temperaturas mdximas medidas cada 15 dias a lo largo de un afio en una localidad.

TEMPERATURA (°C) N.° DE DiAS

5-10 2
10-15 4
15-20 12
20-25

25-30 3

b) Niimero de asignaturas suspensas que tienen los alumnos y las alumnas de una clase.

N.° DE ASIGNATURAS N.° DE ALUMNOS
SUSPENSAS Y ALUMNAS

a) Mediante un histograma:

b) Mediante un diagrama de

14

0 12
1 9
2 3
3 2
4 1
5 0 mds 3

14

5 10

barras:

15

20

25 30

12
10+
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2 Los diagramas de sectores se utilizan a menudo para comparar la misma distribucién en
distintos paises o regiones.

Observa los sectores que muestran cémo se divide la poblacién trabajadora de dos pai-
ses: Austria y Mauritania. ;A cudl pertenece cada uno? Explica por qué.

@ Agricultura y ganaderia
O Industria
[ Servicios

A B

A — Austria por ser mayor los sectores de servicios e industria y menor el de la agricultura y
ganaderfa.

B — Mauritania, por que es mayor el sector de la agricultura y ganaderia.

3 Observa la evolucién del consumo mundial de energias primarias por fuentes energéticas:

W Petrdleo

[ Gas Natural
E Carbén

[0 Hidroeléctrica
[ Renovables

1973 2004
a) Explica qué energias han aumentado su consumo y cudles han disminuido.
b) Busca en Internet el diagrama correspondiente al afio actual.

a) Del afio 1973 al 2004 ha aumentado el consumo del gas natural y de energfas hidroeléctri-
cas y, ha disminuido el consumo de petréleo y de carbén.

Se mantiene el consumo de energfas renovables.

b) El alumnado buscard el diagrama de sectores del afio correspondiente.
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2 Elaboracion de un diagrama de sectores

Hazlo tu

* Un ferri transporta distintos tipos de vehiculos. Elabora el diagrama de sectores segin
estos datos: Coches: 53 %; Motos: 24 %; Camiones: 13 %; Autobuses: 10 %.

TIPOS DE VEHICULOS PORCENTAJE f, ANGULO

Coches 53% 0,53 0,53 - 360° = 190,8°
Motos 24% 0,24 0,24 - 360° = 86,4°
Camiones 13% 0,13 0,13 - 360° = 46,8°
Autobuses 10% 0,10 0,10 - 360° = 360°

[ ] Coches
I Motos
[ ] Camiones
[ Autobuses
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Poblaciéon y muestra. Variables

1 Indica, para cada caso propuesto:
— Cudl es la poblacién, y cudles, los individuos.
— Cual es la variable y qué tipo de variable es.
a) El peso de los recién nacidos en la Comunidad Valenciana a lo largo del afio pasado.

b) Cantidad de lluvia recogida en un cierto observatorio meteorolégico en cada afio del
presente siglo.

¢) Nimero de mascotas en los hogares espaiioles.
d) Tipos de coches (marca y modelo) que tiene cada vecino de mi urbanizacién.

e) Nimero de tarjetas amarillas mostradas en cada partido de fiitbol de 1.2 divisién esta
temporada.

a) Poblacién: los recién nacidos en la Comunidad Valenciana el ano pasado.
Individuos: cada bebe recién nacido en la Comunidad Valenciana el afio pasado.
Variable: peso.

Es una variable cuantitativa continua.

b) Poblacién: los afios del presente siglo.
Individuos: cada ano del siglo.
Variable: cantidad de lluvia recogida.
Es una variable cuantitativa continua.

c) Poblacién: hogares espanoles.
Individuos: cada hogar espafol.
Variable: ndmero de mascotas.

Es una variable cuantitativa discreta.

d) Poblacidn: vecinos de mi urbanizacién.
Individuos: cada vecino de mi urbanizacién.
Variable: tipo de coche.

Es una variable cualitativa.

e) Poblacién: partidos de futbol de 12 divisién de la temporada pasada.
Individuos: cada partido de ftbol de la temporada.

Variable: nimero de tarjetas amarillas mostradas.

Es una variable cuantitativa discreta.
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2 Se quieren realizar los siguientes estudios:
I. El sexo (nifo o nifia) de cada bebé nacido en un hospital a lo largo de un afio.
II. Qué periédico lee cada habitante de una ciudad.
II1. Las alturas y los pesos de todos los alumnos y las alumnas de la clase.
IV. Edad de las personas que han visto una obra de teatro en una ciudad.

V. Estudios que piensan seguir los alumnos y las alumnas de un centro escolar al termi-
nar la ESO.

a) Di en cada uno de estos casos cudl es la poblacién, y cudles, los individuos.
b) Indica en cada uno cudl es la variable que se estudia y de qué tipo es.
©) :En cudles de ellos es necesario recurrir a una muestra? ;Por qué?
a) I.  Poblacién: los bebés nacidos en un hospital a lo largo de un afio.
Individuos: cada uno de los bebés nacidos en el hospital ese ano.
II. Poblacién: los habitantes de una ciudad.
Individuos: cada uno de los habitantes de la ciudad.
I1I. Poblacién: los alumnos y alumnas de la clase.
Individuos: cada uno de los alumnos y alumnas de la clase.
IV. Poblacién: las personas que han visto una obra de teatro en una ciudad.
Individuos: cada una de las personas que han visto la obra en la ciudad.
V. DPoblacién: los alumnos y alumnas de un centro escolar.
Individuos: cada uno de los alumnos y alumnas del centro escolar.
b) I. La variable es el sexo. Es una variable cualitativa.
II. La variable es el periddico. Es una variable cualitativa.
III. Las variables son la altura y el peso. Son variables cuantitativas continuas.
IV. La variable es la edad. Es una variable cuantitativa continua.
V. Lavariable es los estudios que se elegirdn al terminar la ESO. Es una variable cualitativa.

¢) Es necesario recurrir a una muestra en los casos Il y IV porque pueden ser poblaciones muy
numerosas e incluso dificiles de controlar.

En los demds casos no seria necesario ya que en el hospital se lleva un registro continuo y
obligatorio de los nacimientos, y en la clase y el centro escolar no hay tantos alumnos y son
féciles de controlar y preguntar.

3 Di cudles de las siguientes muestras estin «razonablemente» bien tomadas:
a) En una fruteria, para ver cémo estin de duros los aguacates, tocamos cinco piezas.

b) Hablo con diez de mis amistades sobre politica para saber quién ganard este ano las
elecciones.

¢) Ojeamos diez pdginas de un libro para ver si nos gustan sus ilustraciones.

d) Tomo café en cuatro bares de mi barrio para ver cudnto cuesta un café en Espafa.
a) La muestra tiene pocas piezas.

b) Los individuos no estdn elegidos al azar.

c) Bien tomada.

d) Los individuos no estdn elegidos al azar.
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Interpretacion de graficos

4 Estas pirdmides de poblacién muestran la distribucién por edades (de 10 en 10 afios) y se-
x0 (hombres a la izquierda y mujeres a la derecha) de tres paises:

® L ] ©
Teniendo en cuenta el problema resuelto 1 de la pigina anterior, asocia, justificadamen-
te, una grafica a cada uno de estos paises:

I. Pais del tercer mundo.
II. Pais en vias de desarrollo.
I11. Pais desarrollado con un sistema estable.

La pirdimide C es la de un pais del tercer mundo, ya que hay muchos nacimientos y mu
yaq Y y muy
pocas personas llegan a ser ancianas.

La pirdmide B corresponde a un pais desarrollado con un sistema estable. Su base es mds es-
trecha debido al descendo de la natalidad y es en la que hay mayor esperanza de vida.

La pirdmide A representa un pais en vias de desarrollo. Tiene una forma intermedia entre las
otras dos.

5 Es frecuente que en un mismo grifico se representen dos series de datos relativos a una mis-
ma variable. En este se muestran datos sobre la climatologia de Badajoz, durante un afio.

TEMPERATURAS PRECIPITACIONES
MEDIAS (°C) MENSUALES (MM)
40 -80
30+ - 60
204 - 40
104 -20
0- -0

E FM AMJ J A S O N D

a) ;Qué representan las barras?
b) ;Qué representa la linea continua?
¢) ;Cuiles son las variables? ;De qué tipo son?
d) Describe la relacién entre las dos variables y razona por qué ocurre asi.
a) La cantidad de lluvia caida en cada mes.
b) La temperatura media a lo largo del ano.
c¢) Temperaturas medias: cuantitativa continua.

Precipitaciones mensuales: cuantitativa continua.

d) En general cuando una de las variables sube la otra baja. Es légico que suceda asi pues en
Badajoz los meses que menos llueve son los de verano, que es cuando més calor hace. Y
viceversa, cuando mds frio hace es cuando hay mds precipitaciones
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6 Observa el grifico de la derecha relativo a las ventas de algunos articulos en un pequefo
comercio.

a) ;Qué color le corresponde a los bafiadores? ;Y a las toallas? ;Y a los guantes?

—
IR
()

N
=
% \,(/'/l

0oy
£

b) ;:En qué estacién del afno se han vendido m4s bafiadores? ;Y menos? ;Por qué?
¢) ;Cudndo se han vendido m4s cantidad de guantes?
d) Explica cémo se comporta la grifica de las toallas.
a) Banadores — Rojo. Toallas — Verde. Guantes — Azul.
b) Se han vendido mds bafadores en agosto, y menos, en febrero.
En verano, légicamente, se venden muchos mds banadores que en invierno.
¢) En diciembre.

d) La venta de toallas sufre pocas variaciones a lo largo del afio, puesto que las toallas se usan
indistintamente en verano y en invierno, ya sea dentro de los hogares o fuera.
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Elaboraciéon de tablas y graficas

7 Al preguntar al alumnado de un grupo de tercero de ESO por el ndmero de libros que
han leido en el dltimo mes, hemos obtenido los datos siguientes:

21 3 1 1 5 1 2 4 3
1 0 2 4 1 0 2 1 2 1
3 2 2 1 2 3 1 2 0 2

a) Haz la tabla de frecuencias absolutas.
b) Realiza el diagrama de barras que corresponde a estos datos.
! 9
3
10
10

NI W= O
N W RN AN 0o O

— N
—_
l

8 Estos son los mejores tiempos tomados en carreras de 10 km a los deportistas de un club
de atletismo:

42:20 40:08 47:32 49:50 43:24 48:31 51:42
45:53 47:17 50:37 49:07 51:37 43:28 45:18
44:36 46:15 50:48 47:59 51:21 43:37 42:14

a) Haz una tabla de frecuencias absolutas y relativas con los siguientes intervalos:

40 -42-44-46-48-50-52

b) Traza el histograma correspondiente.

a) INTERVALO RECUENTO

40-42

1

42-44 M 5
44-46 Il 3
46-48 I 4
3

5

48-50 I

50-52 H
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9 Elabora, con los siguientes datos, un diagrama de sectores con el porcentaje de los nave-
gadores web mds utilizados en el mundo:

Chrome: 58 %

Internet Explorer: 20 % Firefox: 12 %
Microsoft Edge: 5% Safari: 4 %

TIPOS DE VEHICULOS PORCENTAJE ANGULO

Otros: 1%

Chrome 58 % 0,58 0,58 - 360° = 208,8°
Explorer 20% 0,20 0,20 - 360° = 72°
Firefox 12% 0,12 0,12 - 360° = 43,2°
Edge 5% 0,05 0,05 - 360° = 18°
Safari 4% 0,04 0,04 - 360° = 14,4°
Otros 1% 0,01 0,01 - 360° = 3,6°
4% 1%
5%

[ ] Chrome
I Explorer
[ ] Firefox
[ ] Edge
[ ] Safari
Il Otos
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10 Se ha realizado un estudio sobre la utilidad que le dan al Smartphone los menores de 26
afios y los de 26 a 50 afos. Los resultados vienen dados en la siguiente tabla:

oz 26 4 50

Juegos y entretenimiento 35 % 12%
Redes sociales 33 % 26%
Noticias 5% 37 %
Llamadas y mensajes 27 % 25%

a) Elabora los correspondientes diagramas de sectores.

b) Describe los parecidos y las diferencias de ambos grupos.

¢) Inventa un diagrama de sectores para los mayores de 50 afios.

a) ®* Menores de 26:
Juegos = 35% — 0,35 -360° = 126°
Redes — 33% — 0,33 -360°=118,8°
Noticias = 5% — 0,05 -360° = 18°
Llamadas — 27% — 0,27 - 360° = 97,2°

[ Juegos
0 Redes
I Noticias
[ ] Liamadas

* Mayores de 26:
Juegos = 12% — 0,12 - 360° = 43,2
Redes — 26% — 0,26 - 360° = 93,6°
Noticias — 37% — 0,37 - 360° = 133,2°
Llamadas — 25% — 0,25 -360° = 90°

[ Juegos
[ Redes
I Noticias
[ ] Llamadas

b) El uso para llamadas es muy parecido en ambos grupos. Los jévenes lo usan mds para ju-
gar, y los adultos, para consultar informacién.

c) Respuesta abierta.



Resuelve problemas
11 Esta tabla describe la poblacién de un pais.

Abajo estd su pirdmide de poblacién, en la cual, en lu-
gar de frecuencias, se han puesto porcentajes. jAten-
cién! Hay una barra incorrecta en la parte de los hom-
bres y otra en la de las mujeres.

d 90-99 Q
80-89)
70-79
60-69)
50-59
40-49)
30-39
20-29
10-19]
0-9

10% 8% 6% 4% 2% 0 0 2% 4%

6% 8% 10%

0-9
10-19
20-29
30-39
40-49
50-59
60-69
70-79
80-89
90-99
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N.° DE N.° DE
DCEREUI:A?D HOMBRES | MUJERES
(MILLONES) | (MILLONES)

2489
2271
2742
4029
3850
3029
2307
1549
823
106

2352
2146
2687
3843
3739
3096
2504
1923
1355
279

Indica a qué intervalo corresponden las dos barras mal dibujadas y explica en qué se

nota el error.

* En los hombres, la barra incorrecta es la de 0-9 anos, pues es més corta que la de 10-19

cuando hay menos varones de esa edad.

* En la de mujeres, la barra incorrecta es la de 30-39 anos, pues siendo el grupo mds numero-

so no es la barra mis larga.
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12 Dibuja la pirdmide de poblacién de la India en el afio 2012 cuyos datos vienen refleja-

dos en esta tabla:
GRUPO DE EDAD HOMBRES MUJERES

0-9 10,36 % 9,20 %
10-19 10,11% 8,95 %
20-29 8,95% 8,12%
30-39 7,79 % 7,29 %
40-49 6,13% 5,97 %
50-59 4,22% 4,23%
60-69 2,65 % 2,65%
70-79 1,24% 1,33 %
80-89 0,33% 0,41%
90-99 0,01% 0,02%

a) Fijandote en el aspecto de la pirdmide, clasificala con el mismo criterio que se hizo en

el ejercicio 4.

b) Construye otra piramide de la misma poblacién pero distribuyéndola en estos cuatro

grupos:

— NINOS Y NINAS: de 0 a 9 afos

— JOVENES: de 10 a 24 anos

— PERSONAS ADULTAS: de 25 a 59 afos

— MAYORES: de 60 en adelante

10% 8% 6% 4%

a) Pais del tercer mundo.

) S

HOMBRES MUJERES

90-99
80-89
70-79
60-69
50-59
40-49
30-39
20-29
10-19
0-9

Nifos y ninas 10,36 % 9,20 %
Jévenes 14,56 % 13,01%
Personas adultas 22,62 % 21,55%
Mayores 4,23% 4,41 %

20%

10%

60-99

25-59

10-24
0-9

10%

20%

2%
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13 Estas graficas corresponden a un estudio sobre gustos musicales, realizado a cuatro
muestras de poblacién tomadas en distintos ambientes:

¢ 3

MUESTRA: A la salida de MUESTRA: En la puerta del
una discoteca. conservatorio musical.

e ¢

MUESTRA: En una fiesta MUESTRA: En un concurso
en la casa de Colombia.  de grafiteros.

a) Indica, entre estos cinco, el tipo de musica que representa cada color: Pop-Rock, Cli-
sica, Jazz, Regueton, Rap.

b) Estima a ojo el porcentaje de cada tipo de miisica en cada una de las muestras.
a) Azul — Pop-Rock. Verde — Cldsica. Amarillo — Reguetén.
Morado — Rap. Rojo — Jazz (por eliminacién).

b) A la salida de una discoteca:

— Jazz: 5% — Cldsica: 5% —Reguetén: 25 %
— Rap: 10% — Pop-Rock: 55%

* En la puerta del conservatorio:
— Jazz: 20% — Cldsica: 45 % —Reguetén: 11%
— Rap: 9% — Pop-Rock: 15%

* En una fiesta en la casa de Colombia:
— Jazz: 7% — Cldsica: 10% —Reguetdén: 58 %
— Rap: 10% — Pop-Rock: 15%

* En un concurso de grafiteros:
— Jazz: 2% — Clasica: 2% —Reguetén: 10 %
— Rap: 70% — Pop-Rock: 16%
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14 El siguiente grifico describe la evolucién estimada de los grupos de poblacién por eda-
des (en porcentaje) en la UE para el periodo 1950-2050:

v 7 [ A o7 |2
1950 [EYCRN | 35 B2 79

Wo-14 [J15-24 [M25-49 [50-64 [Mo65-79 [>80

a) ;Qué grupo disminuird m4s su porcentaje? ;Cudl aumentard mds?

1,2

b) Si se estima que habrd 1000 millones de habitantes en 2050, ;cudntos corresponden a
cada grupo?

¢) Sabiendo que en el afio 2000 habia unas 125200000 personas mayores de 50 aiios,
:qué poblacién tenia la UE dicho afo?

d) De 2000 a 2050, ;en qué porcentaje se estima que disminuirdn los menores de 14 afos? ;En
qué porcentaje se estima que aumentardn los mayores de 80 afios?

e) Describe la evolucién de cada grupo.

a) Disminuird mds su porcentaje el grupo de edades entre 0 y 14. Hay dos grupos que serdn
los que mds aumenten, el de 65 a 79 anos y el de mayores de 80 anos.

b) 0-14 — 133000000 15-24 — 97000000
25-49 — 282000000 50 - 64 — 185000000
65-79 — 185000000 >80 — 118000000
¢) Los mayores de 50 afos, en el 2000, corresponden a un 32,9% (12,3 + 17,2 + 3,4). Por
tanto:
100 < 32,9

125200000 <> x

Despejando x de esta regla de tres, obtenemos que la poblacién de toda la UE serd de
4119080 personas.

d) Los menores de 14 afios disminuirdn en un 24,9 — 17,1 = 78 %.
Los mayores de 80 afos aumentardn en un 3,4 — 1,2 = 2,2%

e) Los grupos que van de 0 a 14 anos y de 15 a 24 afos disminuyen de forma mds o me-
nos gradual. El grupo que estd entre 25 y 49 anos va disminuyendo, aunque sufrié un
repunte en 2000. Por el contrario, el que va de 50 a 64 afos va aumentando, aunque se
estima un descenso en 2025. La ténica general de los grupos que van de 65 a 80 afos y
el de los mayores de 80 es al alza, aunque el primero sufrié un pequefio descenso entre
los afios 1975 y 2000.
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15 Estos diagramas muestran la composicién del cuerpo humano a dos edades distintas:

A LOS 2§ ANOS A LOS 75 AROS

o

a) ;Cémo varia el porcentaje de agua corporal, de masa ésea, de tejido graso y de mus-
culos, érganos... en esos 50 afios? Da el resultado en tanto por ciento de aumento o
disminucién.

. Agua corporal
I:' Tejido graso
I:' Masa 6sea

. Musculos,
6rganos...

4

b) Una persona de 25 afos que pesa 80 kg, ;qué cantidad de agua tiene en su organismo?
;Y de tejido graso?

©) Responde a las preguntas del apartado anterior para una persona de 75 afios con el
mismo peso.

a) El agua corporal disminuye del 62 % al 53 %.

Coeficiente de variacién: Z—; = 0,855 — ha disminuido un 14,5 %
El tejido graso aumenta del 15% al 30 %.

30

Coeficiente de variacién: 15 = 2 — haaumentado un 100 %

La masa 6sea disminuye del 6 % al 5 %.

Coeficiente de variacién: % = 0,833 — ha disminuido un 16,7 %

Los musculos, érganos... disminuye del 17 % al 12 %.

Coeficiente de variacién: % = 0,706 — ha disminuido un 29,4 %

b) Cantidad de agua: 62% de 80 = % = 49,6 kg = 49,6 / de agua

Cantidad de tejido graso: 15% de 80 = 15-80

100

= 12 kg de tejido graso

c) Cantidad de agua: 53 % de 80 = 531(')30 = 42,4 kg = 42,4 [ de agua

Cantidad de tejido graso: 30 % de 80 = 30- 80

100

= 24 kg de tejido graso
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16 Reparto de la poblacién espaiiola, segiin el tamafio del municipio en que vivia, desde
1900 hasta 2020. Para este dltimo afo se ha hecho una estimacién:

Hasta 5000 hab. |51% 40% 29%  16% |10 %
De 5001220000 |28% 29% 25% |20% |16%
De 20001 2100000 | 12% [ 16% | 18% | 22% | 27 %
Mis de 100000 9% 15% 28% 42% | 47 %

Nimero de habitantes de Espafia, en millones, desde 1900 hasta la estimacién hecha
para el 2020:

18,6 23,6 30,4 38,8 45,6

a) Calcula el niimero de personas que vivian en los municipios mds pequefos desde
1900 hasta 2020. En estos municipios, la poblacién ha ido decreciendo, pero ;lo hace
de forma constante o cada vez decrece menos? Determina cémo evoluciona cada una
de las clasificaciones de municipios.

b) Calcula cudntos espafioles vivian en los municipios mds grandes desde 1900 y di cudl
fue la evolucién.

¢) Haz los diagramas de sectores que muestren la distribucién de la poblacién en cada
uno de los anos que figuran en la tabla.

d) Estima a partir de qué ano la mitad de la poblacién vivia en municipios de mds de
20000 habitantes.

a) En municipios de hasta 5000 habitantes vivian:
En 1900 — 18,6 - 0,51 = 9,486 millones de habitantes
En 1930 — 23,6 - 0,40 = 9,44 millones de habitantes
En 1960 — 30,4 - 0,29 = 8,816 millones de habitantes
En 1990 — 38,8 - 0,16 = 6,208 millones de habitantes
En 2020 — 45,6 - 0,10 = 4,56 millones de habitantes

La poblacién en estos municipios ha ido decreciendo; primero, de forma regular, y bastan-
te menos en el dltimo periodo.

La poblacién en los municipios de 5001 a 20000 habitantes crece un punto de 1900 a
1930 y después no deja de disminuir de forma constante.

La poblacién en los municipios de 20001 a 100000 habitantes crece en todos los perio-
dos, aunque algo menos de 1930 a 1960.

La poblacién en los municipios de mds de 100000 habitantes siempre crece, aunque lo
hace la mitad entre 1900 y 1930 y entre 1990 y 2020 que en los otros dos periodos.

b) En municipios de mds de 100000 habitantes vivian:
En 1900 — 18,6 - 0,09 = 1,674 millones de habitantes
En 1930 — 23,6 0,15 = 3,54 millones de habitantes
En 1960 — 30,4 - 0,28 = 8,512 millones de habitantes
En 1990 — 38,8 - 0,42 = 16,296 millones de habitantes
En 2020 — 45,6 - 0,47 = 21,432 millones de habitantes

La poblacién en los municipios de mds de 100000 habitantes siempre crece, aunque lo
hace la mitad entre 1900 y 1930 y entre 1990 y 2020 que en los otros dos periodos.



9) 1900

[ Hasta 5000 hab.

I D< 5001 220000 hab.
] De 20001 a 100000 hab.
[ Mis de 100000 hab.

- Hasta 5000 hab.

I D< 5001 220000 hab.
] De 20001 a 100000 hab.
[ Mis de 100000 hab.

1960

] Hasta 5000 hab.

Il D< 5001 220000 hab.
] De 20001 a 100000 hab.
[ Mis de 100000 hab.

1990

- Hasta 5000 hab.
I D< 5001 220000 hab.

[ Mis de 100000 hab.

2020

- Hasta 5000 hab.

Il D< 5001 220000 hab.
] De 20001 a 100000 hab.
[ Mis de 100000 hab.

] De 20001 a 100000 hab.
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d) La mitad de la poblacién vivia en municipios de mds de 20000 habitantes desde 1990.
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Organiza los datos

Un padre negociador hace un pacto con su hijo:

Después del préximo examen de Matematicas, deberd su-
mar, por un lado, las notas de todos los compaiieros y las
compaifieras que le hayan superado y, por otro, todas las
que queden por debajo de la suya, y entonces:

— Si las bajas superan a las altas en 50 o mds puntos, le
regalard una moto.

— Si las altas superan a las bajas en 20 o m4s puntos, se queda-
rd en casa estudiando todos los domingos durante un mes.

— En el resto de los casos, quedan en paz.
Las notas de sus compaieros y compaieras han sido:
5-5-4-9-8-6-3-6-3-7-4-5-6-6
7-7-4-7-5-2-6-5-5-8-3-9-10-5

¢ ;Te parece un trato ventajoso para el chico?

* :Qué ocurre si saca un 52 ;Y si saca un 6? ;Qué nota necesita para conseguir la moto?

Para hacer un anilisis detallado, organizamos los datos en la siguiente tabla:

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

2 1 2 2 160
3 3 9 11 158
4 3 12 23 149
5 7 35 58 137
6 5 3 88 102
7 4 28 116 72
8 2 16 132 44
9 2 18 150 28
10 1 10 160 10

Con esta informacién vemos que:

SUMA DE NOTAS | SUMA DE NOTAS RESULTADO
) INFERIORES SUPERIORES PARA EL HIJO
23 102 79

Sisacaun 5 MALO

Si sacaun 6 58 72 -14 NEUTRO

Sisacaun 7 88 44 +44 NEUTRO

Sisacaun 8 116 28 +88 BUENO
Por tanto:

e Para conseguir la moto, debe obtener, al menos, un 8.

* Para no quedarse en casa con los amigos, debe obtener, al menos, un 6.
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Utiliza tu ingenio

e Las ocho filas de cuatro niimeros suman lo mismo.

:Cudl esel valorde a, b, c y d?

— Igualando los lados derecho e izquierdo del rectdngulo:
20 +2a+10=2b+2a+d-2 — d=12

— Igualando los lados superior e inferior del recténgulo:
2b+5¢=2b+2c+d —> c=4

— Igualando el lado inferior derecho del rombo y el izquierdo del rectingulo:
2a+2d—-2+2c=2a+2b+10 > b=10

— Del lado inferior del rectdingulo obtenemos el valor de una linea:
Valor de linea — 26 + 2¢ + d = 40

— Igualando el lado izquierdo del rectdngulo a 40:
2b+2a+10=40 — a=5

Solucién: =5, 6=10, c=4, d=12
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Entrénate resolviendo otros problemas

* Una repartidora lleva en su camién siete cajas de refrescos llenas, siete medio llenas y siete
vacias. Si desea repartir su mercancia en tres supermercados dejando en cada uno el mis-
mo nimero de refrescos y el mismo nimero de cajas, ;cé6mo debe hacer el reparto?

Supén que tiene mucha prisa y no quiere andar cambiando botellas de unas cajas a otras.
:Cémo se las arreglar4?

Una caja llena mds una caja vacia equivalen a dos cajas medio llenas.

Por tanto, el repartidor tiene lo quivalente a 3 - 7 = 21 cajas medio llenas. En cada supermerca-
do deberia dejar lo equivalente a 7 cajas medio llenas.

Si en cada uno de los dos primeros supermercados deja:

| 3 cajas llenas | | 3 cajas vacias | | 1 caja medio llena

que son como 7 medio llenas, lo que queda, seguro que sirve para el tercero:

7 - 6 =1 cajallena | | 7 - 6 = 1 caja vacia | | 7 - 2 =5 cajas medio llenas

que también equivalen a 7 cajas medio llenas.

Tienes dos mechas. Cada una de ellas tarda en consumirse 10 minutos. Pero la velocidad
con que se consumen es irregular (es decir, en la mitad del tiempo no tiene por qué gas-
tarse la mitad de la longitud de la mecha). ;Serias capaz de medir con ellas un cuarto de
hora? ;Cémo?

Si una mecha se prende simultdneamente por los dos extremos, se consume en 5 minutos. Por
tanto, podemos prender una de las mechas por un tnico extremo y se consumird en 10 minu-
tos, y cuando esta acabe prenderemos la otra por los dos extremos simultdneamente y cuando
se consuma por completo habrdn pasado 5 minutos més, lo que hace el total de 15 minutos
que buscdbamos.

Tres de los vértices de un hexdgono regular coinciden con los vértices de un tridngulo
equildtero de 20 cm? de superficie. ;Cudl es la superficie del hexdgono?

El 4rea del tridngulo es la mitad de | drea del hexdgono.

Por tanto:
Area del hexdgono = 20 - 2 = 40 cm?
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AUTOEVALUACIGN

v

1 Indica, para cada caso, cudles son los individuos, cudl la poblacion, cudl la variable y de
qué tipo es:

a) Numero de veces al afio que ha usado su tarjeta sanitaria cada paciente de una socie-

dad médica.

b) Tiempo de espera de cada paciente en una consulta de un centro de salud a lo largo de
un dia.

c) Tipo de especialista al que acude cada paciente de un centro de salud durante un
mes.

a) Individuo: cada paciente.
Poblacién: todos los pacientes.
Variable: niimero de veces al afio que han pasado su tarjeta.

Tipo de variable: cuantitativa discreta.

b) Individuo: cada paciente.
Poblacién: todos los pacientes de la consulta.
Variable: tiempo de espera en la consulta.

Tipo de variable: cuantitativa continua.

¢) Individuo: cada paciente.
Poblacién: todos los pacientes de un centro de salud.
Variable: tipo de especialista.

Tipo de variable: cualitativa.
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Tiempo, en minutos, que pasaron en la sala de espera los pacientes de un médico cierto dia:

28 4 12 35 2 26 45 22 6 23
27 16 18 32 8 47 8 12 34 15
28 37 7 39 15 25 18 17 27 15

a) Haz una tabla, repartiéndolos en intervalos de extremos 1,5 - 9,5 - 17,5 - 25,5 - 33,5 -
41,5 - 49,5.

b) Representa los resultados mediante un grifico adecuado (diagrama de barras o his-
tograma).

¢) Elabora una tabla con su correspondiente diagrama de sectores a partir de esta clasifi-
cacion:

Espera poco: 1-15 min.
Espera un rato: 16-30 min.
Espera mucho: 31-50 min.

)
1,5-9,5 6
9,5-17,5 7
17,5-25,5 5
25,5 -33,5 6
33,5-41,5 4
41,5 - 49,5 2

Espera poco 11 0,37 = — 133,2°
Espera un rato 12 0,40 — 144°
Espera mucho 7 0,23  — 82,8°

- Espera poco
|:| Espera un rato
- Espera mucho

0,37 - 360° = 133,2°% 0,4 - 360° = 144°
0,23 - 360° = 82,8°
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3 Numero de dias que han ido a la biblioteca del colegio los estudiantes de un curso:

3 1 2 4 0 21 3 1 0 2 0 3 5 2
0 2 4 1 2 1 2 0 5 3 3 1 2 1 0

Haz una tabla de frecuencias y representa los resultados mediante un grifico adecuado.

01 2 3 4 5

4 En una determinada regién se ha hecho un estudio sobre los accidentes mortales produci-
dos en el trabajo segtin el sector de actividad. Estos son los resultados:

w [ Agrario
[ Industria

[J Construccién
& Servicios

a) ;Cudl es el porcentaje de accidentes mortales producidos en el sector de la construccién?

b) Si hubo 135 accidentes mortales en el sector agrario, ;cudl fue el niimero total de acci-
dentes mortales en la regién?

¢) ;Cudntos accidentes mortales hubo en cada uno de los sectores?
2) 100 — 9 — 24 — 21 = 46.
Accidentes mortales producidos en la construccién: 46 %

135 - 9%
b) .o 135-100
x — 100% 9

Hubo 1500 accidentes mortales en la regién.

=1500

c) Agrario — 135
Industria — 0,24 - 1500 = 360
Construccién — 0,46 - 1500 = 690
Servicios — 0,21 - 1500 = 315
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5 Observa estas piramides de poblacién:

MARRUECOS 2018 FRANCIA 2018
Hombres EDAD Mujeres  Hombres EDAD Mujeres
> 60

[ ]
45-59

30-44
1529

> 60
45-59
30-44
15-29
0-14 0-14
252015200500 000510152025 252015200500 000510152025
Poblacién total en millones Poblacién total en millones

Di si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando las respuestas:

a) La proporcién de ancianas y ancianos en Francia es mucho mayor que en Marruecos.
b) Hay mds ancianas que ancianos en ambos paises.

©) La proporcién de menores de 15 afios es mayor en Marruecos que en Francia.

a) Verdadero. Se observa que el nimero de nacimientos es muy similar en ambos paises y sin
embargo el de personas mayores de 60 (barras verdes) es mucho mayor en Francia.

b) Verdadero. Las barras verdes de la derecha de cada pirdmide, correspondientes a las muje-
res, son mds largas que las de la izquierda, hombres.

¢) Falso. Las barras moradas de ambos paises son aproximadamente iguales.
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Resuelve

1 En un concurso de tiro al blanco, seleccionamos cuatro tandas de diez disparos corres-
pondientes a cuatro tiradores. Observa:

00060

Los cuatro tiradores tienen las siguientes caracteristicas:

— Ana es una buena tiradora y tiene una buena escopeta.

— Benito es buen tirador y tiene una escopeta con la mira desviada.

— Carla es una mala tiradora y tiene una buena escopeta.

— Daniel es un mal tirador y tiene una escopeta con la mira desviada.
Imaginamos que los tiradores apuntan siempre al centro de la diana.

Responde:

a) ;Cudl es la diana de cada uno de los cuatro tiradores?

b) Los buenos tiradores, ;tienen resultados mds o menos dispersos que los malos?

¢) ;:Dénde habrian dado, aproximadamente, los disparos de Benito y Carla si hubieran
intercambiado sus escopetas?

a) La diana I es la de Benito, la IT es la de Carla, la III es Daniel y la IV de Ana.
b) Los buenos tiradores tienen resultados menos dispersos que los malos.

c) Los de Benito habrian dado en el centro y los de Carla se hubiesen desplazado hacia la
izquierda y hacia arriba.
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1 ) DOS TIPOS DE PARAMETROS ESTADISTICOS
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1 Calcula la media, la mediana y la moda de cada una de estas distribuciones estadisticas:
a) 4,5,6,6,6,6,7,11,12,17
b) 10, 12,6, 9, 10, 8, 9, 10, 14, 2
©923,33,4,5,6,6,6,6,3,7
d)1,23,4,5,4,3,2,1

= 4+5+6+6+6+6+7+11+12+17 _ 80 _
a) x = 10 _10_8
Me= 016 _¢ Mo =6

2
b) Ordenamos los datos de menor a mayor: 2, 6, 8,9, 9, 10, 10, 10, 12, 14

2+6+8+9+9+10+10+10+12+14 _90 _g
10 10
Me= 210 95 Mo =10

¢) Ordenamos los datos de menor a mayor: 2, 3, 3, 3, 3,4, 5,6, 6,6, 6,7

2+3+3+3+3+4+5+6+6+6+6+7_ﬁ_45
12 127

Me - 4;5=4,5 Mo=3y6

d) Ordenamos los datos de menor a mayor: 1, 1, 2, 2, 3,3, 4, 4,5

1+2+3+4+5+4+3+2+1 _25
9 9

Me=3 Mo=1,2,3y4

E:

E:

=~ 2,78

E:

2 Halla los pardmetros de centralizacién de esta distribucion dada por su diagrama de
barras:

0+2-1+4-2+3-3+3-4+2.5+42-6+2-7+9 _ 76 _
20 20

Son 20 valores asi que la mediana estard entre los que ocupen las posiciones 10 y 11.

3,8

i:

Me=%=3,5

Mo=2
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3 Halla los pardmetros de dispersién de las distribuciones del ejercicio 1 de la pigina anterior.
a) Recorrido o rango =17 -4 =13
[4-8|+|5-8|+[6-8]+|6-8]+|6-8|+[6-8[+[7-8|+|11-8[+]12-8|+|17-8]

DM = 10
_4+3+2+42+2+2+1+3+4+9 =£=32
10 10 ’
Varianza 42+52+62+62+62+1602+72+112+122+172 _g82 -
_16+25+36+36+36+36+49+121+144 +289 —64-78.8— G4 =14.8
10 ’ T

6 = yVarianza = /14,8 = 3,85
b) Recorrido o rango = 14 -2 = 12
12-9]+|6-9]+|8=9|+[9-9]|+]9-9]+|10-9]+[10-9]|+[10-9]| .\

o= 10
N |12—9‘+‘14—9‘= 7+3+1+0+0+1+1+1+3+5 _22 55
10 0 22 3,
Varianza = 22+62+82+92+92+11%2+102+102+122+142 _92_

_ 4+36+64+81+81+100+100+100+144 +196

10
O = yVarianza = y9,6 = 3,1
¢) Recorrido o rango=7-2=5

|2-4,5|+]3-4,5|+]3-4,5|+|3-4,5]|+|3-4,5|+|4—-4,5|+|5-4,5] N
12
16—4,5|+|6—-4,5|+|6—-4,5|+|6-4,5|+|7 - 4,5]
" 12 B

_2,5+1L,5+1L,5+1,5+1,5+40,5+0,5+1,5+1,5+1,5+1,5+2,5 18 _1.5
- 12 12
2243243243243+ 4245246246+ 6+ 6>+ 72 4
12
_ 4+9+9+9+9+16+25+36+36+36+36+49 -20 25_22 83 - 20 25_258
12 b - bl b - b

-81=90,6-81=9,6

DM =

352=

Varianza

G = Varianza = 42,58 =1,61
d) Recorrido orango=5-1=4
‘1-% +‘1—2975 +‘2—%Mz—% +’3—2M3—§

DM = 9

‘4—%‘+‘4—%‘+‘5—% 16,16, 7, 7,2,2 11, 11 20
+

+2 +
9999799 "9 "9 "9
; 5 =31 1,14
Varianza 12+12+22+22+392+32+42+42+52_(%)2=
_1+1+4+4+9+9+16+16+25_625_&_625_173
B 9 81 9 17

o = Varianza = y1,73 = 1,31
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4 Halla de dos formas distintas la varianza de esta distribucién: 8, 7, 11, 15,9, 7, 13, 15.
7,7,8,9,11, 13,15, 15

7+7+8+9+181+13+15+15 :5%:10,625

;:

Forma 1
Promedio de los cuadrados de las distancias de los datos a la media:

(7 —=10,625)2 + (7 —10,625)% + (8 —=10,625)% + (9 —10,625)% + (11 - 10,625) 2 N

Varianza = 5
, (13-10,625)2 + (15 -10,625)* + (15-10,625)* _
g -
_ 3,625% 43,6257 + 2,625 +1,625° + 0,375% + 2,375% + 4,375% + 4,375% _ oo,
= 8 - b
Forma 2

Promedio de los cuadrados menos el cuadrado de la media:

72+72+82+92+1812+132+152+152 ~ 10,6252 =

_ 49+49+64+81+182].+169+225+225 —112,89=122,875—112,891=9,984

Varianza =
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2 P CALCULODE X Y o EN TABLAS DE FRECUENCIAS
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1 Calcula la media de las siguientes distribuciones:

a) NUMERO DE HIJOS E HIJAS

o123 ]4 567
614157 4211

b) NUMERO DE SUSPENSOS EN ESTA EVALUACION

o0 |1 |2 | 3 | 4

o o3 1]

a)01234567
614157 4 2 11| 50

01430 21[16/10 6 | 7 | 104

-_ 104

:—:2’

x 50 08

ol 1234
017311 33
Xi'fi 011 6 3 4 24
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2 Halla la media y la desviacién tipica de esta distribucién:

SR A i

E:

1
2 15 30 60
3 24 72 216
4 19 76 304
5 10 50 250
TOTAL
fi-x; | fi- X2
1 12 12 12
2 15 30 60
3 24 72 216
4 19 76 304
5 10 50 250
TOTAL 80 240 842
20 _3 o= B2 321,235

3 Completa en tu cuaderno la tabla con las marcas de clase, y calcula la media y la desvia-
cion tipica.

j?:

4216

60

50a58

58 a 66 12
66a74 21
74282 16
82290 5

54 6
12
21

16
5

|| ]

--

324 17496
62 12 744 46128
70 21 1470 | 102900
78 16 1248 | 97344
86 5 430 36980
TOTAL 60 4216 300848
~70,267 o= (200848 74 9672 .8,76

30
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1 Las siguientes graficas muestran los porcentajes de encestes de los jugadores de cuatro
equipos. A partir de los datos de la tabla de la derecha, indica la media y la desviacién
tipica correspondiente a cada equipo.

A

T T T T
45 50 55 60 65 70
C

— | |

45 50 55 60 65 70

A — Equipo IV
C — Equipo III

B
I
—
45 50 55 60 65 70 I
D 11
v
J—[—[—,i

45 50 55 60 65 70
B — Equipol
D — Equipo Il

52,5 7,1
62 6,9

63,5 3
52 2,7
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2 En distintas tiendas de instrumentos musicales preguntamos el precio de ciertos modelos
concretos de piano, flauta travesera y arménica. Los resultados obtenidos tienen las si-
guientes medias y desviaciones tipicas:

PIANOS FLAUTAS | ARMONICAS

MEDIA 943 € | 132 € | 37 €
DESV. TiPICA 148 € | 202 E | 12 €

Compara la dispersion relativa de los precios de estos tres productos.

PIANOS FLAUTAS | ARMONICAS

MEDIA 943 132 37
DESV. TIPICA 148 22 12
cv 0,157 0,167 0,324

CV,o = 198 20,157 = 15,7%

943
CVFLAUTAS = % =0,167 — 16,7%
C\/ARMéNICAS = % =0,324 — 32,4%

Podemos apreciar que la variacién en los pianos y las flautas es muy parecida. En cambio, la
variacion de las armdnicas es mayor que las anteriores, de hecho, es aproximadamente el doble
que en las flautas.
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1 Calcula Q;, Me y Qj3 vy sitiialos en cada una de las siguientes distribuciones represen-
tadas:

a)

@ @
22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

by 8 t . . #

2 3 4 5 6 7 8 10 12
a)
® 0
22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
Q1 Me Q3
0 Me Q&

23 24 |24] 24 25 [25] 26 26 [27] 31 32

Los nimero marcados separan los datos en cuatro partes iguales.

b)
g 2 . o ¢
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
} 1 }
Ql Me Q3
Q Qs
3+6 _ 11+11
—_4 + =
2 Me 2 H

33‘66911 ‘ 11 11
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En cada una de las distribuciones siguientes:

a) Calcula Q;, Me y Q3.

b) Representa los datos y sitiia en ellos Q;, Me y Q3.
A:0,0,2,3,4,4,4,4,5,6,7,8,9,9,10
B:0,1,1,2,3,4,4,7,7,7, 14,17, 29, 35
C: 12,13, 19, 25, 63, 85, 123, 132, 147

a) Q Me Q

A0 02[3]444[4]567][8]9910

Como la distribucién tiene 15 elementos, la cuarta parte es 15 : 4 = 3,75.
Q) =3; Me=4; Q;=8
Me

4;7=55
Q;

Q
B:0 11 [2]3 44 ‘ 7 7 7 14| 17 29 35

Como la distribucién tiene 15 elementos, la cuarta parte es 14 : 4 = 3,5

Q=2
Ty
Me = > =5,5
Q=14
Q Q;
13419 _ 1 123+132 157 5
2 Me 2

C: 12 13 ‘ 19 25 85 123 ‘ 132 147

Como la distribucién tiene 15 elementos, la cuartaes 9 : 4 = 2,25

Q=16
Me = 63
Q= 127.5

b) A !

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
[ f
Q1 Me Q3

0 5 10 15 20 25 30 35

Q1 Me Q3
C _I_'_'_'_'_M_'_! T T T T ’ T T ’ T T T T ’ T T ’ T
0 10 T 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 %30 140 150

Q Me Q3
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3 Representa con un diagrama de caja y bigotes cada distribucién de la actividad 2 de la
pagina anterior.

Utiliza los valores de Q;, Me y Q3 que hallaste en esa actividad.
A Q =3, Me=4yQ;=8

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L
[

B.Q =2, Me=55yQ;=14

0 5 10 15 20 25 30 35

C.Q =16, Me=63y Q;=127,5

0 10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

| —

4 Representa mediante un diagrama de caja y bigotes los siguientes puntos conseguidos en
la diana:

76685 57968 47586
75667 56658 67593
Los pardmetros de posicién son = Q; =5, Me=6y Q3=38

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

— —
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5 ) OBTENCIONDE X Y o CON LA CALCULADORA
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1 Halla ¥ y ¢ con la calculadora en la distribucién a) de la actividad 1 de la pdgina 282.
n="50; Tx=104; Zx? = 336; x =2,08; 6, =1,547126

2 Halla con la calculadora x y G en la distribucién b) de la actividad 1 de la pigina 282.
n=33; Sx=24; T =48 x=0,72; 0, =0,9620914
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© ) ESTADISTICA EN LOS MEDIOS
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1 Interpreta los grificos y las noticias que hemos visto en esta pigina.

Respuesta abierta.

2 Busca en Internet noticias en las que se haya recurrido a la estadistica.

Respuesta abierta.
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1 Obtencién de parametros estadisticos

Hazlo tu

* Construye el diagrama de caja y bigotes para el colectivo reducido (los 20 adultos sin ni-
fios) y compiralo con el del grupo inicial.

Q1=40;42=41 M€=45;47=46 Q3=53;55=54

36 37 37 37 40 ‘ 42 43 43 44 45 ‘ 47 48 50 52 53 55 58 61 63 67

Sin los 5 miembros més jovenes, el diagrama de caja y bigotes es el siguiente:

Haciendo una comparacién de este diagrama y el del problema resuelto anterior podemos ob-
servar que las cajas son muy parecidas, lo que varia es la longitud del bigote izquierdo, ya que
hemos suprimido las edades mds jévenes.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
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Parametros de centralizacién y dispersion

1 Calcula los pardmetros media, mediana, moda, recorrido, varianza, desviacién tipica y
coeficiente de variaciéon en cada caso:

a)6,3,4,2,5,5,6,4,5,6,8,9,6,7,7,6, 4, 6,10, 6
b) 11, 12, 12, 11, 10, 13, 14, 15, 14, 12

¢c) 165,167, 172, 168, 164, 158, 160, 167, 159, 162
Calculamos la tabla de frecuencias para facilitar el cdlculo:

a)2,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,6,6,6,8,9,7,7, 10

52%2 115 =5,75 Recorrido = 8
2 1 2 4 2f 20
3 1 9 Me=0+6 _¢
4 3 12 48 2
5 3 15 75 Mo =6 ,
6 7 42 252 Varianza = Zﬁxi —x%= 731 —-5,75%=3,49
7 2 14 98 2fi 20
8 1 64 Zflxz _ (731 2
9 . a1 o= 20 -5,75°=1,87
10 1 10 100
cv-9._ 1’87 ~0,3248 —> 32,48%
TOTAL 20 115 731 x 575
b) 10, 11, 11, 12, 12, 12, 13, 14, 14, 15
X = 2% _ 124 _ =12,4 Recorrido = 5
Zﬁ 10
12+12
10 1 10 100 Me = =22-% =12
11 2 22 242 Mo =12
12 3 36 432 2
. X _ 1560
13 1 13 169 Varlanza= Tf—xz—T—IZ 42 2 24
14 2 28 392 - '
15 1 15 225 o= Zﬁxi —x2= %80—12,42=1,50
TOTAL 10 124 1560 Zﬁ

=0,1207 — 12,07%

cv=9-
X
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c) 158, 159, 160, 162, 164, 165, 167, 167, 168, 172

X = Zﬁxi _ 1642 _ 164,2 Recorrido = 14

158 1 158 | 24964 >f 10
160 1 160 | 25600
162 1 162 | 26244 Mo = 167
164 1 164 26896 Varianza = 2fix} - x2%= 269796 _ 164,2% =17,96
165 1 165 | 27225 2f; 10
167 2 334 | 55778 "2
o |2fxE o [269796 164,27 - 4,24
168 1 168 | 28224 >f 10
172 1 172 29584 4.24
Cv=S9_ 222 _0 0258 — 2,58%
rotaL | 10 | 1642 | 269796 *  164.2 > °8%

2 El nimero de calzado que llevan los alumnos y las alumnas de una clase son los siguientes:

42, 40, 43, 45, 43 44, 38, 39, 40, 43
41, 42, 38, 36, 38 45, 38, 39, 42, 40
40, 39, 37, 36, 41 46, 44, 37, 42, 39
a) Haz una tabla de frecuencias con los siguientes intervalos: 35,5 - 38,5 - 40,5 - 42,5 -
44,5 - 46,5.

b) Halla la media, la desviacién tipicay el CV.

a) Tabla de frecuencias:

35,5-38,5 37 296 10952
38,5-40,5 | 39,5 316 12482
40,5-42,5 | 41,5 249 | 10333,5

42,5-44.5 43,5 217,5 | 9461,25
44,5-46,5 45,5 136,5 | 6210,75
TOTALES 30 1215  49439,5

(SSIR RV, BN o) W e ol e o)

b);_%zﬂzmﬁ

- Xf 30
1 2f6x% _,  [49439,5
- 22 [RTOD 40,5222 78
o Zﬁ x 30 5 7
o _ 2,78 _ o
CV = < 40.5 =0,0687 — 6,87%
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3 Una fébrica ha contado el nimero de vasos que se le rompen en cada cajén de camino a
la tienda. Estos son los resultados:

0 1 2|3 4|5]|6
51012311 8|4 |21

a) Calcula la media, la desviacidn tipica y el coeficiente de variacién.
b) ;Cuadl es la moda?

¢) Comprueba los resultados con la calculadora.

0 51 0 0
1 23 23 23
2 11 22 44
3 8 24 72
4 4 16 64
5 2 10 50
6 1 6 36
TOoTAL 100 101 289
a) x = 2.fi%; =101 1,01
Zﬁ 100 ’
2fxF _, 289
= — = 7_1) lz:l’
o= [ S wgg 10 =1
cv-9.- }g? ~1,3539 — 135,39%
b) Mo =0

¢) Introducimos los datos en la calculadora:
0066 b —
160146w — (1
2091509 —
3697 6w —
4094 6w —
52 b —
61 b —
Obtenemos los resultados:

() — (139
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4 La siguiente tabla muestra los lanzamientos de jabalina que se han realizado en la clasifi-
cacién para los juegos olimpicos:

54 a58 4
58262 11
62 a 66 24
66a70
70 a74

a) Haz una tabla con las marcas de clase y las frecuencias.
b) Calcula la media, la desviacién tipica y el coeficiente de variacién.
¢) Comprueba los resultados con la calculadora.

a) Tabla de frecuencias:

54-58 56 4 224 12544
58-62 60 11 660 39600
62-66 64 24 1536 | 98304
66-70 68 9 612 41616
70-74 72 2 144 10368

TOTALES 50 3176 @ 202432

_ 2fix; 3176
b :7ll=—=6 5 2
) x Zﬁ 50 3,5
o - Zﬁxz \/202432 AL 72
_ 0O _ 3’72 _ 0
CV= Q= 275 20,0586 — 586%

¢) Introducimos los datos en la calculadora:
56 94 b —
60 (9 14 b —
64 15 b —
68 7 o) —
72 <) 4 b —

Obtenemos los resultados:
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Parametros de posicion y diagramas de caja
5 Halla la mediana y los cuartiles de cada distribucién y representa su correspondiente
diagrama de caja y bigotes:
al,1,1,2,2,5,6,6,6,7,810,11
b)4,5,5,6,7,7,7,8,12, 14, 19, 22
c) 123, 125, 134, 140, 151, 173, 178, 186, 192, 198

Vg =125 Q2=7;8=7,5

2 Me

111 ‘ 2256|667

8 10 11

0 1= 2 3 4 5 6= 7 8 9 10 11
I
— [
b) 5+6
Q1= 2 =5,5 M€=7;7=7 Q3=712514=13
4 5 5 ‘ 6 7 7 7 8 12 14 19 2

° Me= 1515173 165
Q 2' o2
123 125 140 151 173 178 192 198

100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210

— | —
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6 Asocia cada grifico de barras con su correspondiente diagrama de caja y bigotes:

@ §_ @
NHITTRET T
01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6
® Oo0noao @II
0123556 01 2 3 4 56
@
— [ — T
01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6
© O
H T — 1
01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 56
1 > B 2 > D 3 > C 4 —> A

Esta tabla muestra la distribucién del nimero de asignaturas suspendidas en una evalua-
cién por los estudiantes de una clase:

0 1,2 3 45
10 45243
Representa esta distribucién mediante un diagrama de caja y bigotes.

En total son 28 estudiantes preguntados.

La mediana estard entre el dato de la posicién 14 y el 15, es decir, Me = 1+2 _ 5

2
Quedardn 14 datos a la derecha y 14 datos a la izquierda de la mediana.

El primer cuartil estard entre los datos del puesto 7 y el puesto 8, es decir, Q; = 0 ; 0 _o
El tercer cuartil estard entre los datos del puesto 21 y el puesto 22, es decir, Q3 = 5 ; 4 3,5

(=) 1 2 3 4 5
|

| —
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Resuelve problemas
9 Se ha hecho un mismo examen en dos grupos, A y B, de 30 alumnos y alumnas cada uno.
Sus medias y sus desviaciones tipicas son: x4 =6, 64=1, x5=6, Gg=3.

a) Asigna una de estas grificas a Ay otra a B.

AN/

0 5 10 0 5 10 0 5 10

b) En una de las clases hay 11 suspensos y 4 sobresalientes, mientras que en la otra hay 5
suspensos y 1 sobresaliente. ;Cudl es Ay cudl es B2

) Si Laura necesita sacar sobresaliente y Miguel se conforma con aprobar, ;qué clase te
parece mas adecuada para cada uno de ellos?

a) La segunda grafica la descartamos porque la media seria 5.

N\

—_—

0 5 10

~_/

| S e

0 5 10

Xx,=6y 6,=1 — 12 gréifica

Xp=06y 0,=3 — 32grifica

b) A corresponde con la clase de los 5 suspensos y el sobresaliente.
B corresponde con la clase de los 11 suspensos y los 4 sobresalientes.

c) La clase A serd mds adecuada para Laura, y la clase B, para Miguel.



MANAYAESO

Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

10 Estas cuatro grificas corresponden a las estaturas de los jugadores de cuatro equipos de

1

baloncesto, A, B, C y D, cuyos pardmetros aparecen en la tabla. ;Cudl es la grifica de
cada equipo?

© [ )

W 198,51 9,7
]
180 195 210 180 195 210 198,1 3,9

A

B
QE‘_( ® W C 193 | 4,6
= M D 193.4] 8,1

180 195 210 180 195 210

Halla el CV de cada equipo y ordénalos de menos a m4s regulares.
Los equipos I y IV tienen medias superiores a 195, y los equipos II y I, inferiores.

Ademds, los jugadores de IV tienen estaturas més extremas que I. Lo mismo ocurre con III
que tiene estaturas mds extremas que II.

Asi, podemos relacionar:

A= IV B -1 C - III D -1
_ g _ 957 _ 0,
CV,= " 1983 =0,0489 — 4,89%
CV,=S =22 _0,0197 - 1,97%
P x 1981 ’ ’
Cv.=9- 46 _0 0238 - 2,38%
C E 193 b b
_o_ 81 _ 0
CV, =S = 0o r=0,0419 = 419%
Los ordenamos de menos a mds regulares:
A<D<C<B
Elena, una jugadora de baloncesto, tiene una media de 17 puntos por partido y una

desviacidn tipica de 9. Su compaiera, Marta, tiene una media de 20 puntos y una des-
viacién tipica de 3 puntos.

Para el préximo partido, el entrenador necesita una jugadora que intente conseguir 30 o
mis puntos. ;A cudl de las dos debe seleccionar? ;Por qué?

El entrenador necesita que la jugadora elegida haga 30 puntos.

Elena tiene x =17 y 6 =9 y pasa de los 30 puntos con 1,5 desviaciones tipicas. Es decir,
x+1,50=17+1,5-9 =30,5.

Marta tiene x =20 y 6 =3 y para tener al menos 30 puntos, necesita mds de 3 desviaciones
tipicas. Es decir, x +36 =20 +3 -3 =29.

Por tanto, el entrenador debe seleccionar a Elena.
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12 Lidia y Marcos juegan varias veces a acertar, en un minuto, el mdximo nimero de pala-
bras dada su definicién. Estos son los resultados:

14,8 15,9 7 13 12 15
11,9 101012 11| 6 | 9

a) Halla la media y la desviacidn tipica de cada uno.

b) Calcula sus CV'y di quién es mds regular.

a) Lidia:
. 14+8+15+9+87+13+12+15 ~ 11,63
c:\/142+82+152+92+872+132+122+152—11,632z2,98
Marcos:
7o ll+9+10+108+12+11+6+9 ~9.75
Gz\/112+92+102+1028+122+112+62+92_9’75222’94
o 2,98 .

b) Lidia: CV = 11.63 =0,26 > 26%
Marcos: CV = ;% 0,30 — 30%

Lidia es un poco mds regular.

13 a) Compara estas distribuciones de notas obtenidas por tres grupos de alumnas y alum-
nos indicando cudles son la mediana y los cuartiles en cada una:

0 1 2 3 45 6 7 8 910
®
® [
® — EREsn

b) En la evaluacidén se hicieron estos comentarios:
I. Aprobé el 50 % de la clase.

II. Las notas son muy parecidas.

1. Un cuarto de la clase tiene notas superiores a 7.
Iv. Es la mejor clase, pero con la mayor dispersion.

Indica a qué grupo corresponde cada comentario.

AL Q=4 Me=5 Q=7
. Q=45 Me =5,5 Q=06
ur. Q = 3,5 Me =6,5 Q;=8
b) 1. Grupo® 1. Grupo® 1. Grupo® 1v. Grupo®
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14 Estos son los diagramas de caja de las notas en matemadticas de cuatro clases de 20 estu-
diantes:

0 1.2 3456789110
) e s

@ [ =1 —
@ [
O—— T

a) Di, en cada una de ellas, los valores menor y mayor asi como Q;, Me y Q.

b) Los pardmetros son, no respectivamente:

4 6 5 5
2,3 3,1 2,5 1,3

Asocia los pardmetros con su clase.
c) Las 20 notas de la clase I son:
2222334445555667881010
Comprueba que responden a su diagrama de caja.
Inventa ti 20 valores que respondan a cada uno de los diagramas 11, 111 y 1Iv.

d) Calcula x y © en las distribuciones que has inventado en el apartado anterior y
compdralos con los que se dan en la tabla del apartado b).

e) Halla el coeficiente de variacion de cada distribucién del apartado b) y determina
cudl es mds regular.

a1 Min=2 Me=5 Q3=06 Mix =10
. Min=1 Me=5 Q3=9 Mix =10
u. Min=2  Me=5 Q3=06 Mix =8
w. Min=0  Me=5 Q3=06 Mdx = 8
b) A tiene la media mds baja: A — IV
B tiene la media mds alta: B — 11
C parece centrada en 5 con dispersién alta: C — 1
D tiene dispersién baja y la media y la mediana coinciden: D — III
c) Para que los datos respondan al diagrama I habria que cambiar el 7 por un 6.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
I —-1233444455557899991010
I - 222344455555566677838
IV>011222344555666677738
d) Respuesta abierta.

e) Respuesta abierta.
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15

16

17

18

Rafa es vendedor ambulante seis dias a la semana. Ayer, viernes, calculé que durante
esta semana habia conseguido una ganancia media de 48 € diarios. Al hacer la misma
cuenta hoy, sibado, resulta una media de 60 € diarios.

:Cudnto ha ganado hoy?

le'

La media que calculd el viernes fue: x = 48 =

le'
6
Por lo tanto, Rafa ha ganado hoy 360 — 240 = 120 €.

La media de hoy, sdbado, es: x = 60 = - in = 360.

Para hallar la nota de una asignatura, el segundo examen vale el doble que el primero, y
el tercero, el triple que el primero.

a) ;Cudl es la nota final de una alumna que sac6é un 5, un 6 y un 42
b) ;Y si esas notas son el 10 %, el 40 % y el 50 %?

21) 15+26+34 _2=4,8§

1+2+3 6
10-5+40-6+50-4 490 _
b) 10 + 40 + 50 ~ 100 =49

Sabemos que, en una clase, la calificacién media de un examen ha sido 5, y la desviacién
tipica, 1,5. En esa misma clase, para otro examen, la calificacién media ha sido, tam-
bién, 5 y la desviacién tipica, 1.
Si alguien ha obtenido un 8 en el primer examen y un 7,5 en el segundo, ;qué nota te
parece mas meritoria? ;Por qué?

El coeficiente de variacién en el primer examen es del 30 %, y en el segundo, del 20 %. Asi,
en el segundo examen hay menos personas que hayan sacado notas muy por encima de la
media y, por lo tanto, el 7,5 de este alumno es mds meritorio.

Conocemos el nimero de dias al mes que ha llovido este afio en una cierta regién. Los
valores de los cuartiles son 6, 9 y 14. El mes que mds llovié fue marzo con 21 dias y sabe-
mos que el rango de la distribucién es 18.

a) Construye el diagrama de caja y bigotes.

b) ;Crees que es una regién lluviosa? Justifica la respuesta.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 21

Observando el diagrama de caja y bigotes si podemos deducir que e s una regién lluviosa.
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Resuelve: un poco mas dificil

19 Al medir el peso al nacer en una determinada especie de animales, hemos obtenido los

datos siguientes:

3,5-4,5 1
4,5-5,5 8
5,5 - 6,5 28
6,5-7,5 26
7,5-38,5 16
8,5-9,5 1

a) Calcula la media y la desviacidn tipica.

;Qué : i 5 = % + 0? ;Y m4 X+ 0?0 s
b) {Qué porcentaje de animales pesé entre ¥ — G y x + 6? ;Y mds que x + 62 ;Y menos
que x — 62 Haz una estimacién razonada.

)
4 1 4

3,5-4,5 16 531
= ol 6,638

45-55 5 8 40 200 ¥ 780

5,5-6,5 6 28 168 1008 3603 -

65-75 | 7 26 182 1274 0=y Tgy —(6:638)7 =0997

7,5-8,5 8 16 128 1024

8’5 - 9’5 9 1 9 81

b) x — 6 = 6,638 — 0,997 = 5,641 = 5,5; x+ G = 6,638 + 0,997 = 7,635~ 7,5

En el intervalo que vade X -0 a X+ 6 hay 28 + 26 = 54 individuos, que supone un

54 _ _67.59
20 " 0,675 = 67,5 %.
Con mis de x + ¢ hay 16 + 1 = 17 individuos, que supone un 17 _0,2125 = 21,25%.

80

Con menos de x — G hay 1 + 8 = 9 individuos, que supone un % =0,1125 = 11,25 %.
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20 Estas son las estaturas de 4 350 soldados:

1,52 11,56 1,60 | 1,64 | 1,68 | 1,72 1,76 | 1,80 | 1,84 | 1,88
62 | 186 | 530 | 812 | 953 | 860 | 507 | 285 | 126 | 29
Decimos que los soldados que tienen su estatura entre x + G y x + 26 son altos, si la
tienen entre X — G y x — 20, son bajosy entre x — G y x + G, son normales.
Estima qué tanto por ciento de altos, de bajos y de normales hay.
:Qué porcentaje hay de altisimos y de bajisimos?
Empezamos por calcular ¥ y 6. Obtenemos x = 168,6 cm, 6 =7,1 cm.
Son importantes los siguientes valores:
x—20=154,4 x—0=161,6 x+0=1757 x+20=18238
Representamos estos valores junto con los extremos de los intervalos:

|@| 186 530 ||@|| 507 || 126 |@|

150 154 158 162 166 170 174 178 182 186 190

Xx—20=154,4 x+0=1757
x—-0=10601,5 x+20=182,8

Deseamos averiguar el niimero de individuos que hay en los #ramos delimitados por las lineas
rojas. Para ello, hemos puesto, en verde, los individuos de cada intervalo. Se han senalado los
que estin contenidos por completo en uno de los zramos. Asi, (62) son los individuos del
primer intervalo que estdn dentro del zramo 150 - 154,4.

Los demds nimeros en verde hemos de repartirlos del siguiente modo:

2.° intervalo:
186 individuos

| - : 186 individuos _ x R
154 158 4 cm 154,4 — 154
- x= w = 18,6 = 19 individuos

154,4 cm

Asignamos 19 inidividuos a la izquierda de 154,4 y 186 — 19 = 167 a la derecha.
Andlogamente:

3. intervalo: — 464 individuos a la izquierda de 161,5 y 66 a la derecha.

7.° intervalo: — 215 individuos a la izquierda de 175,7 y 292 a la derecha.
9.° intervalo: — 25 individuos a la izquierda de 182,8 y 101 a la derecha.

Conclusién:
|62+19| 167 + 464 | 66 + 812 + 953 + 860 + 215 |292+285+25| 101+29
81 (= 2%)| 631 (= 15%) 2906 (= 67%) 602 (= 14%) | 130 (= 3%)

Por tanto, diremos que hay:
2% de bajisimos, 15 % de bajos, 67 % de normales, 14 % de altos y 3 % de altisimos.
(Los porcentajes suman 101 y no 100 debido al redondeo).
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21 Estas son las horas de estudio semanal de un grupo de alumnas y alumnos:

14 9 9 20 18 12 14 6 14 8
15 10 18 20 2 7 18 8§ 12 10
20 16 18 15 24 10 12 25 24 17
10 4 8 20 10 12 16 5 4 13

a) Construye una tabla de frecuencias con los siguientes intervalos: 1,5 - 6,5 - 11,5 -

16,5 - 21,5 - 26,5.
b) Calcula la media y la desviacidn tipica.

a)

1,5-6,5 5

6,5-11,5 11

11,5-16,5 12

16,5 - 21,5

21,5 - 26,5

b)

1,5-6,5 4 5 20 80 ca)

65-115 | 9 11 99 g1 | X=--=1325h
11,5-16,5| 14 12 168 2352
16,5-21,5 19 9 171 3249 0= % —(13,25)% =5,6513
21,5-26,5| 24 3 72 1728

40 530 8300

22 En una clase, estas son las notas de un examen:

1123|4567 |89 10
4/3/2/1|713(2/8|3 2

Calcula las notas medias de: la clase (x), los aprobados (x,) y los suspensos (xp). ;Se po-
dria hallar x haciendo la media de x, y xg?

=198 _ - _ 178 _ - _ 20 _
¥= 35 ~ 5,657 A= S5 =7,12 8= 1o 2

Haciendo la media de x, y xg no se puede hallar x. Observamos que:

Si ?cA:% y Xp =

+
XA XB¢4+C

2 b+d

L,)_Cz a+c

d b+d
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23 En mi clase de recuperacién somos 16 estudiantes y hemos sacado una nota media
de 7,1. Si la media de las chicas es 8 y la de los chicos, 6,4, ;qué proporcién de chi-
cas y chicos hay en clase?

Llamamos y al ndmero de chicas de la clase. Por tanto, en la clase hay 16 —y chicos.

. . X1+X2+...x},
* Media de las chicas: ——————==8 — x;+x,+...x,=8.y
J

x},+1 +Xy+2+...x'16

¢ Media de los chicos: T

=6,4 > x + X+ X6=6,4- y(16- )

e Media de la clase:

(O + X +a0) + () g+, ,0 +. X)) _ (8-9)+[6,4(16 - y)]
16 16
—8,+102,4-6,4y=113,6 — 1,69=11,2 > y=7

=71

En la clase hay 7 chicas y 9 chicos.

24 La media de tres niimeros es 7 unidades mayor que el pequefio y 10 unidades menor que
el mayor. Sabiendo que la mediana es 7, ;de qué niimeros se trata?

* Llamamos x, y, z a los tres nimeros buscados dados de menor a mayor.
* Como la medianaes 7 — y=7.

X+7+2

* La media es 7 unidades mayor que x — 5 =x+7
= x+7=2-10 >
* La media es 10 unidades menor que z — x+77+z=z_10
3
— x=z-17

Sustituyendo en la 22 ecuacién:

%=z—10 — 22-10=32-30x — 2=20 — x=3

Los tres nimeros buscados son 3, 7 y 20.
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Reflexiona

25 ;Quéles ocurreala x yala ¢ de una distribucidn si a todos sus datos les sumamos un
mismo nimero?

;Y si los multiplicamos por el mismo nimero?

Comprueba tus conjeturas con estos datos:

4’ 3’ 6’ 7’ 5’ 4’ 5’ 3’ 2’ 6’ 5

e Si a cada dato le sumamos un mismo ntimero, 4, entonces la media aumenta 2 unidades
pero la desviacién tipica no varfa.

Datos = x;=x;+a
Parimetros = x'=x+a; 6'=0
* Si cada dato se multiplica por 4, la media y la desviacién tipica se multiplican por £:
Datos — x;"= k- x;
Pardmetros = x"'=k-x; 6"=0
Comprobacién:
Los pardmetros de la distribucién son x = 4,55 y © = 1,42.
Si sumamos 3 a cada dato, obtenemos x = 7,55 y ¢ =~ 1,42.

Si multiplicamos por 2 cada dato, obtenemos x= 9,1 y ¢ = 2,84.
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Lee y aprende

La campana de Gauss

Muchas variables estadisticas relativas a fenéme-
nos del mundo real, con componentes aleatorios,
presentan frecuencias muy bajas en los valores
extremos, que van creciendo a medida que se
acercan a los valores centrales.

Asi se comporta, por ejemplo, la distribucién de
las alturas de un conjunto de personas: unas po-
quitas muy bajas (menos de 1,55 m), otras po-
quitas muy altas (mds de 1,95 m) y muchas entre . —
los valores intermedios (alrededor de 1,75 m). Y

lo mismo podemos decir de la distribucién de pesos, el tallaje en las prendas de vestir, los
datos relativos a temperaturas, caudales de rios, gasto de energia, ingresos, etc.

Este tipo de distribuciones, en su forma ideal, responden al concepto de distribucién nor-
mal y su representacién grafica (valores-frecuencias) se conoce como campana de Gauss,
por su forma y por ser Gauss el primer matemdtico que aplicé estos conceptos en estudios
pricticos, para otras ciencias.

¢ ;Cudl seria la media en la distribucién de la grifica roja? ;Y la mediana? ;Y la moda?
¢ ;:Qué valor tendrian esos pardmetros en la grifica verde? ;Y en la morada?

La media, la mediana y la moda de cualquier distribucién normal coinciden.

Piensa y generaliza

Este dado tiene dos ca-  Aqui hay cuatro caras
ras ocultas y cuatro a la  ocultas.
vista. ;Cudntos puntos

7
suman las caras ocultas? eCuantos Plll’ltOS suman

esas cuatro caras?

* ;Y si hubiera x dados?

El nimero de puntos de las caras ocultas estd en funcién del niimero de dados. Escribe y
representa una funcién que relacione el nimero de dados, x, con el de puntos en las caras
ocultas, y.

* Las caras opuestas de un dado siempre suman 7 puntos. 2(5): PURTDS
* Segun la respuesta anterior, 7 - 2 = 14 puntos. 354
* 7 -3 =21 puntos. 32: y/=7x
* 7.6 =42 puntos. 20
* Segln la serie anterior, si hubiera x dados las caras ocultas 1(5):
sumarfan 7 - x puntos. 5 R
+y=7x BERPERE
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Entrénate resolviendo otros problemas

* Un grupo de 17 chicas y chicos de la misma edad organizan un gran viaje. A la reunién
inicial acuden los padres y las madres de todos ellos, cuya edad media es de 45 afios. Pero
si consideramos al grupo formado por padres, madres, hijas e hijos, la edad media es de
35 anos. ;Qué edad tienen los chicos y las chicas?

Entre padres y madres suman 45 .17 -2 =1530 anos
Entre madres, padres e hijos suman 35.17 -3 =1785 afos
Solo los hijos suman 1785 —1530 = 255 anos
Cada hijo tiene 255:17 = 15 afos

* Sitda 10 soldaditos sobre una mesa de modo que haya 5 filas de 4 soldados.

PARTIDO 1 PARTIDO 2 PAF

* Un cocinero va a freir tres filetes. Cada uno ha de estar en la sartén cinco minutos por
cada cara. Pero en la sartén solo caben dos. ;Cémo debe hacerlo para tardar el menor
tiempo posible?

Pone dos filetes, A y B, durante 5 minutos.
Saca uno de ellos, A, da la vuelta al otro, B, y pone el tercero, C, durante 5 minutos.

Saca el B (ya estd hecho por las dos caras), da la vuelta al C, y pone el A por la cara cruda. Otros
5 minutos. Ya estan los tres. Ha tardado 15 minutos.

* Copia el dibujo de la derecha y traza en tu cuaderno una linea quebra-
da de cinco segmentos que pase por estos trece puntos.
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AUTOEVALUACIGN

v

1 Halla la media, la mediana, la desviacién tipica y el coeficiente de variacién de cada una
de estas distribuciones y determina cudl es mds dispersa:

a)6,9,1,4,8,2,3,4,4,9

b) 120, 95, 87, 111, 116, 82, 121, 92,76

©) 987, 1010, 1004, 995, 998, 1001, 999, 982

a) Ordenamos primero losdatos: 1 2 3 4 4 4 6 8 9 9

1+2+3+4-3+6+8+9-2 _5
10 -

MEDIA: X =

MEDIANA = 4

12+22+3%+4%.346°482+9%.2 o5 _ 324

0 0 -25=7,4

VARIANZA:

DESVIACION TiPICA: O = 7,4 = 2,72

COEFICIENTE DE VARIACION: CV = 2,72 _ 0,544

5

b) Ordenamos los datos: 76 82 87 92 95 111 116 120 121
76 +82+87+92+95+111+116+120+121

MEDIA: X = 9 =100

MEDIANA = 95

VARIANZA: O+ 82% +87% + 922 + 9529+ 111241162 +120%+121% _ 1002 Z 264
DESVIACION TIPICA: G = y264 ~ 16,25

COEFICIENTE DE VARIACION: CV = 1?6%)5 =0,1625

¢) Ordenamos los datos: 982 987 995 998 999 1001 1004 1010
982 +987 + 995+ 998 + 999 + 1001 + 1004 + 1010

MEDIA: X = g =997
MEDIANA = M =998,5
2 2 2 2 2 2 2 2
VARIANZA: 9824 + 9874 + 995- + 998 +§99 +1001° +1004“ +1010 = 9972 7]
DESVIACION TIPICA: G = {71 = 8,43
COEFICIENTE DE VARIACION: CV = 89’ 9473 =0,0085

La distribucién mds dispersa es la a).



2 Calcula x, 6 y CV de las siguientes distribuciones:
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a) Numero de dias que han ido a la biblioteca los estudiantes de un curso:

N.° DE DIiAS FRECUENCIA

0

6

1
2
3
4
5

7
8
5
2
2

b) Tiempo, en minutos, que pasaron en la sala de espera los pacientes de un médico

TIEMPO (Min) FRECUENCIA

cierto dia:

Dela9

4

De9al7

De17a25

De 25 a 33

De 33 a4l

De 41 a 49

Y --_

)

7

16

32

15

45

8

NN oo W

MEDIA: x—&~187

30

3)  DESVIACION TiPICA: © = 13606 1,872 ~ 1,43

NI RN = O

[NSIRN SRRV, IR N I @)

10

50

D R

COEFICIENTE DE VARIACION: CV = g =
X

,43
1,87

T S I P

~ 0,7647

0-10

10- 20 15 9 135 2025

20 - 30 25 8 200 5000

30 - 40 35 5 175 6125

40 - 50 45 2 90 4050
MEDIA: X = 63300 =~ 21

DESVIACION TIPICA: O = 4 173305 0_ 212 = 11,72

COEFICIENTE DE VARIACION: CV = g =
X

11,72
21

~ 0,56
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3 Las notas obtenidas por los estudiantes de una clase en un examen con 5 preguntas han sido:

33245 41332
32443 12053
20353 3521 4

a) Calcula la mediana y los cuartiles.

b) Dibuja el correspondiente diagrama de caja.
a) Me=3, Q1=2y Q;=4
b) | } }

0 1 2 3 4 5

— [

4 Las estaturas de los componentes de tres equipos escolares de baloncesto, A, By C, se
distribuyen segiin las siguientes graficas:

[

170 175 180 185 165 170 175 180 185 165 170 175 180 185 190

Los pardmetros correspondientes a cada uno son:

A | B | c |

1778 | 1768 | 1746
N 64 3,2 4,5
Indica a qué equipo corresponde cada grafica.

La grifica I corresponde al equipo B, ya que su medida debe estar entre 175 y 180 y su desvia-
cién media es la mds pequefia.

La gréfica II corresponde al equipo C, ya que su media debe estar entre 170 y 175 y su desvia-
cién media estd entre las de los otros dos equipos.

La grafica III corresponde al equipo A, ya que su media estd mds cercana a 180 y su desviacién
media es la mds grande.

5 He estudiado esta semana: el lunes, 3 h; el martes, 2 h; el miércoles, 2,5 h; el jueves, 5 h;
el viernes, 2 h, y el sibado, 3,5 h.

a) ;Cudnto tengo que estudiar el domingo para mantener la media? ;Y para la mediana?
b) ;Cudnto debo estudiar para que la media sea 5 h?
a) Ordenamos losdatos: 2h 2h 25h 3h 35h 5h

2+2+2,5£3+3,5+5 _3h

MEDIA: X =

MEDIANA= 2,75 h

Para mantener la media, el domingo tengo que estudiar 3 h. Y para mantener la mediana,

2,75 h.

2+2+2,5+3+3,5+5+«x
b) 7

Tengo que estudiar 17 h.

=5 > 18+x=35 —> x=17
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Resuelve

1 a) Resuelve el problema de Cardano, enunciado en la pdgina anterior, utilizando el si-
guiente esquema:

4 8 ¢ Al tirar un dado, hay 1 posibilidad en-

tre 6 de obtener un cuatro:

. @ Pl4] = ...

’ m ° Al tira13r6d((i)s d:dos, hay 5 lilosibilidades
. entre e obtener un ocho:

e R

b) ;Qué es mds probable, «obtener 5» con un dado o «sumar 7» con dos dados?

000
000

_1 ) _5 .
a) P[4] = G 0,16; P[8] 36 0,13
b) P[5] = % < Al tirar un dado.

Al tirar dos dados, hay 6 posibilidades de sumar7 (6 + 1,5+2,4+3,3+4,2+5,1+0)
. _6 _ 1
entre 36: P[suma 7] = 36 -6

Por tanto, es igual de probable una cosa que la otra.
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2 a) Para resolver el problema «Un desafio interrumpido», observa el esquema que aparece
a la izquierda. De él se concluye que B triunfa en la mitad de la mitad de los casos y A,

en el resto. Por tanto:

P[TRIUNFA A] = 1,1_ 3 P[TRIUNFA B]

2 4 4

1

4

Lo razonable es repartir el dinero proporcionalmente a estas probabilidades. Hazlo.

b) ;Cémo se deberian repartir los 3000 doblones si la partida se hubiera interrumpido

cuando A ganaba 2 - 02

a) A se lleva % de 3000 doblones — 2250 doblones.

B se lleva % de 3000 doblones — 750 doblones.

b)

GaNa A (3-0)| > A gana el desafio.

GaNA A (3-1)| > A gana el desaffo.

2 Veana B (2-1) .

1 2 7|cana 4 (3-2)
35 GANA B (2-2) <
1

GANA B (2-3)

| —

(2-0)

,_.
| —

— A gana el desafio.

— B gana el desafio.

B ganaria el desafio en la mitad de la mitad de la mitad de los casos; es decir, en la octava

parte de los casos.

P[B gana el desafio] = %

PIA gana el desafio] = %

A deberia llevarse 7 3000 = 2625 doblones.

B deberia llevarse % - 3000 = 375 doblones.



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

T ) SUCESOS ALEATORIOS

Pagina 299

1 En una urna hay 10 bolas de cuatro colores.

Sacamos una bola y anotamos su color.

a) ;Es una experiencia aleatoria?
b) Escribe el espacio muestral.

¢) Inventa cinco sucesos.

a) Si, pues el resultado depende del azar. b) E={R, A, V, N}
c) Respuesta abierta. Por ejemplo:

S;={R, A, V, N} S, = {R, N} S;=1{V}

S = (A} Ss= AV, N}

2 Tenemos caramelos de fresa, naranja, limén y pifia.
Cogemos uno sin mirar y comprobamos su sabor.
a) ;Es una experiencia aleatoria?
b) Escribe el espacio muestral.
¢) Inventa dos sucesos que tengan mds de un caso.
a) Si, pues el resultado depende del azar. b) E={F, N, L, P}
¢) Respuesta abierta. Por ejemplo:

S = {E, N} S,={N, L, P}

3 En una urna hay 10 bolas numeradas.

Sacamos una bola y anotamos el niimero.

° a) ;Es una experiencia aleatoria?

9?0 a a b) Escribe el espacio muestral.
SO E)

e c) Inventa cinco sucesos.

a) Si, pues el resultado depende del azar. b) E=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

c) Respuesta abierta. Por ejemplo:

Si: “PAR” = {2, 4, 6, 8, 10} Sy “iMeaR” = {1, 3, 5,7, 9}
S5t “murrieLo pE 3” = {3, 6, 9} S4: “mULTIPLO DE 57 = {5, 10}
Ss: “NUMERO PRIMO” = {2, 3, 5, 7} Sg: “CUADRADO PERFECTO” = {1, 4, 9

4 Daniel le ha regalado a su hermana Maria una caja de bombones de chocolate.
Saca un bombén y ve si es de chocolate.
:Es una experiencia aleatoria?
:Por qué?

No es una experiencia aleatoria, Daniel sabe que todos los bombones son de chocolate; por lo
tanto, no interviene el azar.
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1

Extraemos una carta de una baraja espafiola con 40 naipes. Halla la probabilidad de ob-
tener:

a) El as de espadas.

b) El rey de bastos.

¢) Una figura (sota, caballo o rey).
d) Una copa.

a) Plas de espadas] = %

b) P[rey de bastos] = %

¢) P[una figura] = % = %

d) P[una copa] = i—g = %

En un campamento hay 32 jévenes europeos, 13 americanos, 15 africanos y 23 asidticos.
Se elige al azar a su portavoz. ;Qué probabilidad hay de que sea europeo?

En el campamento hay 32 + 13 + 15 + 23 = 83 jovenes.

32

Pleuropeo] = 33

3 Al hacer girar la aguja, ;cudl es la probabilidad de obtener un nimero par?

Plpar] = %
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1 En una caja hay dos tipos de galletas: las de chocolate, CH, y las normales, N. Sacamos
una al azar, la miramos y la devolvemos a la caja.

Si hemos extraido 27 galletas de chocolate y 13 galletas normales, ;qué valores asigna-
riasa P[CH]ya P[N]?

Hemos extraido 27 + 13 = 40 galletas en total.

P[CH] = % - 0,675

- 13 _ 0,325

PIN] = 40
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1 Calcula las restantes probabilidades en la EXPERIENCIA I. (Sumar 2, 3, 4, 6,7, 8,9, 10, 11
y 12).

PR)= o PBl= =1
Pi] = 2= PI6] = 2
P[7]=3%=% P[8]=35—6
P[9]=3i=% P[10]=3i6=11_2
P[] = %:% Pl12] = 3%

2 En la EXPERIENCIA I:
a) ;Cudl es la probabilidad de que la suma sea menor que 6?
b) ;Cudl es la probabilidad de que sea mayor que 6?
©) ;Y de que esté entre 4 y 7, ambos incluidos?

a) 1 +2 + 3 + 4 =10 resultados menores que 6. Por tanto:

_10_ 5
P[MENOR QUE 6] = 36" 1
21 _ 7
b) P[MAYOR QUE 6] = 3612
_18 _ 1
c)]’[4,5,607]—36 3
3 Lanzamos dos dados y nos fijamos en la mayor de las puntua- b {1 I e [ L
ciones. @ 1(2(3]4|5|6
Completa en tu cuaderno el cuadro. ;Cuél es la probabilidad || |23 |4
de que la mayor de las puntuaciones sea 1? [ ] 5
;Y de que sea 22 ;Y 37 ;Y 42 ;Y 52 ;Y 62 = Z -
anEEEE a A
@1 23|4(5|6
@22|3|4|5|6
@s3(3]3|4]|5]|6
@ 444456
@5 55556
@ oclclclcle|6
-1 -3 _1 -2
P[1] 36 P[2] 36" 12 P[3] 36
-/ -9 _1 _ 11
Pl4] = 3G P[5] 36" 4 P[6] 36
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4

Lanzamos dos dados. Halla la probabilidad de obtener par en el primero y miltiplo de 3
en el segundo.

P[par y multiplo de 3] = P[par] - P[multiplo de 3] = % 2.1

Lanzamos simultdneamente un dado correcto y una chincheta. Deseamos calcular las
probabilidades de cada uno de los dobles resultados. Rellena en tu cuaderno una tabla
como esta suponiendo que P[(!] =0,7.

D
&
SiP[@]=07 — Ple]=03. PI@) - P(M]-...- P[] - L
<> o,3~%=0,05 o,3-%=0,05 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05

R 0,7-%zo,117 0,7-%zo,117 0,117 | 0,117 | 0,117 | 0,117
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6 ;Cudl es la probabilidad de que una bola que se deja caer por el embudo caiga en cada
casillero?

a) En el aparato L. b) En el aparato IL.
(- |_l
P Q R
1. 1_1
2 3 6
1.1_1
2376
111
2 3 6
1 1_1
2274
111
2274
1. 1_1
2 6
1 1_1
2'3°56
~1.1_1
236 1.1 243 _5
[ A TR
2 2 4

—
—_

»Jk|»—'
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2. Experiencias compuestas. Diagramas en arbol

Hazlo tu

* Suprime una bola verde de cada una de las dos urnas de este ejercicio y calcula las mismas
probabilidades que en él se piden.

Llamamos: R — bola roja V' — bola verde

a) P[L*Ry 22 R] = P[1.* R] - P[2.* R habiendo sido 1.* R] = %%
b) P[1.°V y 22 R] = P[1.* V] - P[2.* R habiendo sido 1.* V] = %% - 0,05
) P[22 R]=0,3+0,05 = 0,35

d) P22 V]=1-P[2*R]=1-035=0,65

=0,05
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Espacios muestrales. Sucesos

1 Indica el espacio muestral de cada una de las siguientes experiencias aleatorias:
a) Sefalo al azar una provincia en un mapa de Galicia.
b) Lanzo un cubo de Rubik recién montado y anoto el color de la cara de arriba.

¢) Sefialo una palabra cualquiera de un libro elegido al azar y observo cudl es la primera
vocal que aparece.

d) Saco una carta de una baraja espaiiola y observo el palo.
a) E = {A Coruna. Lugo, Orense, Pontevedra}

b) E = {azul, amarillo, rojo, verde, blanco, naranja}

¢ E=1{a, e i,o0,u}

d) E = {oros, copas, espadas, bastos}

2 Lanzamos un dado con forma de dodecaedro con las caras numeradas
del 1 al 12 y anotamos el niimero obtenido. "
a) ;Cudl es el espacio muestral?

b) Describe los sucesos:

A = (Menos de 5» B = «Mids de 7» G

C = «Numero par» D = «No muiiltiplo de 3»
a) £=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
b) A={1,2,3, 4} B=1{8,9,10, 11, 12}
C=12,4,6,8,10, 12} D={1,2,4,5,7,8,10 11}

3 Escogemos al azar un dia cualquiera de la semana.
a) ;Cudl es el espacio muestral?
b) Describe los sucesos:
A = «Fin de semana»
B = «Los que empiezan por la letra M»
C = «Los que acaban en es»
a) E={LLM,X,],V, S, D}
b) A =1S, D} B ={M, X} C={L M, X, ], V}
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5 Describe los sucesos contrarios a los sucesos A, B, Cy D del ¢jercicio 2.
* El suceso contrario de A es: Obtener 5 o mis = {5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12}
¢ El contrario de B es: Obtener 7 o menos = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
* El contrario de C es: Obtener nimero impar = {1, 3, 5,7, 9, 11}
* El contrario de D es: Obtener multiplo de 3 = {3, 6, 9, 12}

6 Describe los sucesos contrarios a los sucesos A, B y C del ejercicio 3.
* El contrario de A es: No fin de semana = {L, M, X, ], V}
* El contrario de B es: No empiezan por M = {L, ], V, §, D}

* El contrario de C es: No acaban en es = {S, D}

Probabilidades en experiencias simples

8 Halla las probabilidades de los sucesos A, By C de la actividad 3. Calcula también la de sus
contrarios.

P[A] =2/7 P[B] =2/7 P[C] =5/7
P[CONTRARIO DEA] = 1-2/7 =5/7
P[coNTRARIO DE B] = 1 -2/7 =5/7
PlconTRARIO DE C] = 1 -5/7 =2/7

9 Se extrae al azar una bola de la siguiente bolsa. Calcula la probabilidad de que:
a) Sea azul.
b) No sea verde.

¢) Sea roja o azul. Q%
_2_1

a) Plazul] = 54

b) P[no verde] = 1 — P[verde] = 1 —

oot

2

) P[rojaoazul]=%+§=%

10 Lanzamos un dado correcto. Calcula las probabilidades de que el resultado sea:

a)lo2. b) Mayor que 2.

¢) Par. d) Mayor que 1.

e) Menor que 1. f) Menor que 7.

a)P[102]=%+%=% b) P[mayorque2] =1-P[l02] = _%=%
) P[par]z% d) P[mayor que 1]=1—P[1]=1—%=%

e) P[menor que 1] =0 f) P[menor que 7] = 1
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11 La profesora ha traido estos libros a clase:

La isla del tesoro 11
El principito
De la Tierra a la Luna

El conde de Montecristo
Si se asignan al azar, calcula la probabilidad de que el libro que le toque al primero de
la lista:
a) Sea La isla del tesoro.
b) No sea El principito ni El conde de Montecristo.
c) No sea De la Tierra a la Luna.

En total hay 30 libros.

a) A = Sea La Isla del tesoro. P[A] = %

b) B = No sea El Principito ni El Conde de Monecristo. P[B] = 113—66 - ;_g
c) C=No sea De la Tierra a la Luna. P[C] =1 - 6 _24 _4

30 30 5
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Probabilidades en experiencias compuestas

12

14

Tiramos un dado y hacemos girar la ruleta:

&

a) ;Cudl es la probabilidad de obtener dos nameros pares?

b) Halla la probabilidad de obtener un niimero mayor que 2 en el dado y un color que
no sea azul en la ruleta.

¢) ;:Cémo de probable es sacar 5 o0 6 en el dado?

- : _1.3_3
a) P[pary par] = P[par] - P[par] = R AR
b) P[mayor que 2 y no azul] = P[mayor que 2] - P[no azul] = % . % = %

dPMoﬂ=%+%=%

Extraemos dos cartas de una baraja espanola. Calcula la probabilidad de estos sucesos:
a) Dos ases.

b) Un as y un rey.

¢) Dos oros.

d) Ninguna copa (no copay no copa).

e) Dos figuras (sota, caballo o rey).

f) Una figura y una no figura.

@PmyM=PmymmmmmmmMQ:%m%:%E

mpmwmppmymmm@m®mmm=ﬁr%{ﬁ%

c) P[oros y oros] = P[oros] - P[oros habiendo sido oros] = % . % = 53—2

d) P[NINGUNA copra] = P[No cora] - P[No cora habiendo sido No cora] = % . % = g_g

e¢) P[FIGURA y FIGURA] = P[FIGURA] - P[FIGURA habiendo sido FIGURA] = ié % = %
12 28 _ 14

f) P[FIGURA y NO FIGURA] = P[FIGURA] - P[NO FIGURA habiendo sido FIGURA] = %039 " 65
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15 Cogemos al azar una bola de la 1.2 urna, la echamos en la 2.2 y sacamos una bola de esta

2.2 urna.

Calcula las siguientes probabilidades:

a) P[1.2.Qy2.2Q] b) P[1.2  y2.2Q)]
c) P[2.2Q] d) P[22 Je) P[2.2Q]
N — bola negra B — bola blanca R — bola roja
- 2 2_1
B PIBB=% %
- 2. 1_1
N PIB. N1 = 5 410
- 2. 1_1
R PIB. Rl - 5 4 10
- 3. 1_3
B PIN. B] - 5 420
3 2 3
N » PINNI=S 4795
- 3.1_3
R PIN. R = 5 4 20
2) P[1AN y 22 N]=P[1.2N] - P[2* N habiendo sido 1.2 N = %% - 13—0
b) P[1*B y 2.* N]=P[1.* B] - P[2.* N habiendo sido 1.% B] = %%:%

O P2AN]=P[12By 28 N]+P[1*Ny 22N]= L+ 3

2
0 5

—
()
—

d)P[2*B]=P[1*By 2*B]+P[1.* Ny 2*B] =

1,
5
¢) P[22 R]=P[12By 22R] + P[1* Ny2.2R] = %+i—



MANAYMESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

Resuelve problemas

16 Lanzamos una moneda: si sale cara, tomo una carta de una baraja; si sale cruz, no sigo

jugando.
:Qué probabilidad hay de obtener OROS 0 FIGURA?

Primero calculamos la probabilidad de que al extraer una carta de una baraja sea de Oros

: P - P P - - .
(o) Ilgura [OROS o FIGURA] [OROS] + [FIGURA] +
Ahora tenemos también en cuenta el lanzamiento de la moneda:
= L . 1— —_ 1
P[CARA y OROS O FIGURA] = = —

17 Encima de la mesa tenemos estas cuatro cartas de una baraja espafiola (40 cartas):

Sacando al azar otra carta del mazo:

a) ;Cudl es la probabilidad de que la suma de las puntuaciones de las cinco cartas (las
cuatro de la mesa y la extraida del mazo) sea 152 ;Y 162

b) ;Cudl es la probabilidad de obtener una escalera?

a) 5+1+4+2=12son los puntos de las que ya hay. Para que la suma sea 15, la nueva carta
debe ser un 3. Quedan los 4 “treses” en las 36 cartas restantes.
Por tanto, P[suma 15] = 34_6 =% =0,111
Para que la suma sea 16, la nueva carta debe ser “cuatro”. Quedan 3 “cuatros” entre las 36
cartas sin repartir.
_ 3 1
Por tanto, P[suma 16] = 36 =12 0,083
b) P . 4 1
) P[ESCALERA] [sacar 3] 369
18 Calcula la probabilidad de que la suma de los resultados del dado y la ruleta del ejercicio
12 sea mayor que 10.

Q Construye una tabla de doble entrada.

Construimos la tabla del espacio muestral:

2 3 45 | 6 9 | 10
30 45| 6|7 10 | 11
4 5 6 7 8 10 11 12
s 6| 718 9111|1213
6 | 71 8 9 10]12]13] 14
708 9 w1 li]14]15

[a—y
W

P[suma mayor que 10] =

[N
o¢]
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19 Lanzamos dos dados. Halla la probabilidad de que el producto de las puntuaciones:

a) Sea 5. b) Sea 6.

a) 1y5,5y1 b)1y6,2y3,3y2,6y1
5.2 _ 1 —6]= 4 _

P[PROD.—S]—36 is P[prOD. = 0] 36

c) Sea 4.
0 ly4,2y2,4yl

_4-3 - 1
P[rrOD. = 4] = 312

20 Lanzamos dos dados. Halla la probabilidad de que la diferencia de las puntuaciones:

21

a) Sea 0. b) Sea 1.
c) Sea 3. d) Sea 5.
Hay 36 posibles casos.
_6 _ 1 -
a) P[sea 0] = 36" 6 b) P[sEa 1]
_6 _1 -
c) P[sEa 3] = 36" 6 d) P[sEa 5]

Lanzamos dos dados. Halla la probabilidad de:
a) Obtener al menos un 6.
b) Que las dos puntuaciones coincidan.

¢) Que una puntuacién sea mayor que la otra.

L1 1,213 1,415 16
2,1 1222324 25|26
31132 33|34 35 306
4,1 | 42 | 43 | 44 45 | 4,6
5115253 54| 55|56
6162 63| 64|65 66

a) Hay 36 opciones y 11 de ellas tienen un 6. Por tanto, P[AL MENOS UN 6] =

10 _ 5
36 18
2 _ L
36 18

10
36

b) Hay 36 opciones y en 6 de ellas las puntuaciones coinciden.

Asf, P[comcien] = 0 =L

36 6

¢) Es lo mismo que decir que no coincidan las puntuaciones.

Por tanto, P[UNA MAYOR QUE OTRA] = [NO COINCIDEN] = 1 — 1_5

6 6
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22 ;Conoces el dominé? Es un juego cuyas fichas son de este tipo:

LN} L]
L]

LN ] L]
—o—| |-o—| |zo=
L] LN}
L Ld

Hay fichas con todas las posibles combinaciones con los niimeros 0, 1, 2, 3, 4, 5y 6, in-

cluyendo las dobles como el 6-6 del dibujo.
a) Comprueba que en total son 28 fichas.

Si sacamos una al azar, calcula la probabilidad de que:
b) La suma de los niimeros sea 6.
¢) La suma sea un nimero impar.
d) El producto de los dos niimeros sea menor que 6.

a) En esta tabla vemos cudles son las fi-
chas del dominé: son 28.

o 0-0 0-2 0-4 0-6
b) Hay 4 fichas cuya suma es 6 (marca- n L1 13
das en amarillo). n— . N
2-2 2 2-6
P[suma 6] = 4 _1
2877 3 3- 3-5
c) Hay 12 fichas cuya suma es un nd- n 4-4 4-6
mero impar (marcadas en verde). n 5.5
_12_3 -
P[SUMA IMPAR] = 287 n 6-6
d) Hay 13 fichas en las que el producto de los dos ndmeros es menor que 6.
P[PRODUCTO MENOR QUE 6] = %

6-6
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23 Lanzamos cuatro monedas. Halla la probabilidad de obtener:
a) Dos caras. b) Ninguna cara. ¢) Alguna cara.

Hacemos un diagrama en 4rbol para ver los casos posibles:

——> CCCC
——> CCC+
—— CC+C

@
+ @)

——> CC++
—> C+CC

@

— C+CH+

+

——> C++C
C+++
——> +CCC
——> +CC+

+

——> +C+C

+

——> +C++
——> ++CC

@)

AAAA
MANAAAA

AVA

— ++C+

+

——> ++4C

+
+ O+ 0+ 0+ 0+ 0+ 0+ 0+ 0

> ++++

Hay2.2.2.2= 242 16 casos posibles.

_6 _3 -1
a) P[DOs cARAS] = T b) P[NINGUNA CARA] T
c) P[ALGUNA CARA] = 1 — P[NINGUNA CARA] = 1 — % = %

24 ;Qué probabilidad hay de obtener dos caras lanzando dos monedas? ;Y lanzando tres
monedas? ;Y si tiramos cuatro monedas?

Podemos ayudarnos de diagramas de drbol para calcular estas probabilidades.

* Dos monedas: el espacio muestral tiene 4 casos y los favorables al suceso son CC.

1
P[CC] = =~
[CC] 4

* Tres monedas: el espacio muestral tiene 8 casos y los favorables al suceso son CC+, C+C, +CC.

P[Dos cARrAS] = %

* Cuatro monedas: el espacio muestral tiene 16 casos y los favorables al suceso son CC++,

C+C+, C++C, +CC+, +C+C, ++CC.
6 3

P[Dos cARrAS] = 16°%
25 En una familia de 4 hijos, ;cudl es la probabilidad de que todos sean varones?

:Cudl es la probabilidad de que en una familia de tres hijos, sean 2 chicos y 1 chica?

Hay 16 combinaciones distintas y solo una opcién de que los cuatro salgan varones. Por tanto,

P[TODOS VARONES] = %
En una familia de tres hijos, pueden darse 23 = 8 combinaciones distintas. En 3 de ellas hay

3

2 chicos y 1 chica. Por tanto, P[DOS CHICOS Y UNA CHICA] = 3
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27 En una empresa hay 200 empleados, de los que 100 son hombres y 100 son mujeres. Los
alérgicos son 40 hombres y 35 mujeres.

a) Si elegimos un empleado al azar, calcula la probabilidad de que sea hombre y no sea
alérgico.

b) Si sabemos que el elegido no es alérgico, ;cudl es la probabilidad de que sea mujer?

Haz una tabla como la del problema anterior.

Construimos una tabla:

40 35 75
60 65 125
100 100 200
a) P[HOMBRE NO ALERGICO] = % = 13_0
b) P[MUJER SABIENDO QUE NO ES ALERGICA] = 65 _ 13
125 25

28 Hoy hay tres partidos: de baloncesto, de fatbol y de tenis. De los 40 amigos y amigas
que hay en casa, 21 prefieren fiitbol y 5, tenis. Hay 10 chicos que quieren baloncesto, 9
chicas que quieren fitbol y 3 chicas que prefieren ver el tenis. Si elegimos una persona al
azar, calcula la probabilidad de que:

a) Sea chico.

b) No quiera ver el tenis.

¢) Sea un chico que quiere ver el tenis.

d) Sea una chica que quiera ver el baloncesto.

e) Sabiendo que es una chica, que quiera ver fitbol.
f) Sabiendo que prefiere ver tenis, que sea un chico.

Con los datos del enunciado completamos la siguiente tabla:

12 9 21
2 3 5
10 4 14
24 16 40

a) P[cHIcO] = % =%

b) P[NO QUIERA VER TENIS] = 21 4+014 = %

¢) P[CHICO QUIERE VER TENIS] = % = %

d) P[CHICA QUIERE VER BALONCESTO] = % = %

e) P[VER FUTBOL SABIENDO QUE ES UNA CHICA] = %

f) P[CHICO SABIENDO QUE QUIERE VER TENIS| = %
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29 Una botella contiene 20 bolas de colores negro, rojo y verde. No sabemos cudntas de
cada color, ni podemos verlo, porque la botella es opaca. Solo podemos ver, cuando la
tumbamos, el color de la bola que queda junto al tapén, que es transparente.

Durante unos dias hacemos 1000 veces la experiencia de agitar, inclinar la botella y
anotar el color de la bola que se ve. Al final, hemos obtenido estos resultados:

f(Q) =461 f@ =343  f(Q) =19

Podemos averiguar, con cierta seguridad, cudntas bolas hay de cada color. Hagdmoslo
con las negras:

_ 461 _
£@) = 1000 0,461

P[] = % (n es el nimero de bolas negras)

Como f,.(Q) = P[], hacemos:
0,461 = % — n=20-0,461 = 9,22

Estimamos que el nimero de bolas negras es 9.

:Cudntas bolas de cada color estimas que hay en la botella?

* Bolas rojas: 0,343 ~ 2—76 — n=20-0,343=6,86 - n=7

¢ Bolas verdes: 0,196 = % — 1n=20-0,196=3,92 > n=4

Estimamos que hay 9 bolas negras, 7 rojas y 4 verdes.

30 En un cajén hay calcetines. No sabemos cudntos, ni de qué colores. Sacamos un calcetin,
anotamos el color y lo devolvemos al cajén. Lo hacemos cien veces y hemos obtenido 42
veces un calcetin negro; 8 veces uno rojo, y 50 veces uno blanco.

a) Haz una tabla de frecuencias relativas.
b) ;Qué porcentaje de calcetines de cada color hay en el cajén?

¢) Si sabemos que hay 20 calcetines, ;cudntos estimas que hay de cada color?

a)

42 42/100 = 0,42
8 8/100 = 0,08
50 50/100 = 0,5

b) Podemos estimar que, aproximadamente, el 42 % de los calcetines son negros, el 8 % rojos,
y el 50 %, blancos.

c) Habrd 8 calcetines negros, 2 rojos y 10 blancos.
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31 Hemos de jugar a cara o cruz con una cierta ficha. Antes de empezar, experimento con
ella y obtengo 37 carasy 3 cruces.

:Qué te parece mds correcto, apostar por cruz porque «ya es hora de que salga» o por
cara porque «parece que sale mas»?

Si de 40 lanzamientos se han obtenido 37 caras y 3 cRUCEs, las probabilidades de C o + se-
ran equivalente a sus frecuencias relativas (el nimero de lanzamientos es relativamente gran-
de). Por tanto:

37 < P4l 2 2
Q) =PIC] = =5 S®) = Plel = 25

Seria mds correcto apostar por CARA.

32 En cada mano del juego Piedra, papel o tijera puedes ganar, empatar o perder. Si me
juego un refresco, ;qué probabilidad tengo de ganarlo a la primera? ;Qué probabilidad
tengo de llegar a la segunda y ganarlo? ;Y a la tercera y ganarlo?

Nos podemos ayudar de un diagrama de drbol para averiguar que:

P[GANAR EN LA 1.* PARTIDA] = %
Si quiero ganar dos partidas, P[GANAR EN LA 1.* Y 2.% PARTIDAS] = % : % = %
Si quiero llegar a la tercera y ganar, P[GANAREN LA 1.7, 2.% v 3.7 PARTIDAS] = % . % : % = %7

33 Lanzamos tres dados. ;Cudl es la probabilidad de que las tres puntuaciones sean menores
que 5?2
Podemos ayudarnos de un diagrama de drbol para comprobar que la probabilidad que nos
piden es la siguiente:

P[<5y<5y<5]=%-

SNEN

4.8
6

34 Después de tirar muchas veces un modelo de chinchetas, sabemos que la probabilidad
de que una cualquiera caiga con la punta hacia arriba es 0,38. Si tiramos dos chinchetas,
scudl serd la probabilidad de que las dos caigan de distinta forma?

Llamaremos p T al suceso “caer con la punta hacia arriba” y p | “caer con la punta hacia
abajo”.

PlpT1=0,38 = P[pl]=1-0,38=0,62. Por tanto:
P[LAS DOS DE DISTINTA FORMA] = P[p T yp J/ 1+ Plp l yp T =0,38-.0,62 + 0,62 - 0,38 =~ 0,47

35 En un laboratorio, para que un medicamento salga al mercado tiene que pasar tres con-
troles. La probabilidad de superar el primero es 0,89; la de superar el segundo es 0,93 y
la de superar el tercero es 0,85. ;Cuadl es la probabilidad de que el nuevo producto no sea
apto para salir al mercado?

Llamaremos SC,, al suceso “superar el control 7”.
P[SC1=0,89 = Plno SC;]=1-0,89=0,11
P[SC,] =093 = Plno SC)]=1-0,93=0,07
P[SC5]1 = 0,85 = Plno §G]=1-0,85=0,15
P[No apto] = P[no SCi] + P[no SC; yno SC,] + P[SC, y SC, y no SC5] =
~ 0,11 + 0,89 - 0,07 + 0,89 - 0,93 - 0,15 = 0,3
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36 Dejamos caer una bola en el embudo de este aparato.

Calcula la probabilidad de que caiga en cada uno de los depésitos I, II, III y IV.

Si tirdsemos 8 bolas y se repartieran equitativamente:

Pl = %:l
P[] = %
PIV] = %

37 Cudl es la probabilidad de que una bola caiga en cada uno de los depésitos?

~

©

I

KAB CD\E/

Si tirdsemos 8 bolas:
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Resuelve: un poco mas dificil

38 Esto es un plano de parte de la red de cercanias de una ciudad. En cada bifurcacién es
igual de probable que el tren contindie por un camino u otro y no se puede ir hacia atrds.

o o I o
AN T

Si una persona sube a un tren en A sin saber adénde se dirige, ;cudl es la probabilidad de
que llegue a la estacién 5?

Calcula la probabilidad de llegar a cada una de las otras estaciones.

Si el tren se encuentra en una bifurcacién con 2 opciones, tiene 1/2 de probabilidad de ir por
cada una de ellas. Si se encuentra en una bifurcacién con 3 posibles opciones, tendrd 1/3 de
probabilidad de ir por cada uno de los caminos, y asi en todos los casos.

Para llegar de A a la estacién 5 pasa por una bifurcacién con 2 posibles caminos, otra con
3 posibles caminos y una dltima con otros tres posibles caminos.

Por tanto, P[LLEGAR A 5] = % . % . % = %
P[LLEGARA1]=%-%-%=% P[LLEGARA2]=%-%-%:%
P[LLEGARA3]=%-%=% P[LLEGARA4]=%-%-%:%
P[LLEGARA6]=%-%-%=% P[LLEGARA7]=%-%=%
P[LLEGAR A 8] = %%:%

39 Se ha hecho un andlisis de sangre a 200 personas para determinar su grupo sanguineo.
También se ha estudiado su Rh.

Los resultados se resumen en esta tabla:

74 12 6 70 162
18 3 1 16 38
92 15 7 86 200

a) Si elegimos al azar una persona de entre esas 200, ;cudl es la probabilidad de que su
grupo sanguineo sea A? ;Y de que sea O? ;Y de que tenga Rh+?

b) Si elegimos al azar una persona del grupo sanguineo B, ;cudl es la probabilidad de

que tenga Rh+?
¢) Sabiendo que una persona es del grupo A o B, ;cudl es la probabilidad de que sea RH+?
_ 92 _ _ 86 _ _ 162 _
a) P[A] = 500 = 0,46 P[O] = 300 0,43 P[Rh+] 300 0,81
b) Si elegimos alguien con grupo B: P[Rh+] = % = % =0,8

: 74412 86
c) P[Rh+ sabiendo que es del grupo A o B] = 93515 = 107




MANAYAESO
Matematicas orientadas
a las Ensefianzas Académicas 3

40 Se hace girar cada una de estas dos ruletas y gana el que consiga la puntuacién mds alta.

A B

Calcula la probabilidad de que gane A y la de que gane B.

s B L Ao
1/4 1.1_1
\ PILSI= 3 =15
1/4 111
(o] == ro61-3-2-53
1/3 12 —> P[2,3] = % %=%
1/6 \ PR.SI=5 779
114 111
(6] = r.61-5-7-5
1 Bl —— Pl431- %%%

13

116 1 11 1
(6] == P65 2=
11 1
12 (3] —— P8, 3 - <3 12
1/4 [8 5] %%:i
14 11 1
[6] = P65 5-5
Pleana Al = P[4,3] + P[8,3] + P[8,5] + P[8,6] = L+ L, 1, 1 _ 1
6 12 24 24 3

En el resto de ocasiones gana B. Por tanto: P[cana B] = Plgana Al =1 — 1_2
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Razona y calcula

El boténico austriaco Gregor Mendel cruzé plantas de flores rojas con otra variedad de la
misma especie de flores blancas, y resulté que todas las de la segunda generacién (plantas
hijas) tenian las flores rosas.

La explicacién es la siguiente:
— El color viene determinado por un par de genes, uno del padre y otro de la madre.
— Los genes del padre y de la madre se combinan al azar en los hijos.

Asi, cada planta hija tiene un gen rojo y otro blanco, con lo que sus flores son de color in-
termedio.

Sin embargo, en la tercera generacién (plantas nietas) se complicaron las cosas. Al cruzar
dos plantas de flores rosas, obtuvo blancas, rojas y rosas.

g @ r3 | @ RB % & R & rB
@ r8| @ rB @ BrR | € BB

MADRE (RR) MADRE (RB)

¢ ;Cudl es la probabilidad de que una planta de la tercera generacién tenga las flores blan-
cas? ;Y rojas? ;Y de color rosa?

* Fijéndonos en la segunda de las tablas, es fécil ver que:

P[BLANCA] = P[BB] = 1

4

P[roja] = P[RR] = %
_ _2_1
P[rosa] = P[RB O BR] = i
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Entrénate resolviendo otros problemas

* En una clase de 30 alumnas y alumnos:

— 16 practican fitbol; 14, baloncesto, y 13, tenis.

— 6 practican fiitbol y baloncesto, 6 practican fitbol y tenis y
5 practican baloncesto y tenis.

— 3 practican los tres deportes.

:Cudntos no practican ni fiitbol, ni baloncesto ni tenis?

Siguiendo paso a paso los diagramas, estd claro que el niimero de chicos y chicas que practica
uno o dos o los tres deporteses: 3 + (3 +3 +2) + (7 + 6 + 5) = 29.

Como son 30 en total, solo uno de ellos no practica ningun deporte.
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* AnayBegonason lasfinalistas de un torneo de tenis. Ganael tor-
neo quien venza en dos partidos consecutivos o en tres alternos.

Averigua todas las posibilidades que pueden darse.

sCudntos partidos, como maximo, tendrin que disputar para
¢
acabar el torneo?

PARTIDO 1 PARTIDO 2 PARTIDO 3

GANA
" ANA

T~ GANA
BEGONA —_

_—
_——

En el siguiente diagrama, A significa «gana Ana» y B significa «gana Begofia».

PARTIDO 1 PARTIDO 2 PARTIDO 3 PARTIDO 4 PARTIDO 5

T

FIN FIN

B FIN FIN
< < < FIN
FIN FIN

Tiene que disputar, como méximo, 5 partidos.
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AUTOEVALUACIGN

v

1 Escribimos cada letra de la palabra JUEGO en un papel diferente y las ponemos en una
bolsa. Extraemos una letra al azar.

a) Describe los sucesos elementales del experimento.

b) Describe el suceso «obtener vocal».

c) Describe el suceso contrario al anterior.

d) Si la palabra elegida fuera PROBABILIDAD, ;c6mo responderias a los apartados
a), b) y ¢)?

a) E={], U, E, G, O}

b) Vocal = {U, E, O}

c) Consonante = {J, G}

dE={PR,O,B,A,I L, D}; Vocal = {O, A, I}; Consonante = {P, R, B, L, D}

2 Introducimos las siguientes tarjetas de un ajedrez en una bolsa y elegimos una al azar:
a) ;Cudl es la probabilidad de obtener un peén? ;Y de obtener un peén rojo?
b) Halla la probabilidad de obtener una ficha que no sea un peén rojo.

©) :Qué probabilidad hay de sacar una torre? ;Y un caballo verde? ;Y un rey?

) Ploson] = 53 -7 TYXEYYY L
p{PEdNROlO]:%:% Aiddiddidi
b) P[No PEGN ROJO] = 1 _%=%
¢) P[TORRE] = 34_2=%
P[CABALLO VERDE] = %:%

3 Hemos lanzado 1000 veces un dado de cuatro caras, numeradas del 1 al 4, obteniendo
los siguientes resultados:

1 2 3 4
180 | 370 | 262 | 188

a) ;Qué probabilidad le asignarias a cada uno de los posibles resultados?

b) ;:Se puede suponer que el dado es correcto?

a) P[1] = % - 0,18 P[2] = % - 0,37
262 _ _ 188 _
P[] ~ 0% - 0.26 PH) ~ 438 0,19

b) El dado no es correcto, porque la probabilidad de cada cara no es la misma.
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4 Marta tira un dado y su hermana Alba lo tira después. ;Cudl es la probabilidad de que la
puntuacién de Alba sea mayor que la de Marta?

Construimos una tabla:

ALBA

-1 12 13 14 15 16
2-1 122123 24 25 26
3-1 |32 33 34 35 36
4-1 | 42 | 4-3 | 44 | 45 46
5-1 | 52|53 | 54|55 56
6-1 | 62 | 63 | 64 | 6-5 | 66

Hay 36 posibles casos, 15 de los cuales (los sombreados) son favorables para Alba. Por tanto,

15_5

P[ALBA TENGA MAYOR PUNTUACION QUE MARTA] = == = ——

36 127
5 Lanzamos dos dados sucesivamente. Halla la probabilidad de obtener «<impar» en el pri-
mero y «mayor que 4» en el segundo.
Podemos ayudarnos de un diagrama de drbol para comprobar que la probabilidad pedida es la

siguiente:

P[IMPAR Y > 4] = P[1MPAR] - P[> 4] = %%=%

6 De una urna con tres bolas rosas y una blanca se extraen dos bolas al azar. Halla estas

probabilidades:

a) P[DOS ROSAS]

b) P[DOS BLANCAS]

¢) P[UNA ROSA Y OTRA BLANCA]

2/3 R a) P[RrR] =i.l=i

3/4 R< 4 2

< - b) Ples] = 1+-.0=0
1 R 4

1/4 B < 301 1 5
0 B C)P[RB]=Z§+21=Z=7
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7 Extraemos una bola de la urna A y la echamos en la B. Después, sacamos una bola de B.
A B

Calcula la probabilidad de que:
a) Ambas sean rojas.

b) Ambas sean negras.

¢) Haya alguna roja.

a) P[rojA EN A Y ROJA EN B] =

= P[ROJA EN A] - P[ROJA EN B HABIENDO OBTENIDO ROJA EN A] = % . % = %
b) P[NEGRA EN A Y NEGRA EN B] =
= P[NEGRA EN A] - P[NEGRA EN B HABIENDO OBTENIDO NEGRA EN Al= % . % - 116

c) Es el suceso contrario de la unién de los sucesos de a) y b). Por tanto:

P[ALGUNA ROJA] =l—é—i=1_l 7

8 16 16 16

8 Se elige al azar una persona de este grupo:

20 10 30
2 8 10
22 18 40

Halla la probabilidad de que:

a) Sea chica.

b) Sea chico.

c) Haga deporte.

d) Sea chica y practique deporte.

e) Sabiendo que es chico, practique deporte.

a) P[cHica] = % 3 %

b) [cHIco] = % N %

¢) P[DEPORTE] = % - %

d) [cHICA Y DEPORTE] = % _ %

¢) P[DEPORTE SIENDO CHICO] = 20 _10

22 1
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