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1. Variables aleatorias

Sabemos que existen numerosos experimentos cuyo resultado no puede predecirse antes de ser reali-
zados, que se deben al azar. A estos experimentos los denominamos experimentos aleatorios. A cada
prueba realizada de un experimento aleatorio podemos asociarle un valor numérico de la siguiente

forma;

e Si el resultado del experimento es cuantitativo, asociaremos a cada realizacion del experimento

el valor obtenido.

e Si el resultado es cualitativo, haremos corresponder a cada realizacién del experimento un

nimero elegido segtin un criterio fijado de antemano.
Ejemplos:

v' En el experimento “numero de llamadas que llegan a una centralita en diez minutos”, el resul-
tado es cuantitativo; luego el ntimero de llamadas sera el valor que asociamos a cada realizaciéon

del experimento.

v’ En el experimento “observar si el valor obtenido al lanzar un dado es mayor que cuatro”, el
resultado es cualitativo: ser mayor que cuatro o no ser mayor que cuatro. En este caso podemos
adoptar como criterio para asociar un valor numérico a cada realizacién del experimento: el

valor cero si el nimero obtenido es menor o igual que cuatro, y el valor uno, en caso contrario.

Sea FE el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio. Se llama variable aleatoria a toda
aplicacion que asocia a cada elemento del espacio muestral un niimero real.
Normalmente, las variables aleatorias suelen designarse con las letras maytsculas X, Y, Z, ...,y

al conjunto de valores de R asignados a los elementos de E se le llama recorrido de la variable aleatoria.

Ejemplos:

v' En el caso de la variable aleatoria “nudmero de llamadas recibidas en una centralita en diez

minutos”, el recorrido es 0, 1, 2, 3, ....

v' La variable aleatoria que al lanzar un dado le asocia el niimero cero si el niimero que aparece es
menor o igual que cuatro, y el nimero uno en caso contrario, tiene como recorrido los valores
0y 1.

En estos dos ejemplos, las variables aleatorias consideradas tienen recorridos finitos; sin embargo,

también es posible encontrar variables aleatorias con recorridos infinitos.
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Ejemplos:

v' Consideremos el experimento “Realizacion consecutiva de dos sorteos de la loteria primitiva
hasta obtener los nimeros 19 y 37”. La variable aleatoria que a cada realizaciéon del experimento
le asocia el nimero veces que se ha repetido el mismo, podra tomar como valor cualquier niimero

entero mayor o igual a uno; asi, el recorrido de esta variable es infinito.

v' En el experimento “medir el tiempo empleado por una atleta en correr los cien metros lisos”,
la variable aleatoria que asocia a cada realizacion del experimento esta medida, puede tomar

infinitos valores.

Una variable aleatoria es discreta si toma un niimero finito de valores o un nimero infinito nume-
rable.

Una variable aleatoria es continua si toma valores en un intervalo de la recta real; es decir, si su
recorrido es infinito no numerable.

Esta clasificacion es necesaria, ya que si tratamos de asociar a cada valor de la variable aleatoria la

probabilidad de que se presente dicho valor, tenemos que:

e Si la variable aleatoria es discreta, siempre es posible asociar a cada uno de sus valores la

probabilidad de que se produzca este valor, de forma que esta probabilidad verifique lo siguiente:

o No siempre se anula.

o La suma de las probabilidades asociadas a cada uno de los valores de las variables es uno.

e Si la variable aleatoria es continua, no podemos asociar a cada valor que pueda tomar esta
variable la probabilidad de que éste ocurra, de forma que esta probabilidad cumpla las dos
condiciones anteriores. Esto es debido a que si en un intervalo de la recta real tratamos de
hallar la probabilidad de un ntimero de este intervalo con un valor concreto a, observaremos
que, segun la regla de Laplace, esta probabilidad es el nimero de casos favorables, que es uno
(el punto a), dividido entre el nimero de casos posibles (infinito) y, por tanto, tendremos que
concluir que esta probabilidad es cero, de lo que se deduciria que éste es un suceso imposible;

sin embargo, que la variable aleatoria tome el valor a no es un suceso imposible.

2. Distribucién de probabilidad para variables aleatorias dis-

cretas

En el apartado anterior hemos indicado que si {1, x5, ...} son los valores que puede tomar una
variable aleatoria discreta X, siempre es posible hacer corresponder a cada uno de estos valores la

probabilidad de que al realizar el experimento obtengamos este valor.
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Se llama funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta X a la aplicacion que a cada

valor x; de la variable le hace corresponder la probabilidad de que la variable tome dicho valor.
f(x;) = P(X = x;)
Ejemplo:

v' En el experimento que consiste en tirar tres veces a una diana, la variable aleatoria que asocia a
cada realizacion de este experimento el nimero de aciertos en el blanco puede tomar los valores
0,1,2063.

Si sabemos que la persona que lanza la flecha tiene una probabilidad 0,4 de acertar, podremos
calcular la funcion de probabilidad de esta variable utilizando la teorfa de probabilidades:
P(X =0)=0,6%=0,216, P(X =1)=3-0,6%-0,4 = 0,432, P(X =2)=3-0,6-0,4% = 0,288,
P(X =3)=0,4% = 0,064

Obsérvese que, como ya se habia comentado anteriormente, la suma de las probabilidades

anteriores es igual a 1:

P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2) + P(X = 3) = 0,216 + 0,432 + 0,288 + 0,064 = 1

Como consecuencia de las propiedades de la probabilidad de un suceso, es facil deducir que la funcién

de probabilidad verifica:

a) Como 0 < P(X = ;) < 1, se tiene que 0 < f(x;) < 1.

b) Si {xy, x2, ...} son los valores toma la variable aleatoria X, se cumple que > P(X = ;) = 1,

ya que esta suma es, en realidad, la probabilidad del suceso seguro. Por tanto también se verifica
que > f(z;) = 1.
La funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta se describe, normalmente, mediante una
tabla de valores. Su representacion grafica puede realizarse sobre unos ejes de coordenadas, indicando
en el eje OX los distintos valores de la variable aleatoria {x, s, ...} y levantando sobre cada valor

x; barras de altura proporcional a f(x;).

P(X=x,)
0432 ¢ '
0.288 L
02161 ¢+ i |
00641 1 L1
0 1 2 3 X

Figura 1: Funciéon de probabilidad
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Ejemplo:

v' La representacion grafica de la variable aleatoria del experimento considerado en el ejemplo
anterior es la de la Figura 1 y su descripcion en una tabla de valores es la que tienes a conti-

nuacion:

P(X =) | 0,216 | 0,432 | 0,288 | 0,064

En ocasiones nos puede interesar conocer no soélo la probabilidad de que la variable X tome el valor
concreto x;, sino la probabilidad de que la variable tome valores menores o iguales que x;. Para ello
utilizaremos la funcion de distribucion, que se define de la siguiente forma.

Dada una variable aleatoria discreta X, su funcién de distribucidn es la aplicacién que a cada

valor = de la variable le asigna la probabilidad de que ésta tome valores menores o iguales que x:

De la definicion es facil deducir que si la funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta
X es

X Ty | T | ... | Ty
fle))=P(X =) |p1 |p2|-- | Dn

entonces, la funciéon de distribucion de dicha variable seré:

(0 si <1
D1 si a1 < T <29
p1+ P2 si my < <uI3

pL+pat-+py 81 xp KT < Iy
1 si z,<z

Ejemplo:

v' La funcién de distribucion de la variable aleatoria que hemos considerando en los dos ejemplos

anteriores es:
0 si x<0

0,216 si 0<z <1
F(x)=1< 0,648 si 1<z<?2

0,936 si 2<z<3
1 si 3

N

N IN

N

N4

Y su representacion grafica es la que se muestra en la Figura 2:
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P(X=x)
11
0936 T
0,648
00641 |
0 1 2 3

X

Figura 2: Representacion gréfica de la funcion de distribucion

La funcion de distribucion F(z) de cualquier variable aleatoria discreta X verifica las siguientes

propiedades:

e Es una funcién escalonada, ya que es constante en cada intervalo.

e Es una funcion creciente, porque es una suma acumulativa de probabilidades que son siempre

positivas.

e En cada intervalo [z;,z;11), F(x) es continua a la derecha de z; y discontinua en z;yq, Vi €

0,1,2,... ., n—1.

e Como F(z) es una probabilidad, se cumple que 0 < F(x) < 1.

e Six; < xj, entonces F(x;) — F(z;) = P(z; <z < xj).

3. Parametros de una variable aleatoria discreta

Sea una variable aleatoria discreta X cuya funciéon de probabilidad es:

X

X

€2

Tn

f(zi) = P(X = ;)

41

D2

Dn

A partir de esta distribucién podemos definir una serie de medidas caracteristicas de la variable

aleatoria denominadas parametros. La primera de estas medidas es la media o valor esperado de la

variable X; ademés definiremos la varianza y la desviacion tipica, que nos servirdn para medir el

grado de dispersion de dicha variable respecto de la media. Dada una variable aleatoria discreta X:

e La media o esperanza matematica de la variable X, u , viene dada por la expresion:

= 1Py Tapy A TP = Y TP
=1
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e La varianza de la variable X, 02, viene dada por la expresion:

2

ot =(r1—p)? pi+ (va—p)? pot...+ (xy—p)? p, =

n

>

i=1

n
v — p)’pi =Y aip; — 1
=1

e La desviacion tipica de la variable X, o, es la raiz cuadrada de la varianza:

oc=Vo?2=

Ejemplo:

n

Z(Jh - :U’)2pi

=1

v" Volvamos a considerar la variable aleatoria que asocia a cada experimento consistente en la

realizacion de tres tiros a una diana, el numero de aciertos. Si queremos hallar el nimero de

aciertos esperado y el grado de dispersion respecto a la media, calcularemos la media y la

varianza o la desviacion tipica. Para simplificar tanto el cdlculo de la media como el de la

varianza utilizaremos la siguiente tabla:

T Di i Di »’C? " Pi

0 0,216 0 0

1 0,432 | 0,432 | 0,432

2 0,288 | 0,576 | 1,152

3 0,064 | 0,192 | 0,576
Suma 1 1,2 2,16

4
Asi p = inpi = 1,2 (valor esperado de aciertos en tres lanzamientos) y, por otro lado,
=1

4
o7 = alp—p*=216-12"=072= 0 =/0,72=085.

=1

4. El experimento binomial

Son numerosos los estudios politicos, sociologicos, industriales, educativos... en los que se trata de

precisar la proporciéon de poblacién que posee un determinado atributo. Asi, es frecuente que un

partido politico quiera saber el ntumero de personas que son favorables a su candidato, que un

sociblogo desee estudiar la proporcion de viviendas que poseen calefaccion, que un canal de television

intente conocer el nimero de telespectadores que lo prefieren o que el Ministerio de Educaciéon

esté interesado en saber qué proporcion de profesores estd a favor de la introduccion de las nuevas

tecnologias en el aula. Todos estos experimentos son experimentos binomiales.

Llamamos experimento binomial al que cumple las siguientes propiedades:

7
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El experimento consiste en n ensayos idénticos.

Cada ensayo tiene dos resultados posibles: ézxito y fracaso.

La probabilidad de éxito en un ensayo permanece constante a lo largo de todo el experimento

y la denotamos por p, de forma que la probabilidad de fracaso en cada ensayo es ¢ =1 — p.

Los ensayos son independientes, es decir, el resultado obtenido en uno de ellos no influye para

nada en el resultado de cualquier otro.

Por tanto, para determinar si un experimento es o no binomial deberemos asegurarnos de que verifica

estas cuatro propiedades.

Ejemplo

v' Supongamos que en un pais existe una proporcion p de individuos a favor del acceso libre de
inmigrantes y una proporcion ¢ = 1 — p en contra. Seleccionamos una muestra de mil personas
y les preguntamos si estan a favor o en contra de dicha medida. ;Sera éste un experimento

binomial?

o El experimento consiste en mil ensayos iguales.
o Cada ensayo solo tiene dos resultados posibles: a favor o en contra

o La probabilidad p de estar a favor de esta medida no varia de un ensayo a otro. Aunque para
que la probabilidad realmente no varie de un individuo a otro, la seleccién debe realizarse
reemplazando los individuos de la muestra, esto es, teniendo en cuenta la posibilidad de
volverlos a seleccionar. Pero si el tamano de la poblacién es infinito o muy grande en
comparacion con el tamano de la muestra, los resultados obtenidos con una seleccion sin

reemplazamiento son similares a los obtenidos en una seleccion con reemplazamiento.

o El resultado de cada ensayo o encuesta es independiente de los resultados obtenidos en
otros ensayos pues, si la encuesta se realiza correctamente, la respuesta de una persona no

influye sobre la respuesta de cualquier otra.

Por tanto podemos concluir que si que se trata de un experimento binomial, pues cumple las cuatro
propiedades asociadas al mismo.

5. La distribucién binomial

Si consideramos la variable aleatoria X que asocia a cada realizacién de un experimento binomial el

nimero de éxitos obtenidos, estaremos ante una variable aleatoria binomial.
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La variable aleatoria X sigue una distribucién binomial o de Bernouilli con pardmetros n y p,

B(n, p), si cumple las siguientes condiciones:

e Se han realizado n ensayos de un experimento binomial.
e En cada ensayo, la probabilidad de éxito es p.

e La variable aleatoria X asocia a cada realizacion del experimento binomial el niimero de ensayos

con éxito.
Ejemplo

v' Supongamos que lanzamos seis veces una moneda y que consideramos éxito el obtener cara. La
variable aleatoria que asocia a cada seis lanzamientos de la moneda el ntimero de caras obtenido
es una variable aleatoria binomial en la que n = 6, pues lanzamos la moneda seis veces (seis

ensayos), y p = % = 0,5 porque la probabilidad de obtener cara en un lanzamiento es 0,5.

Es evidente que una variable aleatoria binomial con parametros n y p, B(n, p) es una variable aleatoria
discreta, pues solo puede tomar como valores 0, 1, 2, 3,... ,n ¥y, por tanto, tendra asociada una
funcion de probabilidad y una funciéon de distribucion.

Para hallar la funcion de probabilidad tendremos que calcular la probabilidad de que en n ensayos
haya 7 éxitos y n —i fracasos, con i variando desde 0 hasta n. Esta probabilidad se calcula facilmente
utilizando la teoria de combinatoria y conocimientos de probabilidad adquiridos en un tema anterior.

Asi obtenemos que la funcion de probabilidad de un distribucién binomial B(n, p) es:

i P(X =1)
0 (g (1—-p)"
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A partir de aqui es facil deducir que la funcion de distribucion es:

0 si <0
Fo)={ P <= (p)-a-pren () 0oprt s n <o <
1 si n<ux

siendo k el mayor entero no superior a x.
En el caso de una distribuciéon binomial es sencillo determinar la media, la varianza y la desviaciéon
tipica conocidos los valores de n y p. No se realizara la demostracion aqui, pero estos pardmetros
vienen dados por las siguientes expresiones:

e Media: y = np.

2 =npg =np(l —p).

e Varianza: o
e Desviacién tipica: 0 = \/npqg = \/np(1 — p).

Ejemplo

v' La funcion de probabilidad de la variable aleatoria del ejemplo anterior es:
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A partir de la funcion de probabilidad obtenemos que la funcion de distribucion es:

(

0 si <0

1 1 0<zr<1
ol si 0<z

1 6 7

- 0 _f i 1<z<2
6161 o4 5t rs
1,6 15_2 o
—  — — = — si 2<

Flay= ) 6161761 ol

1 6 15 20 42

ot er T m
1+6+15+20+15_57
64 64 64 64 64 64

1 6 15 20 15 63 63 .
6_4+6_4+a+@+6_4+6_4:@ si Hh<xr <6
ERNR I LI OO R

. 64 64 64 64 64 64 64 64

Los parametros de esta variable aleatoria son:
1

° Media:u:np:6-§:

si 3<r<4

si 4<r<bh

=2=15

e Varianza: 0% = npg =6 - 5
3
3_ V6 1,225
2 2

e Desviacidn tipica: 0 = /npq =

La media se puede interpretar como el niimero esperado de caras al lanzar seis veces una moneda
(a la media también se le llama esperanza mateméatica). Por eso se obtiene que la media es
3 (solo hay que pensar que si este experimento se repite “muchas veces”, cualquiera concluiria
que el promedio de caras es 3).

La desviacién tipica mide la media de las desviaciones a la media. Es como decir que los
resultados del experimento se encuentran, mayormente, a razéon de +o alrededor de la media.
Dicho de otro modo, “la mayor parte de los resultados obtenidos” se encuentran en el intervalo
(u—o,u+0). En este ejemplo es bastante probable que, la “mayoria de las veces” que se repite
el experimento “lanzar seis veces una moneda”, el nimero de caras que se obtienen esté en el
intervalo (3 — 1,225,3 + 1,225) = (1,775,4,225), es decir, que la “mayoria de las veces” que se
repite el experimento, saldran 2, 3 6 4 caras.

Al estudiar los intervalos de confianza se vera exactamente cual es la probabilidad de que los
resultados del experimento se encuentren en tal intervalo.

Por cierto, al final del tema hay una tabla de la distribucion binomial para hallar probabilidades

sin necesidad de hacer calculos con nimeros combinatorios.

11
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6. Distribucion de probabilidad para variables aleatorias con-

tinuas

Como se menciond al principio de este tema, existen experimentos en los que la variable aleatoria
puede tomar cualquier valor de un intervalo de la recta real, por ejemplo, el peso de un nino al nacer,
la altura de los jugadores de baloncesto, el tiempo de duracién de un anuncio de television... En
estos casos decimos que la variable aleatoria asociada a este experimento es una variable aleatoria
continua.

En el caso de variables aleatorias continuas no es posible conocer el valor exacto que toman en un
punto; asi, si nos dicen que el peso de un nino al nacer es de tres kilos y cien gramos, todo lo que
podremos afirmar es que el peso real de este nino esta en torno a los tres kilos y cien gramos.

Para realizar un estudio estadistico sobre una variable aleatoria continua dividiremos el recorrido de

la variable en intervalos y representaremos las medidas obtenidas mediante un histograma.

351 ‘{2 ‘{3 ............. xn

Figura 3: Histograma y curva aproximativa

Si consideramos intervalos mas pequenos, obtendremos un nuevo histograma y, si repetimos este
proceso sucesivamente, el histograma tenderd a aproximarse a una curva que describe el comporta-
miento de la variable aleatoria. Esta curva corresponde a la gréfica de una funcion f(z) denominada

funcion de densidad y representa la distribucion de probabilidad de las variables aleatorias continuas.

Una funcion y = f(z) es la funcién de densidad de una variable aleatoria continua X si cumple
que:
e f(x) es mayor o igual que 0 para todo = del intervalo en el que esta definida.

e El area bajo la curva es igual a 1.

e La probabilidad de que la variable tome valores en el intervalo [x1,x5] es el area bajo la curva

correspondiente a dicho intervalo.

12
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Como consecuencia de la tercera propiedad de la definiciéon de funcion de densidad y del calculo
integral (el area bajo una curva se puede calcular, en ciertas condiciones, mediante una integral

definida), podemos obtener la probabilidad de que la variable aleatoria X tome valores entre x1 y xs:
x2
Pz < X < x9) = / f(z)dz

Al igual que en el caso discreto, a partir de la definiciéon de probabilidad podemos definir la funcion
de distribucion de una variable aleatoria continua.
Dada una variable aleatoria continua X, su funcién de distribucion es la aplicaciéon que a cada valor

x de la variable le asigna la probabilidad de que ésta tome valores menores o iguales que x:
F(z) = P(X < 2)
Si la funcion de densidad toma valores distintos de cero en el intervalo [a, b], entonces la funcion de

distribucién asociada sera:
4

0 si z<a

b
F(z) = < /f(:c)d:c si a<z<b
] :

si b<z

\

7. Parametros de una variable aleatoria continua

Al igual que en el caso de variables aleatorias discretas, para las variables aleatorias continuas po-
demos hallar una serie de parametros que nos serviran para caracterizarlas. Estos parametros son la
media o el valor esperado de la variable aleatoria X, la varianza y la desviacion tipica.

Si X es una variable aleatoria continua que toma valores en el intervalo [a,b] y f(x) es su funcion de
densidad:

e La media o esperanza matematica,u, de la variable X es:
b
= / xf(z)dz
e La varianza o? de X viene dada por:
b
7= [ o=t

e La desviacioén tipica o de X es la raiz cuadrada de la varianza:

o=Vo?= \//ab@: — )2 f(x)dx

13
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La media representa el promedio del conjunto de todas las posibles observaciones; por tanto, es una
medida de centralizacion que trata de describir con un tnico ntimero la localizaciéon general de un
conjunto de valores. La varianza y la desviacion tipica son, sin embargo, medidas de dispersidn, ya
que miden el grado de dispersion de los datos respecto de la media (véase la observacion al final del

tltimo ejemplo de la seccion dedicada a la distribucion binomial).

8. La distribucién normal

La distribucién mas importante dentro de las distribuciones continuas es la distribucion normal. Esta
es una distribucién teédrica, ya que su funcién de densidad viene dada por una férmula mateméti-
ca y nunca coincidird exactamente con los datos observados empiricamente; sin embargo, debe su

importancia a que:

e Numerosas variables aleatorias siguen este modelo. Por ejemplo, el peso de los ninios al nacer,
la altura de los jugadores de baloncesto, la duraciéon de las pilas de una determinada marca,

etc.

e Algunas distribuciones pueden aproximarse, como veremos al estudiar el teorema central del

limite, a distribuciones normales.

e Las distribuciones muestrales de varios estadisticos, que se estudian en el tema de inferencia
estadistica, y que son de gran importancia para la obtenciéon de informaciéon de una poblacion
a partir de una muestra, siguen distribuciones normales si los tamanos de las muestras son

grandes.

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién normal de media p y desviaciéon tipica o,

y la denotaremos N(u, o), si se cumple que:
a) El recorrido de la variable X es toda la recta real.

b) Su funcion de densidad es:
f(:(;) = 1 e_%(T)

o 27r‘

Una distribucién normal queda totalmente descrita conociendo su media p y su desviacion tipica o.
La grafica de este tipo de distribuciones tiene forma de una campana que se conoce con el nombre
de campana de Gauss. A partir de esta grafica podemos deducir que la distribucion normal verifica

que:

e Su campo de existencia es toda la recta real.
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Es simétrica respecto de la recta © = p (recta vertical que pasa por x = p).

La funcién posee un méaximo en el punto de abscisa z = p y dos puntos de inflexion en los

puntos de abscisa ;1 =pu—oy o = pu+o.

El eje de abscisas es una asintota horizontal de la curva.

En toda distribucién normal, el area encerrada bajo la curva es uno y se distribuye en intervalos
de la siguiente forma:
o En el intervalo (u — o, + 0), el area encerrada es 0,6826, es decir el 68,26 % del total.
o En el intervalo (u — 20, 1 + 20), el area encerrada es 0,9544, esto es, el 95,44 % del total.
o En el intervalo (1 — 30, u 4 30), el area encerrada es 0,9973, que equivale al 99,73 % del

total.
VRN
rd I p
I
i
/ ' \
A 1 '
! i !
i i i
R
| 1 |
! I !
i | i
4 i : i \I
| | 1 | [
- a i | | | i
—37 —2a —g Y o 20 3o
}.— 6&26%—4
| 95,4404 |
99,73% |

Figura 4: Campana de Gauss

9. Distribucién normal estandar. Tipificacion de la variable

Entre todas las distribuciones normales hay una de interés especial, aquella cuya media es cero y
cuya desviacion tipica es uno.

Se conoce como distribuciéon normal estandar a la distribucion normal N(u, o) en la que =0
y 0 = 1; es decir, a la distribucion N (0, 1).

La funcion de densidad de esta distribucion es:
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La gran ventaja de la distribucion normal estandar, N (0, 1), y que desde ahora notaremos con la letra
Z, es que se encuentra tabulada, y ello nos permite calcular facilmente las probabilidades asociadas
a los distintos valores de la variable.

Existen diversos modelos de tablas para la distribucién normal estandar; al final del tema encontraras
una de facil manejo. En ella se exponen las areas comprendidas desde —oo hasta el punto z; siendo
z> 0.

El valor del area encerrada por la curva desde —oo hasta z, o sea, la probabilidad de que la variable
Z tome una valor menor o igual que z (P(Z < z)), es el valor que aparece en la interseccion de la

fila que contiene las unidades y las décimas de z, y la columna que contiene sus centésimas.

Ejemplo

v Para calcular P(Z < 0,67) tendremos que buscar en la tabla la fila correspondiente a 0,6
(unidades y décimas) y la columna correspondiente a 0,07 (centésimas). La interseccion de la
fila y la columna mencionadas es 0,7486 y, por tanto: P(Z < 0,67) = 0,7846.

Es importante observar que P(Z < z) = P(Z < z) pues al tratarse de una variable aleatoria
continua la probabilidad de tomar exactamente un valor es igual a cero: P(Z = z) = 0 (en la

grafica se corresponderia exactamente al area de un segmento, que es igual a 0).

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 @ 0,08 0,09

0,0 0,5000 0,5040 0,5080 05120 05160 05199 05239 0,579 05319 05359
0,1 0,5398 0,5438 05478 05517 05557 05596 05636 05675 05714 05753
0,2 0,5793 0,5832 05871 05910 05948 05987 06026 06p64 06103 06141
0,3 06179 06217 06255 06293 0,6331 06368 06406 06143 06480 06517
0,4 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06p08 06844 06879

05 | 06915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 0757 07190 07224
(0.6 H—6-7R57——07R0+—6-7aP—6-F36+—5-7a80—G-MAd—07464—]07486] 07517  0,7549
07 | 07580 07611 07642 07673 07704 07734 07764 07794 07823 0,7852
08 | 07881 07910 07939 07967 07995 08023 08051 08078 08106 08133
09 | 08159 08185 08212 08238 08264 08289 08315 08340 08365 08389

Figura 5: Basqueda en la tabla de la distribucion normal estandar

Con la tabla podremos calcular cualquier probabilidad si tenemos en cuenta que el area total en-
cerrada por la curva es la unidad y que ésta es simétrica respecto del eje de ordenadas (eje OY).

Veamos los distintos casos que se nos pueden presentar, considerando que z > 0:

a) P(Z < z) es el valor obtenido directamente al leer la tabla, tal y como se ha visto en el ejemplo

anterior.
b) P(Z>2)=1-P(Z < 2).
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—PZ<—2)=1-P(Z>22)=1-(1-P(Z<z2)=PZ<z2).

Obsérvese que en todos los casos se puede reducir el calculo de la probabilidad al calculo de una
probabilidad del tipo P(Z < z), que son las que podemos buscar facilmente en la tabla de la distri-
buciéon normal estandar. Ademas no es conveniente memorizar estos casos, sino que es mucho més
recomendable tener en mente la grafica de la funcién de probabilidad de la distribuciéon normal es-
tandar y sus propiedades, para deducir cada uno de ellos.

Por tultimo se insiste de nuevo en que si, en cualquiera de estos casos, en lugar de las desigualdades
dadas: < o > aparecen las desigualdades en sentido estricto: < o >, el calculo se efectuaria de la
misma forma pues, como ya se ha comentado anteriormente, en las distribuciones continuas se tiene
que P(X =z) =0.

Ejemplo

v Si Z sigue la distribucion normal estandar N(0, 1), entonces:

o P(Z>067)=1—P(Z<0,67)=1-0,7486 = 0,2514.

o P(Z<-067)=1-P(Z<0,67)=1-0,7486 = 0,2514.

o P(Z > —-0,67) = P(Z <0,67) =0,7486.

o P(—0,67< Z <0,67)=P(Z <0,67) —P(Z < —0,67)=0,7486 — 0,2514 = 0,4972.
Anélogamente:

P(Z > 0,67)=1—P(Z <0,67) =1—0,7486 = 0,2514.
o P(Z < —0,67)=1— P(Z <0,67) =1—0,7486 = 0,2514.
o P(Z > —0,67) = P(Z < 0,67) = 0,7486.
o P(—0,67 < Z < 0,67) =P(Z < 0,67) — P(Z < —0,67) = 0,7486 — 0,2514 = 0,4972.

O

Para calcular probabilidades en una distribuciéon normal cualquiera, X ~» N(u,0), vamos a poder
utilizar los calculos que acabamos de hacer para la distribucion normal estandar Z ~» N(0, 1), que,
como ya se ha comentado, es la tinica distribucion normal tabulada.
Para ello tendremos que transformar, mediante un proceso conocido como tipificacion de la variable,
la variable X de distribucion N(u, o) en la variable Z de distribucion N(0,1).
La tipificacion de X consiste en realizar el siguiente cambio de variable:
X —p

o

Z:

17
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Si en el cambio de variable anterior despejamos X tenemos:
X=0Z+pu

De esta forma se verifica que

P(ng;)zp(az+u<g;):P(Z<x_“>
g

Obsérvese que, en el altimo paso, no cambia el sentido de la desigualdad ya que o > 0.

Ejemplo

v Si una variable X sigue una distribucion normal N(10,2), para calcular, por ejemplo, la pro-
X —10
. De esta

babilidad P(X < 11), procedemos a tipificar la variable X, con lo que Z =
forma deducimos que:

11 — 10
2

P(X 1) =P (Z < ) = P(Z <0,5) = 0,6915

10. Aplicaciones de la distribucién normal

Al comenzar el estudio de esta distribucion, deciamos que son numerosos los fenémenos que en su
representacion se aproximaban a la gréfica de una curva normal y, por tanto, podiamos estudiarlos

a partir del conocimiento de esta distribucion.

Ejemplo

v Una de las primeras aplicaciones de la curva normal fue realizada por el matematico y astronomo
F.W. Bessel en 1818. Bessel comprobo6 que los errores de 300 medidas astronémicas se ajustaban
a una campana de Gauss.
Si suponemos que esta campana es la de una normal de media cero y desviacion tipica ocho
grados, podremos calcular, por ejemplo, qué tanto por ciento de los errores cometidos son
menores de dos grados.

Para ello basta con calcular P(—2 < X < 2) donde X sigue una distribucién normal N (0, 8).
X -0 X

Tipificando la variable X, tenemos que 7 = —— = R donde ya sabemos Z sigue una
distribuciéon normal estandar N (0, 1). Por tanto:
2 2
P(—2<X<2)—P(—§<Z<§) = P(-0,25< 72 <0,25) =

= P(Z<025)—P(Z<—025)=2-P(Z<025) —1=0,1974

Es decir, el 19,74 % de las observaciones tendra un error inferior a 2 grados.
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Otra de las aplicaciones de la distribucién normal es la que nos permite aproximar una serie de

distribuciones a distribuciones normales. Esta aproximacion se deduce del teorema central del limite.

10.1. Teorema central del limite

El teorema central del limite dice que si X1, X5, ..., X, son n variables aleatorias independientes
con medias py, po,. .., i, y varianzas o2, oa,..., o2, entonces la variable Y = X; + Xy + ... + X,,,
cuando n es “grande”, se aproxima a una distribucion normal con media g1+ po+. . .+, y desviacion
tipica \/0? + 03 + ... + o2.

Y:X1+X2+...+anN(u1+u2+...+um\/a%+a§+...+ag>

10.2. Aproximaciéon de la binomial a la normal

Utilizando el teorema central de limite anterior, podremos considerar una variable X que siga una
distribucion binomial B(n,p), como una suma de n variables o ensayos independientes X; con media
p v varianza p(1l — p), pues suponemos que X; toma el valor uno si el ensayo es un éxito, y toma el

valor cero si es un fracaso, es decir:

Z; Di Ti - Pi %2 " Di
p p p
0[1—p 0
1 p P

Los parametros (media y desviacion tipica) de esta variable son:

9
u:inpizl-p+0-(l—p)=p
i=1

2
o= alp—pt=(1"p+0-(1-p)—p’=p—p’=p(l—p)
=1

Por tanto, como consecuencia del teorema central del limite, y si n es grande, podemos aproximar
una variable aleatoria X que siga una distribucién binomial B(n,p) por una distribucién normal

cuya media y desviacion tipica son:

H=p1+ o+ ...+l =p+p+...(nveces)...+p=mnp

U:\/U%+U§+...+UEL:\/p(l—p)+p(1—p)+...(nveces)...—|—p(1—p):\/np(1—p)

Resumiendo:

X ~ B(n,p) y n “grande” = X ~» N (np, v np(l —p)>
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Abraham de Moivre demostrdé que esta aproximacion es buena si n es mayor que 30 y p no esta

préximo a cero ni a uno. En general se considera que la aproximaciéon es buena si:
>5yn(l—p) =5
Ejemplo

v’ Segiin un estudio realizado en la Comunidad de Murcia, el 75 % del voluntariado de la region
son mujeres. Con motivo de preparar la fiesta del Dia Internacional del Voluntario se seleccionan
1000 al azar de entre los 11000 voluntarios existentes en la actualidad. ;Qué probabilidad hay
de que al menos 260 sean hombres?

Si llamamos X a la variable aleatoria que expresa el nimero de hombres voluntarios, entonces
X sigue una distribucion B(1000, 0,25). Por tanto, lo que tendremos que hallar es:

P(X > 260) = P(X = 260) 4+ P(X = 261) + P(X = 262) + ...+ P(X = 1000)

Como en este caso se dan las condiciones 6ptimas para aproximar esta distribucién binomial a
una normal, es decir, np = 1000 - 0,25 = 250 > 5 y n(1 — p) = 1000 - 0,75 = 750 > 5, podemos
simplificar este calculo aproximando X a una distribucion normal N (250, 13,7). De esta forma
podremos calcular la probabilidad buscada de forma maés sencilla:

260 — 250)

o ) = P(Z>0.73)=1- P(Z <0,73) = 10,7673 = 02327

P(X > 260) :P(Z>

10.2.1. Correccién por continuidad

La distribuciéon binomial es de variable discreta y, por tanto, tiene sentido calcular probabilidades
puntuales. Cuando se aproxima una binomial por una normal, al ser esta tltima de variable continua
no tiene sentido calcular probabilidades puntuales, pues son todas nulas, tal y como ya se ha visto
en un apartado anterior.

La aproximaciéon de una variable de distribuciéon binomial X por una normal Y, genera un error que

se corrige modificando el intervalo cuya probabilidad se quiere calcular. Asi pues:

e P(X=a)=Pla—05<Y <a+0,5).

o P(X <a)=P(Y <a+0,5) (para que contenga al punto a).
e P(X <a)=P(Y <a-0,5) (para que no contenga al punto a).
e P(X >a)=P(Y <a+0,5) (para que no contenga al punto a).

> a —0,5) (para que contenga al punto a).

e Pa< X <b)=Pla—05<Y <b+0,5).
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v Se sabe que el 10% de los habitantes de una ciudad va regularmente al teatro. Se toma una

11.

muestra al azar de 100 habitantes de esta ciudad. ;Cuél es la probabilidad aproximada de que
al menos el 13 % de ellos vayan al teatro?

La distribucién X = “ntimero de personas que van regularmente al teatro” sigue una binomial
B(100, 0,1). Como np =100-0,1 =10 > 5y ng = 100-0,9 = 90 > 5, se puede aproximar por
una normal Y = N(np, /np(1 —p)) = N(10, 3). Por tanto:

= P(Z <0,83) = 0,2033

P(X>13)=P(Y >125) =P <Z > y)

Ejercicios

. Una gran empresa debe reponer las batas de sus 1000 operarios. Se sabe que la talla media es

de 170 c¢m, con una desviacion tipica de 3 cm. Las batas se confeccionan en tres tallas vilidas
para estaturas entre 155 y 165 cm, 165 y 175 c¢cm y, finalmente, entre 175 y 185 c¢m. ;Cuéantas
batas de cada talla ha de adquirir?

Solucién: Debera adquirir 48 batas de talla pequena, 905 de talla media y 48 de talla grande.

Las puntuaciones de un examen varian entre cero y diez. Si las notas estdn normalmente
distribuidas con media 6,7 y desviacion tipica 1,2; encuentra el porcentaje de estudiantes que
tuvo una nota comprendida entre 5,5y 6,5.

Solucion: El 27,38 % de estudiantes tuvo una nota comprendida entre 5,5 y 6.5.

. Se sabe, tras varios sondeos, que en una determinada poblacién tnicamente el 15 % es favorable

a los tratamientos de psicoterapia. Elegida al azar una muestra de 50 personas, se desea saber:

a) La probabilidad de que haya, exactamente, una persona favorable a dichos tratamientos.

b) La probabilidad de que haya mas de 5 personas favorables a los tratamientos.
Solucién: a) 0,0026; b) 0,8413.

Un tirador de dardos acierta ocho de cada diez lanzamientos. Utilizando la aproximaciéon de la
binomial a la normal, encuentra la probabilidad de que de 50 lanzamientos acierte 45.
Solucién: 0,0287.

De una baraja espanola (40 cartas, 4 palos: 10 de oros, 10 de copas, 10 de espadas y 10 de
bastos) se sacan, con devolucion, 50. Utilizando la aproximacion de la binomial a la normal,

encuentra las probabilidades de que:
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10.

a) Mas de seis sean de oros.

b) Ocho sean de oros.
Solucion: a) 0,9821; b) 0,0448.

Se sabe que la vida media de un electrodoméstico es de 10 anos con una desviacion tipica de
0,7 afios. Suponiendo que la vida media sigue una distribucién normal, calcula:
a) La probabilidad de que el electrodoméstico dure més de nueve anos.

b) La probabilidad de que dure entre 9 y 11 anos.
Solucioén: a) 0,9236; b) 0,8472.

La probabilidad de que un cierto tipo de piezas de una maquina sea defectuoso es del 6 %. En
un almacén se han recibido 2000 piezas. ;Cuantas habra defectuosas por término medio? ;Cual
serd la desviacion tipica?

Solucién: El nimero esperado de piezas defectuosas es de 120. La desviacion tipica es, apro-

ximadamente, 10,6.

En una ferreteria venden cajas de clavos; el niimero de clavos de cada caja sigue una distribucion
normal N (200, 10).

a) ;Qué porcentaje de cajas contiene entre 180 y 220 clavos?

b) Si se devuelve el importe de las cajas que contienen menos de 180 clavos y compramos dos

cajas, ;cudl es la probabilidad de que tengan que devolvernos el importe de las dos cajas?
Solucién: a) 95,44 %; b) 0,00052.

Para determinar si aceptamos o no un lote de cien tornillos, seleccionamos diez al azar y
observamos si son o no defectuosos, de forma que si en esta selecciéon encontramos mas de
un tornillo defectuoso, rechazamos el lote. Si la caja contiene el cinco por ciento de tornillos

defectuosos:

a) ;Qué probabilidad hay de que rechacemos la caja?

b) ;Cual es la probabilidad de que la caja sea aceptada?
Solucion: a) 0,0862; b) 0,9138.

Se elige al azar una familia de seis hijos y se observa el nimero de hijos varones. Calcula la

probabilidad de que la familia tenga:

a) Dos hijos varones.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

b) Los mismos hijos que hijas.

c) Alguna hija.
Solucion: a) 0,2344; b) 0,3125; ¢) 0,9844.

En un club universitario deciden admitir al 20 % de aspirantes con las mejores puntuaciones
tras realizar una serie de pruebas. Si la nota de estas pruebas sigue una distribucién normal
N(100,15), ;a partir de qué puntuacion se admite a los aspirantes?

Solucién: a partir de 112,6.

Supongamos que la probabilidad de que una persona sufra un resfriado es 0,3. £Qué probabi-
lidad hay de que en un grupo de 200 personas haya 50 resfriadas?
Solucién:0,0195.

Supongamos que el indice de audiencia de un determinado programa es del 53 %. Si elegimos
al azar a 1.000 telespectadores, £cudl es la probabilidad de que al menos 550 estén viendo este
programa?

Solucién: 0,102.

Una ONG extranjera estd vendiendo loteria para obtener dinero que emplear en sus objetivos.
Se venden mil papeletas a cien u.m. (unidades monetarias) cada una y el premio es una cantidad
en metalico de 25000 u.m. Un profesor de Mateméticas decide comprar dos papeletas, ;cudl es
la ganancia esperada?

Solucién: aproximadamente —150 u.m.

La probabilidad de nacimiento de una nifa es 0,48. Si sabemos que en una clinica se han
producido 9 nacimientos, ;cudl es la probabilidad de que todos hayan sido del mismo sexo?
Solucién: 0,00413.

Un examen consta de 10 preguntas de tipo test. Para cada pregunta se ofrecen cuatro posibles
respuestas, de las que solamente una es correcta. Si un estudiante responde todas las preguntas

al azar:
a) (Cual es la probabilidad de que apruebe el examen, es decir, de contestar correctamente
a cinco o mas preguntas?
b) ;Cual es la probabilidad de que falle todas las preguntas?

¢) {Cudl es la probabilidad de obtener una calificacion de notable, es decir, siete u ocho

respuestas correctas?

c¢) {Cudl sera el nimero medio de respuestas correctas?
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Solucién: a) 0,0781; b) 0,0563; ¢) 0,003476: d) 2,5.

17. En un instituto de bachillerato de 680 alumnos la nota media de fin de curso es de 5,2 con una
desviacion tipica de 1,6. Si se supone que la distribucién de notas es normal:
a) ;Cuantos alumnos tienen la nota media superior a cinco?
b) ;Cual es la probabilidad de que un alumno tenga una nota superior a siete?

c¢) Se quiere preseleccionar al 2,5 % de los alumnos que han conseguido las notas méas altas
para hacer un equipo y participar en un concurso cultural.;Cuél es la nota minima (con

dos cifras decimales) necesaria para ser preseleccionado?
Solucién: a) Aproximadamente 375; b) 0,1292; c) 8,34.

18. La probabilidad de que una persona vacunada contra la gripe contraiga esta enfermedad es de
0,1. Si elegimos 100 personas al azar entre las vacunadas, calcula la probabilidad de que estén
enfermas de gripe:

a) Mas de la mitad.
b) Siete 0 mas y menos de diez.

¢) Alguna persona.
Solucion: a) 0; b) 0,3413; ¢) 0,9987.

19. En la dltima temporada de entrenamientos, los tiempos empleados por un corredor de 100
metros en recorrer dicha distancia se distribuyeron segin una normal de media 10,8segundos y

desviacion tipica 0,3 segundos:
a) Para participar en un campeonato ha de recorrer una vez los 100 metros en menos de 10,5
segundos. ;Qué probabilidad tiene de participar?

b) Para poder estar en una olimpiada tiene que participar en 25 carreras y obtener una marca

de menos de 10,4 segundos en dos de ellas como minimo. £Podré ir a la olimpiada?

c¢) Suponiendo que el atleta esta en la olimpiada, ;qué probabilidad tiene de correr la final

si para ello tiene que correr tres eliminatorios en un tiempo inferior a 10,3 segundos?
Solucidn: a) 0,1587; b) Si; ¢) 0,1425.

20. La balanza de una fruteria comete errores en cada pesada que se distribuyen segin una normal

de media 0 gramos y desviacién tipica 5 gramos:
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21.

22.

23.

24.

a) ;Cual es la probabilidad de que en una pesada la balanza marque un peso superior en 10

gramos al verdadero?

b) ;Qué porcentaje de veces la balanza cometera un error de mas de 8 gramos a favor del

cliente?

c¢) {Cudl es la probabilidad de que el error sea de menos de 8 gramos?
Solucion: a) 0,0228; b) 0,0548; ¢) 0,8904.

Se han sorteado 60 entradas para un concierto entre los alumnos de un instituto. Sabiendo que

en dicho instituto el 16 % de los alumnos estd matriculado en 27 de bachillerato, se pide:

a) Probabilidad de que les corresponda una entrada a mas de 20 alumnos de 2z de bachille-

rato.

b) Probabilidad de que el nimero de alumnos de 27 de bachillerato con entrada esté com-

prendido entre 5 y 10, ambos inclusive.
Solucién: a) 0,0001; b) 0,5031.

En una fabrica se sabe que el 2% de los tornillos fabricados tienen una longitud inadecuada y
que el 4% tienen el didmetro incorrecto. Si ambos defectos son independientes y los tornillos
se empaquetan en cajas de 200, utiliza la distribucién binomial y la aproximaciéon normal de
la binomial, comparando los resultados, para calcular la probabilidad de que en una caja haya

entre 1 y 3 (ambos inclusive) tornillos:
a) Con la longitud inadecuada.
b) Con el didmetro incorrecto.
¢) Con la longitud y el diametro defectuosos.

Solucion: Con la binomial: a) 0,4139; b) 0,03924; ¢) 0,01624. Con aproximacion de la binomial
a la normal: a) 0,2407; b) 0,0292; ¢) 0,007028.

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucion normal N(20,4). Halla el valor de ¢
para que P(X <t) =0,1526.
Solucién: t = 15,898.

Un panadero fabrica barras de pan cuyos pesos se distribuyen normalmente segiin una normal de
media 250 gramos. El 5% de las barras pesa menos de 240 gramos. ;Cuanto vale su desviacion
tipica?

Solucién: ¢ = 6,08.
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Matemadaticas CCSS I1 Pedro Castro Ortega
Variables aleatorias. Distribuciones binomial y normal Departamento de Matemdticas

12. Tabla de la distribucién binomial

n k 0’01 0’05 0’10 0’15 0’20 0’25 030 1/3 0’35 0’40 0’45 0’50
2 0| 0’9801 09025 0’8100 07225 06400 0’5625 04900 04444 (0’4225 03600 03025 0°2500
1| 09999 09975 09900 09775 09600 00375 09100 0’8889 @’8775 O'8400 07975 07500
2 | 1’0000 1°0000 10000 1°0000 1°0000 1°0000 1°0000 1’0000 1’0000 1'0000 1°0000 170000
3 0| 0’9703 08574 0'7200 06141 0'5120 0’4219 0’3430 0’2063 0’2746 0°2160 01664 01250
1| 09997 09928 09720 0°9392 (0’8060 0°8438 0'7T840 07407 0’7182 0’6480 05748 (05000
2| 1’0000 09999 0’9990 09966 09920 09844 09730 09630 0’9571 0’9360 09089 0’8750
3 1’0000 1’0000 1’0000 1°0000 1’0000 1’0000 1’0000 1°0000 1’0000 1°0000 1’0000
4 0| 0’9606 0'8145 0’6561 0'5220 04096 0’3164 0°2401 01975 0’1785 (0’1206 00915 00625
1| 0°9994 09860 0’9477 08905 0'8192 0’7383 0’6517 0’5926 (0’5630 04752 0’3910 03125
2| 1’0000 09995 0’9963 09880 09728 00492 0’9163 0’8889 (0’8735 0’8208 0’7585 0’6875
3 1’0000 0’9999 09995 (0’9984 (0’0961 09919 00876 (0’9850 09744 (09590 09375
4 1’0000 1’0000 1°0000 1’0000 1’0000 170000 1°0000 1’0000 1’0000 1'0000
5 0| 0’9510 07738 0’5905 04437 0’3277 0’2373 0’1681 01317 01160 00778 00503 00312
1| 09900 09774 09185 (0’8352 (0’7373 06328 05282 (0’4600 (04284 (0°3370 02562 01875
2| 1’0000 09988 09914 09734 09421 0’8965 0’8369 0’7901 0’7648 (0’6826 0’5931 05000
3 1’0000 0’9995 09978 (0°9933 0’9844 (0'9692 00547 0°9460 09130 0’8688 08125
4 1’0000 0’9999 0’9997 (0’9990 0’9976 09959 0’9947 0’9898 (0’9815 0’9688
5 1’0000 1’0000 170000 1'0000 1’0000 1’0000 1’0000 1°'0000 1’0000
6 0| 0’9415 0'7351 0’6314 03771 0'2621 0’1780 0’1176 00878 0’0764 00467 00277 00156
1| 0’9986 09672 0’8857 0'7765 06553 0’5339 04202 0’3512 (0’3191 0°2333 0’1636 01094
2 | 1’0000 09978 09842 (0°9527 (0'0011 0°8306 0'7443 0’6804 0’6471 05443 04415 (0°3438
3 0’0999 (0’9987 09941 09830 0'9624 (0°0205 (0’83009 (0’8826 08208 0O0'7447 06562
4 1'0000 09999 (0°9996 (0°0084 09954 09891 (00822 09777 09500 00308 02906
5 1’0000 1’0000 0’9999 0’9998 (0°9993 09986 0’9982 09959 (0’9917 09844
6 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1°0000 1’0000 1’0000
T 0| 0’9321 06983 04783 0’32116 0°2097 0’1335 0’0824 00585 0’0490 00280 00152 00078
1| 0’9980 09556 0’8503 0'7166 0’6767 0'4449 (0°3294 0’2634 (0°2338 (0’1686 01024 00625
2 | 1’0000 09962 09743 (0°9262 (0’8520 07564 06471 05706 0°5323 04199 03164 02266
3 0’0998 0'9973 09879 09667 09204 (0'8740 08267 08011 07102 0’6083 05000
4 1'0000 09998 (0°99388 (0'0053 09871 00712 00547 00444 09037 08471 07734
5 1’0000 0’9999 0’9996 (0’9987 (0°9962 00931 0’9910 0’9812 (0’9643 0’9375
6 1’0000 1’0000 0°9999 09998 09995 00094 (0’9984 09963 09922
7 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000
] 0| 0’9227 06634 04305 0'2725 01678 0’1001 00576 00390 0’0319 00168 00084 00039
1| 0’9973 09428 0’8131 06572 0'6033 0’3671 0’2553 0’1951 0’1691 0°1064 00632 00352
2| 009999 09942 09619 08948 (0’7969 0’6785 0’5518 04682 (0’4278 (03154 02201 01445
3 | 1’0000 09996 09950 (0’9786 0'0437 0'8862 08059 07413 07064 05941 04770 03633
4 1’0000 0’9996 09971 (0’9896 0’9727 09420 09121 (0’8939 ©O’8263 07396 06367
5 1’0000 09998 (0’9988 (9958 (’9887 0’0803 0’9747 009502 (09115 0’8555
6 1’0000 0°9999 0’9996 00987 09974 00064 (0’9915 09819 09648
7 1’0000 1’0000 (0’0099 0.9998 00998 00993 (0’0083 0'9961
8 1’0000 1’0000 1’0000 1’0000 1°0000 1’0000
9 0| 0’9135 06302 0’3874 0'2316 01342 0’0751 00404 00260 00207 00101 00046 00020
1| 0’9965 00288 0’7748 05995 04362 0’3003 01960 01431 01211 00705 00385 00195
2| 009999 09916 09470 08591 0'7382 0’6007 04628 03772 (0’3373 (0’2318 (01495 00898
3 | 1’0000 09994 09917 09661 09144 0’8343 0’7297 0’6503 0’6089 (0’4826 (0’3614 02539
4 1’0000 0’9991 09944 (0’9804 (0’9511 09012 0’8552 (0’8283 0’7334 06214 05000
5 0’9909 09994 0’0069 09900 0’9747 09576 00464 09006 (0’8342 07461
6 1’0000 1’0000 0’9997 0’9987 0°9957 00917 0’9888 09750 09502 09102
7 1’0000 09999 (0°0096 09990 0’0986 00962 0°0009 09805
8 1°0000 1°0000 00999 (0°0090 09997 00992 (0°9980
9 1’0000 1°0000 1°0000 1’0000 170000
10 0| 0’9044 05987 0’3487 01969 01074 00563 00282 00173 00135 00060 00025 00010
1| 0’9958 09139 0’7361 05443 (0’3758 02440 (0'1493 01040 0’0860 0’0464 00233 00107
2| 1’0000 09885 09208 08202 (0’6778 0’5256 (0’3828 0’2091 (2616 0’1673 00996 00547
3 0’9990 09872 09500 0’8791 07759 06496 06593 0’5138 (0’3823 02660 01719
4 0’9999 09984 0°9901 09672 09219 0’8497 07869 0’7515 0’6331 0’5044 03770
5 1’0000 0’9999 09986 (0’0936 0'9803 0'9527 00234 0’0051 0’8338 07384 06230
6 1’0000 0’9999 0°0991 (0’0965 (0'0894 09803 0°0740 09452 ('S980 08281
7 1’0000 (0°0099 09996 00984 (00966 (0°0052 09877 00726 09453
8 1’0000 1°0000 (0’9999 09996 00995 09983 (0’9955 09893
9 1’0000 1’0000 1’0000 0’9999 0°9997 09990
10 1’0000 1’0000 1’0000

Figura 6: Tabla de la distribuciéon binomial B(n,p)
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Matemdticas CCSS 11
Variables aleatorias. Distribuciones binomial y normal

Pedro Castro Ortega

Departamento de Matemdticas

13.

Tabla de la distribucién normal estandar

Flz) = P{(Z=2z) F(z)
t
Q z
z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,6352
01 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0.6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0.4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0.6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7018 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,729 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,761 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7784 0,7823 0,7852
0.8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0.8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0.,8577 0,8589 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
13 0,9032 0,8049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0.9162 0,9177
14 09192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0.9306 0,9319
15 0,9332 0,8345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9428 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,8484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 09744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 0,9772 09778 09783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 09812 0,9817
2.1 0.9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,8875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,991 0,9913 0,9916
2.4 0,9918 0,9920 0,9822 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 00,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2.7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
29 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3.0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9890 0,9990
31 0,9990 0,999 0,9991 0,9991 0,9992 0,8992 0,8992 0,9992 0,9993 0,9993
3.2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0.9994 0,9994 0,9994 0,8995 0,9995 0,9995
3.3 0,8995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
34 0,8997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,8997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
35 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 00,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6 0,9998 0,9988 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3.7 0,9899 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3.8 0,9999 0,9999 0,9999 0,9909 0,9999 0,9599 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Figura 7: Tabla de la distribuciéon normal estandar N(0,1)
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