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INTRODUCCION. DEFINICIONES *

Concepto de SS.EE.LL.: Conviene recordar qué era un sistema de ecuaciones lineales (abreviado,
SS.EE.LL.), algo ya visto en cursos anteriores. Por ejemplo, el siguiente sistema:

2x+3y =8
Xx-y=-1

es un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (abreviadamente, 2x2). Su solucién es Unica, como puede
comprobarse: x=1, y=2. Notese que la solucidn, aunque Unica, estd formada por una pareja de nimeros (jNo
son dos soluciones!). Un sistema tal con solucién Gnica recibe el nombre de compatible determinado . El
adjetivo lineal se aplica porque las incégnitas no aparecen elevadas a un exponente, ni multiplicadas entre si,
ni dividiendo, ni dentro de una raiz, etc, sino formando lo que en temas anteriores hemos definido como una
combinacion lineal®.

Por su parte, el siguiente sistema:

2x+3y =8
-4x -6y =-16

puede comprobarse que tiene oo soluciones, no soélo la x=1, y=2 anterior, sino también x=4, y=0; x=7, y=-2;
x=-2, y=4, etc. Un sistema con oo soluciones se llama compatible indeterminado . La razon, recuérdese,
salta a la vista: la 22 ecuacion (en adelante, E,) es proporcional a la 12 (E;), por lo que puede eliminarse,
guedando E,, ecuacion con 2 incdgnitas, que obviamente se satisfara para oo pares X, V.

Finalmente, puede comprobarse que

2x+3y =8
-4x -6y =10

carece de solucion, ya que si simplificamos E,:

2x+3y =8
2x+3y=-5

vemos que es imposible que una misma expresion sea a la vez igual a dos nimeros diferentes. Un sistema
gue carece de solucion se llama incompatible .

Cuadro resumen *

DETERMINADO: solucién Unica
COMPATIBLE: Tiene solucién

TIPOS DE SISTEMAS INDETERMINADO: oo soluciones
(desde el p. de v. del
n° de soluciones) INCOMPATIBLE: No tiene solucién

! Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 30 y 31 del libro de ed. Anaya.
2 por ejemplo, el siguiente sistema seria no lineal:

2x* +3xy =8
1
— - =-1
Y
3 Ver pag. 32 del libro de ed. Anaya.
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Recordamos de cursos pasados que en principio habia tres métodos para resolver este tipo de sistemas:
sustitucién, igualacion y reduccién. Nosotros este curso vamos a utilizar el método de reduccién; en concreto
un caso particular, llamado método de Gauss (lo veremos en este apartado). Ademas, también veremos un
método mejor, la regla de Cramer (apdo Ill), que utiliza determinantes. Por otra parte, los sistemas que
abordaremos habitualmente seran 3x3.

4,

Notacion matricial de un SS.EE.LL. Sea un SS.EE.LL. 3x3 genérico:

allx + a12y + alSZ = bl
a'21)( + a'22y + a'23z = b2
a31)( + a32y + a332 = b3

Es obvio comprobar que dicho sistema puede expresarse en notacién matricial de la siguiente forma:

X b,
s [|Y|=] P,
M=?1§trizt de —Y ay Ay z b,
coeficientes, NI
o del sistema / '\ B—'matrlz de
X=matriz de términos
incgnitas independientes

Es decir, MX=B. Si la matriz de coeficientes o matriz del §istema, M , la orlamos con la columna de términos
independientes se obtiene la llamada matriz ampliada, M , que va a jugar un papel fundamental a lo largo del
tema:

1
1
a, a4, a; a, &, a; i b,
- —_— 1
M=la, a, ay M*=la, a, a,; :bz
1
85 85 Ag 85 85 Aag Eba
M=matriz de M =matriz
coeficientes, ampliada

o del sistema

Expresar un sistema en forma matricial tiene gran utilidad, pues permite resolverlo, en ciertos casos, utilizando
la matriz inversa:

Ejemplo 1: Resolvamos el sistema

3Xx+y+z=4
5x+2y+3z=6
x+z=0
Lo expresamos en forma matricial:
3 1 1)\(x 4
5 2 3||ly|=|6
10 1){z 0

es decir, MX=B = M !MX=M"'B = 1 x=M"!B = X=M"'B

4 Ver pag. 113 del libro de ed. Anaya.



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Calculemos, por tanto, M1, la inversa de la matriz del sistema:

311
M=|5 2 3 — |M|= = OM™ => El sistema tiene solucién Gnica (comp. dtdo.)
101
M, = M, =~ M,; =
311
M=[5 2 3|4 m,=- M,, = M,, = - L Adj(M) =
o™
M, = M, =- M,, =
— 'Adi(M) = L M =1 AdiM) = S X=M'.B=

Ejercicios final tema: 1
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 113: 1y 2; pag. 120 y ss.: 13, 14 y 20 (Expresar y resolver en forma matricial)

Resefia historica: Como vimos en el tema anterior, el italiano Gerolamo Cardano (1501-1576) utilizd determinantes en 1545
para la resolucién de sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas. El aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) hizo lo
propio en 1693 en relacion con los sistemas de ecuaciones lineales de mayor orden. En 1748, en un tratado péstumo de algebra
del escocés Colin MacLaurin (1698-1746) aparece laregla para obtener la solucion de un sistema de n ecuaciones lineales
con nincégnitas cuandones 2, 3 o 4 mediante el uso de determinantes. En 1750, el suizo Gabriel Cramer (1704-1752) da la
regla para el caso general, aunque no ofrece demostracion alguna.

En 1875 el francés Eugéne Rouché (1832-1910) enuncié el famoso teorema sobre la existencia de soluciones de un SS.EE.LL.
Posteriormente, varios matematicos se disputaron su demostracion, aunque fue el aleman Ferdinand Georg Frobenius (1849-

1917) quien completd su enunciado y demostracion, zanjando el tema.

Método de Gauss ° de resolucion de SS.EE.LL.: Es similar al procedimiento visto en el tema anterior
para resolver determinantes o hallar el rango de una matriz, mediante la aplicaciéon de las 6 operaciones
resefiadas en su dia. Ahora bien, conviene matizar dichas operaciones, pues en el tema anterior aludian a
filas o columnas, mientras que aqui s6lo pueden referirse a ecuaciones (es decir, filas); evidentemente, y por
ejemplo, no tiene sentido permutar columnas, pues se alteraria el sistema. Por tanto, el método de Gauss es
un método de reduccion. Las operaciones permitidas para lograr sistemas equivalentes, es decir, que
tengan la misma soluciéon , son:

3 transformaciones permitidas  entre sistemas (i.e. para obtener un sistema equivalente):
12) Podemos permutar 2 ecuaciones del sistema  para obtener un sistema equivalente.

En efecto, el hecho de que permutemos dos ecuaciones no va a hacer que cambien las soluciones
del sistema.

2%) Podemos multiplicar (o dividir) cualquier ecuacién del sistema por un niimero (#0) para lograr
un sistema equivalente.

® Carl Friedrich Gauss (1777-1855), fisico y mateméatico aleman, apodado “El Principe de las Mateméticas”. Se puede profundizar sobre
este método en las pags.. 36-38 y 39 del libro de ed. Anaya.
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En efecto, el hecho de que multipliguemos una ecuaciéon por un namero (£0) tampoco va a hacer
gue cambie su solucién; en todo caso, cambiara el aspecto del sistema.

3%) A una ecuacion podemos sumarle (o restarle) una combinacion lineal de las restantes vy el
sistema seguira siendo equivalente.

idem.

3 supresiones permitidas en un sistema (el sistema resultante sera equivalente):

12) Podemos suprimir ecuaciones nulas v el sistema resultante sera equivalente al anterior.
En efecto, si al aplicar las transformaciones permitidas obtenemos en un momento dado una
expresion 0=0, dicha expresion no aporta nada, sera espuria.

2%) Podemos suprimir  una ecuacion proporcional a otra , resultando asi un sistema equivalente.
En efecto, el hecho de que exista una ecuacién proporcional a otra no aporta nada al sistema, es
decir, si suprimimos una de las dos (jNo las dos!) evidentemente no variara su solucion.

3%) Podemos suprimir una ecuacion que sea combinacion lineal de las restantes

Larazén es analoga a la del caso anterior:

Método de Gauss: «Mediante las 6 operaciones anteriores hacemos 0 deb  ajo de la diagonal, hasta
transformar el sistema en triangular inferior; en ese momento podemos empezar a resolverlo
facilmente, normalmente de abajo a arriba»

Ejemplo 2: Resolvamos el sistema del ejemplo anterior, esta vez por Gauss. Tenemos que empezar
permutando E1 y E3 para conseguir un pivote (X 0 —x) en la posicion inicial:

3x+y+z=4 X +z=0 X +z=0 X +z=0
5x%2y+3z2=6; ———» SXxPy+3z=6, ————» 2y-2z=6;, —» y-2z2=4;, ——»

S E.=E.-5E E.,SE
x ~tz=0 Ei°B 3x+ywz=4| 227 y-2z=4| 2773 2y-27=6
E,=E,-3E,
X +z=0
_—> V- 27 =4 sustituimos sustituimos
E,=E_-2E [ ] enE, : 1 enE, ] .
332 27 = 2| —»z=-1——2—» y+2=4y=2 ———— > x-1=0;|x=1

En la préactica este procedimiento se realiza de forma mas cémoda y rapida en forma matricial,
prescindiendo de las incognitas, es decir, con la matriz ampliada:

31 144 Do 1io0 10 1]0 10 10
52 316 — |52 3/6] —>|0~2 2i6|—> |00 24— »
: E SE : E2=E2—5El : EZSES :
101EO 1773 3 IN114 01—2!4 02—2!6
- - E,=E,-3E, ! -
10 110
—_— > -2 E 4 sustituimos sustituimos
Es~Esm2E, ) 27=-2:z=| — "% 4 yuo=afy=2]| &, x-1=0;[x=1 |
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Observaciones: 12) Si tras aplicar las 6 transformaciones/supresiones permitidas llegamos a algo del
siguiente estilo:

* * *

0\\\* *
0 0ONO

*

*

2 )/ 0Ox+0y+0z=2; 0=2 !l = INCOMPATIBLE

28) Recordar que, como ya se ha indicado, si obtenemos dos ecuaciones iguales o
proporcionales podemos suprimir una de ellas:

Por lo tanto tendremos mas incognitas que ecuaciones, de forma que al despejar cada
incégnita tendremos que expresar la solucion en funcién de una de ellas, es decir, de un
pardmetro = oo soluciones = COMPATIBLE INDETERMINADO

. DISCUSION de un SS.EE.LL.: TEOREMA de ROUCHE-FROBENIUS ¢

Teorema de Rouché-Frobenius ’: Vamos a enunciarlo, por comodidad, para un sistema 3x3 —su

formulacién para un sistema mas general, mxn, seria analoga—; supongamos un SS.EE.LL. 3x3 genérico:
allx + a:l.zy + 3132 = bl
a'21)( + a'22y + a‘23z = b2

a31)( T a32y + a332 = b3

Recordar del apartado anterior que si expresamos dicho sistema en forma matricial, tenemos:

1
a, 8, a; i b1
* . M* = | b
M =matriz__—¥ M"=| 8, &, &b,
ampliada !
P 85 85 Aag i b,
M=matriz de

coeficientes,
o del sistema

El teorema de Rouché-Frobenius indica la posible existencia y n° de soluciones del sistema:

rgM=rgM En° incégnitas = COMP. DTDO.

rgM=rgM kn° incégnitas = COMP. INDTDO.

rgM#zrgM” = INCOMPAT.

6 Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 102-103 y 109-110 del libro de ed. Anaya.

" como ya hemos indicado en la introduccion, en 1875 el francés Eugéne Rouché (1832-1910) enunci6 este teorema.
Posteriormente, varios matematicos se disputaron su demostracién, aunque fue el aleman Ferdinand Georg Frobenius (1849-
1917) quien completd su enunciado y demostracion, zanjando el tema.
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Observaciones: 12) Ver la demostracion en la pag. 102 del libro de ed. Anaya

2%) Noétese que la condicién de compatibilidad  de un sistema, es decir, la condicién para
gue tenga solucién, es la recuadrada en trazo fino:

rgM=rgM"~ CONDICION DE COMPATIBILIDAD

3% rgMSrgM*Sn° incognitas = “si rgM alcanza su valor maximo, entonces coincide con
rgM*u

4%) En el caso de un sistema compatible indeterminado, el n° de parametros que aparecen
viene dado por:
n° parametros=n° incognitas-rgM

52) Utilidad del teorema de Rouché-Frobenius: Permite saber como son las soluciones de
un sistema sin necesidad de resolverlo. Esto, como veremos mas adelante, sera
particularmente util en Geometria. Por cierto, a la hora de discutir un sistema —es decir,
estudiar como van a ser sus soluciones—, se recomienda estudiar el rango por
determinantes, no por Gauss.

Ejemplo 3:

a) Aunque ya sabemos que, por tener solucion Unica, va a resultar compatible determinado, vamos a discutir
el sistema del ejemplo anterior, para ilustrar sobre el procedimiento:

3 1 114 érg M?
M'=ll5 2| 3i6 L
10 110 ‘5 2¢O:>rgM22
;T_;I
M Orlamos el menor de orden 2 anterior con cs:
3 1 1
IM|=5 2 3[=6+3-2-5#%0=rgM=3=rgM*=n° incégnitas = sist. comp. dtdo.

101

b) Discutamos el siguiente sistema:

3X+y+z=4 crg M?
5x+2y+3z=6 —>|v|*:

0
2
2X+y+2z=2 1

N o @
N W o

4
6
2

1
) Z0=>rgM=2

5
lﬁ_l
M Orlamos el menor de orden 2 anterior con cs:
311
IM|=5 2 3=12+6+5-4-9-10=0=rgM=2
2 12

rg M*?
Orlamos el menor de orden 2 anterior con C,:
314

c,C,C,I=5 2 6/=12+12+20-16-10-18=0=rgM* =2
212
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Por lo tanto, rgM=rgM*=2<n° incdgnitas=3 = sist. comp. indtdo. (uniparamétrico)

(En el préximo apdo. veremos como resolverlo por Cramer; baste adelantar que si rgM*=2, significa que
sobra una de las ecuaciones, por ser combinacion lineal de las otras; por lo tanto, podriamos eliminar, p.
ej., Es, y obtendriamos mas incégnitas que ecuaciones, es decir, habria que expresar las soluciones en
funcién de una de las incégnitas, que se llamaria parametro).

¢) Finalmente, discutamos el siguiente sistema:

3x+y+z=4 34| 114) rgm?
5x+2y+3z2=6 —>M=ll5 2| 356 1|
X —7=1 10 -111 5 2¢O:>rgM22
—
M Orlamos el menor de orden 2 anterior con cs:
311
IM|=5 2 3|=-6+3-2+5=0=>rgM=2
1 0 -
org M*?

Orlamos el menor de orden 2 anterior con c,:

314
c,c,c,|=5 2 6/=6+6-8-520=rgM*=3
101

Por lo tanto, rgM=2#rgM*=3 = sist. incompatible (] soluc)

RESOLUCION de SS.EE.LL: REGLA de CRAMER _°®

Para poder aplicar el método que vamos a explicar a continuacién el sistema ha de ser «tipo Cramer»:

Sistema «tipo Cramer »: «Es aquel SS.EE.LL. que verifica las siguientes dos condiciones:
18) n° ecuaciones=n° incognitas  (i.e. sistema cuadrado)

23) detM #0».

NOTA: Si detM=0 =- Alguna ecuacion es combinacion lineal de las otras (i.e. esa ecuacion “sobra”); por lo
tanto, basta con detectar dicha ecuacion, eliminarla y, normalmente, pasar una de las incognitas como
parametro al otro miembro, con lo que el sistema pasara a ser tipo Cramer.

La regla de Cramer permite obtener la solucion de un SS.EE.LL. de forma sencilla, mediante el calculo de una
serie de determinantes; su enunciado es el siguiente:

b, a, aj a; b, ay a, a, b
a X+a,y+a,z=0b, b, a, a, a, b, ay a, a, b,
a, xta,y+a,,z= b2 :> X = b3 a; Ag : y= as b3 ) : 7= ay 8y b3
a,X+a,y+a,z=b, M| M| M|

8 Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 104 a 107 del libro de ed. Anaya.
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Observaciones: 12) Ver la demostracion en la pag. 105 del libro de ed. Anaya
2%) Para sistemas de orden 2, o >4, las férmulas serian analogas.

3%) Obviamente, si el sistema lo hemos discutido por menores, es decir, por determinantes,
lo resolveremos por Cramer; ahora bien, si lo hemos discutido por matrices, esto es, por
Gauss, lo resolveremos también por Gauss.

43) A la hora de pasar al otro miembro una de las incégnitas como parametro con el fin,
como ya hemos indicado en la Ultima nota, de convertir el sistema en tipo Cramer,
tenemos que cerciorarnos de que el nuevo sistema es efectivamente tipo Cramer, es
decir, |M|#0.

Ejemplo 4: Vamos a resolver por Cramer el sistema del ejemplo anterior; para ello, lo mas comodo es verlo
en forma matricial:

3 1114 Vemos que tiene igual n® de ecuaciones e incAgnitas, y falta ver si |[M|Z0 para ver
M =||5 2 3i 6 si es tipo Cramer:
10 1i0
[ 311
M IM|=5 2 3|=6+3-2-5=2#0= tipo Cramer
101
Por tanto, podemos aplicar la regla de Cramer:
4 11 341 314
6 2 3 56 3 5 2 6
00 1} 8-6_2 |1 0 I} 18+12-6-20 _4 = _11 0 0 _6-8_-2_
=0 H=88.2.) - 2 i) =R 0 .88
2 2 2 — 2 2 2 — 2 2 2 =

Ejercicios final tema: 2 a 26 (discutir y resolver, sin parametro)

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 34: 1 y2; pag. 35: 3; pag. 38: 1y 2; pag. 39: 1y 2; pag. 44 y ss.: 1 a 22 (método de Gauss)
pag. 103: 1y 2; pag. 104: 1y 2; pag. 107: 1; pag. 119: 1 a 3 (Gauss o Cramer)
pag. 45: 23 a 32 (problemas de planteamiento)

V. SISTEMAS HOMOGENEOS °

Es aquel que tiene todos sus términos independientes 0:

1
a, X +a,y +a,,2=0 a, a, a;i0
1
azlx + a22y + a23z = O M* = a21 a22 a23 E 0
1
a,X+a,y+a,z=0 A 8p 510
M

Caracteristicas: 1% Es inmediato comprobar que siempre va a tener la solucién (0,0,0), llamada solucion
trivial . Este es el caso compat. dtdo. = rgM=rgM*=3=n° incégnitas = |M|#0

° Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 108 del libro de ed. Anaya.
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22) Por lo tanto, para que el sistema sea compatible indeterminado tendremos que imponer
[M|=0, para que rgM=rgM*<3=n° incognitas (NOTA: Es obvio que en este tipo de
sistemas siempre va a ser rgM=rgM*)

3%) Como ya hemos observado, siempre va a ser rgM=rgM* —> un sistema homogéneo
nunca puede ser incompatible

Ejercicios final tema: 27 a 30 (sistemas homogéneos)
31 a 43 (sistemas con parametro)
44 a 47 (homogéneos con parametro)
48 a 55 (problemas de planteamiento de sistemas)
Ejercicios PAEG: 1A jun 97; 1A sept 97; 1B sept 99; 3B sept 2001; 2B jun 2002; 4B sept 2002; 2B sept 2003;
3B jun 2004; 3A jun 2005; 3A sept 2005; 3B jun 2006; 3B sept 2006; 2B jun 2000; 3A jun
2010; 3B jun 2008; 3B sept 2010; 3B sept 2009; 3B sept 2012; 3A jun 2012; 3B sept 2011;
3B jun 2011; 3A sept 2007 (+ Rouché-Frobenius tedrico) « sistemas con parametro

3B jun 2007; 3B sept 2008; 3B sept 2006; 3A sept 2011 (+ rango matriz) < homogéneos
con parametro
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 108: 1y 2; pag. 119: 5 (sistemas homogéneos)
pag. 110: 1y 2; pag. 119y ss.: 4, 6, 8, 15 a 19, 26, 27, 33, 43 a 46 (sistemas con parametro)
pag. 119: 7 (homogéneos con parametro)



55 EJERCICIOS de SISTEMAS de ECUACIONES 2° BACH.

Sistemas en forma matricial:

1. Expresar y resolver en forma matricial los sistemas de los ejercicios 4, 5, 6... de esta hoja.

Discusion vy resolucion de sistemas (sin parametro):

2. Enunciar la regla de Cramer para un sistema 3x3. Aplicarla a la resolucién -previa discusion por Rouché-
Frobenius- del siguiente sistema:

X-2y+z=8
2x+y-3z=-9 (Soluc: comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3)
X+y+z=2

3. Enunciar el teorema de Rouché-Frobenius. Aplicarlo a la discusion del sistema que figura a continuacion.
Posteriormente, resolverlo por el método deseado (Gauss o Cramer):

X-2y+z=8
2x+y-3z=-9 (Soluc: comp. indtdo.; x=-2+ A, y=-5+ A, z= A)
3x-y-2z=-1

B Discutir y resolver los siguientes SS.EE.LL., e indicar de qué tipo se tratan:

4. x+y+z=11 8. Xx+y-z+t=-8
2x-y+z=5 X-y+z+t=2
3x+2y+z=24 Xty+z-1t=6

-Xty+z+t=-4
(comp. dtdo.; x=4, y=5, z=2)
(comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3, t=-4)
5. x+y+z=3

X-y+z=7 9. x+ty+z+t=2
xty-z=1 2X-y-z-2t=5
3x+2y+3z-t=20
(comp. dtdo.; x=4, y=2, z=5) -Xx+y-z+2t=-10
6. xty+z=2 (comp. dtdo.; x=1, y=2, z=3, t=-4)
2x+3y+5z=11
X-5y+6z=29 10. x-y+z=2
X+2y-3z=-4
(comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3) X-y+z=1
7. X+ty+z=6 (incompatible)
X +z=4
y+z=5 11. 4x-3y=-5
6x - by =-9

(comp. dtdo.; x=1, y=2, z=3)
(comp. dtdo.; x=1, y=3)




13.

14.

15.

16.

* 17.

18.
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X+y=12
y+z=8
X+z=6

(comp. dtdo.; x=5, y=7, z=1)

X-y+ z=3
2y+3z=15
x+y =12

(comp. dtdo.; x=3, y=3, z=3)

X+y+z=3
2x-y+3z=4
X-2y+2z=1

Ayuda: la 32 fila es comb. lin. de las otras
(comp. indtdo.; x=5-4A, z=-2+3A, y=A)

X-2y+z=0

-3x+3z=4

-2x+y+z=2

(comp. indtdo.; x=A-4/3, y=A-2/3, z=A)
y+9z=2

2x+y+3z=-1

-X+3z=-2

(incompatible)

X-y+z=-1
-X+y-z=1
X-y-z=0

(comp. indtdo.; x=A, y=1/2+ A, z=-1/2)

y-t+w=1
2x+y+z-t+2w=2
2x-y+z+t=0
Ax-3y+2z+3t-w=-1

(comp. indtdo.; x=(1-A-v)/2, y=1+u-w;
A4,V arhitrarios)

Sistemas homogéneos (sin parametro):

27.

2x-y+z=0
X-2y+3z=0
y-z=0

(Soluc: x=0, y=0, z=0)

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

2x+3y-7z=-1
3x+4y-6z=5
bx -2y +4z=-7

(comp. dtdo.; x=-1, y=5, z=2)

x-2y+z=1
2x+y-z=0
3x-y=1
x+3y-2z=0

(incompatible)

X-y+z=-1
X+y+z=1
X+3y+z=3

(comp. indtdo.; x=-A, y=1, z=A)

2x-2y+z=1
X+ty-z=-2
3x-y=-1
X+2y-z=-1

(comp. dtdo.; x=0, y=1, z=3)

2x+y-4z=1
X-y-2z=3
4x-y-8z=2

(incompatible)

X+y-2z-3t=0
X+y-3z+2t=-2
2x-y+z-t=1
X+2y-2z+2t=3

(comp. dtdo.; x=1, y=3, z=2, t=0)

Inventar un sistema que sea compatible determinado,
otro indeterminado y otro incompatible.

¢ Por qué se hace la discusion de un SS.EE.LL. antes
de resolverlo?

-3x+y-2z=0
X-2y+z=0
-x-3y=0

(Soluc: x=-3A/5, y=A/5, z=A)
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29. 7x+9y+9z=0 30. 4x+12y+4z=0
3x+2y+z=0 2x-13y+2z=0
X+y-z=0 12x-12y+12z=0
(Soluc: x=0, y=0, z=0) (Soluc: x=-A, y=0, z=4)

Discusion vy resolucion de sistemas con un parametro:

31. (S) Discutir segun los valores de m, el sistema

X—-2y+z=3
5x -5y +2z=m
2x+y-z=1

Resolverlo ademas para m=10. (Soluc: m=10= comp.indtdo.; m#10= incomp.)

32. (S) Se considera el sistema

5x-2y-pz=3
—y+z:1
X-y+z=p

y se pide: a) Discutir el sistema segun los valores de p (Soluc: p=-2= incomp.; p22= comp.dtdo.)

b) Resolverlo para p=2.

33. (S) Determinar para qué valores de k tiene solucién el sistema

Xx+3y-3z=4
2x-y+z=1
3x+2y+kz=5

y resolverlo cuando tenga infinitas soluciones. (Soluc: k#2= comp. dtdo.; k=-2= comp. indtdo.)

34. (S) Se considera el sistema
3x-2y-mz=4
X-y+z=1
2x-y+z=m

a) Discutir el sistema segun los valores de m. (Soluc: m#2=scomp. dtdo.; m=-2= incomp.)

b) Resolver el sistema para m=1

35. (S) Dado el sistema de ecuaciones lineales

ax—-y+z=2
Xx+ay-z=1
x-z=0

se pide: a) Discutir el sistema segun los valores de a  (Soluc: a#0 y a1 = comp. dtdo.; a=0 0 a=-1= incomp.)

b) Resolverlo para a=1
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36. (S) Discutir el sistema segun los valores del parametro a y resolverlo cuando sea compatible:

-X-y-z=-2
@-Lx+@-1y-2z=-2
ax+(@a+ly=1

(Soluc: az1= comp. dtdo.;a=-1=incomp.)

37. (S) Hallar los valores del parametro a que hacen compatible el sistema

ax+3y =2
3x+2y=-5
2x+ay =3

y resolverlo para uno de ellos. (Soluc: a=13/5 y a=-5)

38. (S) Determinar los valores de a para los que el sistema siguiente sea incompatible:

(a+3)x+4y =1
(@-ly+z=0
-4x-4y+(@a-1)z=-1
(Soluc: a=-1)

39. (S) Discutir el siguiente sistema, segun los valores de m y resolverlo cuando sea posible:

mx+y+mz=m

X+2y+z=m
— X+y _ Z:m2
(Soluc: m#0 = incomp.; m=0= comp. indtdo.)
40. (S) Resolver el sistema de ecuaciones
3x —2y+4z=8
2x+3y —3z=4
X—-3y—-5z=-6

Ax+4y+6z=18

Ayuda: se recomienda previamente estudiar el caracter de dicho sistema. (Soluc: x=2, y=z=1)

41. (S) Discutir el siguiente sistema segun los valores del pardmetro a:

2x+y —z=0
ax-y-z=a-1
3x—-2az=a-1

(Soluc: a#l y az3= comp. dtdo.; a=1= comp. indtdo.; a=-3= incomp.)
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42. (S) Estudiar segun los valores de a el sistema

XxX-—ay+z=-1
-X+y-z=a
x-y-z=0

y resolverlo cuando no tenga solucién Unica. (Soluc: a#1= comp. dtdo.; a=1= comp. indtdo.)

43. (S) Discutir el siguiente sistema para los diferentes valores de a y resolverlo para a=0:

(a+l)x+y+2z=-2
2x+y+(a+1)z=3
X+(@+ly+2z=-2

(Ayuda: hacer el cambio a+1=t)

(Soluc: a#4 y a#l y a20= comp. dtdo.; a=1=incomp.; a=0 0 a=-4= comp. indtdo.)

Sistemas homogéneos con parametro:

44, (S) Se considera el sistema
7x+9y+9z=0
3x+2y+mz=0
x+my —z=0

Se pide: a) Discutir el sistema segun los valores de m. b) Resolverlo para m=5.

(Soluc: m#5 y m#1/7 = comp. dtdo.; m=5 o0 m=1/7 = comp. indtdo.)

45. (S) Dado el sistema de ecuaciones lineales
4x+12y+47=0
2x —13y+2z=0
(m+2)x —12y+12z=0

a) Determinar el valor de m para que tenga solucion distinta de la trivial. (Soluc: m=10)
b) Resolverlo para el valor de m encontrado.

46. (S) Resolver el siguiente sistema para los valores de A que lo hacen compatible indeterminado:

-7-A 6 6 ) (x) (O
-3 2-A 3 ||yl=|o
6 6 5-A)lz) lo

(Soluc: es comp. indtdo. para A=-1y A=2)

47. (S) Determinar los valores de A para los cuales el sistema:
Ax+y —z=0
= Ax+(A-1)y=0
—X — 2y+(A+1)z=0

tiene solucidn distinta de la trivial y obténgase la solucion para uno de los valores de A. (Soluc: A=1, A=-1%12)
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Problemas de planteamiento de sistemas:

48.

49,

50.

51.

52.

53.

54.

55.

En un almacén un mayorista compra 5 unidades de un producto A, 4 de B y 3 de C, pagando un total de
8.600 €. Otro cliente compra 2 paquetes de A, 7 de B y 4 de C, gastando 7.300 €. Un tercer cliente compra
8 de A, 13de By 5 de C, pagando lo que los otros dos juntos. ¢,Cuanto vale cada producto?

(Soluc: A=1.000, B=300 y C=800 €.)

Una gran multinacional destina 900.000 € para gratificar a sus 51 empleados. Concede 25.000 € a los
empleados de nivel A, 20.000 a los de nivel B y 15.000 a los de nivel C. Teniendo en cuenta que para los
de nivel B destina en total el doble que para los del A, ¢ cuantos empleados hay en cada nivel?

(Soluc: A=6, B=15 y C=30 empleados)

La suma de las edades de tres personas es, en el momento actual, 73 afios. Dentro de 10 afios la edad de
la mayor de ellas sera el doble de la edad de la persona mas joven. Hace doce afios la persona con edad
intermedia tenia el doble de afios que la mas joven. Hallar las edades de las tres personas.

(Soluc: 15, 18 y 40 afios)

La edad de un padre es igual a la suma de las de sus dos hijos. Cuando pasen tantos afios como tiene el
hijo mayor, el padre tendra 70 afios y la suma de las edades de los tres sera de 164 afios. ¢ Qué edad tiene
ahora cada uno? (Soluc: 22, 24 y 46 aiios)

Tres amigos suben a una bascula de dos en dos: Andrés y Benjamin suman 173 kg, Andrés y Carlos 152
kg, mientras que entre Benjamin y Carlos pesan 165 kg. ¢, Cuanto pesa cada uno?
(Soluc: Andrés=80 kg; Benjamin=93 kg; Carlos=72 kg)

Un modisto ofrece cuatro tipos de tejido de gran calidad a distintos precios. Un comprador gasté 7.000 € en
2 m del primero, 3 m del segundo y 1 m del tercero. Otro gasto 6.500 € comprando 1 m del primero, 2 m del
segundo y 2 m del cuarto. Un tercero compré 3 m del primero, 3 m del tercero y 2 m del cuarto, gastando
7.000 €. Al vendedor le sobraron 2 m, 1 m, 2 m y 1 m respectivamente, por un valor de 5.750 €. ¢Cual era
el precio de cada tejido?  (Soluc: 1.000, 1.500, 500 y 1.250 €, respectivamente)

En una mesa de una cafeteria tomaron dos cafés, 1 refresco y dos tés, costandoles 5,30 €. En otra mesa
pagaron 8,40 € por tres cafés, 3 refrescos y 1 té. Por otra parte, dos amigos tomaron un café y un refresco
en la barra, donde el precio es un 10% mas barato, pagando 2,25 €. ¢ Qué cuesta cada bebida?

(Soluc: café=1 €, refresco=1,50 €, t¢=0,90 €)

Un especulador tiene colocado su dinero en tres depdsitos bancarios diferentes X, Y y Z. El dinero invertido
en X le produce un 4% de beneficio, en Y un 7%, y en Z un 6%. Sus beneficios totales fueron de 327.000 €
anuales. Debido a la bajada de tipos motivada por la crisis, el segundo afio el rendimiento es del 3.5% en X,
el 6% en Y y el 5% en Z, siendo sus beneficios de 278.000 €. ¢Cuanto dinero tiene invertido en cada
deposito si en total tiene 5.000.000 €7 (Soluc: X=200.000 €; Y=3.100.000 €; Z=1.700.000 €)





