CONTINUIDAD DE FUNCIONES

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO
Una funcién f es continua en a si y sélo si se cum-

plen las tres condiciones siguientes:
1) Existe f(a), es decir, a € Dom f . 1) 3f(a)
2) Existe lim () y es finito. f continua en a < 2) 3 Ixmf(x) (finito)
x> 3) limf(x)=f(a)
3) limf(x)="f(a). e
X—a

Si falla alguna de estas condiciones, diremos que la
funcién es discontinua en a.

CONTINUIDAD LATERAL

Una funcion f es continua por la izquierda en a si y Una funcién f es continua por la derecha enasiy
sélosi lim f(x)=f(a) sélosi lim f(x)=f(a)

x—a~ x—a*
Teorema

Una funcidn es continua en un punto si y sélo si la funcion es continua por la izquierda y por la derecha en dicho
punto.

CONTINUIDAD EN UN INTERVALO

Una funcion f es continua en un intervalo abierto Una funcién f es continua en un intervalo cerrado
(a, b) si y sblo si es continua en cada uno de los pun- [a, b] siy solo si:
tos del intervalo e fescontinua en el intervalo abierto (a, b).

e fescontinua por la derecha en a.
e fes continua por la izquierda en b.

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

1. Lafuncién constante f(x)=k es continua en todo su dominio D(f) = R.

2. La funcién identidad f(x)= x es continua en todo su dominio D(f) = R.

3. Si fygson funciones continuas en a, se cumple:
a) f+g, f—-g y f-g soncontinuasena.

b) f /g escontinuaenasiy solo sig(a)#0.
c) f9 escontinuaen asiy solosif(a)>0.

4. Sif escontinuaenay g continua en f(a), entonces go f escontinuaen a.

CONTINUIDAD DE FUNCIONES ELEMENTALES
Las siguientes funciones son continuas en su dominio.

1) Las funciones polindmicas f(x)=P(x)=a,x" +...+a;x + a, son continuas en todo RR.

P(x)

2) Las funciones racionales f (x) = w son continuas en todo R excepto en los puntos que anulan al denomina-
X

dor, o sea, las discontinuidades de una funcién racional estan en las raices del denominador, Q(x) = 0.
3) Las funciones irracionales f(x) ="%/x son continuas en (0, +o0) sin es par y en R si n es impar.
4) Las funciones exponenciales f(x) =a*,cona>0ya=1, son continuas en R.
5) Las funciones logaritmicas f (x) =log,x, cona>0ya= 1, son continuas en (0, +).

6) Las funciones trigonométricas seno y coseno, f(x)=senx y g(x)=cosx, son continuas en R, y la funcién

tangente h(x) =1tg X escontinuaen R — {%+ kz, vk eZ} . Los puntos x = % +k 7z son los puntos de disconti-

nuidad de la funcidn tangente.
7) Las funciones definidas a intervalos pueden presentar discontinuidades en los extremos de los intervalos.



TIPOS DE DISCONTINUIDADES
Si f no es continua en a puede ser debido a una de las siguientes causas:

1) Existe lim f(x) y es finito, pero o no existe f(a) o si existe no coincide con el valor del limite. En este caso
X—a

diremos que f tiene una discontinuidad evitable en a.

v
v

3lim f(x) y 2 f(a) Ilim f(x), 3f(a) y limf(x)=f(a)

X—a X—a

2) Existen los limites laterales y son finitos, pero distintos. Diremos, en tal caso, que f tiene una discontinuidad
de salto finito en a.

3 lim f(x) (finito) y 3 lim f(x) (finito)

X—a X—a

lim f(x)= Iim+ f(x)
X—a X—a

Saltoena =

lim f(x)- lim f(x)

X—a X—a
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3) Los limites laterales existen, pero, al menos, uno de ellos es infinito (+oo 0 -0). En este caso diremos que la
funcion f tiene una discontinuidad de salto infinito en a.

+00 +00
( Flim f(x) y 3Jlim f(x) ) y limf(x)=¢06 0 limf(x)=10
X—a X—a X—a -0 X—a -0
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4)  Alguno de los limites laterales en a no existe. Diremos entonces que f tiene una discontinuidad esencial en a.
Alim f(x) 6 2 lim f(x)

X—a~ X—a

.




TEOREMAS RELATIVOS A LA CONTINUIDAD

Teorema de conservacion del signo

Si una funcién f es continuaen un puntoay f(a)=0, entonces existe un entorno de a, en el que la funcion f tiene el
mismo signo que f(a).

Teorema de Bolzano

Si una funcidn f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo,
f(a)- f(b)<0, entonces existe al menos un punto ce(a, b) tal que f(c)=0.

Una de las aplicaciones mas importantes del teorema de Bolzano es la determinacion de ceros de funciones y raices
de ecuaciones.

Teorema de los valores intermedios

Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces la funcion f toma todos los valores comprendi-
dos entre f(a) y f(b). Es decir, para cualquier valor d comprendido entre f(a) y f(b), existe al menos un ce(a, b) tal
que f(c)=d.

Teorema de Weierstrass

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces la funcion f tiene un maximo absoluto y un
minimo absoluto en el intervalo [a, b]. Es decir, existen dos valores ¢ y d pertenecientes a [a, b] tales que para todo
xe[a, b] se cumple que f(c) < f(x) < f(d).

m=f(c) y M=1(d) seran, respectivamente, el minimo y el méaximo absolutos en [a, b].

Teorema de acotacion

Si f es una funcion continua en [a, b], entonces f([a, b]) = [m, M]. Por lo tanto, la funcidén f esta acotada en [a, b]:
m < f(x) <M, Vxe]a, b].

Teorema

Si f es una funcidn continua en [a, b] y, ademas, f es creciente o decreciente en [a, b], f alcanza el maximo vy el
minimo absolutos en los extremos del intervalo.

Teorema de continuidad de la funcidn reciproca.

Si una funcidn f es continua e inyectiva en un intervalo |, entonces:

a) fes estrictamente creciente o decreciente en I.

b) f~ es continua y estrictamente creciente o decreciente en f(1), segun que f sea estrictamente creciente o decre-
cienteen l.
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