UNIDAD 10.- Geometria afin del espacio (tema 5 del libro)

1. VECTOR LIBRE. OPERACIONES CON VECTORES LIBRES

En este curso vamos a trabajar con el espacio vectorial de dimension 3, R, que es similar al tratado en 1° de

Bachillerato, s6lo que con una componente o coordenada mas, z . En 933 , los vectores y los puntos son de la
forma (x,v,2)
Definicion: Un vector fijo de origen el punto A y extremo el punto B, es un segmento orientado caracterizado
por:

- Direccion, que es la recta que contiene al vector

- Sentido u orientacion de la recta, en este caso de A hacia B

- Moddulo o longitud del segmento orientado

A

En el espacio los puntos tienen 3 coordenadas y vamos a utilizar un sistema de referencia ortonormal, formado

La flecha indica el sentido y el modulo es la distancia entre Ay B

por los vectores T =(1,0,0), T =(0,1,0) yE =(0,0,1) (son unitarios y perpendiculares entre si) y el origen O,
como vemos en la imagen

7

. 6Q\ TP(X! Y, 2)
KNS z

) A E— v
T I

Llamamos coordenadas de un vector fijo AB de origen el punto A(a, b, c) y extremo el punto B(d, e, f) a los
nlimeros que se obtienen de restar a las coordenadas del extremo las coordenadas del origen:

AB=(d-ae—b,f-c)
Ejemplo: Dados los puntos P(2, 1, -2) y Q(-1, 0, -3) tenemos que Pb =(-1-2, 0-1, -3-(-2)) = (-3, -1, -1)

—

El modulo de un vector fijo AB=(d - a, e —b, f—c), que se nota por |AB|, se obtiene mediante el teorema de

= J(d-a) +(e-b)* +(f —c)’

—

Pitagoras y es: |AB
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Ejemplo: Dado el vector fijo PE) =(2, 1, -3), tenemos que P?Q =/2% +12 +(=3)* =14

Definicién: Llamaremos vector libre al conjunto de todos los vectores fijos que tienen igual mddulo, direccion

y sentido (vectores fijos equipolentes). Se representa por [AB , pero por comodidad no pondremos los

IR
corchetes y usaremos la misma notacion que la de vector fijo AB . Todos los vectores fijos del dibujo son un
solo vector libre

P

Las coordenadas de un vector libre son las coordenadas de uno cualquiera de sus representantes o vector fijo.
Y el mddulo de un vector libre es el médulo de uno cualquiera de sus vectores fijos.

- - -

Los vectores libres se suelen notar por u,vy w
=+va’+b®+c’

Los vectores libres que tienen médulo 1 se les llama unitarios

Asisi U =(ab,c)>|u

OPERACIONES CON VECTORES LIBRES

A.- Suma de vectores

Dados dos vectores u = (a,b,c) y v =(d,e, f), se define el vector suma como u+v =(a+d,b+e,c+ f)
La suma de vectores se puede hacer graficamente aplicando la regla del paralelogramo.

La suma de vectores tiene las siguientes propiedades:
- Asociativa: u+(v+w) =(u+v)+w
- Elemento neutro: El vector nulo 0 =(0,0,0)

- Elemento opuesto: El vector opuesto de u =(a,b,c) es —u =(-a,—b,—C)

- Conmutativa; u+v =v+u
B.- Producto de un niimero real por un vector

Dado un n°real k y un vector U = (a,b,c), tenemos el vector ka = (k-a, kb, k-c) que verifica que:
- Tiene la misma direccion que J
- Si k >0 tiene el mismo sentido que J , Y si k <0 tiene sentido opuesto a J
ku| = |kHu

- El modulo de kaes igual la valor absoluto de k por el médulo de J% = |k|
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Como propiedades tenemos:

Distributiva del producto respecto de la suma de vectores: k-(u+ v] =ku+kv

— - -
Distributiva de la suma de nimeros reales por un vector: (k + p)u =ku+pu

Asociatividad mixta: (k-pu = k-( ij

- —
Elemento neutro: 1.u =u

Al cumplir el conjunto de vectores libres del espacio R~ estas propiedades decimos que tiene estructura de
espacio vectorial.

2. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA DE VECTORES. BASES

Definicion: Dados dos vectores u = (a,b,c) y v =(a’,b',c') diremos que son linealmente dependientes si son

- -
proporcionales, es decir tienen la misma direccion. O lo que es lo mismo u =(a,b,c) y v =(a',b',c') son

: , o a b c
linealmente dependientes si y solo si rango| | v ool 1
a c

Definicion: Dados dos vectores u = (a,b,c) y v =(a’,b',c') diremos que son linealmente independientes si no

son proporcionales, es decir no tienen la misma direccion. O lo que es lo mismo u =(a,b,c) y
- . \ . . a b c
v =(a,b',c')son linealmente independientes si y solo si rango( - ) =2
a C
Definicion: Dados tres vectores u = (a,b,c), v =(a',b',c')y w=(a',b",c") diremos que son linealmente

N
dependientes si alguno de ellos es combinacion lineal de los demés. O lo que es lo mismo u = (a,b,c),

a b c
C =(a',b',c)y V_\; =(a",b",c")son linealmente dependientes si y sélo si rango| a' b' ¢ |<2
a~Il bll CIl
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Definicion: Dados tres vectores u = (a,b,c), v =(a',b',c')y w=(a',b",c'") diremos que son linealmente

N
independientes si ninguno de ellos es combinacion lineal de los demés. O lo que es lo mismo u = (a,b,c),

a b ¢
G =(a',b',c)y vT/ =(a',b",c"")son linealmente independientes si y s6lo si rango| @' b' ¢ |=3
a.II bll CII

Definicion: Una base de SR~ esun conjunto de vectores linealmente independientes y que a partir de ellos se

. : ) 3 ) . 3
puede obtener cualquier otro vector del espacio vectorial R* | es decir, cualquier vector de R se puede
poner como combinacién lineal de los vectores de la base.

. . : : 3
Propiedad: Tres vectores linealmente independientes en *R™ forman una base.

N
| =

Nosostros usaremos la base canénica B, = { (1,0,0), T =(010), k= (0,0,l)}

N
Cuando decimos que las coordenadas de un vector libre son u = (a,b,c) respecto de la base canonica, en

- - -

realidad lo que estamos diciendo esque u =a-i+b-j+c-k

3. SISTEMAS DE REFERENCIA

Los puntos y objetos del espacio siempre van a venir referidos a un sistema de referencia como dijimos al
principio del tema. Vamos a usar el sistema de referencia cartesiano formado por la base canénica y por un
i =(1,0,0), j=(010),k = (0,0,1)}}

punto origen O. Lo notaremos asi R = {O =(0,0,0); B, :{

4
. (6?\ qrP(x, Y, 2)
:Z
sy
TN X
X oy '

Como vemos en el dibujo el punto P(x,y,z) viene univocamente determinado por el vector de posicion
-

6P =(X,¥,2) = X-T+ y-—j>+ z-k
Asi ademas, como ya sabemos dados dos puntos A(X,Y,z) y B(X,Y', "), el vector libre que determinan es

ATB = (X=X, y'=y, 2'=Z) que se obtiene porque: 6A+ KB = SB > KB =0B —5A =(xX,y,2)-(XY,2)

Y de aqui la expresion “punto extremo” menos “punto origen”
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Coordenadas del punto medio de un segmento

Dado un segmento de extremos A(X,,Y,,Z,) con vector de posicion a = OA y B(x,,Y,,Z,) con vector de
posicion b = OB, vamos a calcular las coordenadas del punto medio M(X,,,V,,,Z,,) con vector de posicion

r; = OT\/I . Tenemos la igualdad vectorial, OT\/I = 6A+ AK/I ->(y como vemos AK/I = % KB , sustituyendo)
OM = OA+ % AB > (X» Yo Z) = (X0, Y1, Z4) +%(x2 - X, Y, —Y;,Z, —Z;) > (operando nos queda)

X2+X1 y2+yl 22+Zl
Zn)= o T o)

(Xm’ ym'

Las coordenadas del punto medio de un segmento son la semisuma de las coordenadas de los extremos.

4. ECUACIONES DE LA RECTA

Una recta, al igual que vimos el afio pasado, viene determinada por un punto por donde pasa P(X,, Y,,Z,) Y un

vector director v = (v,,V,,V;) y como vemos en el dibujo cualquier punto X (x,y,z) de larecta r hade

-

cumplir que: OX =OP+t-v para t € Rque es la llamada ecuacion vectorial de la recta

4 /
X(x. y. 2)

—_—

"4

2P X Yor Z0)
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ECUACION VECTORIAL DE UNA RECTA: r=0OX = OP+tv conteR

A partir de esta ecuacion operando en coordenada s obtenemos las demas ecuaciones que son:

[ECUACIONES PARAMETRICAS|

X=X, +1tv,
r=<y=y,+tv, conteR
Z=1,+tv,

[ECUACIONES CONTINUAS|
Se obtienen despejando el pardmetro t de cada una de las paramétricas e igualando entre si:
X=X _ Y=Y _2-1%
Vl VZ V3
[ECUACIONES IMPLICITAS|

Son dos ecuaciones, que se obtiene despejando el parametro t de una de las paramétricas y sustituyendo en las
otras dos, o bien, a partir de las continuas desarrollando la doble igualdad.

. Ax+By+Cz=D
- |Ax+B'y+C'z=D'
Es muy importante entender que las ecuaciones implicitas de una recta en el espacio, si le damos una
interpretacion algebraica, no es otra cosa que un sistema de 2 ecuaciones con 3 incognitas, y que debe ser un

sistema compatible indeterminado, que al resolverlo lo que obtenemos son las ecuaciones parametricas de la
recta.

r

NOTA: También una recta viene univocamente determinada por dos puntos por donde pasa, A(a,b,c) y

B(a',b',c"), pues podemos obtener sin mas el vector director que es v = KB = (a'-a,b'-b,c'—c)

Ejemplo: Hallar las ecuaciones de la recta r que pasa por el punto A(0, 2, -3) y tiene por vector director

S
v =(4,-6,8)
Lo primero que hemos de tener en cuenta es que como vector director es mejor tomar el vector

> 1~ \ . . L. .
u= EV =(2,-3,4), que nos da la misma direccion para la recta y es mas simple, con lo cual los posibles

célculos serdn menos complejos.

X=0+2t
Ecuaciones paramétricas: r=<y=2-3t conteR
z=-3+4t
(X
2
Ecuacién continua: Despejamos t de cada una de las ecuaciones paramétricas: <t = y_—32 y ahora las igualamos
(= 2+3
4
poX_y-2_1z+3
2 -3 4
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Ecuaciones implicitas: Vamos a obtenerlas a partir de las continuas, de la doble igualdad podemos establecer:
X y-2

5T _a [-3x=2y-4 _[-3x-2y=-4
2 -3 5 y > y —>(cambiamaos de signo la 12 ecuacion y simplificamos por 2 la
X _7+3 4x=22+6 4x—22="6
2 4
3X+2y=4
2 >r = J
2X—-2=3

Ejemplo: Lo mismo para la recta que pasa por los puntos A(1,1,-1) y B(-1,1,2).

- -
En este caso nos falta conocer el vector director. Como sabemos es el vector v =AB = (-2,0,3) y ya actuamos
igual que en el ejemplo anterior, tomando como punto A o B. Os dejo a vosotros la realizacion

. 2x-y+z=0 )
Ejemplo: Dada la recta r = Se pide:
X+y+2z=1
a) Obtener sus ecuaciones paramétricas y continuas
b) Dar 3 puntos de la recta.

a)
Vamos a resolver el sistema de 2 ecuaciones con 3 incognitas asociado, que se puede ver facilmente que es un

SCI, pues el menor J =50 - rango(matriz coeficientes) = 2 = rango(matriz ampliadada) < n°

incognitas. Parametrizamos la incognita que no estaba en el menor, z =4, y sustituimos:
2X—y=—-4 e .

{3 y 1-21 —> (resolvemos por Cramer o Gauss, usamos Gauss que parece mas facil, haciendo E; +
X+y=1-

1_3/1+2,9

2X—y=-1 B
Ei> { ey _i 27 - De E; despejamos x: X = % Sustituimos en la E; y obtenemos y: y = 2

"5 5
y=§—%/1 con AR | Como vemos
z=1

1 3
X =

2— . N
y = TA Y por tanto las ecuaciones paramétricas de la recta es: |r

ya tenemos un punto por donde pasa la recta P(%%Oj y un vector director U = (??1} . Podemos

considerar otros vectores directores que nos resulten mas comodos para el calculo, como por ejemplo,

u=5v= (— 3,—1,5) , asi por ejemplo tendriamos otras ecuaciones paramétricas de la recta, pero totalmente

X=1—3l
5
validas: |r = yzé—lﬂ con LeR
z=51

" 2
OBSERVACION: Si al principio hubiésemos tomado el menor de las x y las z, 3

1
2‘ =1, entonces

) ) ) 2X+72=41 i
parametrizamos haciendo y = 4, nos queda el sistema {3 97 11 y éste lo resolvemos por Cramer:
X+2z=1-
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con A € R que es una expresion mas comoda que las dos anteriores

Para obtener puntos de una recta basta con darle valores al pardmetro en las paramétricas. Vamos a usar la

129
55

~14 -3

_a_VSJ
5 5

1-4 2
X=T=2/1—1+/19X=—1+3/1
2 A
3 1-4
Z:T:2—2/1—3/19222—52,
X=-1+31
Y por tanto larectares: r= y=A4
z2=2-51
al no tener fracciones. El punto por donde pasa es Q(1,0,2) y vector director W= (31,-5)= —u
b)
ecuacion
x:1—§/1 AzO:le;y:g;z:O:Pl(
5 5 5 5
r= y=3—1/1 > ﬂu=5:>x:_—14;y=_—3;z:5:>P2
5 5 5 5)
z=4 A=T=>x=-4y=-12=7=P,(-4-17)

ECUACIONES DE LOS EJES COORDENADOS (muy importante)
Os dejo una tabla con los datos y ecuaciones. Las continuas no se suelen usar pues tenemos el 0 en el
denominador. Es més, en el espacio se usan las paramétricas y las implicitas primordialmente para todas las

rectas.
EJE PuNto Vector Ecuaciones Ecuacion Ecuaciones
director parameétricas continua implicitas
X=A 0
N X z y=
OX 0(0,0,0) i =(1,0,0) OX=4y=0 OX EE:%:E OX E{Z _o
z=0
x=0
N _ B Xy z B Xx=0
oY 0(0,0,0) i =(010) oY={y=41 oY = 1% oY = L
z=0
x=0
N _ B Xy z _x= 0
0oz 0(0,0,0) K =(0,01) 0Z={y=0 0Z = =91 07 = Y0
2=

ER: Ejercicios resueltos del libro de texto de la pagina 113
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5. ECUACIONES DEL PLANO. HAZ DE PLANOS
Un plano en el espacio viene dado por un punto por donde pasa, A(X,,Y;,Z,),Y dos vectores directores,

v=(a,b,c) yw=(a',b",c'),que han de ser linealmente independientes, pues sino seria una recta.

La ecuacioén vectorial del plano aes: a« =0X =0A+ Av+uw con A, 1 € Ry de ella obtenemos las
paramétricas, simplemente usando las coordenadas e igualando: (X,y,z) = (X, Y;,Z,) + /I(a, b, c)+ y(a',b',c')

[ECUACIONES PARAMETRICAS|
X=X, +Aa+pua
a=3y=Y, +Ab+ b’
Z=172,+AC+ uc

con 4,ueR

[ECUACION IMPLICITA|

- - —
De las ecuacion vectorial o de las paramétricas se observa que el vector AX = OX—OA= (X—X,,yY—V,,Z—2;)

= Aa,b,c)+ u(a',b',c'), es decir, AX es linealmente dependiente respecto de los vectores v =(a,b,c) y

R W N X=X Y=Y, -1

w = (a,b',c')> rango (AX : v,wj =22 a=| a b ¢ |=0 Realizando este determinante nos
a' b’ c

queda al final una ecuacion del tipo: a = Ax+B-y+C-z+ D =0 que es la ecuacion implicita del plano «

NOTA: Normalmente los planos se designan por las letra griegas «, S, 7

Un plano también puede venir determinado por 3 puntos no alineados por donde pase: A(X,,V,,Z;),
B(X,,Y,,2,) Y C(X;, Y3, Z;) . En este caso tomamos podemos obtener los vectores directores a partir de los

- -
puntos, por ejemplo AB y AC,y considerar cualquiera de los puntos. Analogamente a las rectas podemos
tomar vectores proporcionales que nos hagan mas facil las operaciones.
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De la ecuacion implicita de un plano 7z = Ax+B-y+C-z+ D =0, se obtiene un vector ortogonal

(perpendicular) al plano que se Ilama vector normal y es Ez (A, B,C)
i

31

P
™

Con esto, un plano también queda univocamente determinado por un punto por donde pase, A(X;,Y;,Z,),Yy un

vector normal a él, n =(A,B,C)

Ejemplo: Hallar las ecuaciones paramétricas e implicita, asi como un vector normal del plano 7 que pasa por
los puntos A(1,2,-2), B(0,1,-1) y C(2,0,0).

Consideremos como vectores directores BC = (2,-11) y BA=(11,—-1) y como punto tomamos C(2,0,0).
Ecuaciones paramétricas:

X=2+2A+u
7=1y=0-A+pu con A, ueR
2=0+A—-u

Ecuacién implicita:
La obtenemos de

x—-2 y-0 z-0 X-2 vy z
T=| 2 -1 1 =02 2 -1 1|=x-2+Yy+22+2-X+2+2y=02>72=3y+32=0->
1 1 -1 1 1

(podemos simplificar y nos queda)

El vector normal es n = (0,1,1)

Ejemplo: Obtener las ecuaciones paramétricas e implicita del plano que pasa por P(2,1,—3) y tiene por vector

normal n = (-4,6,2)

. . 1- . L
Primero vamos a considerar como vector normal w = > n= (— 2,3,1), pues lo que nos interesa es la direccion, y

asi los célculos seran mas comodos.
La ecuacion implicita del plano sera de la forma: 7 =-2x+3y+z+ D =0.Como P ez ha de verificar la

ecuacion del plano y de ahi calculamos D 2> —22+31+(-3)+D=0>D =4

Ecuacion implicita: 7=-2x+3y+z+4=0

Ecuaciones paramétricas: De manera similar a las recta, resolvemos de forma algebraica el sistema
{-2x+3y+z+4=0, que obviamente es compatible indeterminado. Com es una séla ecuacion y tres

o, . L X=A1 .
incognitas, hemos de parametrizar dos de ellas. Lo mas comodo es hacer { y despejamos z en la

ecuacion: —24+3u+z2+4=0-> z=-4+24-3u. Por tanto:
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X=A4
= y=u con A, u € R son las ecuaciones paramétricas del plano.
2=-4+21-3u

Ademas ya tenemos otro punto por donde pasa A(0,0,—4) y vectores directores U= (1L,0,2) y V= 0,1,-3)

PLANOS COORDENADOS

En el espacio hay 3 planos coordenados como podemos ver en la figura:

Z
Plano OY/Z
OXZ Xx=0
o —
P\aﬂ /0 A w7
y >
e y
A0 OV
4

Aqui estan sus caracteristicas y os dejo a vosotros la obtencidn de las ecuaciones que se dan:

Vectores Vector Ecuaciones Ecuacion
Plano Punto —_— —_— — - —
— EE— directores normal parametricas implicita
i =100 x=4
I =LY, -
OXY 0(0,0,0) [ ( ( ) k =(0,0,) OXY =<y=u OXY=z=0
j = (01110) z=0
T =100 x=4
I =Y, -
OXZz 0(0,0,0) R 1.0.0) j =(010) OXZ =4y=0 OXZ=y=0
k =(0,01) 7=
=010 x=0
oYZ 0(0,0,0) i_(”) i =(10,0) OYZ={y=1 | OYZ=x=0

VER: Ejercicios resueltos del libro de texto de la pagina 115

6. POSICIONES RELATIVAS DE DOS Y TRES PLANOS

a.- Posiciones relativas de dos planos

Consideremos dos planos 7= AX+By+Cz+ D=0y 7= A'X+B'y+C'zZ+ D'=0 . Estudiar
su posicidn relativa se reduce a estudiar el sistema de ecuaciones asociado:
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B

AXx+By+Cz=-D
A B

Donde tenemos la matriz de coeficientes A =
A'x+B'y+C'z=-D' (

C : .
CJy la matriz ampliada

A B C -D - -
A* = Las posibilidades son las siguientes:
A B C -D

1.- rango(A) = rango(A*) = 1 - se trata de un sistema compatible indeterminado, tiene infinitas
soluciones, las dos ecuaciones son proporcionales = los planos 7y ' son coincidentes

T=T

Planos coincidentes
Son el mismo plano

Ejemplo: Los planos 7 =2X+3Y—2+2=0y 7'=—-4x—6y+2z—4=0, tenemos el sistema
2X+3y—-2z=-2
—4x-6y+2z=4
los dos planos son el mismo o coincidentes.

asociado { , y es facil ver que E, =—-2-E, (por tanto, rango(A) = rango(A*) = 1), es decir,

2.- rango(A) = 1 y rango(A*) = 2 - se trata de un sistema incompatible - los planos 7 y 7' son
paralelos

-
Planos paralelos
No tienen puntos comunes
Ejemplo: Los planos 7 =2X+3Y—2+2=0y 7'=-4x—6y+22+9=0, tenemos el sistema
2X+3y—27=-2

ot _ - — .
_4X—6y+27=-9' y es facil ver que rango(A) = 1y rango(A*) = 2, es decir, los dos planos son

asociado {
paralelos.

3.- rango(A) = rango(A*) = 2-> se trata de un sistema compatible indeterminado, tiene infinitas
soluciones pero las dos ecuaciones no son proporcionales > los planos 7y 7' son secantes (Se cortan en una

recta)

) Planos secantes
Tienen una recta comun
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Ejemplo: Los planos 7 =2X+3Y—2+2=0y 7'=—x+3y+2z+1=0, tenemos el sistema asociado

2X+3y—-2z=-2
_X+3y+z=-1" y es facil ver que rango(A) = rango(A*) = 2, es decir, los dos planos son secantes, se

cortan en una recta..
VER: Ejercicios resueltos del libro de texto de la pagina 116
b.- Posiciones relativas de tres planos
Consideremos tres planos 7= AX+By+Cz+D =0, #'= AX+B'y+C'z+D'=0y

7'=A'X+B"y+C"z+D"=0. Estudiar su posicion relativa se reduce a estudiar el sistema de
ecuaciones asociado:

Ax+By+Cz=-D A B C

A'X+B'Yy+C'Z=-D" ponde tenemos la matriz de coeficientes A=| A' B' C' |y lamatriz

A'x+B"y+C"z=-D" A" B" C"
A B C -D
ampliada A*=| A* B' C' —D'| Las posibilidades son las siguientes:

AII BII CII _ DII
1.- rango(A) = rango(A*) = 1 -> sistema compatible indeterminado, las tres ecuaciones son
proporcionales = los planos 7, 7'y z'' son coincidentes

n=rn=n"
Ejemplo: Los planos 7 =2X+3y—2+2=0, n'=-4x-6y+2z-4=0y
2X+3y—-2=-2
7'=—2X—3y+2—2=0 tenemos el sistema asociado |~ 4X—6y+22=4 y es facil ver que rango(A) =
—2X-3y+z2=2
rango(A*) = 1, pues las 3 ecuaciones son proporcionales. Los 3 planos son coincidentes

2.- rango(A) =1 y rango(A*) = 2 - se trata de un sistema incompatible donde:
-0 bien, los tres planos son paralelos y distintos dos a dos

T
nl
Tc”

Ejemplo: Los planos 7 =2X+3y—2+2=0, ©'=-4x-6y+22-7=0y

2X+3y—2=-2
7'=—-2X—-3Y+Z+1=0 tenemos el sistema asociado |~ 4x—-6y+2z="71 , 'y es facil ver que rango(A) =
—2Xx-3y+z=-1
1 y rango(A*) = 2. Los 3 planos son paralelos y distintos dos a dos.

-0 bien, hay dos planos coincidentes y el otro paralelo y distinto
13 UNIDAD 10.- Geometria afin del espacio



Ejemplo: Los planos 77 = 2X +3y —72+2= 0, '=—4X—-6y+22-4=0y
2X+3y—2=-2
7''=—-2X—3Yy+2+1=0 tenemos el sistema asociado |\~ 4X —6Y +2Z =4 y es facil ver que rango(A) =
—-2X-3y+z=-1
1y rango(A*) = 2. Ademas se ve que E, =—-2-E,, luego los planos z y 7' son coincidentes y paralelosa 7"
3.- rango(A) = rango(A*) = 2 > se trata de un sistema compatible indeterminado, los tres planos se

cortan en una recta, pues una de las ecuaciones depende linealmente de las otras dos. Puede ocurrir:
-0 bien, los tres planos son distintos y secantes en una recta

1'[' 1‘["

Ejemplo: Los planos 7 =2X+3Y—2+2=0, 7'=x+y=0y 7"'=3x+4y—2+2=0 tenemos el

2X+3y—2=-2
sistema asociado x+y=0 , Yy es facil ver que rango(A) = rango(A*) = 2. Ademas se ve que
3X+4y—z=-2

E;, =E, + E,, luego los planos son distintos y se cortan en una recta

-0 bien, dos de los planos son coincidentes y el otro los corta en una recta

Ejemplo: Los planos 7 =2X+3Y—2+2=0, 7'=x+y=0y 7"'=4x+6y—22+4 =0 tenemos el

2X+3y—72=-2
sistema asociado Xx+y=0 , Yy es facil ver que rango(A) = rango(A*) = 2. Ademas se ve que
4X+6y—-22=-4

E, =2:E,, luego los planos 7 y z'' son coincidentes y secantes en una recta con r'
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4.- rango(A) = 2 y rango(A*) = 3 - el sistema es incompatible y puede ocurrir que:
-0 bien, los planos se cortan dos a dos formando un prisma

T
Ejemplo: Losplanos 7 =X+Y—2+2=0, 7'=x+y=0y 7"'=2x+2y—2z=0 tenemos el sistema
X+y—-2=-2

asociado Xx+y=0 , y es facil ver que rango(A) = 2 y rango(A*) = 3. Ademas se ve que no hay planos
2X+2y—2=0
paralelos, luego los planos se cortan dos a dos formando un prisma

-0 bien, dos de los planos son paralelos y el otro es secante con ellos

Ejemplo: Los planos 7 =2X+3yY—2+2=0, #'=x+y=0y 7''=2Xx+3y—2=0 tenemos el

2X+3y—2=-2
sistema asociado x+y=0 , Yy es facil ver que rango(A) =2y rango(A*) = 3. Ademas se ve que
2x+3y—-2=0

E, y E; son incompatibles, luego los planos 7z y z'' son paralelos y secantes en una recta con 7'

5.- rango(A) = rango(A*) = 3 - el sistema es compatible determinado, los tres planos se cortan en un
punto
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Ejemplo: Los planos 7 =2X+3Y—2+2=0, 7#'=x+y=0y 7''=2+4 =0 tenemos el sistema

2X+3y—-2=-2
asociado x+y=0 , y es facil ver que rango(A) = rango(A*) = 3. Los tres planos son secantes en un
z=-4

punto.

7. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA Y UN PLANO

Consideremos un plano 7 = Ax+By +Cz+ D =0 y larecta en ecuaciones implicitas
. Ax+B'y+C'z+D'=0
~ |A"X+B"y+C"z+D"=0
otra cosa que las ecuaciones implicitas de dos planos, que por supuesto no han de ser ni paralelos ni
o ) A B C A B C -D
coincidentes, es decir, rango = rango =2
A" B" C" A" B" C" -D"
Ax+By+Cz=-D

Lo primero es darse cuenta que las ecuaciones implicitas de una recta no es

El sistema asociado al plano 7 y a la recta r es: AX+B'Yy+C'z=-D" ponde tenemos la matriz de
A'x+B"y+C"z=-D"

A B C A B C -D
coeficientes A=| A" B' C'|ylamatrizampliada A*=| A B' C' -D'| que por lo menos tienen
AII Bll CII AII BII CII _DII

rango 2. Las posibilidades son las siguientes:

1.- rango(A) = rango(A*) = 2 - es un sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones) = la
recta esta contenida en el plano

T

Ejemplo: Dado el plano 7=—-x+y+2z=-1ylarecta r = {x;xy +ZZ_=10 Estudiar su posicién relativa
-1 1 2
Tenemos querango| 1 1 1 |=2 pues su determinante vale O (también se puede observar que
2 0 -1
-11 2 -1
F,=—F +F,). Ademas rango| 1 1 1 0 |=2 porlomismo de antes=> es un sistema compatible
2 0 -11

indeterminado (hay infinitas soluciones) = la recta esta contenida en el plano

2.- rango(A) = 2 y rango(A*) = 3-> es un sistema incompatible - la recta y el plano son paralelos

T
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Ejemplo: Dado el plano 7 =-x+y+2z=0 ylarecta r = {x;xy +ZZ_=10 Estudiar su posicion relativa
-1 1 2
Tenemosquerango| 1 1 1 |=2 puessudeterminante vale O (también se puede observar que
2 0 -1
-11 20 -1 10
F,=—F +F,). Ademas rango| 1 1 1 O|=3pueselmenordeorden3 |1 1 0 =-2=0->esun
2 0 -11 2 01

sistema incompatible - la recta y el plano son paralelos

3.- rango(A) = rango(A*) = 3 - es un sistema compatible determinado (solucién Unica) - larectay el
plano se cortan en un punto

r
P
T K
\
. X+y+z=0 . ., .
Ejemplo: Dado el plano 7 =-x+2z=0ylarecta r = 5 1 Estudiar su posicion relativa
X—2=
-1 0 2 -1 0 20
Tenemos querango| 1 1 1 |=3puessu determinante vale -3. Ademéas rango| 1 1 1 0 |=3puesel
2 0 -1 2 0 -11

la matriz de coeficientes es una submatriz y tiene rango 3-> es un sistema compatible determinado—> la recta y
el plano son secantes (se cortan en un punto

VER: Ejercicios resueltos del libro de texto de la pagina 118

8. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

Vamos a considerar dos rectas dadas en forma paramétrica:
X = X, +1V,
.
y =Y, +tv, con t e R - tenemos un punto de r A (x,,Y,,Z,) Y un vector director v = (v,,v,,V;)

_1
1l

Z=17,+tv,
X =X, +tW,
y =y, +tw, con teR-> tenemos un punto des A (x,,Y,,2,) y un vector director w = (w,,w,,w,)

%)
1l

z=17,+tw,

Tenemos otro vector a partir de los dos puntos A A, = (X, — X, Y; — Yo, Z, — Z, ). Estudiemos la dependencia de

-

- -
estos tres vectores A A = (X, —Xo, Yy — Yo, 2, — Zp ), V =(V,,V,,V,) Y W= (W,,W,, W, ) que nos daran la
informacidn relevante de la posicion relativa de las dos rectas:

. Vi vV, VvV - 2 . . . . .,
1.- Si rango[ v 3) =1-> v y w son proporcionales = ry s tienen la misma direccion (o son
Wl WZ W3

iguales o paralelas)
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N
a-Si AA =(X,—X,,Y, — Yo.2, —2,) €s proporcional a cualquiera de los dos vectores,

- - >
es decir, rango(ArAS , v,w): 1, entonces las dos rectas son coincidentes.

r=S

b.- Si AjAS = (X, — X, ¥ — Yo. 2, — Zo) NO €s proporcional a cualquiera de los dos

- - -
vectores, es decir, rango (ArAS WV, wj = 2, entonces las dos rectas son paralelas.

\

Vi Vo V3

- -
2.- Si rango( ) =2 -> VvV Yy W no son proporcionales > r y s no tienen la misma direccion

Wl W2 WS
(o se cruzan o se cortan)

. - . ; - -
a-Si AA =(x,—Xo, Y, — Yo, 2, — 2,) €s linealmente dependiente respectode v y w

- - -
es decir, rango(Ar AV, wj: 2, entonces las dos rectas son secantes.

X

b.- Si ATAS =(X, =X, Y, — ¥o.2, — Z,) €s linealmente independiente respecto de Vyw,

- - >
es decir, rango(Ar AV, w): 3, entonces las dos rectas se cruzan.

r

X=t
Ejemplo: Sean lasrectas r=<y=1-t y s=
zZ=2+t

X+y+z=0 . L . .
{ y Estudiar su posicion relativa y si son secantes

calcular su punto de corte.

De la recta r tenemos un punto y un vector director: A (012) y v =(1,-11)
La recta s la pasamos a paramétricas haciendo z = A (ndtese que y = A no se puede hacer) y calculamos:
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X=-2-1

s=y y=2
z=1

N

. Con lo cual tenemos su punto y su vector director: A (-2,2,0) y w=(-10.1)

> - 1 -11
Tenemos que: rango(v, W) = rango( ] = 2. Por tanto las rectas 0 son secantes 0 Se cruzan.

-1 0 1
-2 1 -2
Calculamos el vector A A, =(-21,-2) yel rango(ArAS,v,w) conelmenor |1 -1 1|=2%0. Por tanto,
-1 0 1

rango(ArAS : v,w) =3. Lasrectarys se cruzan

9. HACES DE PLANOS

A.- Haces de planos paralelos

Dado un plano 7 = Ax+By +Cz+ D =0, se llama haz de planos paralelos a 7 a todos aquellos que son
paralelos a él, es decir, son de la forma Ax+By +Cz+ A1 =0

L%

752/
T3 -
Ty

El haz de planos se representa por: H = {71'/1 =AX+By+Cz+4=0 con Ae R}

Ejemplo: Dado el plano e =2x—y+3z—-5=0, determina su haz de planos paralelos y halla el plano de este
haz que pasa por el punto P(4,1,2).

El haz de planos paralelos es: H = {aﬂ =2X—-y+3z2+A1=0 con A€ R}

De todos estos planos, el que pase por P, tiene que cumplir la ecuacion y asi calculamos A :
24-1+32+1=0> A1=-13-> el plano pedidoes: f=2x—y+3z2-13=0

B.- Haces de planos secantes
Consideremos dos planos 7 = AX+By+Cz+ D=0y 7= A'X+B'y+C'z2+ D'=0 qgue sean
secantes en una recta. Se llama haz de planos secantes a todos los planos que contienen a esa recta

El haz de planos secantes es:
H={z,=(Ax+By+Cz+D)+A(Ax+By+C'z+D)=0con AeR} U
{71"5 Ax+B'y+C'z+D'= 0} pues el plano 7' no se puede obtener para ningan valor de A
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Ejemplo: Dados los planos 7=x+y+2z=0 Yy z'=2x—y =1. Dar la ecuacion del haz de planos secantes
formado por esos dos planos y encontrar el que pasa por el origen de coordenadas

Es facil ver que los dos planos son secantes en una recta, por tanto se puede calcular el haz de planos secantes
H={r,=(x+y+2)+A(2x-y-1)=0con1eR} U {r'=2x—y-1=0}

Imponemos que pase por el origen para calcular A: (0+0+0) + A (2-0-0-1)=0-> A= 0 El plano pedido es
T=X+y+2=0

EJERCICIOS: De la pagina 126, los ejercicios 1, 2, 3,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13
De la pégina 127, los ejercicios 14, 15, 16, 18, 19,20, 21, 22
De la pagina 128, los ejercicios 24, 25, 28, 29, 32, 33
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