EJERCICIOS DE GEOMETRIA AFIN DEL ESPACIO

Ejercicio 1.-
$iHE3 5.1 ?{7, 4, —2), halla las coordenadas:

a) 2u b) OV ¢)—u

_:.

d2u+v u—-v f) 5u—3v

D2u=2-(3,5 1) = (6 10,2)
b)0 - v = (0,0, 0)

¢ —u=—=3,5 1) =(3,-5 -1
d)2u+v =235 1+(7, 4,-2) =(1, 14, 0)
Uu—v=(35 1-(7, 4 -2) =(-10, 1, 3)

) 5u—3v =5(3, 5, 1) =3(7, 4, —2) = (=36, 13, 11)

Ejercicio 2.-

Sean los vectores xX(1,-5, 2), v(3, 4,—1), z(6, 3,—5), W(24, —26,—6). Halla a, b,
¢ para que se cumpla: ax + b_? fCcZ=W

a(l, =5, 2) + b(3, 4, 1) + c(6, 3, -5) = (24, -26, —-6)
(a + 3b + 6c, S5a + 4b + 3¢, 2a — b — 5¢) = (24, —26, —6)

a+3b+6c= 24 1 3 6
—Sa+ 4b+ 3¢c = 26 -5 4 3| =-92
2a— b-—5c=" -6 2 =1 -5
24 3 6 1 24 6
26 4 3 -5 26 3
-1 -5 L 2 <6 =B 184
a= =0, b= = =2
92 —92 92 92
1 3 24
-5 4 =26
_12 -1 6] _ 368 _
o 92 S92

Solucion: a=6, b=-2, ¢ =4, es decir, 6x — 71, + 4z
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Ejercicio 3.-
Dados los vectores u(3, 3., 2), v(5,-2, 1), w(l, -1, 0):

a) Halla los vectores u— 2V + 3%, 22U+ V—4w.
b) Calcula a v b tales que Uu=av+bw.
) U—2v+3w=(3,3 2 -25,-2 1) +3(1, -1, 0) = (-4, 4, 0)

22U+ v—adw=-23,3,2)+(5, -2, 1) —4(1, -1, 0) = (-5, —4, —3)

b)(3, 3, 2)=al5, -2, )+ b(1,-1,0)=(5a + b, 2a— b, a)

3=5a+b]b=—?' ). ..
3=2a—->b b=} Solucion: a=2, b=_—7. esdecir: u=2v—-7W
2= a l a= 2

Ejercicio 4.-

Comprueba que no es posible expresar el vector x(3, -1, 0) como combi-

nacion lineal de u (1, 2, —1) v v(2,-3,5). ;Son linealmente independien-
tes ?E, u v v?

— —
X

=au+bv — (3,—1, 0} = all, 2,1 +B2,<3 5)

-1 =2a-3b Como |A'|=28=0, el sistema es incompatible.

3 = a+2f’::l 1 2 §
A= 2 = |
ﬂ=—a+5b_’

-3
5

—1 0

: s e =
Luego no es posible expresar x como combinacion lineal de u y v,

Como ran (A') = 3, los tres vectores son linealmente independientes.

Ejercicio 5.-
¢Cuales de los siguientes vectores tienen la misma direccion?

=% =¥ — .
a4, ¢ y d, pues sus coordenadas son proporcionales.
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Ejercicio 6.-
Halla, en cada caso, todos los valores de m, n v p tales que MU+ nv+ pﬁ)' = 0
a) u(3,0, 1), v(1,-1,0), w(1,0, 1)
b) u(1,-1,0), v(1, 1, 1), w(2,0, 1)

a) m(3,0, 1)+ n(1,-1, 0) + p(1, 0, 1) = (0, 0, 0)
Sm+n+p=0 3 1 1
- n =0 A={0 -1 0
m +p=0 j 1 O 1
Como |A|=-2#0, la Gnica solucién del sistema es: m=0, n=0, p=0
(Luego u, v y w son linealmente independientes).

b)ym(l,-1, 0 +n(1,1, 1)+ p(2,0, 1)=1(0,0,0)

m+ﬂ+2p=ﬂl i i 3
A( )

—m +n =0 =1 140
n + pz(}l g: 131
-1
|A|=0 ¥y ‘(] 1‘ =—120; luego ran (A) = 2.

Resolvemos el sistema:

TR =0 s 8 l Soluciones: m=A, n=A, p=-A
n+p=10 p=-n {
Ejercicio 7.-

Prueba que los vectores (1, a, b), (0, 1, ¢), (0, 0, 1), son linealmente inde-
pendientes cualesquiera que sean a, b y c.

1 a b
0 1 c¢|=1#0 para cualquier valor de a, b, c. Por tanto, son linealmente
g 0 1 independientes.

Ejercicio 8.-

Representa los puntos siguientes:
P(5,2,3), 93,-2,5), R(1,4,0),
5(0,0.4) y T(0,6,3). Qg

P, 2, 3)
(82,5 i :
R(1, 4, 0) Ejfgsmw§ﬂmhf
5(0.0, 4 iq ...... =;‘:r

T(0, 6, 3)

_".:‘.13 -.-‘._I
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Ejercicio 9.-

Dados los puntos A(1,7, 3), B(-1,3,0), €(3,-4,11) y D(1,0,-5):
a) Halla las coordenadas de los vectores: ,@* B_ff, CDh, liil, AC

b) Halla el punto medio de cada uno de los siguientes segmentos: AB, BC, CD,
AC, AD

N AB = (2, -4, -3) BC = (4, -7, 11) CD- (-2, 4, -16)
DA= (0,7, 8) AC= (2, -11, 8)
b) M =(05i) M =(1i£] M., = (2 -2, 3)
AR P U “*BC A R Cn 7 J
3 7
MM=(2,? ?) M, = (1, = _1)
Ejercicio 10.-

Halla las ecuaciones parameétricas de las rectas que pasan por:

a) A(2,0,5) vy B(-1,4,6)
c) P(1,0,-3) y Q(1,4,-3)

a) Vector direccion: ffB= =3 4.1}

x= 2 -3
Ecuaciones paramétricas: { y = 4A
Z=3+X

b) M(5,1,7) vy N(9,-3,-1)
d) R(0,2,3) yv 50,2, 1)

b) Vector direccion: ﬂi’}'\f= (4, -4, -8) // (1, -1, -2)

x=hb+ A
Ecuaciones paramétricas: q y=1 - A
=T —2k

%
c) Vector direccion: PQ = (0, 4, 0)

x=1
Ecuaciones parameétricas: { y = 4A
z=-3

ﬁ.
d) Vector direccion: RS = (0, 0, -2)

x=10
Ecuaciones paramétricas: ¢ y = 2
z=3-2 X

4
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Ejercicio 11.-

Obtén las ecuaciones paraméiricas, la ecuacion en forma continua y las ecua-
ciones implicitas de la recta que pasa por estos puntos: (-5, 3,7) y (2, -3, 3)

Vector direccion: (2, -3, 3) — (-5, 3, 7) = (7, -6, -4)

Fcuaciones paramétricas:

x= 2+ TA
y=-3-6A
z= 3 -4A

Fcuacion continua:

x-2_Jy+3 _z-3
7 6 1

FEcuaciones implicitas:

X;2=}’j63 - bx+12=Ty+21 {
_>

6x+ Ty + 9=0

= -y g B=Te_71 dx+ Tz-29=0

Ejercicio 12.-

Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x= 1-5AL x=1 x=3% 2k x=-1-6A
a) y= 2+ 3A = b){ y=1- A y= 3+3A
_}
a) P= (1, 2, -5) d,=(-5.31)
_}
Q=(1 10 d,=(0,0,1)
_>
PO = (0, -1, 5)
-5 @ 0
ﬁff=(3 0 -1} [M|=-5 — ran(M')=3 — Las rectas se cruzan.
1 ANG
L—,—l—'
M
_}
b P=(F L5 d; =(2.-1,0)
_:’
(2= (=], 3 5] d, = (-6, 3, 0)
PQO= (4,20
2 -6-4
M'—(—l 3 2) ran (M) =ran (M') =1 — Las dos rectas coinciden.
0 & B
'—V-—J
M
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Ejercicio 13.-

Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

=ik xX=3 x= 3+A X = =2k
a) s y=1 y=3 b){ y=-2-2 y= 3+2A
Z= 1) Z=:} Z== 1 = —1
_>
a) P= (0, 0, 0) d, =(1.1,0)
_}
Q=(3 3,0 d,= (0.0, 1)
_}
FO=(3 3,10

1. & 3
M = ( 1 0 3); ran (M) =ran (M) =2 — Las rectas se cortan.

g 1 @
l_v_-—‘
M
Hallamos el punto de corte:
A= 3
A =3 } Se cortan en el punto (3, 3, 0).
0=mn
ﬁ
b) P={3, =Z; 1) d, = (1. -1, 0)
ﬁ
0= (U, 3, 1) d, = (-2, 2, 0)
_}
PQO= (-3, 5, -2)

1 -2 -3
M= (—1 2 5 ]L ran (M) =1; ran (M) =2 — Las rectas son paralelas.
g 8 2

||

M
Ejercicio 14.-

a) Halla las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano que pasa
por P(1,7,-2), Q(4.5,0) y R(6, 3, 8).

b) Halla otros tres puntos del plano.

c) Calcula n paraque A(1, n, 5) pertenezca al plano.

— —
a) El plano es paraleloa PQ=(3,-2,2) ya QR= (2, -2, 8) // (1, -1, 4)
Ecuaciones parameétricas: {y=5 -2k - pn
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Ecuacion implicita:
Un vector normal al plano es: (3, -2, 2) x (1, -1, 4) = (-6, -10, -1) // (6, 10, 1)
La ecuacion es: 6(x-4) + 10(y-5) + 1(z-0) =0, es decir: 6x+ 10y+2z-74=0

b) (33_? 0, 0); (0. 3—57 U); 0, 0, 74)

c) Sustituimos en la ecuacion: 6 -1+ 10 - n+5-74=0 — 6+10n+5-74=10

. _ 63
10n=63 — n-= 0

Ejercicio 15.-

Estudia la posicion relativa del plano y de la recta:

x= 2+ 3A
m2x-y+3z=8 r:{y=-1+34A
z= - A

Hallamos los puntos de corte de r y m
2(2+3%) - (-1 +3A) + 3(-A) =38
4+6A+1-3AL-3L=8 — 0AL=3 — No tiene solucion.

La recta y el plano son paralelos, pues no tienen ningiin punto en comuin.
Ejercicio 16.-

Dados estos tres planos, estudia la posicion relativa entre cada dos de ellos:
2x-y+3z=8 x+3y-z=35 2x+6y-2z=5

;Tienen los tres planos algin punto comin?

2x- y+3z=38 } Se cortan en una recta.
x+3y- z=5

x+3y- z=5 :

2x+ By 275 } Son paralelos.

2x— y+3z=28
2X+ 6}"'— 22 B 5 } SE‘ cortan en una recta.

No hay ningtin punto comiin a los tres planos. M
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Ejercicio 17 .-
Escribe las ecuaciones implicitas y paramétricas de las siguientes figuras:

@ 7 ® 2 © 2

-

PLANO Y- 7 EJE X
X X X

b /

a) x siempre vale 0.

¥ puede tomar cualquier valor.

z puede tomar cualquier valor.

=)
t x=0 — ®m {y=21
Z=H

b) x puede tomar cualquier valor.
y siempre vale 0.

z siempre vale 0.

i s ) =1 Ve
Eje X {Z=D — Eje X

N =
[
o o>
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d) Calculamos la ecuacion de la recta en el plano XZ
_}
r pasa por A(4,0) v B(0,3) — AB=(-43)

- Jx=4-a
"Jz= 3 = 1:%

X=‘“-1—iZ

3
rr3x+4z=12 en el plano XZ

En el espacio XYZ la recta no toma valores en y, por tanto, y=0. Luego la
ecuacién de la recta r en el espacio XYZ es:

{}/—[} x=4-4p
r i — r s y=0

e) x puede tomar cualquier valor.
Z puede tomar cualquier valor.

y siempre vale 7.

nmy=71 - m@

BN =
I
T - >

f) y puede tener cualquier valor.
Calculamos la recta que determina el planc m en su interseccién con el plano X2
r pasa por A(4,0) y B(0, 3).
Por el apartado d):

r:3x+4z=12 en el plano XZ

Ast:
x=4-4A
wdx+dz=12 - w qy=pn
z=3A

c) Z puede tomar cualquier valor.
El plano m en su interseccién con el plano XY determina la recta r de ecuacion:
rx-y=0
Asi, en el espacio XYZ

mx—y=0 - =xm

N S
I
T
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Ejercicio 18.-

Halla los puntos P y @ tales que Ab /—ﬁ? AP-= —Ab siendo A(2,0, 1)
y B(5, 3, -2).

_>
«Si Q(x, y, z), entonces AQ(x- 2, y, z- 1):

—,@ 33 By (gg,£)=(x—2,}az—l)

5 b &
X—2=% —- x=1—£
3
z—1=—g — z=%

» S5i Pla, b, ¢), entonces ;’-'l_f’D{a =2.b,c=1):

%f@: % - %ﬁ: %AT%: %(3, 3 _3) (% % _TG] <M B sl
a—2=% — az%
R
r—1=_TE — r:=_—51
Ejercicio 19.-

Halla el simétrico del punto A4 (-2, 3, 0) respecto del punto M(1, -1, 2).

A" Sea A'(x, y, 2) el simétrico de A respecto del punto M.

[
#

Como M es el punto medio del segmento A4, entonces:

x—2 }’+3 4

R T =(L-L2)

v %2=1 > x=4;$=—1 > y=5 £-2 > z=4
Por tanto: A'(4, -5, 4)

10  Ejercicios resueltos de Geometria afin del espacio



Ejercicio 20.-
Calcula a y b para que los puntos A(1, 2,-1), B(3,0,-2) y C(4, a, b) es-
tén alineados.

AE? 2. 2. _1)

Para que estén alineados ha de ser: — =

AC{B,&—Z,bJrl} 2 —2 S |
Por tanto:
g=2 3 ~ ~ ]
5 =% - a-2=-3 - a=-1
b+ 1 3 9 -
=it b="—"_1 b=
e T 2 =2 >
Ejercicio 21.-

Comprueba si existe alguna recta que pase por los puntos P(3,1,0), ¢(0,-5,1)
y R(6,-5,1).

ﬁ,
P_Q} (=3. - Las coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no es-
AC (3, -6. 1) tan alineados.

Ejercicio 22.-

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(-4, 2, 5) y es para-
lela al eje OZ.

Si es paralela al eje OZ, tiene como vector direccion (0, 0, 1).

« Fruacion vectorial:

(x,y,2) = (4. 2,5) + 10, 0, 1)

» Ecuaciones parametricas:

x=-4
=2
F= D4 A

« Forma continua:

X+4=}’—2:z—5
0 0 |

» Forma implicita:

x=-4 — x+4=0
y= 2 = y-2=0
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Ejercicio 23.-
Obtén el valor de a para el cual las rectas r y s se cortan, y halla el punto
de corte:

2x-1 y+3 z-2
3 =2 0

< Fn s, divide por 2 el numerador y el denominador de la primera fraccion.

rix=y=zZ-a 5.

rx=y=z-a — Eﬁ(l, 1..1}; P, 0. 8

- 1/2 Ft8 & 2 =33 : .(1
s gm0 Al 20 Pl
PP(7.-3,2-4)
5 =
1 32 172
M=|1 —E—E -3 — ran (M) =2
1 0} 2-a
——
M
Para que las rectas se corten, ha de ser ran (M) = 2, es decir, |M'|=0:
M| = ?3521 W et
Para hallar el punto de corte, escribimos las rectas en forma paramétrica:
1 3
x=A Y=g
b o e ¥
Z=12
1 .3
A= 7tk
A=-3-2u [ -1=-3-2u —» p=-1
3+h=2 A=-1
Sustituyendo A = -1 en las ecuaciones de r (o uw=-1 enlasde s), obtenemos

el punto de corte: (-1, -1, 2).
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Ejercicio 24.-
Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:

x=5+4\ X Y= i z+3

rriy=3+ A ' =g m
z= - A

a4, 1,-1)

4 Las coordenadas han de ser proporcionales

d (m, 3, n)

oA ... R N S W

4 I -1

(El punto P(0, 1, -3) € 5, pero P& r, luego las dos rectas son paralelas si m=12

y n=-3).

Ejercicio 25.-

Calcula m y n paraque los planos: c:mx+y-3z-1=0y B:2x+ny-z-3=0
sean paralelos. ;Pueden ser coincidentes?

_)
ng(m, 1, -3) _
M Las coordenadas han de ser proporcionales:
1]5(2, n, -1)
. _ ¥
-t tln m—B,n—S
Asi, quedaria:

oabx+y-3z-1=0 - bx+y-3z-1=0
B:2x+% ~z-3=0 - b6x+y-3z-9=0

Los planos son paralelos, no coincidentes. No pueden ser coincidentes pues los tér-
minos independientes no son proporcionales a los anteriores.

Ejercicio 26.-
Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P(2, 1, 2) y alarecta:
. ¥-3 z-4
SR R

Si contiene a la recta, contendra al punto (J(2, 3, 4) v sera paralelo a H}(l, - 1
También sera paralelo a P_é([}. 2, 2) /10,1, 1).
Un vector normal al plano es: (1, -1, -3) x (0, 1. 1) = (2, -1, 1)
La ecuacién del plano es: 2(x-2) - (y-1)+(z-2) =0
2x-y+z-5=0
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Ejercicio 27.-
(Son coplanarios los puntos 4(1,0,0), 5(0,1,0), €(2,1,0) y D(-1, 2,1)?

_}

AB=(L1L0O | -1 10
AC=(1,1,0) 3 o la22D
e 'l

AD= (2,2, 1)

Los puntos no son coplanarios.

Ejercicio 28.-
Los puntos A(l, 3,-1), B(2,0,2) y C(4, -1, -3) son vértices consecutivos de
un paralelogramo. Halla el vértice D y el centro del paralelogramo.

B." ------------------- !"-'.'A Sea D(x, y, z) el otro vértice:
i —» =3
BA=CD — (-1,3,-3)=(x-4,y+1,2z+3)
M : x-4=-1 - x= 3
. y+1=3 - y= 2} D@E 2 -6)
z+3=-3 - z--6
((ofmmssmsssesssemm = -e [

%
Si M es el centro del paralelogramo, es el punto medio de AC:

Ejercicio 29.-
Calcula b para que las rectas r y s se corten. ;Cuidl es el punto de corte?
r:x—1:y+5:z+1 S:EZ-’V_b:z_l
2 -3 2 4 -1 2

d(2,-3,2);: P(1,-5,-1)
44, -1,2): PO, b 1)
PP'(-1, b+5,2)

g 2 2
——

M
IM|=4b+44=0 — b=-11

2 47 -1
M= [_—_3_ _ﬂj b+5 ) — Para que las rectas se corten, ha de ser |M'|=0 (para
que ran (M) = ran (M) = 2).

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x= 1+2k x=4pu
rryy=-5- 3\ sqy=-11-p
z=-1+2\ z=1+2n
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1 +2k=4p
-5 -3k =-11 - ; Restando la 32 ecuaciénala 12: 2=-1+2u
-1+Z2h=1+2pn

qn - 1
=g =

[‘h]|(..'|‘|

8,
2

en las ecuaciones de r (o U en las de s), obtenemos

ro| e

Sustituyendo A =

el punto de corte: (5, _—35 4).
Ejercicio 30.-

¢Se puede construir un triangulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas
ry s?

x= 2\
1‘:X_l:y:z+1 sqy=-1+A
2 e
Z=A

Estudiamos la posicion relativa de las rectas:

d (@ 1,1; P(1,0,-1)

%

d (2,1, 1)

Las dos rectas tienen la misma direccién. Ademas, P(1,0, -1) e r, pero Pe s

2h=1 - A=1/2
puestoque: 4 -1 +A=0 — A=1
A=-1

Por tanto, las rectas son paralelas. Luego 1o se puede construir un triangulo que
tenga dos de sus lados sobre las rectas r y s

Ejercicio 31.-

3x+ay+ z=1

Dada la recta r: { 2%+ 6y -22=6
a) Halla, para cada valor de a, las ecuaciones paramétricas de .

b) Discute la existencia de valores de a para que larecta r;, esté incluida en
el plano x+ y+z=1.

a}3}(+ z=1-ay| 3x+z=1-ay Sumando: 4x=4 - (a+ 3)y
2x-2z=06- by x-z=3-3y a4+ 3
el =

4

At Q=9

g=x—-3%ay=1- 1 y-3+3y=-2+ 1 ¥y

x=1-(a+3)r
e i y=4%
z=-2+(9-a)i
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b)x+y+z=1
l-(a+3dA+4h-2+(9-air=1
l-ah-3A+4h-2+9A-ar =1
(10 - 2a)h =2
10-2a=0 — 10=2a — a=5
*S8i a=5 — Larecta es paralela al plano.
*S8i a#5 — Larectay el plano se cortan en un punto.

Por tanto, no existen valores de a para los que la recta esté contenida en el

plano.
Ejercicio 32.-
Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1, 3, 2) y B(-2, 5, 0)
x=3- A
y es paraleloalarecta { y= 2+ A
z=-2-3r

— —

El plano serd paralelo a AB(-3, 2, -2) ya d(-1, 1, -3).

Un vector normal al plano es: (-3, 2, -2) x (-1, 1, -3) = (-4, -7, -1) — ?{4, i 1)
Elplanoes: 4(x-1)+7(y-3)+1(z-2)=0

dx+Ty+2z-27T=0
Ejercicio 33.-

Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta

x= 2+3A
r:{y=-1- A Yyes paralelo a: s: 153:}’;1:_2
T A

a3, -1,1) ya d.5,2 -3).

Un vector normal al plano sera: 1_1}= (3. -1,.1) % (5, 2,-3) =(1, 14, 11)

El plano sera paralelo a
Un punto del plano es (2, -1, 0).

Por tanto, el plano es: 1(x-2) + 14(y+ 1) + 11(z-0) =0
x+ ldy+11z+12=0
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Ejercicio 34.-

-1 -2 1
Dado el plano n: 2x - 3y + z=0 y la recta r: Xl = }’_1 = z; :

halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al
plano m.
El plano sera paralelo a (2, -3, 1) y a (1, -1, 2).
Un vector normal al plano es: (2, -3, 1) x (1, -1,2) = (-5, -3, 1) — ?{5, 3, -1}
El punto (1, 2, -1) pertenece al plano.
La ecuaciéon del planoes: 3(x-1)+3(y-2) -1(z+1) =0
Sx+3y-z-12=0
Ejercicio 35.-

Estudia la posicion de los siguientes planos:

x+2y- z-3=0 2x-y+z-3=0 x- y+ z-1=0
a) 3y+2z-1=0 b): x-y+z-2=0 ¢) 4 3x+ y-2z =0
x+ v+ z-2=0 3x-y+z-4=0 2x+2y-3z+4=0

a) Jy+2z=1 B 3 2 (4
X+ y+ z=2 T 1 d\%

e

M

|IM|=8 — ran(M)=ran (M) =3 — Los tres planos se cortan en un punto.

x+2y- z=3 i 2-1|3
Mr: )

2x-y+z=3 2-111]3
b) x-y+z=2 M'=(l -1 1 2]
3x-y+z=4 31114
PSR —
M

La 3% columna es -1 - 2%; y la 42 columna se obtiene sumando la 12 y la 32.
Luego ran (M) = ran (M) =2 — Los tres planos se cortan en una recta.
x— y+* Z= 1 s
c) Ix+ y-2z= 0 M'=(_3__LI—2 U)
2x+ 2y -3z=-4 2 2 -3 -4

S

M

|}J} _}1|=4¢Uy (M|=0 — ran (M =2
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1 -1 1
3 1 ¢
2 2 -4

=-12#0 — ran(M)=3

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningtin punto comtin a los tres.

Ejercicio 36.-

Dados los planos mx +2y-3z-1=0y 2x-4y+6z+5=0, halla m para
que sean:

a) Paralelos.

b) Perpendiculares.

a) Las coordenadas de (m, 2, -3) y de (2, -4, 6) han de ser proporcionales:

m_ 2 _ 3 .
T e — m=-1
bl (m, 2,-3) - (2,4, 6)=2m—-8-18=2m~-26=0"— m=13

Ejercicio 37.-

3Ix-y+z =0
2x -z+3=0

a) Calcula el valor de a para que r sea paralela al plano.

Sean la recta r: { yel plano ax-y+4z-2=0.

b) ;Existe algtin valor de a para el cual r sea perpendicular al plano?

N
Un vector direccionde r es: d=(3,-1,1) x (2,0, -1) = (1, 5, 2)
Un vector normal al plano es T = (a. -1, 4).

ﬁ
a) Para que r sea paralela al plano, d vy T han de ser perpendiculares:

(L5 9 « g LD =a-5+8=as+8=-0 < g=--3

_}

—

b) Los vectores d y n deberian tener sus coordenadas proporcionales.
5 i, . . e one

Como T # A P s posible; es decir, 110 existe ningtin valor de a para el

cual r sea perpendicular al plano.
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Ejercicio 38.-

Halla la ecuacion de la recta paralela a r: {X _yi g;zg que pase por
-1 3 2
el punto de interseccion de la recta s: Xd = ‘y; = Z; con el plano

mx-y+z=1.

Un vector direccion de la recta es: (1, 0, 2) x (0, 1,

3 =(-2-31 /(23 -1)

Escribimos la recta s en forma paramétrica para hallar el punto de corte de 5 y

x= 1+4) mX-y+z=1
S qy=-3+2A
z=-2+3A k=5 =

El punto de corte de s y & es (5, -1, 1).

Por tanto, la recta gue buscamos es:

l+4A+3-20-2+3A=17

Ro=I1

x= 5+ 2A

y=-1+3A o bien x5 ¥l z-1

z= 1= 4 S
Ejercicio 39.-

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y es perpendi-
cular al plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1,1) y C(1, 2, 1).

%
Un vector normal al plano es: OB x :‘5&'= Wl Tyl 2 1) =(-1,0 1)

Este vector es un vector direccion de la recta que buscamos.

Las ecuaciones de la recta son:

x=1-A

y=2

z=3+% A
Ejercicio 40.-

Estudia las posiciones relativas del plano: m: x + ay- z=1 y de la recta:

2x+y-az=2

|

segtn los valores de a.

x-y- z=a-1

n x+ay- z=1 t & -1 1
- 2x+ y-az=2 M=|2 1 -a 2 )
| x- y- z=a-1 1 -1 -1 | a-1

e e

M

E= 'I S T

|M|=-a+a+2=0 — a= 1+:421+8=_1_§3=1’f_:__;= 2
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* Si a=-1, queda:

I -1 -1 1
M = (2 11 2 )] planos paralelos. La recta es paralela al plano.
1 -1 -1 -2

*Si a=2, queda:

1 2 =1 1
M= (2 1 -2 2) La 12 ecuacion se obtiene restandole a la 22 la 32.
1. =], =] 1

Por tanto, la recta esta contenida en el plano.

eS5i a#-1 y a#2 — Larectay el plano se cortan en un punto.
Ejercicio 41 .-
Calcula la ecuacion del plano que determinan el punto A(1, 0, 1) y la recta:
g ] EEI- z+1=0
"12x%-y+2 =0

Ui vestor direecion dela r es: &= (1,1, -1) % (2, -1, 2) = (1, -4, -3)

Obtenemos un punto de r haciendo x=0:

y—- z+1=0| Sumando: z+1=0 — z=-1
—p422 =0 Jr=dr=-2

PO, -2, -1)

El plano es paralelo a E?I, —4,-3) ya E}‘l(l 2;2).

Un vector normal al plano es: (1, -4, -3) x (1, 2, 2) = (-2, -5, 6) // (2. 5, -6)

La ecuacién del plano es: 2(x-1) + 5(y-0) -6(z-1) =0
2x+5y-6z+4=0

Ejercicio 42.-
Estudia la posicion de los siguientes planos segin los valores de
X+ ¥ =1
my+ z=0
x+(1+my+mz=m+1
X+ ¥y =] 1 1 0 1
my+ z=0 M=|0 m 1 0
x+(l+my+ mz=m+ 1 1 1+m m m+1
—_—
M
=0
|M|=1}12—m={}:ff:$= |
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*Si m=0, queda:

i 1 811
(D 0 1 U) El 1? y el 3% son el mismo plano; el 2? los corta. Por tanto, se
1 1 ) 1

cortan en una recta.

*Si m=1, queda:

[ 2 2
o |
M

11
0 1|=1#0y [M=0 > ran (M) =2
i
01 0[=120 — ran (M) =3
1 2 2

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningtin punto comiin a los tres.

*Si m#0 y m#1 — ran (M) =ran (M) =3. Los planos se cortan en un punto.

Ejercicio 43.-
Halla la ecuacion de la recta r que pasando por el punto P(2,0,-1) corta a

las rectas:
X2 y-2 Zz+l x+y +4=0
A TR A | %2 y-32z+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x=2+ 2\ x=-1-3A
S;iyy=2-4 S qy=-3+3A
z=-1+A zZ=X

La recta r esta determinada por los siguientes planos:

x-2 y z+1
o contiene a larecta s; y al punto F. 2 -1 1 =0
0 2 0
x-2 y z+1
B: contiene alarecta s, yalpunto 2 [ -3 3 1 =)
-3 -3 1

) p . ]
a8l {X+3Z+l=0
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Ejercicio 44.-

x-4 y+3 z-1

Z
0 0 2

;Cuiles son las ecuaciones implicitas de la recta

x-4=0
y+3=10
Ejercicio 45.-
.Qué posicion relativa deben tener dos rectas para que determinen un plano?

Paralelas o secantes.

Ejercicio 46.-
Sean m; y m, dos planos paralelosy r; y r, dosrectas contenidasen 7, y
m,, respectivamente. ;Podemos asegurar que r; y r, son paralelas?

No. Pueden ser paralelas o cruzarse.
Ejercicio 47 .-
Las rectas r y s se cruzan. Si hallamos el plano que contiene a r y es pa-

ralelo a s, y el plano que contiene a s y es paralelo a r, j;como son entre
si esos planos?

Paralelos.
Ejercicio 48.-

Indica qué condicién deben cumplir a, b, ¢ y d para que el plano
ax+ by+cz+d=0 sea:

a) Paralelo al plano OXY.
b) Perpendicular al plano OXY.
c) Paralelo al eje Z.

d) No sea paralelo a ninguno de los ejes.

a)a=b=0, c#0, d=0
b)c=0

¢) e=0, d#{

da#0 b#0, c20
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Ejercicio 49.-
Dados el plano m ax+ y+ z+ 1 =0 ylas rectas:

_ x=1 o =2 - =3
1" }r:z 2 ‘}f: 22 3 ‘}’: 32

Calcula el valor de a para que los puntos de corte del plano con cada una
de las rectas estén alineados.

=" Halla, en funcion de a. los puntos de corte P. ) y R. Expresa después la de-
pendencia lineal entre los vectores PQ y QR.

Hallamos los puntos de corte del plano con cada una de las tres rectas:

T con Iy a+2z+1=0 — Z=—12—a
=l smg o =g
i 2
mcon r,, 2a+3z+1=0 — Z:—152a
2-4a -1-2a
ole 2512255
T con Iy 3a+4z+1=0 22—1;33
-3-8a -1-3a
3[3, S e )

=
Los vectores P(J) y QR han de tener sus coordenadas proporcionales:

— A5
PQ(L 1 _5a 1—3): QR(L 1-11a 1—3)

6 ' 6 12 ' 12
—1—Sa=—1—lla
6 12
l—azl—a
6 12

Por tanto, a = 1.

— A= la=<] =lla —= a=1

- a=1
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