APLICACION de la
DERIVADA a la
REPRESENTACION de
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) INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Idea intuitiva:

f(x) -~ \
" / 09 [N\,
f(x"
/ X X' X X’ T~
FUNCION CRECIENTE FUNCION DECRECIENTE

Def: f(x) creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x'= f(x) < f(x')

f(x) decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x <x'= f(x)> f(x')

TEOREMA 1: [Jf'(@) >0 = f(x) creciente enafl (iEl reciproco no siempre es cierto!)

0, dicho con palabras: «Si la derivada de una funcién en un punto es positiva, entonces la funcion es

creciente en dicho punto”.

Observaciones:

19)

20)

30)

4°)

La justificacion de este teorema es obvia: teniendo en cuenta que la derivada era la pendiente de la recta
tangente, si la derivada es positiva significar4 que la recta tangente tiene pendiente positiva, es decir,
gue la recta tangente es creciente, y, por lo tanto, también sera creciente la grafica.

El reciproco no siempre es cierto: una funcién puede ser creciente en un punto y no ser necesariamente
positiva su derivada (piénsese, por ejemplo, en y=x* en x=0).

Naturalmente, otra forma alternativa de enunciar este teorema es decir que:

f'(a) <0 = f(x) decreciente en a

Por lo tanto, el procedimiento practico para hallar los intervalos de crecimiento (también llamados
"de monotonia") sera estudiar el signo de f’(x) (debido al teorema anterior). Para ver como cambia el
signo de f'(x), se recomienda hallar sus raices, y construir una tabla (ver ejemplos 1, 2 y 3 que figuran a
continuacion). De los intervalos de crecimiento deduciremos facilmente los posibles My m

59 Los intervalos de crecimiento se expresan siempre con respecto al eje X, como veremos en los
mencionados ejercicios.
B “Una funcion es creciente en un intervalo si lo es en .
todos los puntos de dicho intervalo” /:\
1
1
1

En general, las funciones no son siempre crecientes o
siempre decrecientes, sino que presentan intervalos
de monotonia:
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PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LOS INTERVALOS DE CRECIMIENTO : Estudiar el signo de
f(x) (debido al teorema 1). Para ver como cambia el signo de f'(x), se recomienda hallar sus raices, y

construir una tabla (Ademas, hay que tener en cuenta las posibles discontinuidades de f(x) al indicar los

x°-2x-3 se pide:

bola y

a

Ejemplo 1: Dada la par

a) Representarla graficamente

b) Estudiar el signo de f ‘(x) y deducir sus intervalos de crecimiento,

comprobando que coinciden con la informacién de la gréfica.
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Ejemplo 2: Hallar los intervalos de crecimiento de f(x)

informacion, dibujar su gréfica.
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Ejemplo 3:  Hallar los intervalos de crecimiento de f(x) = X
Hacer un esbozo de su grafica.

1) MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS (Extremos relativos)

Idea intuitiva:

En un méaximo (M) la funciébn pasa de creciente a
decreciente. Se llama méaximo relativo o local .

En un minimo (m) la funcion pasa de decreciente a
creciente. Se llama minimo relativo o local .

NOTA: Al final de este apartado veremos otros tipos de M :
0 m, los absolutos. :

m

Def:
f(x) tiene un M en a si en todos los x préximos a ese punto se verifica f(x)<f(a)

f(x) tiene un m en a si en todos los x proximos a ese punto se verifica f(x)>f(a)

TEOREMA 2: fx=aesMomdef(x)=f'(a) =0}l (&l reciproco no siempre se cumple!)

Justificacion grafica: En un M o m la tangente es horizontal, es decir, su pendiente sera nula y por tanto
su derivada también:

! Los extremos relativos también se llaman "puntos singulares" o "puntos criticos".



N /
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Observaciones:

1°) El teorema dice que la condicidn necesaria (pero no suficiente) para que exista un M 0 un m en un punto
es que la derivada se anule. De hecho, puede ocurrir que la derivada se anule en un determinado
punto, pero no cambie de signo a ambos lados ; por ejemplo, y:x3 entra en el origen con tangente
horizontal -es decir, derivada nula-, pero no presenta M ni m, sino lo que se conoce como punto de
inflexion (que estudiaremos a fondo en el apdo. V).

2°) Puede haber varios M 0 m, no haber, o infinitos.
3°) El valor de la funcién en el m puede ser mayor que en el M

4% Si la f(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

59) |Los candidatos a M 0 m son los que anulan f ’(x)

6°) |Si f ‘(x) no se anula nunca, no hay M nim

2 METODOS PARA HALLAR LOS M y m_: Acabamos de ver que los posibles M 0 m se encuentran entre
las raices de f ‘(x), pero ¢,como saber si alguna de estas raices x=a es M o m, o no lo es? Hay dos formas:

1°) Estudiando el signo de f ‘(x) a ambos lados de x=a : Si pasade 7 a ~ hay M en x=a

Sipasade ™ a 7 hay m en x=a

En realidad, esto ya lo hemos aplicado en los ejemplos 1, 2 y 3 anteriores.

(NOTA:Si f'(X) no cambia de signo, presentara un punto de inflexiobn , como ya hemos explicado
anteriormente)

2°) Estudiando el signo de f "(a): 1°) f '(a)=0 = x=a posible M o m

2°) f"(@)>0=>x=a esm
f"(@<0=>x=aesM

NOTA: Sitambién f "(a)=0, este método no decide y hay que recurrir al primer método.
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f* decreciente=f"(a)<O enun M

Ejemplo 4: Hallar, mediante f'(x), los extremos relativos de Yy
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M o m ABSOLUTOS:

Dada una funcién continua en un intervalo [a,b], pueden darse varias situaciones en dicho intervalo, que se
resumen en las siguientes:

M absoluto o M absoluto y relativo
M relativo

m relativo

1
1
1 1 r
; fig. 2
fig- 1 . m absoluto y relativo : J
a b a b
m absoluto
En resumen:
M absoluto : .

! . e Los M y m relativos (los que hemos visto en los apartados
| anteriores) son maximos “locales”, mientras que para los
1
! m absoluto absolutos hay que tener en cuenta todo el intervalo.
1
' \ » Puede haber varios extremos relativos, o puede no haberlos (fig.
1 .
! P . 3), pero siempre hay M y m absolutos.
' 9. - . .
! : e Puede coincidir el M (o el m) absoluto y relativo (fig. 2); en caso
a b contrario el M (o el m) absoluto I6gicamente estara en un extremo

(figs. 1y 3)

Ejercicio final tema: 4

lIl) PROBLEMAS DE OPTIMIZACION: (pag. 288 del libro de Anaya)

En este tipo de problemas (ejercicios 5 a 14 del final del tema) siempre vamos a tener dos elementos®:

1) Una funcién a maximizar (0 minimizar) que depende de dos variables, x e y

2) Dicha funcion estara sujeta a una restriccién, es decir, una ecuacion que liga las dos variables.

Se resuelven siguiendo los siguientes pasos:
1) Despejar una de las dos incAgnitas en la restriccion y sustituir en la funcién a optimizar.
2) Hallar los M (0 m) de la funcion resultante.

3) Interpretar las soluciones.

2 iCuidado! Existen problemas mas sencillos, en los que no hay restriccién, y solamente tenemos que encontrar el maximo
(o minimo) de una determinada funcién. Ver, por ejemplo, el problema 37 de la pag. 306 del libro de texto.



IV) INTERVALOS DE CONCAVIDAD-CONVEXIDAD. PUNTOS DE INFLEXION
Definiciones:

"Una f(x) es convexa® (") en un punto cuando la recta tangente en dicho punto queda por debajo de la
funcion”

“Una f(x) es céncava () en un punto cuando la recta tangente queda por encima”

“Punto de inflexién (P.1.) es aquel en que la funcién pasa de céncava a convexa, 0 viceversa™

P.I.

CONVEXA W CONCAVA A

“Una f(x) es concava (o convexa) en un intervalo cuando lo es en todos los puntos de dicho intervalo”

TEOREMA 3:
f"(x)>0 en un intervalo = f(x) & en ese intervalo

f"(x)<0 en un intervalo = f(x) A en ese intervalo

® Esta eleccion es totalmente arbitraria: algunos autores llaman céncava a lo que nosotros llamaremos convexa, y
viceversa. Notese que ambos términos son relativos. Ahora bien, para evitar confusiones, se recomienda indicar, no
cualquiera de los dos adjetivos, sino los simbolos matematicos correspondientes, los cuales estan mas extendidos.



Justificacion grafica:

1 ) \

f ‘ decreciente = f "< 0 f‘ creciente = f">0

Observaciones:

1°) El reciproco no siempre es cierto: por ejemplo, una funcién puede ser convexa en un punto y no ser
estrictamente positiva su derivada segunda (piénsese, por ejemplo, en y=x* en x=0).

29) Sif"(a)=0 puede haber P.I. en x=a, jpero no necesariamente! Esto lo aclarara el teorema 4.

3°) Por lo tanto, debido al teorema 3, el procedimiento practico para hallar los intervalos de concavidad-
convexidad (también llamados "de curvatura") sera estudiar el signo de f "(x) . Para ver como cambia
el signo de f''(x), se recomienda hallar sus raices, y construir una tabla (como haciamos con los
intervalos de crecimiento). De los intervalos de curvatura deduciremos facilmente los posibles P.I.

Ejemplo 7: Obtener los intervalos de curvatura de las funciones de los ejemplos 4 y 5, y comprobar que lo
obtenido coincide con la gréfica.

3 2

X X
=—-—-6x+3

Y32




TEOREMA 4: [[x=aesP.l.def(x)=f"(a)=0} (iEl reciproco no siempre se cumple!)

Justificacion: jLégico! En un punto de inflexién la funcién no es ni concava ni convexa, es decir, segln el
teorema 3 no puede ser f " ni positiva ni negativa, y por lo tanto sera cero.

Observaciones:

1°) El teorema dice que la condicion necesaria (pero no suficiente) para que exista un P.l. en un punto es que
la derivada segunda se anule en dicho punto. De hecho, puede ocurrir que la derivada segunda se
anule en un determinado punto, pero no cambie de signo a ambos lados ; por ejemplo, y:x4 es tal
gue su derivada segunda se anula en el origen, pero no presenta P.I.

2°) Puede haber varios P.l., no haber, o infinitos.

3°) |Los candidatos a P.l. son los que anulan f "(x)

4°) |Si f "(x) no se anula nunca, no hay P.I.

2 METODOS PARA HALLAR LOS P.I.: Acabamos de ver que los posibles P.I. se encuentran entre las
raices de f "(x), pero ¢,cémo saber si un punto x=a tal que f "(a)=0 es efectivamente P.I.? Hay dos formas:

1°) Estudiando el signo de f "(x) a ambos lados de x  =a: Sipasade W a A es P.l. (convexo-concavo)

Sipasade A aW es P.l. (concavo-convexo)

(Notese que esto es lo que hemos hecho en el ejemplo anterior)

f'(@=0
2°) Estudiando el signo de f "'(a): ¢ ...((;) > 0} = Xx=aesP.l

NOTA: Sitambién f "'(a)=0, este método no decide y hay que recurrir al primer método.

Justificacién grafica:

0

a \

f" creciente = f">0 f" decreciente = f "< 0

—
en ambos casos f "'(a)z0




IMPORTANTE: Notese que: | ¢ (3)=0 y f "(a)>0 = P.I. concavo-convexo en x=a

f"(@)=0yf™(a)<0 = P.l. convexo-concavo en x=a

Ejemplo 8: Volver a hacer el ejemplo 7 por este método.

3 2

X® X
=—-—-6x+3

=32

V)M, myP.I. EN GENERAL:

Hay funciones que cumplen f ‘(2)=0 pero también f "(a)=f "'(a)=f i"(a)=....=0 y sin embargo presentan M, m o
P.l. en x=a, como por ejemplo y:x4 o] y:x5

En este caso no funcionan los métodos expuestos hasta ahora, y en este tipo de situaciones (que, por otra
parte, no son las més usuales) les aplicaremos el siguiente método general :

Supongamos que: f'(@)=f "@)=.....=f "*(a)=0 pero f " (a)z0

Entonces: npar = aesMom (dependiendo de sif " (a) es <0 o >0 respectivamente)

nimpar = aes P.I.




No lo vamos a demostrar pues seria complicado. Comprobémoslo con dos ejemplos:

Ejemplo 9: Hallar los posibles M, m o P.l. de las siguientes funciones, representandolas previamente:

a) y=x4 b) y=x5

VI) ASINTOTAS:
Def: Una asintota es una recta tangente a la funcién en el infinito, o dicho de otra forma, la asintota se va

aproximando tanto como queramos a la gréafica de la funcién, pero nunca llega a tocarla.

horizontales
Existen tres tipos de asintotas: {verticales
oblicuas

Veamos como se obtienen:

a) AH.*
En la practica se calcula mediante el siguiente limite:

y=k A.H. lim fxX)=k =y =k esA.H.

X > 0
(-)
f(x)

Observaciones: 1) Como maximo puede haber dos A.H. (una cuando x — o y otra cuando X - -o), aungque
normalmente es una sola.

2) La funcién puede cortar a la asintota horizontal para valores finitos de x

Ejemplo 10: Hallar las posibles A.H. de las siguientes funciones:

Ax% +x +1

a) =
y 2x% +3

* Recordar gue esta definicién ya se vio en el tema 1, apdo. llI



X=2
6x-5
C) y=
Y a
b) A.V.>:
:“‘ Por ejemplo:
|
' . 1 _1
: \ 1 1 X|In;l+ (X+2)(x—2) = 10 :E =00
| 1N lim —— == =X=2 AV.
v T x-2 x2-4 0 |, 1 _ 1 _1_
— o (x+2)(x-2) 4D 0
1 \\ :
‘ ‘ Ex=2 AV.
|
4 \‘.
¥
En general: lim f(x) = (oo) = Xx=a esAV.
X -a -0

Observaciones: 1) En la practica, en la mayoria de los casos las A.V. serdn las x que anulen el

denominador, pero no el numerador (apdos. d y e del ejemplo siguiente), aunque a
veces hay excepciones (apdo. f).

2) Puede haber una, ninguna o varias A.V.

3) La gréafica nunca puede cortar ala A.V.

Ejemplo 11: Hallar las posibles A.H. y A.V. de las siguientes funciones:

a) =
y X=-2

® Recordar gue esta definicién también se vio en el tema 1, apdo. Il



2
X =xX-2
d) y=—F——"—
X°=3x+2
e) y = Senx
X
sen X
Ny=>=;
X
c) AO.:
2
X =Xx+2
. !f(X) =
5
) \ o
2 ST =y . f(x
1 Y x1A0 m=_lim 169
i X (0-e) X =y=mx+n esA.O.
5 4 -3 2 1 -7 1 ? k} 4 5 .
3f n= lim [f(X)-mx]
’/’ -2 X — 0 (0 —)
-7 3
’,’,/—\, -4
e e “\C (no lo vamos a demostrar)
/’/ 5

Ejercicio 12: Hallar las asintotas de las siguientes funciones, e intentar hacer un esbozo de su grafica:

+2

a) f(x)= %

(Sol: a) A.V. x=0;

X3

> e) y=x-Inx
X

d) f(x)=

x> -5x+6 x> -4
b) f(X)=T ©) 1) ===

A.O. y=x-1; b) A.V. x=-3; A.O. y=x-8; c) AV. x=1; A.O. y=x+1; d) AV. x=#2; A.O. y=x;

e) A.V. x=0; no tiene A.O.)

Observaciones:

1) Si sale m=c (0 -©) 0 m=0 = no hay A.O.

2) Una funcién puede tener como maximo 2 A.O.

2) IMPORTANTE: Una funcién no puede tener por el mismo lado (« 0 -») a la vez A.H. y
A.O.

3) La gréfica puede cortar a la A.O. para valores finitos de x, pero no en el e«

4) IMPORTANTE: una funcién racional tiene A.O. si el grado del numerador es una
unidad superior al del denominador.

5) IMPORTANTE: Los polinomios no tienen asintotas de ningun tipo (presentan, mas
bien, ramas infinitas)

6) Un método alternativo para hallar asintotas oblicuas consiste en hacer la division
polinébmica del numerador y el denominador: la expresion del cociente resultante sera
la ecuacion de la A.O. (naturalmente, esto so6lo es posible en el caso de funciones
racionales).




VIl) REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES:

Normalmente, en los problemas de PAEG nos piden que obtengamos, de todas las cuestiones vistas
hasta ahora, a lo sumo dos (p.ej. asintotas e intervalos de curvatura, o asintotas y M y m, etc). Sin embargo,
nosotros vamos a reunir todo lo visto hasta ahora, junto con conocimientos de cursos anteriores, y a la hora
de representar una funcion vamos a hallar, por este orden, los siguientes aspectos:

1°) Dom(f): < Recordar que es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen f(x)

« Las reglas para hallarlo son practicamente las mismas que las vistas en el apdo. VIII del tema
1 para estudiar la continuidad de las funciones mas usuales. (pag. 312 del libro de texto)

Ejercicios libro Anaya: pag. 312: 1y 2

2°) Simetria: (pag. 313 del libro de Anaya)

f(x) par: f(-x)=f(x)

f(x) = PAR
f(=x) =1 -1(x) = IMPAR
f(x) impar: f(-x)=-f(x) ninguno de los anteriores = no es simétrica

Ejemplo 13: Hallar la posible simetria de las siguientes funciones:

a) X% +xt
y 2
3
X - X
b) y =
y 2

c)y=x*-x3

d) y=COSX




Observaciones: 1) Si f(x) es impar y esta definida en x=0, entonces necesariamente pasa por el origen
(P.gj. la funcion del ejemplo d) no cumple esto)

2) Recordar: La ventaja de saber si una funcion es simétrica es que basta con estudiarla a
la derecha del origen. Por ejemplo, si es par y tiene un M(2,5), tendra otro M(-2,5), pero
si es impar presentarda un m(-2,-5)

3) Una funcién no tiene por qué ser simétrica; de hecho, la mayoria de las funciones no son
simétricas.

Ejercicios libro: pag. 313: 3; pag. 334: 42

3°) Corte con los ejes:

CORTE CON: | ¢COMO SE CALCULA? ¢CUANTOS LOR Iy > FAERE

haciendo y=0

. . ninguno, uno, o varios
(habr& que resolver una ecuacién)

eje x

ejey sustituyendo x=0 uno o0 ninguno

Ejemplo 14: Hallar el posible corte con los ejes de las siguientes funciones (e intentar hacer un esbozo de la
gréfica):

a)y=x?+2x-3

b) y=x3 +4x? +x-6

X% +1

c)y=

4% My m ( = Intervalos de crecimiento)

59 P.l. ((= Intervalos de concavidad)

6°) Asintotas



7°) Finalmente, a la hora de representar una funcién, a veces puede ser (til completar la informacién ya
obtenida confeccionando una pequefia tabla de valores con los valores mas imprescindibles o que no
han quedado claros con el estudio anterior.

Ejemplo 15: Dada f(x)=(x+2)e*, se pide, por este orden:

a) Hallar, razonadamente, su Dom(f), y sus posibles cortes con los ejes. (Soluc: (-2,0) y (0,2))

b) Hallar sus posibles My m, y P.1. (Soluc: m(-3,-1/€%); P.I. (-4,-2/e™))

¢) Con la informacién anterior, ¢se puede dibujar su grafica? En caso de precisarse algin dato adicional,
obtenerlo, y hacer a continuacion la grafica. (Soluc: Son necesarias, también, sus asintotas)




Ejercicios final tema: 28y 29

Ejercicios PAEG: 1B jun 97, 1B sept 97, 2B jun 98, 3B sept 98, 1A sept 99, 4A jun 2002, 3A sept 2003, 2A
jun 2004, 1B sept 2005, 1B sept 2006

Ejercicios libro: pag. 317: 1 y 2 (polindmicas); pag. 319: 1 y 2 (racionales); pag. 321: 1 (con raices), 2 (logaritmos) y 3
(exponenciales); pag. 325: 1 (con valor absoluto); pag. 331 y ss.: 5 (diversos tipos), 6 (polinémicas), 8
(racionales), 9 y 10 (a trozos), 11 a 17 (diversos tipos), 18 (exponenciales y logaritmicas), 19 (con raices),
20, 21y 23 (valor absoluto); pag. 331: 1 a 4 (descripcién de una funcién);

VIII) ANEXO: Cuadro de clasificacion de funciones elementales:

( ( POLINOMICAS: y=x"-5x+6
o, _ X+3
ALGEBRAICAS { RACIONALES: Y =~5—7

IRRACIONALES: Yy = X —~/2X +7

. (
EXPLICITAS < EXPONENCIALES: y=5"

LOGARITMICAS: y=log (7*+1)

FUNCIONES
TRASCENDENTES<

TRIGONOMETRICAS: y=sen X

CICLOMETRICAS: y=arc cos X

\ \

IMPLICITAS: 3x*-2y+7=0

\



GRAFICAS MAS REPRESENTATIVAS

2 3
ADRANTE

ABSOLUTO |

10|

CL;I-BICA GIRADA

DA 90¢

En general, las curvas y=x", siendo n
positivo par, tienen esta forma.

(cuanto mayor es n, mas acusada es
la curvatura)

En general, las curvas y=x", siendo n
positivo impar (#£1), tienen esta forma.

(cuanto mayor es n, mas acusada es
la curvatura)

En general, la grafica de y=|f(x)| se
obtiene reflejando la de f(x) respecto
al eje QY en el semiplano superior.

En general,

_ax+b

T ex+d
donde c#0, es una hipérbola.
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1 En honor de Maria Agnesi, matematica italiana del siglo XVIII, que fue la primera en investigar las propiedades de las curvas de este
tipo.




EJERCICIOS de REPRESENTACION DE FUNCIONES

INTERVALOS DE CRECIMIENTO. M Y m:

1. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los M y m de las siguientes funciones. Aplicar para
ello, alternativamente, los dos métodos conocidos: mediante f' y mediante f'. Intentar hacer un esbozo de
su gréfica (si se puede).

=x* - 28 2 x* x?
a) f(})=x" —-2x i )= X" 0)y=——-—-6x+3
3 2 X+2 3 2
b) f})=x" -3x" +1 @
j feo=—1 p) y=2x"-9x
3 2 2
f})=x" —6x~ +9x -8 +1
©) 19=x X X X q) f(X)=x°-6x"+9x
—[3_ay2 X _ 1
d) f(x)—(x X +7x—6)e 9 100= x3+3 r) y:X3—12x
e) f(x)=Inx 5) _x+2
4 3 2 I) f(X): X_l
f) f®=x"+8 +18x" -10 X2 + x o
t) y=—
0) f(x):x3 ~3¢ —9x+1 m) f(x)=3/x*+2x+3 x"+1
_X°=x+2
h) f(x):x4 —4x3 +1 n) f(x):4X+5 u) y= X
2x-3

(50|1 a) 7(-1,0U(1,») & (-»-)UQO,1); Db) F(-20)U22,0) ¢(02); c) F(-0o)UEB,») (1,3); d) F(1,0) & (-e0-1);
e) FOX00,f) & (-0,0) F(0,0); g) F(-00-1)U(3,9) & (-1,3); h) & (-2,3) F(3,09); i) F(-00,-4)U(0,0) ¢ (-4,-2)U(-2,0);
) F(-20) &(0,0); k) F(-2,0) &(0,0); |) & IxDom(f) m) s (-o-1) & (-1,09); n) Q/DxDDom(f))

2. (S) Definir extremo relativo. Razonar por qué la grafica de la funciébn y=2x+cos x no puede presentar
extremos relativos.

3. (S) Dada f(x)=

S 5 considérese la funcion g(x)=f(x)+cx. Determinar los valores de ¢ para los que es
1+x
creciente paratodo X.  (Soluc: c>3v3/8)

4. (S) Determinar el maximo y el minimo de f(x)=x>+x+1 en el intervalo [0,2]
(Soluc: m absoluto en (0,1) y M absoluto en (2,35))

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION:

5. Hallar dos nimeros cuya suma sea 20 y su producto el mayor posible. (Soluc: 10y 10)

6. De entre todos los triangulos rectangulos de hipotenusa 5 m, determinar el que tiene &rea méaxima.
(Soluc: el que tiene ambos catetos de 5v2/2 m)



7. Calcular las dimensiones del mayor rectangulo cuyo perimetro es 40 m.
(Soluc: un cuadrado de lado 10 m.)

1
!

«— X 5

<

¢, Qué dimensiones debe tener un depésito abierto de latén con base
cuadrada y capacidad para 4000 litros para que en su fabricacion se
utilice la menor superficie de chapa posible? (Recordar: 1m® = 1000
litros) (Soluc:x=2m, y=1m)

9. (S) Se desea disefiar una lata de conservas cilindrica de 160 cm®. Hallar las dimensiones de la mas
econdmica, esto es, la que emplee menos chapa en su construccion. (Soluc: r /72,94 cm., h /5,88 cm)

10. Se desea construir un marco para una ventana que debe tener 1 m? de luz. El coste del marco se estima en
400 pts. por cada metro de altura y 225 por cada metro de anchura ¢ Cuales son las dimensiones del marco

mas econémico?

(Soluc: 4/3 metros de largo y 3/4 metros de ancho)

11. De todos los rectangulos de area 9 cm? halla las dimensiones del que tiene perimetro minimo.
(Soluc: un cuadrado de 3 cm de lado)

12. Un granjero desea vallar un terreno rectangular de pasto rio
adyacente a un rio. El pastizal debe tener 180000 m* _—
¢, Qué dimensiones habra de tener el terreno de forma que
X

utilice la minima cantidad de valla, si el lado que da al rio
no necesita ser vallado? (Soluc: x=300m, y =600 m)

y

13. (S) Un jardinero desea construir un parterre con forma de sector circular. Si dispone de 20 metros de
alambre para rodearlo, ¢qué radio debe tener el sector para que el parterre tenga la mayor superficie

A,

posible? (Soluc: r=5m)

14. De entre todos los triangulos isésceles de perimetro 36, hallar el que tiene area
maxima.  (Soluc: un triangulo equilatero de lado 12)

15. (S) (*) En un triangulo is6sceles de base 12 cm y altura 18 cm se quiere inscribir
un rectangulo de area maxima, como muestra la figura. Hallar las dimensiones de
este rectangulo. (Ayuda: Plantear semejanza de triangulos).

(Soluc: Se trata de un rectangulo de base 6 cmy altura 9 cm)

INTERVALOS DE CURVATURA. PUNTOS DE INFLEXION:

16. Hallar los intervalos de concavidad y convexidad, y los posibles P.l. de las siguientes funciones (aplicar para

ello, alternativamente, los dos métodos conocidos: mediante f'' y mediante f''":

a) f(x)=x*+1
b) y=x°

c) f(X)=x*-4x+1
d) f(x)=x-x*

e) y=x>-2x%-x+2 ) f(x)=x"-6x°+12x>-5x+1
f) f(x)=x"-6x i) f(x)=Inx
9) y=x+2x*+6x*+10x+5 k) fo)=x*
—y3 2 5 4
h) y=x"+3x"+3x+1 ) y=X—+X—+x+1
10 3




(sot a)w TR bYW (0,9 A(®O); ©)WIIR d) AR €)W (@30 A(w23); N (e-Ule) ACLL;

9) WUIR, h) & (-Le) [ (-eo-1); i) W(-21)U2,2) [(1.2); j) A en sudominio; k) WIIR; 1) A (-2-2) W (-

2,00))

17. Definir punto de inflexion. Calcular los maximos y minimos de la funcion f(x)=3x’-5x>, asi como sus
intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Representarla. (Soluc: M(-1,2), m(1,-2),
P.1.(0,0))

18. (S) idem paray =xe™ (Soluc: M(1,1/e), F(-x,1), & (1,0), P.1.(2,2/e7), W (2,2), A (-,2))

19. (S) Obtener la ecuacién de la tangente a la grafica de f(x)=2x>-6x’+4 en su punto de inflexion. Intentar
dibujar la situacion. (Soluc: y=-6x+6)

20. (S) Sea f(x) la siguiente funcion:

sen X si x<0
f)=y .
—-x“+ax+b si x>0

(siendo a y b O IR). Hallar a y b para que f sea continua y derivable en el punto x=0. Para los anteriores
valores de a y b, analizar si f(x) tiene inflexion en el punto x=0. (Soluc: a=1, b=0; x=0 si es P.l.)

21. Obtener los pardmetros a y b para que la funcién y=x’+ax+b alcance un minimo en el punto P(-1,2).
(Soluc: a=2, b=3)

22. Hallar a, b, c y d en la funcién f(x):ax3+bx2+cx+d para que tenga un maximo en el punto M(0,4) y un
minimo en el punto M'(2,0). (Soluc: a=1, b=-3, c=0, d=4)

23. Hallar a, b y ¢ en la funcién f(x)=x’+ax’+bx+c para que tenga un punto de inflexién de abscisa x=3, pase
por el punto P(1,0) y alcance un minimo en x=1. (Soluc: a=-9, b=6, c=2)

24. (S) Sea f(x):x3+ax2+bx+7. Hallar a y b de manera que la curva y=f(x) tenga para x=1 una inflexion con
tangente horizontal. (Soluc: a=-3, b=3)

25. Hallar a, b, ¢ y d en la funcién f(x):ax3+bx2+cx+d para que pase por el punto P(-1,1) y tenga punto de
inflexion con tangente horizontal en Q(0,-2). (Soluc: a=-3, b=c=0, d=2)

26. ¢Qué valores deben tomar a, b, ¢ y d para que f(x)=ax’+bx’+cx+d tenga un punto critico en x=1y un punto
de inflexién con tangente de ecuaciéon y=2x en el origen? (Soluc: a=-2/3, b=d=0, c=2)

ASINTOTAS:

27. Hallar las asintotas de las siguientes funciones (e intentar hacer un esbozo de la grafica, si se puede):

a) y:XZ—X+1 b) y:ﬁ C) y:XZ_l
X



h) y=3x3+4x2+4

x2+1

(Soluc: a) no tiene; b) x=-1, y=1;

i) x=-1, y=x-2; j) y=m/2+km;, k) no tiene;

) o X oy
(1+x)?
5 y=¢*
) y=tgx )y (i
9 y=ix ) v
Q) y=e
) y=\xé-1
n) y=xe
m) y=Inx
X
n) y=In(x2) 9) Y=
a) y=In(x2+1) 1) y=xe¥
B) y:In(X2_5X+6) K) y= X
e -1

c) x=0, y=x; d)x=1, x-2y+1=0; e)y=0; f)x=-1,y=0; g)x=+£1, y=1; h)y=3x+4;

) y=tx; m) x=0; n)x=-2; 0)notiene; p)x=2,x=3; q) x=1, y=0;

Ny=0; s)y=0; t)x=0,y=1; u)y=0; v)y=0; w)x=0,y=x+1; x)y=0, y=-X)

REPRESENTACION DE FUNCIONES:

28. Dadas las siguientes funciones,

hallar los intervalos de crecimiento y posibles M y m, intervalos de curvatura

y posibles P.l, asintotas y representacién grafica:

2
) (=2

X

b) f(x) = 21

X
1-x2

c) f(x) =

4

x% +3

d) f(x) =

x2 +1
X

e) f(x) =

(f(x) 7~ OXO(-00,0) 1 (2,00)
() Ox0(0,2)-{1}

f(x) A OxO(-0,1)
FOQWDXO(1,00)

=M(0,0) y m(2,8)

(no tiene P.1.)

(F(X) WOxO(-00,-1) N (1,00)
f(x) ~0x0(-1,1) — m(-1,-1/2) y M(L,1/2)

f(x) A OxO(-0,-V3) 1 (0,V3)
F()WOXO(-V3,0)n (V3,00) }: P.1.(-V3,-/3/4) y (V3,V3/4)

(£(%) NOXO(-00,-v3) 1 (V3,00)

f(x) ~Ox0(-V3,V3) }: m(-v3, 3v3/2) y M(V3, -3V3/2)

f(x)WOx0(-00,-1)n (0,1)

Lf(0A DxD(-l,O)n(l,oo)} = P.1.(0,0)

(f(x) 70x0(-00,0)

f(x)OIX0(0, 00) l = M(0,4/3)

f(X)OxO(-00,-1) N (1,00)

f(x) A OxO(-1,1) } = P.I(-1,1) y (1,1)

rf(x) Z0x0(-0,-1) N (1,00)
f(x)»Ox0O(-1,1)-{0}

f(x) A OxO(-0,0)
Lf(x)wOxO(0,0)

l = M(-1,-2) ym(L,2)

(no tiene P.1.)




29.

f) f = X
) f(x) N
0) f(x) = —5—

X +x-2

2
h) f(X) = ﬁ

2 _
i) f(x):xx—%xl+2

x2 +11
X+5

) f(x) =

k) y=(x>-4x*+7x-6)e*

) y=x*-3x+2
m) y=x—|x -3 +|x +1

n) y= x%+3X
[ +1

0) f(x)=|x —5|x

3
p) f(x)=—2X%
) 22

(S) Estudiar para qué valores de x esta definida la funcion f(x)=In[(x-1)(x-2)] y en qué valores es creciente y

f(x) SOXO(-00,-v2) 1 (V2,00
f(x) ~0x0O(-v2,v2)

f(x) A Ox0(-c0,-V6) 1 (0,V6
f(X)WOXO(-V6,0)n (V6,) |=> P.1.(V6,V6/8) y (-V6,-V6/8)

= M(V2,¥2/4) y m(-V2,-V2/4)

(f(x) #Ox0(-00,-1/2)-{-2}
£(x) N OXO(-1/2,00){1} }:, M(-1/2,-4/9)

fF(X)OxO(-00,-2) N (1,00)
{(x) A Ox0(-2,1)

(no tiene P.1.)

(f(x) 2TX0(-00,-2) 1 (0,00)
) NOXO(-2,0)4-1}

f(x) A OxO(-o0,-1)
1(x)trJDxIZI(-1,oo)

}3 M(-2,-4) y m(0,0)

(no tiene P.1.)

f(x) ~0x0(-00,0)n (2,00)
f(x)~0Ox0(0,2)-{1}

f)NOxO(-00,1)
fUDOxO(1,0)

}:> M(0,-2) y m(2,2)
(no tiene P.1.)

(F(x) ~0x0(-00,-11) 1 (1, 00)
f(x)»Ox0O(-11,1)-{-5}

f(x) A OxO(-,-5)
\J()WOXO(-5,00)

}:> M(-11,-22) y m(1,2)

(no tiene P.1.)

((X) SOxO(-00,-1)
f(x) #0x0(-1,00) | = m(-1,-18/e)

f(x) A OxO(-00,-3)U(0,1)] = P.I.: (-3,-90/€), (0,-6), (1,-2€)

F)wOX0(-3,0)U(1,)

q) y=x°+2x%-10x - 20 V) yz'ﬂ
X
N ye_ X
) y= .2 w) y=x-Inx
- X
s) y:el

X

t) f(x):%+lnx

u) f(x)=In(4 -x?)

decreciente. (Soluc: Dom(f)=(-,1)U(2,), F(2,09), s (-e,1))





