Capitulo 3
Analisis

3.1. Ano 2000
3.1.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.1.1 (3 puntos)

a) Calcilense p y ¢ de modo que la curva y = 2% + px + ¢ contenga al punto (—2, 1) y presente
un minimo en z = —3.

b) Hallese el 4rea del recinto acotado delimitado por la curva y = 22 + 4z + 5 y la recta y = 5.
Solucidn:
a) flz)=2"+pr+tqy f(z)=2x+p

{f(—2)21=>4—2p—|—q:1 {q=9
F(-3)=0= —6+p=0 p=06

La funcién es f(x) = 22 + 6z + 9
b) Calculamos las abscisas de los puntos de corte de la curvas:
22 +4r+5=5= =0, 2 =—4
Luego el area sera:

5= ‘ / (@)= g(@))dz| = [F(©) ~ P(~4)

3
F(z) = /(a:2 + 4x)dx = % + 222

32 32
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Opcién B

Problema 3.1.2 (3 puntos) El nimero de individuos, en millones, de una poblacién, viene dado
por la funcién:

154 t2
PO - Gi1p

donde t se mide en anos transcurridos desde t = 0.
Calculese:

2)
b)

5

La poblacion inicial.
El ano en que se alcanzard la minima poblacién. ;Cuél sera el tamano de ésta?

;, Cudl serd el tamano de la poblacién a largo plazo?

Solucion:

2)
b)

Sit=0= P(0) = 15 millones de individuos.

2(t — 15)
P'(t)= ———

0 (t+1)3
(700771) (71515) (15,00)
PO+ a i
P(t) | Creciente | Decreciente | Creciente

=0=1t=15

En el punto ¢t = —1 no hay ni maximo ni minimo por dos razones, en ese punto se anula
el denominador (posible asintota vertical), y ademés en ese punto no se anula la primera
derivada. El tinico extremo estd en el punto de abscisa ¢ = 15, donde la funcién pasa de
decrecer a crecer y, por tanto, se trata de un minimo. Podemos asegurar que el minimo de
poblacion se alcanza transcurridos 15 anos. Esa cantidad minima de individuos serd

f(15) = 0,9375 = 937500 individuos

Esta claro que, lo que nos piden analizar es si existe alguna asintota horizontal:

15+ ¢ ey
oo (4 1)2 v=

A largo plazo la cantidad de poblacién se estabilizara en torno a millén de individuos. Veamos
una grafica de la funcién:

()

x=-1

r=1 Minimo(15,937500) t
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3.1.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.1.3 (3 puntos) Se considera la funcién

z+2 si x<2
r—1

f(x) =
32 — 22 .
— si x>2
T+ 2

a) Estudiese si f(z) es continua en z = 2.

b) Calctilese la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto 2 = 3.

¢) Calcilense sus asintotas oblicuas.

Solucion:

a)

2

lim f(z)= lim N =4
T—> 2~ z—2-x — 1
3z% — 2z

If = lim —=2
A T = I

Luego la funcién es discontinua no evitable en = 2 (hay un salto).

b)
. 322 — 2x 21
SII—3:>f(I)—7$+2 :>f(3),€
) 322 + 122 — 4 , 99
1@ ==y re) =
La recta tangente sera:
21 59
——=—(z-3
y= 5 =5(@=3)

¢) Cuando z > 2 : La ecuacién es y = mx +n

2
—2
e lm 1&g, 32

S z- o 124 21
—8x

= 1, — = 1, _— = _8
n=_ 1moo(f(1:) x) L

Luego en esta rama la recta y = 3z — 8 es una asintota oblicua.

Cuando z < 2:
, T+ 2
lim =1

z—r —oco . — 1

luego tiene una asintota horizontal en y = 1 y, por tanto, no hay oblicuas.
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Opcién B

Problema 3.1.4 (3 puntos) Sea la funcién dependiente de los pardmetros a y b.

—2r —a si <0
flz) = r—1 si 0<ax<2
br—5 si x> 2

a) Halla los valores de a y b para que la funcién sea continua en el conjunto R de los nimeros
reales.

b) Representa gréficamente para los valores a =0y b = 3.

¢) Para los valores a = 0 y b = 3, halla el drea de la regién plana acotada limitada por la grifica
de la funcidn, el eje de abscisas y las rectas x =1y x = 3.

Solucion:

a) = Enz=0:
{ lim f(z)= lim (-2z—a)=—a
z—> 0~ 0

= Enz=2:
{ lim f(z) = hl)nQ(x—l):

b) La representacién seria:

0,0 (1,0) (2,00 (3.0
(-1,0)
Paraa=0y b=3:
—2x si <0
f(z) = z—1 si O0<z<2
3xr—5 si x>0
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2 2 2 3

3
x——x} —l—{i—fm} =3 u?
2 1 2 2

S:/12(x—1)d1:+/23(3x—5)da::

3.1.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.1.5 (3 puntos) Dada la funcién definida en los nimeros reales salvo en x = 0

f@)=3-a-">

T

Calcular

a) Las coordenadas de sus méximos y minimos relativos.

b) El drea de la regién plana acotada limitada por la grafica de f(x) y el semieje OX.
Solucién:

a)
f’(:c)z—1+%=0:,» z=+V2
(=00,=v2) | (=v2,v2) | (V2,0)
f'(x) - i -

f(z) | decreciente | creciente | decreciente

Luego en (—v/2,3 + 21/2) hay un minimo y en (—v/2,3 — 2v/2) hay un maximo.

b) La funcién corta con el eje de abscisas en los puntos:
2
J—rz——=0=2zx=1, =2
x

Los limites de integracién serdn los extremos del intervalo (1,2).

2 2 2
2
S:/ (37x77)dx:{3x7x—721n|x| :§f2ln2
1 xr 2 1 2

¥

Minimo(-1,41,5,83)

Maximo(1.41,0.17) X

(1,0) (2,0)
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Opcién B
Problema 3.1.6 (3 puntos) Dada la funcién

340 + 330t — 10£
s(t) = 2

definida en los reales, salvo en t = —2
a) El valor positivo de ¢ en el que se hace cero la funcién
b) El valor positivo de ¢ en el que s(¢) se hace méximo.
c¢) Las asintotas de s(t).

Solucion:

a)
340 + 330t — 10¢2

t+2

El valor pedido es t = 34.

b)
10(¢2 + 4t — 32)
(t+2)2

El valor positivo seria t=4, pero hay que comprobar si es maximo:

s(t) = —

(—o0,—8) | (—8,4) | (4,00)
s'(x) - + -
s(x) | decrece crece | decrece

En el punto ¢t = 4 la funcién pasa de crecer a decrecer y, por tanto, estamos ante un maximo.

¢) = Verticales en t = —2:

, 340 + 330t — 10¢2 {—360
lim =

t—s —2— 142
y 340 + 330t — 10¢2 {—360
lim =

t—s —2+ t42

= Horizontales no hay
. 340 + 330t — 10¢?
lim =00

= Oblicuas y = mt +n

340 + 330t — 10¢2
m = lim =
t— 0o 12 + 2t

, (340 + 330t — 10¢2
n = lim
t+2

y = —10t + 350

—10

+ 10t) =350

t— o0
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3.2. Ano 2001

3.2.1. Modelo
Opcion A

Problema 3.2.1 (3 puntos) El ntimero total de bacterias (en miles) presentes en un cultivo des-
pués de t horas viene dado por N(t) = 2t(t — 10)? + 50.

a) Calculense la funcién derivada N'(t).
b) Durante las 10 primeras horas, jen qué instantes se alcanzan la poblacién méxima y minima?
c) Esbécese la gréfica de N () en el intervalo [0, 10].
Solucién:
a) N'(t) = 2(3t* — 40t + 100)
b) N'(t) =2(3t2 — 40t +100) =0 =t =10 y t = 10/3:

(0,10/3) | (10/3,10) | (10,00)
N | + = +
N(t) | Crece Decrece | Crece

Luego la funcién tiene un méximo en el punto (3,33,346,296) y un minimo en el punto
(10, 50).

c¢) La representacién grafica es

Miximo(3. 33,346, 296)

(e, 50) Minine(10,50)

Opcién B

Problema 3.2.2 (3 puntos) La grifica de la funcién f(x) = az® + bz + c satisface las siguientes
propiedades:

@ Pasa por (0,0)
@ Tiene minimo local en (1, —1)

a) Obténgase el valor de los coeficientes a, b y c.
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b) Héllese el drea de la regién plana acotada limitada por la gréafica de g(z) = 2° — 4z, el eje de
abscisas y las rectas t =3y x = 4.

Solucién:
a) Tenemos f(x) = az® +bxr +cy f'(x) = 3ax® + b

@ Pasa por (0,0) = f(0)=0= ¢=0
@ Tiene minimo local en (1,—1):
e Pasapor (1,-1) = f(l)=—1= a+b+c=-1
e Tiene minimo localen x =1 = f'(1)=0= 3a+b=0

Luego
c=0 c=0 1 3
a+b+c=-1 = a=1/2 :>f(:r:):§x3—§x
3a+b=0 b=-3/2

b) Primero encontramos los puntos de corte de g en el intervalo [3,4]: g(z) = 23 — 42 = 0 =

xz =0, z =22 = No hay ninguno. Luego

/34(:53 — 4x)dx

CC4 |
S: :7_22:| Y2
7R Y Bl 1

B ‘119 119

x=3  x=4

3.2.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.2.3 (3 puntos) Una empresa fabrica cajas de latén sin tapa de volumen 500 cm?,
para almacenar un liquido colorante. Las cajas tienen base cuadrada. Hallense la altura y el lado
de la base de cada caja para que la cantidad de latén empleada en fabricarlas sea la minima posible.

Solucion:
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500
V:mzy:500z Y= —

22
2000
S(x,y) = 2* + 4oy = S(z) = 2* + —
2
S'(z) =2z — 2(2)0:0:> x =10

Comprobamos que es un minimo por la segunda derivada

4000

S"(x)=2— 3

= 5§"(10)=6>0
Luego se trata de un minimo en x = 10. Las cajas tendran de dimensiones: z = 10c¢m e y = 5 cm.

Opcién B
Problema 3.2.4 (3 puntos) Dada la funcién

1 1
flz) = §x3+§x2—2x+1

a) Determinense sus méximos y minimos relativos.
b) Calcilense sus puntos de inflexién.

c¢) Esbécese su gréifica.

Solucién:
a)
fllr)y=2>+2-2=0=2=1, 2=-2
y 1
f"(1) =3 >0 == Minimo (1, —6)
fz)=224+1=
1
f"(—2) = =3 < 0 = = M4éximo (72, ;)
b)
1
ffz)=224+1=0= T=-3
1
f”l(l'):2:> fll/ (_§>:2#0

1 25
Luego la funcién tiene un punto de inflexién en el punto <—§, ﬁ)
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c¢) la grafica es

Maximo(-2,13/3)

Punto de Inflexion(-1/2,25/12)

Minimo(1,-1/6)

3.2.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.2.5 (3 puntos) Sean las funciones f(x) = 2% + azx + b, g(z) = —2? + c.

a) Determinese a, b y ¢, sabiendo que las grificas de ambas funciones se cortan en los puntos
(727 73) y (170)

b) Hallese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de g(z) en el punto (-2, —3).
c¢) Calculese el drea de la regién limitada por las graficas de f(z) y g(x).
Solucién:

a) f(-2)=-3= 4—-2a+b=-3, f(1) =0= 1+a+b=0, de estas dos ecuaciones
obtenemos que a =2y b= —3.

9g1)=0= —14+c=0= c=1

Las funciones son
flx)=a2*+22 -3, g(x)=—-2>+1

b) ¢'(z) = -2z = m =g¢'(-2) =4, g(—2) = —3. Luego:

y+ 3 =4(z +2) Recta Tangente

¢) Los puntos de corte estdn en las abscisas ¢ = —2 y = 1, que serén los limites de integracién:
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(1,0)

S| / (&) — g())daf

1 z) —g(x))der = 2%+ 27 — - T = ' 72 4 2 — =
[ @ -swya= [ @rar-srat-na= [ a9

-2

2% !
:{i+m2—4x} =-9
3 -2

S=|-9=9u?

El motivo por el que sale negativa la integral es porque la grafica de la funcién g esta por
encima de la de f.

Opciéon B
Problema 3.2.6 (3 puntos) Sea la funcién

f(z) =22 — —a®

Calculese
a) Los intervalos donde es creciente y decreciente.
b) Las coordenadas de sus maximos y minimos relativos.
c¢) El valor de z para el que es mdxima la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f(z).

Solucion:

2)

flx)=dz—2’=0= =0, v =4

<_OO’0) <0a4) (4,00)
i - -
f(z) | Decreciente | Creciente | Decreciente

b) Tiene un Minimo en el punto (0,0) y un Méximo en el punto (4,32/3).
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c¢) La representacion gréfica seria

<

y-32/3=4(x-2)

Maximo(4,32/3) £

(2,16/3)

Minimo(0,0

Llamamos funcién pendiente a m(z) =4z — 2% = m/(z) =4—-22=0= =2
m'(z)=-2= m"(2)=-2<0

Luego en z = 2 la funcién pendiente es méxima, que corresponde al punto (2,16/3).

3.3. Ano 2002

3.3.1. Modelo
Opciéon B
Problema 3.3.1 (3 puntos)

a) Dibujar el recinto limitado por las graficas de las siguientes curvas:

fla) =2 +2
gle) = +2
siendo 0 < x <2

b) Calcular el drea de dicho reciento anterior.
Solucién:

a) El recinto es el siguiente:
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(0,2)

b) El 4rea estd encerrada en el intervalo [0, 1]:

3.3.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.3.2 (3 puntos)
a) Hallar las coordenadas del minimo de la curva y = x2 — 4z — 5.

b) Calcular el drea del tridngulo limitado por el eje OX y las tangentes a la curva dada en los
puntos de interseccién de dicha curva con el eje OX.

Solucion:

(-1,0) (5,0) %

a) fllz) =22 —-4=0= 2 =2, como f"(z) =2= f"(2) =2 > 0luego en x = 2 hay un
minimo.
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b) Los puntos de corte de la curva con el eje OX son:
2 —4dr-5=0= r=-1, z=5= (—1,0), (5,0)
Calculamos las rectas tangentes a la curva en esos puntos:

En el punto (—1,0):
m=f'(-1)=—-6= y=—6(x+1)

m=f'(5)=6= y=06(x—5)

Estas dos rectas se cortan en el punto

y=—6(z+1)
{y:G(x—E)) = (2,—18)

La base del tridngulo mide 6 y la altura 18, luego su area sera

6-18

Area = 54 42

Opcién B
Problema 3.3.3 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién
y=2>— 4z

a) Hallar las coordenadas de sus puntos de interseccién con los ejes coordenados y de sus maxi-
mos y minimos relativos, si existen.

b) Representar gréficamente la curva.
¢) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la curva y el eje OX.
Solucién:

a) Puntos de corte con el eje OX, hacemos f(r) =0= =0 = £2.
Puntos de corte con el eje OY, hacemos x = 0 = y = 0.
Los puntos de corte son: (0,0), (-2,0) y (2,0).
2v3

flx) =32 —4=0= x=+"—"—

3
(oo —2) | (=282 27) | (B )
f'(x) + - +
f(x) crece decrece crece
2v3 16V/3 . s
En — 33 la funcion pasa de crecer a decrecer, luego es un maximo.
2v3  16V3 iy .
En 5 T3 la funcién pasa de decrecer a crecer, luego es un minimo.
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b) Representacion gréfica:

Y
-1.1547,3.07920)

Minimo(1,1547,3.07920)

¢) Como la curva es simétrica

2
Area=2/ (23 — 4z) dx| = 2
0

3.3.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.3.4 (3 puntos) Para cada valor de a se considera la funcién

3z2 — ax
o ==57

a) Calcular el valor de a para que f(z) tenga un minimo relativo en « = 2.

b) Hallar las asintotas de la curva y = f(x) para a =3

Solucion:
322 + 122 — 2
a) f'(x) = W, como f'(2) =0 = a =18 = f"(2) = 96/64 > 0 = hay un
minimo.

b) Con a = 3 tenemos

322 — 3z
fo) ==
Verticales: En . = —2
o 3z2 — 3x B {178} C e
e—-2- x+2  L0-]
e 322 —3x {g} C e
o2t x+2  LOo+t]
Horizontales: No hay
, 322 — 3x
lim =00



Oblicuas: y = mx +n
" 32?2 — 3z
m= lim —— =
z—oo x2 + 2x

2 _
n= lim (u—?)x) -9
T—>00 T+ 2

y=3xr—9

Opciéon B

Problema 3.3.5 (3 puntos) Calcular el valor de a > 0 en los siguientes casos:

D!
a)/ dr =a
0 z+1

@1
b dr =
)/0 1 r =3

o1
c) dr =5
0o T+a

Solucion:

3
1
a)/ dr=a= a=2In2

b)/ ! dt=3= In(a+1)=3=a=¢*—-1
0 x+1

3
ed—1

a+3

3
1
c)/ dx:5:>1n( ):5:>a:
o T+a

3.4. Ano 2003

3.4.1. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.4.1 (8 puntos) Sean las funciones f(z) =22 — 9y g(z) =22 — 2 — 6.
Calcular:

 fl@)
8) Jim @)

b) Los extremos relativos de g(z), si existen.

c¢) El drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(z), el eje OX y las rectas = 3,
z = 6.

Solucion:




b) ¢(x) =22 —-1=0= 2 == ¢"(z) = 2 luego ¢"(1/2) =2 > 0 = en (1/2,-25/4) la

[N

funcion tiene un minimo.

¢) El drea serfa

k=6

x=3

, 6 3 6
Area = / (2 — 9)dx = {— - 94 =36 u?
3 3 3

Opciéon B

Problema 3.4.2 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 11‘72
—x

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcular sus asintotas.

c¢) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f(z) en z = 0.
Solucién:

a) La funcidn es creciente en todo el dominio de f, es decir, en R — {—1,1}.

b) Verticales:

Enxz=1:
1 x 1
m ——=|—|=
r—1— ].—(Ez 0+ >
w5 = [
lim —— =|—|=-
r—1t+ 1 — 22 0-
En x = -1
im0 = [
m —s=—=
z—s—1- 1 — 22 0- >0
e
x—l>n—11+ 1—22  l0ot] o
Horizontales: .
Im ——=0= y=0

r—s00 1 — 22

Oblicuas: No hay
c) fO)=0,m=f(0)=1=—=y—-0=1(z—-0) = y==
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3.4.2. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.4.3 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = ze® .
a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en el punto de abscisa x = 1.

b) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la grifica de f(x) para x > 0, el eje
OX y larecta z = 2.

Solucion:

b) El dibujo seria

<

138.18

110.55

82.91 i

SEALS

27.637

——

—

0.4246 0.84921 1.2738 1.6984 2,123 2.5476 2,972

-27.637

-55.273

Opcién B
-2 +1

Problema 3.4.4 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = 22 1 25— 12

Se pide:
a) Especificar su dominio de definicién.
b) Estudiar su continuidad.
¢) Calcular sus asintotas si las hubiera.

Solucion:

a) Dom(f) =R —{-3,2}
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b) Enz = -3

. —2% 41 -8

iIm —mmM———=|—| =-x
r—s—3— 222 + 22 — 12 0+

. —z2+1 -8

Im ——m—mm = | — +00
z—s—3+ 222 + 22 — 12 0-

Discontinua inevitable, hay un salto, es una asintota. En z = 2:

i —22+1 {—3} N
m ————=|—| =40
z—2— 222 + 2z — 12 0~

) 2 2 -3

lim —x*+122° + 2z — 12 = {—} = —00
z—2t 0+

Discontinua inevitable, hay un salto, es una asintota. La funcién es continua en el todo el
dominio de f, es decir, en R — {—3,2}.

c¢) Verticales: Por el apartado anterior, hay dos asintotas en x =2 y en = —3.
Horizontales:
i —z?+1 L N 1
m — = —— — -V
et 2w —12 2 YT 2

Oblicuas: No hay

3.5. Ano 2004

3.5.1. Modelo
Opcion A

Problema 3.5.1 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

1
flx)=a+ 2 Z #0
a) Hallar las coordenadas de sus méximos y minimos relativos.
b) Determinar los intervalos de concavidad y convexidad.

c) Esbozar la gréfica de f(z).

Solucion:
a)
Dom(f)=R—{0}
22 +1 2 -1 B

f(z) = . = fl(z) = - =0=z=-1, z=1

(700771) (7171) (1700)
f'(@) + - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

Luego la funcién crece en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00).
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Luego la funcién decrece en el intervalo (—1,0) U (0,1).
b)

La funcién tiene un maximo en el punto (—1, —2) y tiene un minimo en el punto (1,2).

() = 2 #0

Como f”(z) # 0 = no hay puntos de inflexién.

(—OO, O) (Oa OO)
[ (x) +
f(x) | convexa | céncava
¢) Para dibujar la grafica vamos a calcular las asintotas
@ Verticales: z =0 )
T 1
lim R +oo
x—0 €T
; 22 +1 3 2 +1
lim = 400 lim = —00
z—0t T r—0- T
@ Horizontales:
L ox2 41
lim =00
T—>00 T
No hay asintotas horizontales.
@ Oblicuas: y = mz + n.
241
m= lim = g =1
r—00 I

2
- (gc +1—x)=0
r—>00

La ecuacién de la asintota es y

d) Representacién gréfica:

Minimo(1
v

Miximo (1, -2)
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Opcién B
Problema 3.5.2 (3 puntos) Para cada valor de a se considera la funcién
f(z) =2x +ar® —4lnx

a) Calcular el valor del pardmetro real a sabiendo que la funcién tiene un extremo relativo en
el punto de abscisa x = 1. Clasificar el extremo.

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento para a = 3.
c¢) Hallar las asintotas.

Observacion: La notacion In representa logaritmo neperiano.

Solucion:

a)

4
f'(x)zQ—l—an—;, como f(1)=0= 24+2a—4=0= a=1

4
f’(x)=2+2x—;:O:> r=1 x=-2

Como = = —2 no pertenece al Dom(f) no es extremo. En z = 1:

Cuando a=1

Minimo(1,3)

(0,1) (1,00)
f'() - +

f(x) | decreciente | creciente

Luego la funcién crece en el intervalo (1,00)).
Luego la funcién decrece en el intervalo (0, 1).
La funcién tiene un minimo en el punto (1, 3).

b) Sia=3= f(r)=2x+322—4Inz

4 2
f’(x):2+6x—;:():> x=-1, z=3
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Como x = —1 no pertenece al Dom(f) no es extremo. En z = 2/3:

(0,2/3) | (2/3,00)
f'(x) - +

f(z) | decreciente | creciente

Luego la funcién crece en el intervalo (2/3, c0)).
Luego la funcién decrece en el intervalo (0,2/3).

¢) Asintotas:

@ Verticales: x =0
lim (2z + 322 —4Inx) = o

r—0

lim (22 4 322 —4Inz) = +o00 lim (22 + 32° — 4Inz) = No existe

z—0t rz—0—
@ Horizontales:
lim (22 + 32% —4Inz) = 0o
r—>00

No hay asintotas horizontales.

@ Oblicuas: y = mz + n.

m = lim =
T—00 T

2z + 322 —4lnz [00}
=00

No hay asintotas oblicuas.

3.5.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 3.5.3 (3 puntos) Calcular la integral definida
1
/_1(|x| +z+1)dx

Nota.- La notacién |z| representa el valor absoluto de x.
Solucién:

/1 (|$|+x+1)dx:/0 (—x—&-x—l—l)dw—f—/ol(m—&—x—i—l)dx:

-1 -1

0 1
/ dac—i—/ (2x+1)dm=x]g1+m2+x]é:1+2:3
-1 0

Opcién B

Problema 3.5.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

a) Determinar su dominio de definicién.
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b) Obtener sus asintotas.
Solucién:

a) Por ser una raiz, tiene que ser

(Coo,—2) (=2, LD T {,2) ] (2 +o0)
x+2 — - - - +
z+1 - — - - +
v —1 = = - + +
T —2 — — — — +
z2—4
L - — - -~ +

Luego Domf = (—o0, —2] U (—1,1) U [2, 00)

b) Asintotas verticales:

I x2—4 -3 n 1
im = — | =40 =1z =
—1- \ 22 —1 0-
I x2—4 -3 h 1
im = — | =40 =z =—
r—s—1+ 2 -1 0—
Asintotas horizontales:
) 2 —4
lim l=y=1

z—o0 \ 22 =1

Asintotas oblicuas: No hay, ya que hemos encontrado horizontales.

3.5.3. [Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.5.5 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

3
f(aﬁ):I——aacz—i—&z:—&—lo7 a#0
a

a) Obtener los valores de a para los cuales la funcién f(z) tiene un maximo en z = 1.
b) Calcular los extremos relativos de f(z) para a = 3 y representar la funcién.

Solucién:
3a? 3 1
a) f’(x):%—an+5:>f’(1):E—2a+5:O=>a:3, a=-3

2
b) f(sc)z3%—6x+5:>f’(1‘)=x2—6x+5:():>x=5, x=1

f'(5)=4>0= (5, 5) Minimo
f'(z) =2z -6 = 337
ff)y=-4<0= (1, §> Méximo
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Opcién B
Problema 3.5.6 (3 puntos) Sean las funciones

2
f(z) =2? — 22 — 8; g(a:):—%—kx—i-él

a) Calcular

f(x)

w24 g(x)

b) Calcular el recinto acotado limitado por las curvas f(z) y g(x).

Solucién:
a)
2 _92¢ — 2(z? — 22 —
hmM_me z 8: (z z 8)__2
z—4 g(x e——4 22 L4 z——4 —22 421+ 38
b)
22
$2—2$—8=—?+SL’+4:>$2—2$U—8:0:>$:47 r=-2

4 2 4 2
9 —
/ {x2—2x—8—(—£+x+4>} d:r:/ dez
2 2 2 2

(5]
== |5 -2 -8 = —54
2 3 9

S = | — 54| = 54u?

3.6. Ano 2005

3.6.1. Modelo
Opcion A
Problema 3.6.1 (3 puntos) Sea la funcién: f(z) = 2® — 3x

a) Calcular sus extremos y sus puntos de inflexién.
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b) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f(x), el eje OX y las

rectas verticales x = —1, x = é
Solucién:

a)
fl(x)=32>-3=0=o=-1, 2=1

1 s e
weon f"(-1) = -6 < 0 = Méximo en z = —1
filw) = 6e = { f"(1) =6 >0 = Minimo en z = 1
() =6x=0= =0
Como f"(z) =6 = f”(0) =6 # 0 = hay un punto de inflexién en z =0

i P —3r=0=12=0, 2=—V3, 2=V3
I1=/Ol(x3_3x)dx: T_S;”Q}Olzi
122/01/2(x3—3x)dm: T_&;QK/Q:_?EL
SZIA|+\Q|:Z+§?%U2

Opcién B
Problema 3.6.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

f()_{2x2—3x+1 si <1
= Inz siox>1
a) Estudiar la continuidad de f(z) en z = 1.

b) Esbozar su grafica.

¢) Hallar la ecuacién de la recta tangente a dicha gréfica en z = 1.
Solucién:

a)

lim f(z) =

r— 1~

lim (222 =3z 4+ 1) =0

r—>1

zliI}lPr f(IE) - mli)nl nz=0

f)=0

= f es continuaen x =1

3
f(z)=42-3=0= r= 7
f"(x) =4 = f"(3/4) =4 > 0= Minimo
1
Luego hay un minimo en el punto (%, —§>
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(0,1)

(1,0) /

Mip(3/4,-1/8)

Hay puntos de corte en:

Con el eje OX, hacemos f(z) =0 = (1
Con el eje OX, hacemos z = 0 = (0,1).

¢) Enz=1= f(1)=0.
f(@)=4z-3= m=f'(1)=-3

y=-3x—-1) = 3z+y—-3=0

3.6.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.6.3 (8 puntos) La funcién:

—22 + 9z — 16

Ba) =~

representa, en miles de euros, el beneficio neto de un proceso de venta, siendo x el nimero de
articulos vendidos. Calcular el numero de articulos que deben venderse para obtener el beneficio
maximo y determinar dicho beneficio maximo.

Solucién:
Calculamos la primera derivada para obtener los puntos extremos

_ 16 — 22

B'(x) s— =0=2=+4

x

Calculamos la segunda derivada para decidir que valor es maximo o minimo

32
B"(4) = ——= < 0 = Maximo
32 4
—t

2 ,
B"(—4) = — 73 > 0 = Minimo

(—4)
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En z = 4 hay un maximo que nos determina un beneficio

=47 +9-4-16

B(4) .

1

El méximo serian 4 articulos con un beneficio de 1.000 euros.

Opcién B
Problema 3.6.4 (3 puntos)

a) Hallar la ecuacién de una recta tangente a la grafica de f(z) = €2
corta al eje de ordenadas.

~% en el punto donde ésta

b) Calcular el drea del recinto limitado por la gréfica de la funcién f(z) = 2% — 4z, el eje OX y
las rectas x = —1, x = 4.

Solucion:

a) Primero calculamos el punto de corte con el eje OY (de ordenadas), y para eso hacemos
r=0= f(0) =e? = (0,¢?).
Ahora calculamos la pendiente de la recta

La recta serd
2

y—e?=—elx=e*r+y—e?=0
b) Primero tenemos que comprobar si la grifica de esta funcién corta al eje de abscisas en el
itervalo [—1, 4], para ello hacemos f(r) = 0= 2? — 42 = 0 = x = 0, = = 4. Esto quiere
decir que, tenemos un punto de corte en ese intervalo en z = 0. Calculamos:

0 3 0 7
/_1(x2—4x)dac: %—2:1:2 1 =3
4 3 Y32
/ (22 — da)de = = — 23:2} =——
0 0 3
El drea pedida seréa:
7 32
S = — =] = 13u?
5[]
3.6.3. Extraordinaria
Opcién A
3
Problema 3.6.5 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién y = x;ci“ Se pide:

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a dicha curva en el punto de abscisa z = 1.
b) Hallar las asintotas de la curva.

Solucion:
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B z* + 322
- (2 +1)2
1
g=le—1)=20-2+1=0

b) Verticales no tiene, el denominador no se anula nunca.

Horizontales tampoco

Oblicuas: y = mz +n

m = lim
r—o0 I

1’3
n:zhl{lw(sﬂ—i—lix):()

La asintota es y = x.

Opciéon B
Problema 3.6.6 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

2
f(z) = 229
a) Hallar sus asintotas.
b) Calcular sus méximos y sus minimos relativos, si existen.
Solucién:

a) Verticales:

lim —— =+
z——3+ 22 -9
— =3
) z?
lim 5 = —00
z—3— 2% — 9
. z?
lim - =~
z——3+ 24 —9
— r = —3
If 2 4
im ——— =400
r—>—3" 1’2 -9
Las asintotas verticales son x =3, y ©x = —3.
Horizontales:
22
Iim — =1

oo 22 — 9

La asintota horizontal es y = 1
Oblicuas: No hay por tener horizontales.
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, ~18
f(x):ﬁ:O:xzo

(—00,0) (0, 4+00)
f'(z) + -

f(z) | creciente | decreciente

En el punto (0, £(0)) = (0,0) la funcién pasa de crecer a decrecer y, por tanto, es un maximo.

3.7. Ano 2006

3.7.1. Modelo
Opcion A
Problema 3.7.1 (3 puntos) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la grafica de la

funcién
flz) =23+ 52% + 22— 8

y el eje OX.
Solucién:
f@)=a+522+22 -8=0= =4, v=-2, 2=1
-2 1
S:’/ f(z)dx —|—/ f(z)dx
-4 -2
z* 5a
/f(m)dxz/(x3+5x2+2x—8)dx:Z+T+x2—8x—|—0
»
16 16
del = |21 = 2
’/4 fa)de| = | 5| = 5
1
63 63
. 16 63 253
Area=s+ 7%
Opciéon B

Problema 3.7.2 (8 puntos) Calcular el valor de a > 0 para que el drea de la regién plana acotada
limitada por las graficas de las curvas y = =3, y = ax, sea igual a 4.

Solucion:

P=ar= =0, t=—Va, z=+a

0 Vva
s:/ (f(z) — g(x)) dz +/0 (f(z) — g()) dx

~Va

/(f(m)—g(:v))d:c:/(333_(133)(1;5:"14_6‘252+C
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0 2 2

a a

flx)—glx))dex| =|—| = —

‘/_ﬁ(() (@) de| = || =2

Va a2 a2

[ ) -stenas| = -5 =

2 2 2

Area:az+%=%:4:>a2:8=>a:i2\/§

Como a > 0 la solucién vélida es a = 2v/2.

3.7.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.7.3 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
f(z) =23 — 9z
Se pide:
a) Calcular sus méximos y minimos relativos, si existen.

b) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f y el eje OX.

Solucion:
a)
Fla) =32 —9=0= z=—V3, 2=V3
(Coo,—V3) | (—V3,V3) | (V3,0
f'(z) + - T
f(=) crece decrece crece

En el punto (—v/3,6v/3) hay un Méximo.
En el punto (\/37 —6\/5) hay un Minimo.

b)
P —-9r=0= =0 2=3, z=-3

0
/0(x39:17)dxx49I2} _8
3 4

4 4 2
3 4 213
3 x Qx} 81
— der = — — — | = —
/O(x 9z) dx 1 >, 1
‘ 1 1 1
Areazg— 8—:8—u2



Opcién B

Problema 3.7.4 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién cartesiana:
y =122+ 8z

Se pide:

a) Calcular las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la curva es paralela a la
recta
y =2z
b) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por las graficas de la curva dada y de la
recta de ecuacion cartesiana
y=z+8

Solucion:

a)
fla)=20+8= f'(a) =20 +8=2=a=-3, f(-3)=—-15—=

(—3,—15)
b)
x2+8x:x+8zx:1,x:—8
1 3 2 1
9 T Tx 243
Tr—8)de = — — — —8 =——
/_8(90 +7x —8)dx 3 5 x y 5
, 43
Area = — ?

3.7.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.7.5 (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Dada la funciéon real de variable real definida por:

x? — 16
2 —4

fz) =

Se pide:
a) Encontrar las asintotas de la funcién.
b) Especificar el signo de la funcién en las distintas regiones en las que estd definida.

Solucion:

201



a) Verticales: x =2y z = —2

D {—12} . o 2216 {—12}
m ———=|—1 = m ——=|—11|=-
r—s2- 12 —4 0 > r—2t 22 —4 0+ >

lim — =
T—r—2" .172 —4

2 — 16 {—12} 2?16 {—12

0—}:“’0

1m —s
z—s—2+ 12 —4

Horizontales:

Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) Signo de f(x)

(—OO,—4) (_47_2) (_272) (274) (4700)
f(z) + — + — +

La funcién es positiva en (—oo, —4) U (—2,2) U (4, 00)
La funcién es negativa en (—4, —2) U (2,4)

Opcién B

Problema 3.7.6 (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Representar graficamente la region acotada limitada por las graficas de las funciones

fl@)=9-a% g(z)=3+z

y obtener su area.

Solucion:

(-3,0)
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Los puntos de corte de las dos graficas son:

9—?=3+r=—=ax=-3, =2

2 3 272
‘/ (6 — 2% —z)dx : }
-3

X
6 — — — —
3 32

3.8. Ano 2007

3.8.1. Modelo
Opcién A

El examen modelo coincide con el de Septiembre del 2006

Opcién B

El examen modelo coincide con el de Septiembre del 2006

3.8.2. Ordinaria

Opcién A
Problema 3.8.1 (3 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por
_ (z-3)?
fla) = ===

a) Determinar las asintotas de la funcién.

b) Calcular sus maximos y sus minimos y determinar sus intervalos de crecimiento.

Solucion:

a) Asintotas:

@& Verticales: z = —3
_ a2
lim f(z)= lim (z = 3) = {ﬁ} =
x— —3~ z— —3- T+ 3 0-
, (r —3)2 {36}
1 = —_— = || — | =
av*lfrflé}+ f(x) r— -3+t T+ 3 0t
@ Horizontales: No hay
2 F7) = 20
@ Oblicuas: y = mx +n
_a9)2
m = lim M = lim (x273) =1
T—o00 T z— o0 1% 4 3x

n= lim (f(z)—mz)= lm <M—z): lim

r—>r 00 Tr—> 00

y=x—9
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% 4 6x — 27
f/<$):W:0:>$:3,$:_9
(7003 79) (7953) (3,00)
f'(@) + - +
f(z) | creciente A | decreciente Y, | creciente

La funcién crece en el intervalo: (—oo, —9) U (3, 00)
La funcién decrece en el intervalo: (=9, —3) U (=3, 3)

Presenta un méximo en el punto (—9, —24) y un minimo en (3,0)

x=-3

bedreciasnte

Crecients

Minimo(3,0)
y=x-9 "

fiximo(-9,-24)

Crecisnts

Deécrecients

Opcién B

Problema 3.8.2 (3 puntos) Representar gréaficamente la regién acotada limitada por las grificas
de las funciones

fl@) =22 gla)= %(533—1— 20), h(z) = %(—5x+ 20)

y obtener su area.
Solucién:

Dibujamos las graficas de f que es una pardbola con vértice en el punto (0,0) y de las rectas
gy h
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Igualando funciones f(z) = g(z) y f(z) = h(z) obtenemos los limites de integracién. Por observa-
cién del recinto vemos que es simétrico, bastaria calcular el area encerrada entre z =0y z =2y
multiplicarla por 2:

x> 22 } 65

3.8.3. [Extraordinaria

Opcién A

Problema 3.8.3 (% puntos) Dada la funcién real de variable real definida por
22—

f(x):z2—31:+2

a) Especificar el dominio de definicién.
b) Estudiar su continuidad.
c¢) Calcular sus asintotas si las hubiera.
Solucién:
a) 22 —32x+2=0= =2, 2 =1= Dom(f) = R— {1,2}

b) En z = 1:

2 2
lm — —* oy 2T
t——1- 22 —-3z+2 21+ 22—-3z+2

Pero f(1) no existe y por tanto se trata de una discontinuidad evitable. (La funcién tiene un
agujero)

En x=2:



e 2
i 2 [2]
t—so+ x2 -3z +2 0t

La discontinuidad en este caso es inevitable. (La funcién pega un salto)
c¢) Asintotas:

@& Verticales: x = 2 por lo visto anteriormente

@ Horizontales: En y =1
) o
lim — =
z— 00 72 — 31 + 2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales

y=1 x

x=z

Opcién B

Problema 3.8.4 (3 puntos) La grafica de la funcién f(x) = az® + ba? + ¢ satisface las siguientes
propiedades:

@ Pasa por el punto (0,0).

@ Tiene un méximo local en el punto (1,2).
Se pide:

a) Obtener el valor de los coeficientes a, by c.

b) Hallar el drea de la regién acotada del plano limitada por la gréfica de la funcién g(z) =
—23 + 3z, el eje OX y la recta z = 1.

Solucién:
a) Tenemos:

i Pasa por el punto (0,0) = f(0) =c=0
iz Tiene un médximo local en el punto (1,2) = /(1) =0y f(1) = 2:

f'(x) = 3ax® +2br = 3a+2b=0, y a+b+c=2
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a+b+c=2 a=—4
3a+20=0 ={ b=6 = f(r)=—42+62°
C:O Cc =

b) El recinto serfa:

Calculamos los puntos de corte de la funcién g con el eje OX = —22 +3x=0= 2 =0,
r = —/3y x =+/3. Luego los limites de integracién serfan los intervalos [—v/3,0] donde la
funcién es negativa y [0, 1] donde es positiva:

F(z) = /(—x3 +32)dr = —— +3%
§ = |FO) = F-V3) + 15 () - FO)| = |5 | + ]3] = § 2

3.9. Ano 2008

3.9.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.9.1 (3 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por

a) Calcular sus asintotas y esbozar su grafica.

b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en 2 = 0.
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Solucién:
a) Asintotas:

@ Verticales: Las tinicas posibles son © = 42

Enx=2:
i 32 {12}
im =|—| =-00
—s2- 22 —4 0—
i 32 12
m ——=|—|=
—s2+ 12 — 4 0+ >
Enaz=-2:
i 322 {12}
m —=|—|=
r—s—2—- 12 —4 0+

@ Horizontales:

, 322
Ny i

@ Oblicuas: No hay por haber horizontalesa
Para representar la funcién calculamos:

@ Puntos de Corte: (0,0)

@ Monotonia:
24x

(70070) (0,00)
f'(x) + -

f(z) | Creciente | Decreciente

Luego la funcién presenta un méximo en el punto (0, 0).

@ Curvatura:

24(322 + 4)

fl(x) = @17 # 0 = No hay puntos de Inflexién

(—o0,—2) | (—=2,2) | (0,00)
f'(@) + - +
f(z) | Céncava | Convexa | Céncava

@ Representacién grafica:
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Decreciante

x=-2 x=2|

Decrecients

y=3

Convexa

Creciente creciante

b) El punto de tangencia es el (0,0) donde la funcién presenta un méximo y, por tanto, la
tangente coincide con el eje de abscisas y = 0.

Opciéon B

Problema 3.9.2 (3 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por f(z) = 23 —622+9z,
se pide determinar:

a) Los puntos en los que la grifica de f corta a los ejes de coordenadas.
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

¢) El drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de la funcién y el eje OX.

Solucion:

Max(1,4) Crecieate

Min(3,0)

Crpciente

a) Puntos de Corte:

@ Con el eje OX: hacemos f(r) =0 = 2> -622+92=0= =0y z =3 = los
puntos son (0,0) y (3,0).

@ Con el eje OY: hacemos z = 0 = f(0) = 0 = el punto es el (0,0).
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b) Monotonia:
fl(x) =322 -1204+9=0= =1, =3

(_0071) (1a3) (37 OO)
f'(z) + - +
f(x) | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién tiene un maximo en (1,4) y un minimo en (3,0)
¢) El drea encerrada se encuentra entre los puntos de abscisa z =0y z = 3:

3 4 293
27

= [ @6 ronar=T 2 ot ] <H
0 4 21, 4

3.9.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.9.3 (3 puntos) Calcilese el drea de la regién plana acotada limitada por las graficas
de las funciones reales de variable real

flx)=2® -z, g(z)=1-2°

Solucion:

3

_a

Buscamos los puntos de corte entre ambas gréficas

2 2 2 1
1 3 2 1
2 9
s:/ (222 — 2 — 1) de| = i_z_x} _ 9.
—1/2 3 2 _1/2 8
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Opcién B
Problema 3.9.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

flo) = SEEE2 g

x
a) Determinense las asintotas de f.

b) Calctlense sus maximos y minimos relativos y determinense sus intervalos de crecimiento.

2
c¢) Calcilese la integral definida / f(z) de.
1

Solucién:
a) Asintotas:

@ Verticales: © =0

2 2 2
lim f(z)= lm Ztfte [7} Z_
z— 0~ z— 0~ x 0~
24+ x+2 { 2 }
1/ = 1’ _— = — | =
i, f@) = lm — o) = T

@ Horizontales: No Hay

2 +x+2
L B

lim f(z) = lim
xr—> 00 xr—> 00 x
@ Oblicuas: y = mz +n
2
2
m= tm L gy TEIHZ
r— o0 I T—> 00 x

2 2 2
n= lim (f(z)—ma)= lim (w—x>: lim s =1

Tr—> 00 r—> 00 x xr—> 00 x
y=x+1
b)
2 -2
f/(a:):?:O:> r=—V2, 2=V2
(_007_\/5) (_\/57 \/i) (\/57 OO)
f'(@) + - +
f(xz) | creciente | decreciente \ | creciente

La funcién crece en el intervalo: (—oo, —v/2) U (v/2, 00)
La funcién decrece en el intervalo: (—v/2,0) U (0,v/2)
Presenta un maximo en el punto (—\/5, 1-— 2\/5) y un minimo en (\/i7 1+ 2\/5)
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x=0

2 2,2 2 2
2 5
/f(x)dx:/ wdm:ﬂn(w)-ﬁ-%-&-x =2 +2n2
1 1

3.9.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.9.5 (3 puntos) Se desea fabricar un acuario con base cuadrada y sin tapa, de capa-
cidad 500 dm?. La base y las paredes del acuario han de estar realizadas en cristal. ;Cuéles deben
ser sus medidas para minimizar la superficie total del cristal empleado?

Solucion:

500
V =22y =500 = y:?
2
S =2 +day = 2 + 220
2000 B 23 — 2000 B

S(x) =2 + e = S'(x) 0= =10

22

(—00,10) | (10, 00)
— +
S(z) | decrece crece

Las dimensiones son £ = 10 dm e y = 5 dm.
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Opcién B

Problema 3.9.6 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

flo) =5, w2

a) Determinense las asintotas de f.

b) Calcilense sus maximos y minimos relativos y determinense sus intervalos de crecimiento.

5
c¢) Calctlese la integral definida / (z% — 4) f () da.
3

Solucion:

a) Asintotas:

@& Verticales: z =2y z= -2
O e e
m, fz) = gliog! iQ - {%} - e
i, )= i, 3T ] <

m f)= lim L2 {3} -

z— —2+ o—s —2+ 22 — 4

@ Horizontales: y = 1

2
2
lim f(z) = lm e

T—> 00 T—> 00 :62 4

@ Oblicuas: No hay por haber horizontalesa

=0=2=0

f’(x) = —m

(_007 O) (Oa OO)
f'(x) + -
f(x) | creciente | decreciente \

La funcién crece en el intervalo: (—oo, 0)
La funcién decrece en el intervalo: (0, +00)
Presenta un méximo en el punto (0, —1/2)
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x=-2 x=2
y=1
Max(0,-173)
¢)
5 2 3 110
/ (x2—4)f(m)dx—/ (22 4+ 2) do = T oz ==~
3 1 3 3 3

3.10. Ano 2009
3.10.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.10.1 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
f(z) =2+ a2z’ +bx; a,beER
a) (Qué valores deben tomar a y b para que f tenga un méximo relativo en el punto P(1,4)?

b) Para a = —2, b = —8, determinense los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de
coordenadas y determinense los puntos de inflexién de dicha grafica.

c) Para a = —2, b= —8, calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de
fyeleje OX.
Solucién:

a) f'(r) = 32 + 2ax + b para que f tenga un méximo relativo en P(1,4) tiene que ocurrir:

{f’(1)=0: 2a+b+3=0 :>{a:—6
f)=4= a+b-3=0 b=9

La funcién es: f(z) = 2® — 622 + 9z
b) Sia=-2yb=-8= f(z)=23-22% -8z

@ Puntos de corte:

{ £(0) =

(0,0)
f(=) x’

=
0= 23— 222 -8z =0=> (0,0), (4,0), (~2,0)
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@ Puntos de Inflexién:

fl(x) =32 —4x -8, f'(x)=6r—4=0= 2=

[SCRN V)

Como f"(z) =6 = f"(2/3) = 6 # 0 = el punto(2/3,—160/27
inflexién. Otra manera de comprobarlo es:

~—

(=00,2/3) | (2/3,+0)
[ (=) +
f(x) | convexa céncava

es un punto de

En el punto de abscisa = 2/3 la funcién pasa de ser convexa a ser céncava y ademds
hay continuidad en ese punto, lo que quiere decir que, se trata de un punto de Inflexién

c) Sia=-2yb=-8= f(r)=21%—22%—8x

22— 222 —8r=0—= r=-2, =0, x=4

Los limites de integraciéon seran de x = —2ax =0y dexz=0az =4.

0 4 3 210

2x 8z 20
S = 3922 8r)de = —J

1 /_2(33 x x) dx 1 3 >l

148
S =151+ |52 = TuQ

0,0) (4,0)

Opciéon B

Problema 3.10.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

x? si r <2
flx) = z+a si 2<x<5

(a,b € R)
—224+5x4+0b si r>5
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a) Calcilense los valores de a y b para que la f se continua en z =2 y en x = 5.

b) Para a =1y b= 6, calctilense las derivadas f'(1) y f/(7).
6
c) Para a =1y b=6, calctilese la integral definida / f(z)dx
3

Solucion:

a) @ Eng=2
lim f(z)= lim 2® =4
r—> 27 r—> 2

mirg+f(x):$hi>n2(x+a):2+a

Luego4=24+a= a=2.

@ Fnx =5
lim f(z)= lim (x+a)=5+a
rT—5

T—> 57
, T 2 -
xlrg+f(x)—zhgl5( x*+5x+b)=0b

Luego 54+a=b=— a—b=—5.

{a: :{a:2
a—b=-5 b="7

-1.0475 1.0475 2.0949 3.1424 4.1899 5.2373

-1.1214

b) Sia=1y b=06 tenemos:

2 si T <2
flx) = z+1 si 2<2<h =
—22+52+6 si x>5
2x si <2 ,
) 1)=2
'(z) = <z< i
fi(z) 1 si 2<x<5 :>{f’(7)=—9

—2xr+5 si xr>5H
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5.9687

4.974

3.9792

2.9844

1.98%6

0.99479

-0.9731 0.9731 1.9462 2.9193 3.8924 4. 8655 5.8386

-0.99479

c) Sia=1yb=6

9731

-0.99479



3.10.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.10.3 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
fla) = (a* - 1)?
a) Determinense los extremos relativos de f.
b) Hallese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 3.
¢) Calctilese el drea del recinto plano acotado limitado por las gréaficas de f y el eje OX.

Solucioén:

a) f'(z) =4z(2? -1)=0= 2=0, z= =1

(_007_1) (_170) (Oa 1) (l,OO)
f'(z) - + - +
f(x) | Decreciente | Creciente | Decreciente | Creciente

Minimo(-1,0) Minimo(1,0)

La funcién es creciente en el intervalo (—1,0) U (1,00) y es decreciente en el intervalo
(=00, —1)U(0,1).

La funcién presenta un méximo en el punto (0,1) y dos minimos en los puntos (1,0) y
(_LO)'

b) a =3 = f(3) =64, m = f'(3) = 96. La ecuacién de la recta tangente pedida es:

y—64=96(zx —3) = 962 —y—224=0

- )
! 5 3 16
S = 492 1d:{m——2x— } = 2
1 [1(x z*+1)dx 5 34—1:_1 T
- 16
S=|Sl|zﬁu2
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Opcién B

Problema 3.10.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
2z -1

2?2—x—a

fz) =

a) Determinense las asintotas de f, especificando los valores del pardmetro real a para los cuales
f tiene una asintota vertical, dos asintotas verticales, o bien no tiene asintotas verticales.

b
b) Para a = —1, calctilense los valores reales de b para los cuales se verifica que / f(z)dx=0
0

Solucion:

a) Para que f tenga asintotas verticales 72 — 1 —a = 0 =

1++1+4a

xr = 9

@ Siag = —1/4 la Unica asintota vertical que hay es = = 3

@& Siag< —1/4= 1+ 4a < 0= no hay asintotas verticales.
@ Siag>—1/4= 1+ 4a > 0= hay dos asintotas verticales:

14+ +v1+4a 1—+1+4a
r=— = ——
2 ’ 2

b1 ) b )

b=0
b=1

b2—b+1:1:>{

3.10.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.10.5 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

2r+24 si r< -3
2249 si —3<z<2
—x+15 si > 2

a) Represéntese grificamente la funcién f.

b) Héllese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

c¢) Calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f y el eje OX.
Solucién:

a) La representacién grafica es:
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(-3,18

(2,13)

-12,0) (0,0) (15,0)

b) En z = 1 la funcién es f(z) = 22 + 9 = f/(z) = 2z tenemos f(1) = 10 y m = f'(1) =
2= y—-10=2(x—-1) = y=2x+38

¢) Calculo del area:

1 2 1 3 169 1333
S:7-9~8+/(332+9)dx+7~13-13:81+{x——&—Qm} pl o 2002
2 L 2 3 2 6

Opcién B

Problema 3.10.6 (3 puntos) El beneficio semanal (en miles de euros) que obtiene una central
lechera por la produccion de leche desnatada estd determinado por la funcién:

B(z) = -2 + 7z — 10
en la que x representa los hectolitros de leche desnatada producidos en una semana.

a) Represéntese graficamente la funcién B(z) con z > 0.

b) Calctlense los hectolitros de leche desnatada que debe producir cada semana la central lechera
para maximizar su beneficio. Calcilese dicho beneficio méximo.

¢) Calcilense las cantidades minima y méxima de hectolitros de leche desnatada que debe
producir la central lechera cada semana para no incurrir en pérdidas (es decir, beneficio
negativo).

Solucion:

a) para ello calculamos:

1= Puntos de corte:
Con el eje de abscisas hacemos z = 0 = B(0) = —10 = (0,—10)
Con el eje de ordenadas hacemos B(z) =0= z =2y z=5= (2,0) y (5,0)
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i Maximos y minimos:
7 79
B(z)=-20+7T=0= 0= —> (f 7>
(x) T+ z=3 51

B"(z) = -2= B"(7/2) = =2 < 0 = Méximo

(7/2,9/4)

(2,09 (5.0 X

(0,-10)

b) El beneficio méximo es B(7/2) = 9/4 = 2250 euros con una produccién de 7/2 hectolitros.

c¢) La produccién debe de estar comprendida entre 2 y 5 hectolitros semanales.

3.11. Ano 2010

3.11.1. Modelo

Opcién A

Problema 3.11.1 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién cartesiana:
y=2x

a) Calctlense las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la curva propuesta es
paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

b) Calciilese el area del recinto plano acotado limitado por las gréficas de la curva propuesta,
la recta tangente a dicha curva en el punto P(1,1) y el eje OX.

Solucion:

a) y=x = m=1:

1
y=2’= ¢y =2r=1= 2a=1= a=3

El punto es el (a, f(a)) = (%, i)
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b) Calculamos la recta tangente a la curva en el punto (a,b) = (1,1):
m=f(1)=2=y—1=2@x-1)= 2r—y—1=0

Como se puede apreciar en la figura el drea buscada consta de dos partes, por un lado serd
el drea entre la funcién y el eje de abscisas en el intervalo (0,1/2) y por otra parte el drea
encerrada por las funciones f(z) = 22 y g(x) = 2z — 1 en el intervalo (1/2,1)

¢ /
1/2 $3 1/2 1
51:/ x2dx:{—} =
0 31y 24
¥
! 3 ! 1
Slz/ (x272x+1)dx:{—fx2+m} = — u?
1/2 3 1/2
¢ 1
_ _ 1 9
S = |S1|+|52\ =1 u
/(1,1)
// x
.0 12,0
D
%
Opcién B

Problema 3.11.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
f(z)=az®+b2®>+¢, a,b,ceR

a) {Qué valores deben tomar a, b y ¢ para que la grafica de f pase por el punto (0,0) y ademds
tenga un maximo relativo en el punto (1,2)?

b) Paraa =1,b= —2y ¢ = 0, determinense los puntos de corte de f con los ejes de coordenadas.

¢) Paraa=1,b= -2y ¢ =0, calctilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grifica
de la funcién f y el eje OX.

Solucién:
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0,0) x

| " "

a) Tenemos:

@ Pasa por el punto (0,0) = f(0)=c=0
@ Tiene un méximo relativo en el punto (1,2) = f'(1) =0y f(1) =2:

f'(x) =3az® +2br = 3a+20=0, y a+b+c=2

a+b+c=2 a=—4
3a+20=0 =<{ b=6 = f(z)=—42> + 62>
c=0 c=0

b) Tenemos que f(z) = 23 — 222
Coneleje OX : f(z)=0= 23 -222 =0= 2=0,2=2= (0,0), (2,0).

Con el ¢je OY : x =0= f(0) =0, (0,0)

¢) Luego los limites de integracién serfan los intervalos [0, 2]:

3.11.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.11.3 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por: f(z) =
2

z—1
a) Determinense su asintotas.

b) Calculense sus maximos y minimos locales. Esbdcese la grafica de f.
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c¢) Calcilese el area del recinto plano acotado limitado por las rectas verticales x = 2, z = 3, la
grafica de f y la recta de ecuacién y = x + 1.

Solucién:
a) Asintotas:

@ Verticales: La dnica posible es x = 1

T {1} +
im =|—| =400
z— 1t x—1 0+

@ Horizontales: No hay

., T
lim =00
z—so00o xr — 1
@ Oblicuas: y = mz +n
2
7 :r 7 :I:
m = lim Qi lim 5 =1
r—o0 I r—> 00 T° — I

n= lim (f(z)—mz)= lim < v x):l

Tr—r 00 r—r 00

La asintota oblicua es y = + 1

f(x):m—

Decreciente

Minimo(2,4,

Miiximo(0,0) x

Creciente

Decreciente|

x=1
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x=2 x=3 x

(—O0,0) (0,2) (2,00)
T+ - .
f(x) | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (2, 00), y decreciente en el intervalo (0,1) U
(1,2).

La funcién tiene un Maximo en el punto (0,0) y un Minimo en el punto (2,4).

30 a2 3.2 , .
S:/2 (x_l—x—l)dx:/2 x_ldx:1n|x_1|]2:ln2u

Opcion B
Problema 3.11.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

—22—zx+4+a si z<1
f(x): i si x>1
bx

a) Calctilense los valores de a, b, para que f sea continua y derivable en todos los puntos.

b) Para a = 6, b = 3/4, determinense los puntos de corte de la gréfica f con los ejes de
coordenadas.

¢) Para a = 6, b = 3/4, calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grifica de la
funcién f, el eje OX y la recta vertical z = 2.

. —2r—1 si <1
= 3

Solucion:

a) Tenemos:
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@ Continua en x = 1:

lim f(z)=-2+a, lim f(x):§:>
r—> 1~ b
3
—2+a:B:> —2b+ab=3
@ Derivable en z = 1:
3 3
A )y=-3, (1) = - = -3 = = b=1

@ Continua y derivable en x = 1:

{—2b+ab:3 :>{a:5
b=1 b=1

b) Sia=6,b=3/4:

—22—x4+6 si z<1
f(z) = 4

- si x>1
T

@ Corte con el eje OY: hacemos x = 0, que estaria en la primera rama y tendriamos el

punto (0,6).
@ Corte con el eje OX: hacemos f(x) = 0 y tendrfamos en la primera rama —x? — 2 +6 =
0= z = -3y x =2 pero esta ultima solucién no es valida al no estar en la primera

rama. Tendriamos el punto (—3,0)

¥

4
Para dibujar la grafica observamos que cuando x — 4o0: lim — =0 = y = 0 es una
rT—r 00 I

asintota horizontal. Si, por el contrario, cuando r — —oo: lim (—x2 —x +6) = o0 no
r—r — 00

habria asintotas. Para calcular los extremos, observamos que la derivada de la segunda rama
no puede ser nula y, por el contrario, la derivada de la primera rama se anularia en el punto

2 = —1/2 donde presentarfa un méximo.
c)
1 2 3 2 1
4 56
S:/ (—xQ—x+6)dx+/ Cdr=-T T 46 +4lnx]f: — +4In2u?
_3 1T 3 2 _3 3
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3.11.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.11.5 (3 puntos) El coste de un marco para una ventana rectangular es de 50 euros
por cada metro de lado vertical y de 25 euros por cada metro de lado horizontal. Se desea construir
una ventana de superficie igual a 2 m2. Calctlense las dimensiones (largo y alto) para que el marco
sea lo mas barato posible. Calciilese el precio minimo del marco de dicha ventana.

Solucién:

Llamamos x a la longitud del lado horizontal e y a la longitud del lado vertical.

2
Toy=2= y= p(z,y) =22 + 2y

O(z,y) = 50(z + 2y) = C(z) = 50 (;H %) _ 50(@@*+4)

x
2
—4
C’(x):‘r’o(xiﬁ:():» r=2 z=-2
T
(—o0, —2) (—2,2) (2,00)
C/(LE) + - e
C(z) | creciente | decreciente | creciente

El minimo estaria en el punto z = 2, es decir, el coste minimo seria de 200 euros y corresponderia
a unas dimensiones de 2 metros de lado horizontal y 1 metro de lado vertical.

Opcion B
Problema 3.11.6 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

22 —a si r<-—1
flz)=¢ =322+b si —-1l<z<]1
logz +a si z>1

a) Calctlese a, b, para que f sea continua en todos los puntos.

b) Para a = 0, b = 3, represéntese graficamente la funcién f.
1
c) Para a =0, b = 3, calcilese la integral definida / f(z) de.
-1

Nota.- La notacién log representa logaritmo neperiano.

Solucién:
a) Enxz = —1:
x_h;IEr(QxQ —a)=2-—a, x_li)n_11+(—3ac2 +b)=-3+b= a+b=5
Enz=1:

lim (=322 +b)=-34+0b, lim (logz+a)=a= a—b=—3

r— 1~ rz— 1t

a+b:5 a:l
{a—b:—?, :{b:zl
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b) Tenemos:

2x:2 si r<-—1
flr)=¢ —322+3 si —-1l<z<1
log x si r>1

=3 -2 -1 | 3 & 3 4

-1

1
-1

! 2 3 1
/71 f(z)dx:/ (=3z* 4+ 3)dx = —z° 4+ 3z]_, =4

3.12. Ano 2011

3.12.1. Modelo

Opcién A

Problema 3.12.1 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
f(z) =223 + az® + bx — 6

a) Calcilense a y b para que la funcién f tenga un méximo relativo en z = 1 y un minimo
relativo en x = 2

b) Para a = b = 0, calctlese el 4drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f y la
recta de ecuacién y = 8z — 6.

Solucion:

a) f'(z) = 622 + 2az + b.
f tenga un méximo relativoen zx =1 = f'(1)=0= 2a+b=—6
f tenga un minimo relativoen r =2 = f'(2)=0=— 4a+b=-24

{ 2a+b=—6 {a:_g :>f(x)22x3f9x2+12x76

da+b=-24 b=12
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b) a=b=0= f(z)=22%—-6y g(x) =8z — 6:
flx)=g(x)= 20" -6=8—-6= 20" -8 =0= =0, v =+2

Limites de integracién: [—2,0], [0, 2]

Sy = /0 (20 — 82) da = F(0) — F(—2) = 8

Sy = /2 (20° — 82) dz = F(2) — F(0) = —8
0

S = |51| + |SQ| =16 u?

40

10

-10

—40

Opcién B

Problema 3.12.2 (3 puntos) Una empresa produce cable de fibra dptica, que vende a un precio
de x euros por metro. Se estima que la venta diaria de cable (en miles de metros) se expresa en
términos del precio mediante la funcién:

6

Do) =3

a) Obténgase la funcién I(x) que determina los ingresos diarios de la empresa en funcién del
precio x.

b) Calctlese el precio  que ha de fijarse para que el ingreso diario sea maximo y calctlese dicho
ingreso maximo.
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¢) Determinense las asintotas de I(x) y esbdcese la grifica de la funcién I(z).

Solucién:
a)
6000z
() = 5——
@)=
b)
6000(1 — 22)
(700771) (7171) (1700)
I'(z) — + -
I(x) | decreciente | creciente | decreciente

La funcién presenta un maéaximo en el punto de abscisa z = 1 lo que supone un ingreso

méximo: I(1) = 3000 euros.

¢) Asintotas:

@ Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.

@ Horizontales:

6000z

@ (Oblicuas: No hay por haber horizontalesa

Medximeo (1,3000)

=0=

m ———7 =
cc‘)ooaj2+1

y=20
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3.12.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.12.3 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por: f(z) =
3z

-

a) Especifiquese su dominio de definicién y los puntos de corte de la grafica con los ejes coor-
denados. Determinense las asintotas de f.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa z = 1.
3
c¢) Calcilese la integral definida / f(z)dzx
2

Solucion:

a) Dom(f) = R — {£+/2}y el tinico punto de corte es (0,0).
Asintotas:

@& Verticales: z = /2 yx= -2

YO S )
o _yz- X2 =2 | 0t |
tm 2 [V
I_)_\/§+x2—2__ 0- N
lim

3z [3V2 o
vz @2 =2 | 07 |

[3v/2
T 3*@ — too

z—)\/ﬁ+x272: 0+

@ Horizontales: y = 0

3 3z
wE)noog:Q—Q_O

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) F(1) =3 f'e) = {533 = f(1) =9

y+3=-9(z-1)= 92+y—-6=0

In

3 3
/ 2 p=mpe? -2 =
2 I -2 2 2

N W
N~

= 1,879
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Opcién B
Problema 3.12.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

a
— si < —1
x
2
¥ —b
siox>-—1
4
a) Calcilese a, b para que f sea continua y derivable en x = —1

b) Para a = 1, b = 3, represéntese graficamente la funcién f.

3
¢) Calculese el valor b para que / f(z)dx = 6.
0

Solucion:
a)
2 siox<—1 _E si z<—1
T 22 =
2 =
x4—b siox>-—1 g sioz>-1
Por la continuidad en z = —1:
a
m—h>n—11— f(l’) \ z—h>n—ll— ; N7
B B 22—b 1-b
w—ll}IEI+ f(.’E) o ;c—h>m—1+ 4 a 4
1-b
—a=——= 4a—-b=-1
Por la derivabilidad en x = —1
1
J-17)=—a f(-1)=-F=a=3
Luegob=3ya=1/2.
b) Paraa=1,b=3:
1
— sio z<—1 _1 sioz<—1
T 22 =
=
2 _
x43 sioax>-1 g siox>-—1
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3.12.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.12.5 (8 puntos). Se considera la funcién real de variable real definida por: f(z) =
(x+1)2
2241
a) Determinense las asintotas de f. Calctlense los extremos relativos de f.

b) Represéntese graficamente la funcién f.

¢) Calculese el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f, la recta horizontal
y =1, la recta vertical x = 1.

Solucion:

Q) flo) =S

2417

& Asintotas verticales no hay ya que el denominador no se anula nunca. Horizontales:

Oblicuas no hay por haber horizontalesa

8 f(2) = 72(x2 -1

— = =41
@21 1)2 0= =z

(—o0,—1) | (-1,1) (1,00)
f'(x) - + -
f(z) | decrece N\ | crece A/ | decrece N\

La funcién presenta un minimo en el punto (—1,0) y un mdximo en el punto (1, 2).

b) La funcién tiene un punto de corte con los ejes en (0, 1):
¥
Miiximo(1,2)

Astutota: y=1 0,1)

Minimo(-1,06)

1 2 1
1 2
0 0

2 4+1 241
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Mxineo(1,2)

Asintota: y=1 (0,1)

Minimo(-1,0)

Opcién B
Problema 3.12.6 ( 3 puntos). Se considera un rectdngulo R de lados z, y.

a) Si el perfmetro de R es igual a 12 m, calcilense z, y para que el drea de R sea méaxima y
calcilese el valor de dicha drea méaxima.

b) Si el drea de R es igual a 36 m? , calciilense x, y para que el perfmetro de R sea minimo y
calcilese el valor de dicho perimetro minimo.

Solucion:

a) El perfmetro 2z + 2y = 12 = z+y = 6 = y = 6 — x. Hay que optimizar la funcién
S(z,y) =z -y = S(z) =2(6 —z) = —2* + b

S'(z)=-2r4+6=0= =3

(_007 3) (3a OO)
f'(x) + -
f(z) | creciente /| decreciente N\

Luego la funcién presenta un maximo en z = 3m, luego y = 3m lo que corresponde a un
area de 9m?.

b) Ahora sabemos que R = x -y = 36 = y = 36/x y queremos optimizar el perimetro
P(z,y) =2x+ 2y = P(x) =22+ 72/x:

222 + 72 222 — 72
P(x):L: P'(m):%zo: r = =+6
x x
(700, 76) (*Ga 6) (Gv OO)
f'(z) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente N | creciente

Luego la funcién presenta un minimo en x = 6 m y, por tanto, y = 6 m.

3.12.4. Reserva
Opcién A

Problema 3.12.7 ( 8 puntos). Se considera la funcién real de variable real definida por: f(z) =
2(x — 1)%(z +3)

a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. Calctlense sus extremos relati-
VOS.
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b) Calculense los puntos de corte de la gréfica de f con el eje OX. Esbécese la gréfica de f.

c¢) Calcilese el valor del drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f y el eje OX.

Solucién:
a)
f(x)=2(z—-1)Bx+5)=0= z=1, z=-5/3
(—OO,—5/3) (_5/?’;1) (1700)
FE |+ = T
f(zx) creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —5/3) U (1, 00) y es decreciente en (—5/3,1).

La funcién presenta un méximo en el punto (—5/3,512/27) y un minimo en (1,0).
b) Para x =0 = (0,6) y para f(z) = 0= (1,0), (-3,0)
Méximo(-53,512127)

(1
3,8, ¥

Minimo(1,8)

1 1
/ 2(x—1)2(m+3)d:r:/ (223 + 22% — 102 + 6) do =
—3 -3
at 228 Yoo
N >~ _s5 2 6} e 2
5 + 3 x” + 0z , 3 U

¥

Mximo(-53,512127)

(%8
3.9, ¥

Minimo(1,0)

Opciéon B
Problema 3.12.8 (3 puntos). Se considera la funcién real de variable real definida por:

_ ar? si x<1/2
f(x)_{ba:+c siox>1/2

Calculense los valores de a, b, ¢ para que f satisfaga todas las condiciones siguientes:
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® q>0
@ La funcién f es continua y derivable en z = 1/2.

@ El valor del area del recinto plano acotado limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y
las rectas verticales x = —2, x = 0, es igual a 32/3.

Solucion:

@ Por la continuidad en z = 1/2:

a
i = i 2=
i Sle)= lm e =g
Ii = lim  (br+e) =<
z—>1(1m/2)+ fx) I_>1(1n1/2)+( x4 ¢) 5 +c
a

b
Z—§+c:> a—2b—4c=0

@ Por la derivabilidad en z = 1/2:

{an siox<1/2 :>{§/((1/2)7§:

F@=1" z>1/2

@ Por el drea:

Luegoa=4,b=4yc=—1.

3.13. Ano 2012

3.13.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.13.1 (3 puntos) Una empresa de productos de limpieza fabrica cajas de cartén con
tapa, para comercializar un determinado tipo de detergente. Las cajas son prismas rectos de 9000
ecm? de volumen y base rectangular de largo igual al doble de su anchura. Calctilense las dimen-
siones en centimetros (largo, anchura, altura) que ha de tener cada caja para que la superficie de
carton empleada en su fabricacién sea minima.

Solucion:

T

4500
V =227y = 9000 = y = —;
X
27000 4> + 27000
S(x,y) = 42* + 6ry = S(x) = 42 + = * +ac
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828 — 27000

5 0= x2=15

S'()

x
Comprobamos que es un minimo por la segunda derivada

8(a? + 6750)
CES

S (x) = = 5"(15)=24>0

Luego se trata de un minimo en = = 15. Las cajas tendran de dimensiones: 15 c¢m de ancho, 30 cm
de largo y 20 cm de alto.

Opcién B

Problema 3.13.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

204+ 2 si <0
f(x)=¢ ar?+bx+c si 0<z<3
3—x si >3

a) Calctlense a, b y ¢, para que la funcién f sea continua en todos los puntos y derivable en
z=0.

b) Para a = 0, calcilense b, ¢, para que la funcién f sea continua en todos los puntos y calctlese
el area del recinto plano acotado limitado por la grafica de f y el eje OX.

c) Paraa=b=1, ¢ =2, calcilese la integral definida ffl f(z)dx.
Solucién:
a) f continua en z = 0:

lim f(zr)=2, lim f(x)=c= c=2
rz— 0~ z— 0t

f continua en z = 3:

lim f(z)=9a+3b+¢, lim f(z)=0= 9a+3b+c=0
z—> 3+

r—> 3~

f derivable en x = 0:

2 si z <0

fl(x)y={ 2ax+b si 0<zx<3
-1 si r >3

f(07)y=2, f(0")=b= b=2
c=2 a=-8/9
9a+3b+c=0 — b=2
b=2 c=2

b) Sia=0:

20+ 2 si z <0

flz) = br+c si 0<x<3
3—x si z>3

f continua en z = 0:

lim f(r)=2, lim f(x)=c= c=2

z—> 0~ z—> 0t

237



f continua en z = 3:

lim f(x)=3b+¢, lim f(zr)=0= 3b+c¢=0
z— 3t

r—> 37

Luego b=—-2/3y c=2:

20+ 2 si z <0
f(z) = —2/3x+2 si 0<x<3
3—x si z>3
s1 S
10) (3.0)

0
5’1:/ (2x+2)dx:x2+2x](11:1

-1
3

3 9 22
52:/ (—zx+2)de=——+2z| =3
o 3 3 0

S = |Sl|+|SQ| =4 2

¢) Sia=b=1,c¢=2:

20+ 2 si <0
flz) = 24+zr+2 si 0<x<3
3—x si x> 3

/3 f(x)dx:/o (2x+2)dz+/03(x2+x+2)dx:

-1 -1
o | ab  a? r‘ 39 41
B 0

3.13.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 3.13.3 (3 puntos) Una empresa vinicola tiene plantadas 1200 cepas de vid en una
finca, produciendo cada cepa una media de 16 kg de uva. Existe un estudio previo que garantiza
que por cada cepa que se anade a la finca, las cepas producen de media 0,01 kg menos de uva cada
una. Determinese el nimero de cepas que se deben anadir a las existentes para que la produccién
de uvas de la finca sea maxima.

Solucion:
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2: N2 de copas que debemos afiadir. La produccién vendrs dada por la siguiente funcién:

f(z) = (16 — 0,012)(1200 + x) = —0,01z* + 4z + 19200
fl(x) = 0,022 +4=0= x =200

" (z) =—-0,02 = f"(200) < 0 = en x =200 hay un mdximo

Luego hay que anadir 200 cepas.

Opcién B
Problema 3.13.4 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(x)*{ 22 —4x+3 si z<1
Tl —22442-3 si o z>1

a) Estudiese la continuidad y la derivabilidad de la funcién f.
b) Represéntese gréficamente la funcién f.

¢) Calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grifica de f, el eje OX, el eje OY,
y la recta x = 2.

Solucion:

a) f continua en z = 1:
lim f(z)= lm f(z)=f(0)=0

r—1— r— 11

f no es derivable en xz = 1:

ra={ i 5 25 = M = rasren

Luego f no es derivable en z = 1.

b) Representacion:
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0,3)

Mix(2,1)

(3.0)

¢) Area:

(1,0)

0,3)

Mix(2,1)

(1,0)

! 3 Yoy
Slz/($274z+3)dx:—72x2+3x} ==
0 0o 9
2 x3 2
52:/(—x2+4:v—3)dx:——+2x2—3x} =
1 3 3
4 2
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3.13.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

4 — 2x
x2

Problema 3.13.5 (3 puntos) ) Se considera la funcién real de variable real f(z) =

a) Determinense los méximos y minimos locales y los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcién f.

b) Héllense los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad y convexidad de f.

¢) Determinense las asintotas y los puntos de corte con los ejes. Esbécese la gréfica de f.

Solucion:

a)

20— 8
) — — -
fi(z) = o 0=— =4
(700,0) (074) (4700)
@ =+ - ~
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo: (—oo, 0)U (4, 00) y es decreciente en el intervalo (0, 4).

Hoy un minimo local en el punto (4, —1).

b)
24 — 4x
f'(z) = o =0= =6
(—00,0) | (0,6) (6, 00)
0 I I
f(z) | convexa | convexa | céncava

La funcién es convexa en el intervalo: (—o00,0) U (0,6) y es céncava en el intervalo (6, 00).

Hay un punto de inflexién en el punto (6, —2/9).
¢) @ Puntos de corte: Con el eje de ordenadas no hay y con el eje de abscisas 4 — 22 = 0 =
x = 2, se trata del punto (2,0).
@ Asintotas:

a) Verticales: x =0

o 4-2w { 4 } .
1m = =
z— 0t a2 0+ >
T 4—2%_{4}_4_00
z— 0~ 332 n 0+ -
b) Verticales: y =0
3 4 — 2x
lim =0

z— 0t T

¢) Oblicuas no hay por haber horizontales.

d) Representacién gréfica:
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=

. Inflexion (6,-2/9)
Minimo (4,-1)

x=0

Opcién B
Problema 3.13.6 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

b
fl@) = az* -2

a) Hallense los valores de a y b para que la recta tangente a la gréfica de f en z = 1 tenga como
ecuacion y = 3z — 2.

b) Hallense los valores de a y b para que la funcién f tenga en (1,0) un punto de inflexién.

1
c¢) Héllense los valores de a y b de manera que f no tenga asintotas y / f(z)dx = 1.
0

Solucién:
f(z) = az® — g f'(z) = 2az + x% f"(x) = 2a — ii;
a)
LI 2%t = {02t
b)

{f(l):0:> a—b=0

1) =0= 2a—2p—=0 277

¢) Para que no tenga asfntotas: b =10
1 1 311
/ f(x)dx:/ atdr=2| =2 =1= a=3
0 0 31 3

3.13.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.13.7 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por: f(x) =
z(2z — 1)
z—1 =

a) Determinense las asintotas de f . Calcilense los extremos relativos de f .

b) Represéntese graficamente la funcién f.
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c) Calcﬁlese/ f(f) dx.
2 xz

Solucién:
a) Asintotas:

@ Verticales: z =1

., xz(2z—1) { 1 }
lim =|—|=-
z—1- x—1 0-
z(2x — 1) { 1 }
If = || =
1 -1 or) =1
@ Horizontales: No hay
,ox(2x—1)
lim =00

@ Oblicuas: y = mx +n

T—> 00 T—> 00 x—1
y=2zr+1
Extremos:
222 — 4z + 1 V2 V2
) =22 T 2 P =1- 2=
f(SC) ($—1)2 0= Z1 + 9 T2 9

2 f"(x1) > 0= en x; hay un minimo
" _ 1 1
Fiw) = (z—1)3 —4 { f"(z2) <0 = en z; hay un mdximo

b) Representacion gréfica:

x=1

5 5 —
c) / f(x)dx:/ 2@ 1dac:ln|$2—x|]5=1n10-
2
2 2 x

22 22 —
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Opcién B

Problema 3.13.8 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

ar+b si <1
f@={ S

—224+1 si z>1
a) Calcilense los valores de a y b para los que la funcién f es continua y derivable.

b) Para a = 0y b = 1, héllese la ecuacién de la recta tangente a la grifica de f en los puntos
en los que dicha tangente es paralela a la recta y — 8z = 1.

c) Sea g la funcién real de variable real definida por g(z) = 1—2z2. Paraa = 1y b = 0, calciilese
el area de la region plana acotada limitada por la grafica de f y la grafica de g.

Solucion:

a) f continua en z = 1:
lim f(z)= lim (ax+b)=a+b
r—1— r—1—
lm f(z)= lim (3 —22+1)=1

r— 1t r—> 1~

lim f(z)= lim = a+b=1
rz—> 1 z—> 11+

f no es derivable en z = 1:

\
N
[
[
~—
Il

ron a si x<1 {f a
f(l’)*{:ax?—m s x>1 L pat=1 — =1
Luegoa=1y b=0.
b)y—8r=1=—= y=8r—1=—= m =38
, . 1 si <1
f(x)_{sﬁ—zx sioz>1
Las soluciones estaran cuando z > 1 = 322 — 2z =8 = z =2y x = —4/3, esta tltima

solucién no es vélida, y el punto de tangencia es (2, f(2)) = (2,5). La ecuacién de la recta
tangente a la funcién f es y — 5 = 8(z — 2).

c)

T si x<1
f(x)i{xlg—xQ—I—l sioz>1

f(x) = (x):>{ z =1~ 22" siozsl
=49 -2 +1=1-22%2 si z>1

{2302—1—90—1:0 si <1 {x:—l, r=1/2 si <1
24+ 22=0 si x>1 r=0, z=—-1 si x> 1 No valen
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1/2 9
71 _

3.14. Ano 2013

3.14.1. Modelo
Opcién A
322 -5

Problema 3.14.1 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real f(x) = 1
T

a) Héllense sus asintotas horizontales, verticales y oblicuas.

b) Héllense los puntos de corte de la gréfica de f con los ejes de coordenadas y sus intervalos
de crecimiento y decrecimiento.

Solucion:
a) @ Verticales: z = —1:
322 -5 {—2} N
= _— = X0
z——1- x+1 0~
322 -5 {—2}
= e = —0
z—s -1+ x+1 0+
@ Horizontales: No hay
i 322 -5 n
im =400
@ Oblicuas: y = mzx —n
) ) 322 -5
m= lim —= = lim 5 =
rT—r o0 I z— o0 T4+ x

27 — —
n= lim (f(z)—ma)= lim <3I 57350): lim M:,?)

y=3x—3

b) @ Puntos de corte:
Con el eje OY: hacemos z = 0 = (0, —5)

Con el eje OX: hacemos f(x) =0 = (—+/5/3,0) v (1/5/3,0)
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@& Curvatura:
f'(x) = 32% + 62 + 5(x + 1)* # 0 = no hay extremos

Como f’(x) > 0 siempre podemos asegurar que la funcién es creciente en todo el dominio
R —{0}.

y=3x-3

Problema 3.14.2 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real

—22-3x4+5 si z<1
f(z)i{ 2 si oz>1

a) Estudiese la continuidad de la funcién en R.

2
b) Calcfﬂese/ f(z)dx
0
Solucién:

a)
lm  f(z)= lim (—2*—-3z+5)=1

r— 1~ r—> 1~
it = I 2=1
xﬁlinlJr f(l') IﬂJr v
Luego la funcién es continua en « = 1 por ser iguales los limites laterales y ademds f(1) = 1.
b)
2 2
/ f(m)dxz/ (—J;2—3J;—|—5)dx—|—/ 2 de =
0 1

1
0
1

) 242
3 2 } 23
0

19 7 11

, 6 3 2

xT
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Opcién B

Problema 3.14.3 (2 puntos) El coste de fabricacién de una serie de hornos microondas viene
dado por la funcién C(x) = 22 + 40z + 30000; donde z representa el nimero de hornos fabricados.
Supongamos que cada horno se vende por 490 euros.

a) Determinese la funcién de beneficios.

b) ;Cuantos microondas deben fabricarse y venderse para que los beneficios sean méaximos?
;,Cual es el importe de esos beneficios maximos?

Solucion:

a) Si llamamos = al nimero de hornos vendidos la funcién beneficio sera:

B(x) = 490z — (22 + 40z 4 30000) = —z% + 4502 — 30000

B'(x) = -2z +450=0 = z =225

B"(z) = =2 = B"(225) = -2 < 0 = en z = 225 hay un méximo. El beneficio maximo
se obtiene al venderse 225 hornos y serfa de B(225) = 20625 euros.

3.14.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.14.4 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
3¢~

a) Obténgase la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto =0

b) Calcilese el area de la regién plana acotada limitada por la grafica de f, las rectas z = 0,
x =0,5y el eje de abscisas.

Solucioén:
a) f'(z) = —6e** = f'(0)=—6y f(0) =3 =

Yy—3=—-6r= 6x+y—3=0
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Opcién B
Problema 3.14.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

X

e si x<0

fla) = a—+ 3x g >0
2 —4x +3 Sr=

a) Estudiese la continuidad de f en x = 0 para los distintos valores del pardmetro a.

b) Determinense las asintotas de la funcién.

Solucion:
a)
lim f(z)= lim e"=1
r— 0~ r— 0~
a+ 3x a
Ii = lim 2 _2
@)=l mt3 3

Luego la funcién es continua en x =0si a/3=1= a = 3.
Si a # 3 hay una discontinuidad no evitable:

lim  f(a)# lim f(x)

z— 0~

b) Asintotas:
Six < O0:

@& Verticales: No hay

@ Horizontales: lim e*=0=— y =0

r—r — 00
@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales
Siz>0:

@ Verticales: 22 — 40 +3=0= 2=1, =3

e z = 1: pueden ocurrir que a = =3 0 a # —3.
o a = —3: No hay asintota, se trata de una discontinuidad evitable.
3 -3+ 3z 3
lim

z—>1x274:17+3:§

o a # —3: Si hay asintota

a+3x
lim ———— =+
51 22 — 4y +3 o
e Si x = 3 pueden ocurrir que a = —9 0 a # —9.
o Si a = —9: No hay asintota, se trata de una discontinuidad evitable.
, -9+ 3z 3
lim ———— =

o322 —dr +3 2
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o Si a # —9: Si hay asintota:

, a+ 3z
lim

R B S
c—3x2 —4x 4+ 3 o

. , a+ 3z
- : _ = =
@ Horizontales . hmOO 2 —dr 13 0= y=0

@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales

Problema 3.14.6 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
z(5 — x)?

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
b) Determinense los intervalos de concavidad y convexidad de f.

Solucion:

a) fl(z)=(x—-5)Bx—5)=0= =35, aszg

(_0075/3) (5/3a5) (5,—|—OO>
FE + : T
f(z) | creciente | decreciente | creciente

f es creciente en el intervalo (—o00,5/3) U (5, +00) y decreciente en (5/3,5). Presenta un
méximo en = 5/3 y un minimo en z = 5.

b) f'(x) =6z —20=0=> z=10/3

(—00,10/3) | (10/3,400)
TE] ¥

f(z) convexa céncava

f es convexa en el intervalo (—oo, 10/3) y céncava en (5, +00). Presenta un punto de inflexién
en z = 10/3.

3.14.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A

Problema 3.14.7 (2 puntos) Calctilese la derivada de cada una de las funciones siguientes (Inz
denota al logaritmo neperiano de x):

a) f(x)= (2 +22) -Inx

2x 2
b =) . ex
) o) = e
Solucién:

3
2
a) f’(x):(3x2+2)lnx+x + $:(3m2+2)lnx+aﬁ2+2
b) g(a) = BN 2 2 W2 _ 27 (22% — 222 — 1)
T =" e ¢ Tr-1¢ T (x 1)



Problema 3.14.8 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = 222 + 2z — 4
a) Represéntense graficamente f.
b) Calctlese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f y el eje de abscisas.
Solucién:

a) Puntos de corte: (0,—4), (1,0) y (=2,0); f'(z) =4 +2=0= 2z =-1/2, f'(z) =4 =
f"(-1/2) =4> 0= (—1/2,—-9/2) es un minimo. Su gréfica:

Y

(-2, (L,0), %

0,-4)
Min(-1/2,-9/2

b) 22 —6z=2—-10= z=2yz =5

_ 23

F(w):/f(x)dmz/(2x2+2x—4)dx—7+m2—4x

1
S :[2 f(z)dz = F(1) — F(—2) = —9
S:\Sl|:9u2

Opcién B
Problema 3.14.9 (2 puntos) Supongamos que el consumo eléctrico de un pais (expresado en
gigavatios) entre las 0 y las 8 horas viene dado por la funcién ¢(z) = 10z — 22 + 16, con 0 < z < 8.

a) Determinese cudles son el consumo méximo y el minimo en ese intervalo de tiempo, y los

instantes en los que se alcanzan.
. [8 c(x) dx .
b) Calciilese “>—=-— (que representa el consumo medio a lo largo de esas 8 horas).
Solucién:

a) d(z) = -2r+10=0= z =5como ¢’(z) = -2 = "(5) = -2 < 0 = (5,41) es un
méximo local. A partir de este punto la funcién empieza a decrecer hasta llegar al punto de
corte de la funcién c¢(z) con la recta x = 8 serfa (8,32) y con la recta = 0 serfa (0, 16).
El consumo minimo es a las 0 horas con 16 gigavatios y el maximo a las 5 horas con 41
gigavatios.

18 1 8 1 3 ® 104
b) 7/ c(x)dx:f/(10x7x2+16)d1::f(5z27£+16x>} _ 10
8 /s 8 /s, 8 3 .
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3.14.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.14.10 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =

3

z2 -9
a) Hallense las asintotas de f.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa z =1

Solucidn:
a) Asintotas:

@ Verticales:

3

T 27

r=3— llm —=|—
z—3+ 22— 9 ot

. i x3 {27}
= 4-o0; m ——=|—|=-00
e 3- 22 -9 0~

3— i cal {—27} N y a® {—27}
= — 1m —_— — = : 1m —_— — = —
o t—s -3+ 22 -9 0- e 229 o+ >

@ Horizontales: No hay

lim 2x =00
z—so0 2 —9
@ Oblicuas: y = mz +n
3
m = lim ﬁ — 3x =
r—r o0 I xs — 9z
b)
2(,.2
, x?(x® — 27) , 13 1
= 1 = 1) = ——: 1) = ——
flo) =iy = ) =5 f) =g
La recta tangente en su ecuacién punto pendiente es:
1 13
= (-1
yrg= b
Opcién B

Problema 3.14.11 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

ar® -3 si x<1

fz) =
In(2xr—1) si z>1

a) Calcilese a para que la funcién f sea continua en todo R:
b) Represéntese graficamente la funcién para el caso a = 3.

Nota: Inx denota al logaritmo neperiano del niimero x.
Solucién:
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lim f(z)= lim (az?—-3)=a—3

r— 1~ r— 1~
Ii = 1If In(2z —1) =0
L SE) = L, e =)
Luego la funcién es continuaen z =1sia—3=0=— a = 3.

b)
322 —3 si x<1
fla) =
In2z —1) si x>1

8
A

[

Problema 3.14.12 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
x

x2+4
a) Determinense los extremos relativos de f.

b) Calctilese la integral definida fol f(z)dzx.

Solucién:
2244

(z00,=2) | (=2,2) | (2,+0)
f'(x) - + -

f(z) | decreciente | creciente | decreciente

f es decreciente en el intervalo (—oo,—2) U (2,+00) y creciente en (—2,2). Presenta un
méximo en (2,1/4) y un minimo en (—2,—1/4).

! Vo 1, }1 1 (5) \ﬁ
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3.14.5. Extraordinaria-Coincidente

Opcién A
Problema 3.14.13 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por
2 +3
fa) =5

a) Hallense sus asintotas horizontales, verticales y oblicuas si es que existen.

b) Determinense los puntos de corte con los ejes de coordenadas y sus intervalos de crecimiento
y decrecimiento.

Solucion:

a) Asintotas

@ Verticales: x = —1
2243 4} , z2+3 {4}
m =|—| = —00; m = |—| =+00
z——-1- z+1 0- z— -1t z+1 0+
2
3
@ Horizontales: No hay. lim i
z—>oc0 1+ 1
@ Oblicuas: y=mr+n=— y=ax—1
2
m= lim 1@ _ gy T3,
r—o0 I r— oo 4+ x
2
3 — 3
n= lim (f(x)—ma)= lm (:c i 71'): lim Tt =-1

b) Los puntos de corte con eje OX no hay y con el OY es el (0, 3).

2
joo T +2x—3 . _
f(ye)77(36+1)2 =0=z=1, z=-3

(—OO, _3) (_351) (LOO)
f'(z) + - +
f(x) | creciente /| decreciente N\ | creciente

La funcidn es creciente en el intervalo (—oo, —3) U (1, 00) y decreciente en (=3, —1) U (—1,1).
La funcién tiene un méximo local en z = —3 y un minimo local en z = 1.

Problema 3.14.14 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
{ 423 -30  si x <2
322 +2x4+b si z>2

a) Determinese el valor de b para que la funcién sea continua en R.

b) Para b= 0, calcilese f03 f(z)dx.

Solucion:
a) lim (42® —30)=2; lim (32 +22+b)=16+b= b= —14
T—> 2~ r—s 2t
b)

3 2 3
/ f(x)d:z::/ (4:63—30)dx+/ (32% 4+ 22) dx =
0 0 2
et = 302], + 2® + 2%], = —20
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Opcién B
Problema 3.14.15 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = 223 —92%+12z

a) Determinense los puntos de corte con los ejes de coordenadas asi como sus limites cuando z
tiende a infinito y a menos infinito.

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como sus méximos y sus
minimos locales.

Solucién:
a) El tinico punto de corte es el (0,0).

lim  (22° — 92 +122) = —o00, lim (22% — 92 + 122) = 0

r—>r —00 Tr—> 00

b) f'(z) =622 - 182+ 12=0= o=1, v =2

(—00,1) (1a2) (QaOO)
f'() + - +
f(x) | creciente ' | decreciente \ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,1) U (2,00) y decreciente en (1,2). La funcién
tiene un méximo local en (1,5) y un minimo local en (2,4).

3.15. Ano 2014

3.15.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.15.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

—4

—1 si <0
x + 2
f(z) =
1 .
si >0
r+1

a) Determinense las asintotas de la funcién y los puntos de corte con los ejes.
1

b) Calctilese / f(z)dx
-1

Solucién:
a) Asintotas:

@ Siz <0:Enz= -2 hay una vertical

lim _”"_6—{_—4}—%0 Ifm _“”_6—{_—4}——00
e 2 x+2 L0—] T oe e+ 42 Lot

En y = —1 hay una horizontal

1m
Tr—> —00 J,‘—|—2
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@ Siz > 0: No hay una verticales y en y = 0 hay una horizontal

1
lim =0

Puntos de Corte:

@& Siz<0= (0,—-3) (—6,0)
@ Siz > 0= No hay puntos de corte

b)
/1f()d /0(_4 1)d +/l L
x)dr = — i ——dx =
-1 1 \z+2 o T+1
—4lnjz+2| - x]gl + Injz + 1|](1) =-1-3In2
Opcién B
Problema 3.15.2 (2 puntos) La figura representa la gréfica de una funcién f : [—6;5] — R.

Contéstese razonadamente a las preguntas planteadas.

2

T /
v //
& y (4 3 2 1 - 1 2/3/ 4 5

a) jPara qué valores de x es f/(z) > 07
b) ;En qué puntos del intervalo [—6,5] f alcanza sus extremos relativos?
¢) (Cuél es el signo de f; f(z)dz?
d) ;En qué valores de (—6;5) f no es derivable?
Solucién:
a) f'(z) >0en (—6,—2)U(1,5).

b) En z = —2 hay un méximo relativo, en z = 1 hay un minimo relativo, en x = —6 hay un
minimo absoluto y en = 5 hay un méximo absoluto.

c¢) Es claramente negativo: El drea encerrada por la curva y el eje de abscisas entre z = 2 y
x ~ 3,5 es mayor que el drea encerrada por la curva y el eje de abscisas entre z ~ 3,5 y
T =4.

d) La funcién f no es derivable en x = 1, en este punto la funcién hace un pico, y en él se
podrian trazar infinitas tangentes. Las derivadas laterales no coincidirian.
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Problema 3.15.3 (2 puntos) Sea

f<x)_{2x2—ax—|—1 si <1
Tl —2?24+3r-b si ox>1
a) Determinense los valores de a y b que hacen que f sea continua en z =1y que f (%) =1

b) Para el caso en el que a = 1 y b = 4, hdllese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de
fenx=3.

Solucion:
a)
lim (22° —azx+1)=3—a

= a—b=1
h’m+(—x2+3x—b):2—b

3 3\° (3) 1
f(z)**(i) t3lg) == 0=
Luegoa=3y b=2.

b)
_ 2% —2x4+1 si z<1 , _{ 4r—1 si <1
f<x)_{—:r2+3x—4 soz51 2 F@=0 0003 s 251

Tenemos f(3) = —4, el punto de tangencia es (3, —4). La pendiente de la recta tangente en
este punto es m = f/(3) = —3. La ecuacién de la recta en su forma punto pendiente es:

y+4=—3z-23)

3.15.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.15.4 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
r+a si r<l1
-2 si 1<z<3
r+b s >3

a) Determinense a y b para que f sea continua en todo R.

3
b) Calcﬁlese/ f(x)dx.
1

Solucion:

a) Para que f sea continua en z = 1:

lim f(z)= lim (z+a)=14a

r—> 1— r—> 1~
If = I 2_92)=-1
i S =t =)

l+a=—-1= a=-2
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Para que f sea continua en z = 3:

lim f(z)= lim (2*-2)=7
T—> 37 T—> 37

I = I b)=3+10
i, S =l o) =3+
7T=3+b=—= b=4

’ ’ 3 14
/lf(rf)dac:/1 (w2f2)d:£:%—2x ==

Opcién B
Problema 3.15.5 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real f(z) = 423 — 322 — 2z.
a) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa = = 1.

3
b) Calcfﬂese/ f(x)dx.
2

Solucion:
a) f(r) = 1222 — 62 — 2:
b= 1) =1, m=f(1)=4,— y+1=4(-1)

3 3
b) / fz)dx = / (423 — 32° — 2x)dr = x* — 2% — xz];” =41
2 2

Problema 3.15.6 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

a) Determinense sus asintotas.
b) Determinense el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
Solucién:

a) Verticales: z = 2

2
lim :{
T—2- & — 2

4
0

o E {i} = 400

z—2t x — 2 0t

Horizontales: No hay

, x
lim =00
z—ro00 xr — 2
Oblicuas: y =mz+n=—= y=x + 2
2
m= tim L%~ i =1
r—r o0 I z—r oo T2 — 20

n= lim (f(z)—mz)= lim ( v —:z:):2

T—> 00 rz— o0 \qx — 2
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b) Dom(f) = R —{2}

xr° —4x

(700,0) (074) (4700)
S : -
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcidn es creciente en el intervalo (—oo,0) U (4, 00) y decrece en el intervalo (0,2)U(2,4).
La funcién tiene un minimo relativo en el punto (4,8) y un méximo relativo en el punto
(0,0).

3.15.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 3.15.7 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

a) Hallense sus asintotas horizontales y oblicuas, si es que existen.

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucién:

a) Asintotas:

@ Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.

3

@ Horizontales: No hay, lim ——— =00
@ Oblicuas: y=mr+n— y==z
3
m= tm 1@ g T
r— 00 I r—ro0 2 + I

n= lim (f(z)—mz)= lim < v x):()

T —> 00 r—> 00 $2+1

372 1'2
b) fo) =

en el dominio de la funcién y, por tanto, es creciente en R y no tiene extremos.

=0 = z = 0, pero en este punto no hay un extremo dado que f’(z) >0
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(0,0)

Opcién B
Problema 3.15.8 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

2 i
f(a;):{x +2 si >0

mz—6 o <0
r—3

a) Determinese para qué valores del pardmetro m la funcién f es continua en x = 0.

b) Calctlese la recta tangente a la grafica de f en x = 5.

Solucién:
-6
lim f(z)= lim 22 =9
r— 0~ z—0- T —3
) = f continua en x = 0 independientemente del valor
lim f(z)= lm (z*+2)=2
z—> 0t z—> 0t
70)=2

que tome el parametro real m.

b) En x =5 b= f(5) = 27 = el punto de tangencia es el (5,27). f/'(z) = 22 = la pendiente
de la recta es m = f'(5) = 10. La recta tangente es: y — 27 = 10(z — 5) en su ecuacién punto
pendiente.

(5x + 7)10

Problema 3.15.9 (2 puntos) Para la funcién real de variable real f(x) = 5

a) Calcilese su funcién derivada.
b) Calcilese [ f(x)dx.

Solucion:
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a) f'(z) =25(52 +7)°
b) / (5 + 7)10 e (5z 4+ 7)1 ‘e

2 110

3.15.4. Extraordinaria
Opcion A

Problema 3.15.10 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

a) Determinense las asintotas de f.
b) Estudiese si la funcién f es creciente o decreciente en un entorno de z = 4.
Solucién:

a) Verticales: © = 2

_ 92
1 (=32 _[1 N @
z—2- z(x — 2) 0~
(z — 3)2 1
1 = | —| =
z— ot x(x — 2) 0+ oo
z=0 ( 3)2 0
o
1 _— =
z— 0~ z(z —2) 0 o
fm 7(36_3)2 (2= —00
e—otx(r—2)  Lo—1
Horizontales: y = 1
_ 92
fm &3y

Oblicuas: No hay por haber horizontales

i 2(x—3)(2x — 3)
PO ="t —op)
(—0,3/2) (3/2,3) (3,00)

f'(x) + +
f(x) | creciente ' | decreciente \, | creciente

—0= 2=3/2, =3

La funcién es creciente en un entorno de z = 4.
Otra manera seria: f es creciente en un entorno U(z) de un punto x si Va1, 22 € U(z)/x1 <
x9 = f(x1) < f(22) Elegimos dos puntos préximos a & = 4 sean £ = 3,9 por la izquierda y
29 = 4,1 por la derecha. Calculamos f(z1) = 0,1093117408 y f(x2) = 0,1405342624. Como
21 < a2y f(z1) < f(z2) la funcién es creciente.

Problema 3.15.11 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
2eFL,
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a) Esbécese la grifica de la funcién f.

b) Calctlese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de la funcidn, el eje de
abscisas y las rectas t =0y x = 1.

Solucion:

a) A grandes rasgos, el dnico punto de corte es (0,2¢) y no tiene asintotas verticales y si tiene
una asintota horizontal en y = 0:

lim 271 =0
r—r — 00
f'(z) = 2"t > 0= f siempre creciente

S

(0,26

=0

1
S = /0 2e* M dy = 26“‘1](1) = 2¢(e — 1) u?

¥=0 (0,0) (1,0)

Opcién B
Problema 3.15.12 (2 puntos) funcién real de variable real definida por

Az
& =me
a) Calcilese el valor del pardmetro real A para que la recta tangente a la grafica de f en x = —1

sea paralela a la recta y = 2x — 3.
b) Calcilese f02 f(z) dx para X = 1.

Solucion:
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2 2
x 1 In2
Y dr=lm|a+a?| =22
/O4+ac2‘aj 2“‘“3'0 2

3.15.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.15.13 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

3?2 —2x—-1 . 1
f(x) = r—1 sbors
(x—124+a s z>1
a) Determinese el valor de la constante a para que sea una funcién continua en todo su dominio.

b) Para a = 0, calcilese el valor de la integral ff f(x)dx.

Solucion:

2)

2 _ N
I 3z — 2x 1:4
T—s 1 z—1
Im (z—1)>+a=a
rz—> 1t
Luego a =4
b) cona=0
5 5 475
-1
/ f(x)dx:/ (x—1)*de = (z-1) =64
1 1 4 1
Opciéon B

Problema 3.15.14 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =

1
ﬁ,contestese razonadamente a las preguntas:

a) Calctilense su dominio de definicién, los puntos de corte con los ejes, y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) Héllense las asintotas, si las tuviere, y esbdcese la grafica de la funcién f.
Solucién:

a) Dom(f) = R — {2}, los puntos de corte serén (0, —1/2) con el eje de ordenadas y (—1,0) con
el de abscisas.
fl(x) = ﬁ # 0 = la funcién no tiene extremos relativos. Por otra parte el numerador
es siempre negativo y el denominador es siempre positivo, luego f/(z) < 0 en todo el dominio
de la funcién y, por tanto, f es decreciente en R — {2}.
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b) Asintotas:

@ Verticales: x = 2
, 3
lim —
z—s2- T — 2 0—
rz+1 _ 3
= |ov

1m
z—s2t T — 2

x—l—l_{

@ Horizontales: y =1
p r+1
lim =1

z—o00 I — 2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

¥

=2

Problema 3.15.15 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = 2% — az + 1

a) Determinese el valor de a para que la funcién tenga un maximo local en z = —2 y un minimo
local en x = 2.

b) Para el caso en el que a = 48, héllese la ecuacién de la recta tangente a la grifica de f en
r = 5.

Solucion:

a) Sifl(z) =322 —a= f/(2)=12—a=0=—= a =12
fl@)=a3—120+1= f'(z) =322 -12=0= z = +2

(=00, —2) (—2,2) (2,00)
f'(z) + - +
f(z) | creciente | decreciente \ | creciente

La funcién tiene un méaximo local en £ = —2 y un minimo local en x = 2

b) a=48 = f(z) =123 - 48z +1 = f'(v) = 32% — 48:
b=f(5)=—114y m = f/(5) = 27 => y + 114 = 27(x — 5)

264



3.16. Ano 2015

3.16.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.16.1 (2 puntos)

a) Dibujese, de manera esquemética, la regién acotada del plano limitada por las gréficas de las

curvas 9

x
y=Vor; y="

b) Calctlese el drea de la regién descrita en el apartado anterior.

Solucion:

a) Viz =2 = ¢

0.0)

6 2 122162 — 2% ]°
b)/ (rﬁ _x_>dx:m — 19 2
o 6 18 o

Opciéon B
Problema 3.16.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
f(z) = 24z — 1522 + 22% + 2
a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Hallense sus extremos relativos y sus puntos de inflexién.
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Solucién:
a) fl(z) =622 —30x+24=0= z =1, 2 =4.

(—0o0,1) (1,4) (4, 00)
f'(@) + - +
f(z) | creciente | decreciente \ | creciente

La funcidn es creciente en el intervalo (—oo, 1) U (4, 00), y es decreciente en el intervalo (1,4).

b) En z = 1 hay un méximo relativo, en = 4 hay un minimo relativo.
f"(2)=122—-30=0= 2 =5/2y f"(x) =12 # 0 = f tiene un punto de inflexién en
x=5/2.

Problema 3.16.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

322

flo) = 2 —2x —3
a) Determinense sus asintotas.
b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa z = —1, 5.
Solucién:
a) Asintotas
@ Verticales: 22 — 20 —3=0= 2z=-162=3
Six=-—1:
i 3z? { 3 } N
m ————=|—|=
z——1- 22 — 22 — 3 0+ >
. 32 { 3 }
lIlm ——=|—|=-x
z— -1+ 22 —2x — 3 0-
Six=3:
| 32 {27}
im =|—|=—-
z—3- 22— 22— 3 0~
” 32 {27} n
im =|—|=
s—3t a2 —2x—3 0+ >
@ Horizontales: y = 3
3 32
lim ———=3

z— 00 22 —2x — 3

@ (Oblicuas no hay por haber horizontales.

b) f(-1,5)=3ym= f'(-1,5) =8/3

e

(22 — 22 — 3)2

La ecuacién de la recta en su forma punto pendiente es:

y—3=8/3(z+3/2) = y:§x+7

266



Y(8/3)x+7 N

=3 (-3/2,3) - e

o

3.16.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.16.4 (2 puntos) Sabiendo que la derivada de una funcién real de variable real f es
() =32% + 2z
a) Calctlese la expresiéon de f(z) sabiendo que su grafica pasa por el punto (1,4).

b) Calctilese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f en el punto (1,4).

Solucién:
a) f(z) = / (322 +22)de = 23 + 22 + C:

f)=4=2+C=4= C=2= f(z)=2"+2*+2
b=f(1)=4, m=f'(1)=5,— y—4=5(z—1)

Problema 3.16.5 (2 puntos) Sean las funciones reales de variable real
f(z) =2% 62, g(x)=2—10
a) Represéntense graficamente las funciones f y g.
b) Calctlese el drea del recinto plano acotado por las gréaficas de las funciones f y g.
Solucidn:
a) Gréfica:
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=2 x=5

b) 2?2 —6r=2—-10= z=2yx =5.

9 3 T2?
Fz)= | (f(z)—gx)de= [ (x —7x+10)d$:§—7+10x
° 9
S1= [ (@) - gl)) do = F) - F(2) = -3
2
=99 .2
Opcién B
Problema 3.16.6 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
2 —4
TR 2
22 5216 s1or <

3z +m si x>2
a) Calcilese el valor del pardmetro real m para que la funcién f sea continua en z = 2.
b) Calctilese zgnloo flz)y xgn}roo ).
Solucién:

a) Para que f sea continua en z = 2:
2% —4
I = I —_— = —
lim f(z)= lim Bx+m)=6+m
r— 21 r—> 2t

6+m=—-4— m=-10
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lim f(z)= lm w4
r—> —00 _$4>*OO.132—5J3+6_

ubsectionOrdinaria-Coincidente
Opcion A
Problema 3.16.7 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

m2+a
rz—1

flz) =
a) Calctlese el valor del pardmetro real a, sabiendo que la funcién alcanza un extremo relativo
en r = —1. Compruébese que se trata de un maximo.
0
b) Para a = 1, calcilese / (z = 1) f(x)dx.
-1
Solucién:
a)
22 —2zx—a

b) f/(l‘) - W, f/(—l) =0=— a=3:

22 -2z -3
f/(x)zw:fﬁ:_l, :C:?)

(—o0,—1) (—1,3) (3,00)
F@ |+ - =
f(z) | creciente | decreciente | creciente

Luego en z = —1 hay un méximo.
c) con a = 1:

2 0 4

o .
1) de = — ==
[l(x+)x 2—|—x_l 3

Problema 3.16.8 (2 puntos) Se sabe que la derivada de cierta funcién real de variable real f es
f(z) = 2%(2% — 22 — 15)

a) Determinense los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) Determinense los extremos relativos de f, indicando si se trata de mdximos o minimos rela-
tivos.

Solucion:
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a) 22(z? -2 —15)=0= =0, 2=-3, =5

(=00, —3) (=3,5) (5,00)
f'(x) + - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

En z =0 f'(z) no cambia de signo y pasa de decrecer a decrecer.
La funcién es creciente en el intervalo: (—oo, —3) U (5, 00) y decreciente en (—3,5).

b) La funcién presenta un méximo en £ = —3 y un minimo en z = 5.

Opcién B

Problema 3.16.9 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida como

;—_i si <0
fl)=1< 224+a si 0<z<?2
br+1 si x> 2

a) Determinense los valores que deben tomar los pardmetros reales a y b para que f sea continua
en toda la recta real.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = —1.
Solucién:
1
lim f(z) = lim vl -1
r— 0~ z—0- x — 1
a) = a=—1.
If = 1 2 =
Jim f(z)= lim (z°+a)=a
Im f(z)= lim (2> +a)=4+a
r—> 2~ r—> 2~

—= 44+a=20+1= a—2b=-3.
lim f(z)= lim (bzx+1)=2b+1
z— 2t

z—> 2t
{ a= -1 N { a=-1
a—2b=-3 b=\
b) En x = -1 b= f(—1) = 0 = el punto de tangencia es el (—1,0). f'(z) = —ﬁ =
la pendiente de la recta es m = f’(—1) = —1/2. La recta tangente es: y = —3(z + 1) en su

ecuacion punto pendiente.

3.16.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.16.10 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
423 —ax? —ax +2, a € R.

a) Determinese el valor del pardmetro real a para que la funcién alcance un extremo relativo en
x = 1/2. Compruébese que se trata de un minimo.

1
b) Para a = 2, calcilese el valor de / f(z)dax.
~1

270



Solucion:

a) f(z) = 1222 — 2az — a:

f"(x) = 2422 — 2a = 242 — 3:

1 1

1 1 2%3 8
/ f(x)dx:/ (4a® — 22% — 20+ 2)dx = o' — = — 2?4 22| = _
. . 3 £53

Opciéon B

Problema 3.16.11 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f(z) = —82” + 24z — 10
a) Calctlense los méximos y minimos locales de f y represéntese graficamente la funcién.

b) Determinese el drea del recinto cerrado comprendido entre la grafica de la funcién f y las
rectasx =1, =2ey=4.

Solucién:
a) f'(z)=—16x+24=0= z:%
3
f"(z) = =16 = [ (2) = —16 < 0 = hay un maximo en el punto <§,8>.
Hay un punto de corte con OY en (0, —10) y dos con OX en (1/2,0) y (5/2,0).

y

=2

Max(3/2,8)

y=4

(1/2,0) (5/2,0) x

0,-10)
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b) g(z) = 4.

2 2 823 10
S= / (F(z) — g(x)) dz = / (-804 240 — W) dr = o +122 — 14| = 20 o2
1 1 1

Problema 3.16.12 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real

e si <0

fle)= (xi)QH siow>0
a) Estudiese la continuidad de esta funcién.
b) Determinense las asintotas de esta funcién.

Solucién:
a) Para que f sea continua en z = 0:
3
i f(@) :xin}merl:l

lim f(z)= lim (") =1

z— 0~ z— 0~

Luego la funcién es continua en R — {2}

b) En la rama x < 0: f(x) = e* La funcién no tiene verticales pero si tiene una asintota hori-
zontal en y =0 1lim €% =0y, por tanto, no hay oblicuas.
r—r—00
22 +22 -4z +4
(z —2)?

Tiene una asintota vertical en ©z = 2

En la rama z > 0: f(z) =

lim f(z) =+4o0; lim f(z)=+o0

T—2— r—2t

No tiene horizontales lim f(x) = +oo Si tiene oblicuas y = mz +n
r—+o00

m= lim ——==1; n= lim (f(zx)—mz) =5
r—o0 T T—>00
y=x+5

3.16.4. Extraordinaria-Coincidente

Opcion A

Problema 3.16.13 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real: f(z) = e’

a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Determinense sus intervalos de concavidad (U) y convexidad (N).
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Solucion:

a) f'(z) =2ze® =0 = 2 =0,

(—00,0) (0, 00)
f'(z) - +

f(x) | decreciente | creciente

Luego en z = 0 hay un minimo. La funcién es decreciente en el intervalo (—o0,0) y creciente
en el (0,00).

b) f/(z) = 2% + 4z2e®” = 2¢* (1 + 222) > 0 => la funcién es céncava U en todo el dominio
de la funcién, es decir, en R.

Opcién B
Problema 3.16.14 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f(x)—{ 2246 si <0
S lIn(z4+1)+m si >0

Nota: In denota el logaritmo neperiano.
a) Determinese para qué valores del pardametro m la funcién f es continua en x = 0.
b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en x = —2.

Solucion:

Im f(z)= lim (22 +6)=6

z— 0~ z— 0~
a) = m=6.
Ii = Ii 1 1 =
tim | f(z)= lm (n(x + 1)+ m) =m
b) En # = —2 la funcién es f(z) = 22 +6 y f'(x) = 22). La ecuacién punto pendiente de la

recta es y —b=m(zx —a) donde a = =2, b= f(a) = f(-2) =10y m = f'(a) = f'(-2) =
—4 = y — 10 = —4(x + 2) es la recta tangente buscada.

Problema 3.16.15 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real f(x) = (2x + 3)° + 2*

a) Calcilese su funcién derivada.

b) Calcfﬂese/f(x) dz.

Solucion:
a) f'(z) = 10(2z + 3)* + 2e2*

) 2 6 2x
b) /((2a:+3)5+62x)dx:/(2x+3)5dm+/e21dx:%+%+c
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3.17. Ano 2016
3.17.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.17.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:
3
x
fe) =10

a) Estudiense y determinense sus asintotas.

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucién:

a) Asintotas:

@& Verticales: 1 —22 =0 = z = +1

Siz=-1:
1 ’ {_1} +
im =|—| =400
z—s —1—- 1 — 22 0—
= - [5] -
$—>71+1—I2_ 0+ D B
Siz=1:

@ Horizontales: No hay

@ QOblicuas: y = mz +n

29 _ .2
b) @)= "0 g r 23
(00, —v3) | (=V3.V3) (v/3,00)
— _|_ —
f(x) | decreciente /| creciente N, | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —v/3) U (v/3,00), y es creciente en el intervalo

(—V3,-1) U (=1,1) U (1,v/3).
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Opcién B
Problema 3.17.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(z) =2% —4x -5
a) Represéntese graficamente la funcién f.

b) Calciilese el drea de la regién acotada del plano delimitada por la gréfica de f y el eje de
abscisas.

Solucion:

2)

Representacién de f(z) = z? — 42 —5:

(-1.0) (5,0) %

(0,-3)

Min(2,-9)

5 3 5
b)/ (x2—4x—5)dx:?—2x2—5m = —36
—1 —1

S = | — 36| = 36u*
Problema 3.17.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real
f(z) = z2%e®
a) Calctlese su funcién derivada.

b) Determinense sus intervalos de concavidad (N) y convexidad (U).

Solucién:
a) f'(z) = 2ze® (1 + 22)
b) f'(z) = 2¢%” (22 + 522 + 1) > 0 siempre luego la funcién es siempre convexa U.
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3.17.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.17.4 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

flz)=2°+38

a) Determinese el drea de la regién acotada delimitada por la gréifica de f(z), el eje de abscisas
y por las rectas x = -3y z = —1.

b) Calctilese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) en el punto de
abscisa x = 1.

Solucién:

a) 1 +8 =0 = 2 = —2 luego hay que separar dos 4reas S; en el intervalo [-3, —2] y Sy en
el intervalo [—2, —1].
—2 4 -2
33
51:/ (x3+8)dx=x—+8x} =——
L 1 Y A W
—1 4 —1
17
51:/ (z3+8)dx:x—+8x} = —
o 4 o, 4

33 17 25
S:|Sl‘+|SQ|ZZ+?:?U2

b) b= f(1) =9, f'(z) = 322, m = f’(1) = 3. La ecuacién de la recta tangente es: y—9 = 3(x—1)
Opcién B

Problema 3.17.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

f(2) _‘fjéb siox<—1
xTr) =
mhie soo> -l
a) Determinese para qué valores del pardmetro b la funcién f(z) es continua en z = —1.
b) Calciilense las asintotas de f(x).
Solucién:
a) Continuidad en z = —1
1 —x+b 1+
im =—
z—s—1— T —2 3

22 +62+5 m , 2z +6
im ——=1|=-|= Im =
t—s -1+ 22 + 42+ 3 0 r—s -1+ 22+ 4
1+
Luego —%:22 b=-7
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b) Asintotas:

@ Si z < —1 no hay asintotas verticales (z = 2 no estd en la rama). Si hay horizontales
y = —1 y, por tanto, no hay oblicuas.

—x+b
m 2P0
r— —0c0 I — 2
@ Siz > —1 no hay asintotas verticales, los valores que anulan el denominador (x = —1y
2 = —3) no estdn en la rama. Si hay horizontales y = 1 y, por tanto, no hay oblicuas.

, 2 +6x+5
lIm ——— =
z— —co 22 +4x + 3

Problema 3.17.6 (2 puntos) Sabiendo que la derivada de una funcién real de variable real es:
f(x) = 62% + 4o — 2
a) Determinese la expresién de f(x) sabiendo que f(0) = 5.

b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f asi como sus
maximos y minimos locales, si los tuviese.

Solucion:

a)
f(x):/(6x2+4x—2)dx:2x3+2x2—Qw—f—C

fO)=5= C=5= f(x) =22 +22° 20 +5

b) 622 +4x —2=0= x=-1yax=1/3:

(700771) (7171/3) (1/33 +OO)
f'(x) + - +
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (1/3,00).

La funcién es decreciente en el intervalo (—1,1/3).

La funcién tiene un minimo en (1/3,125/27) y un méximo en (—1,7).
3.17.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.17.7 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

flz) =2 +4

a) Escribase la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en x = 2.
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b) Determinese el drea del recinto plano limitado por la grafica de f(z), la recta y = 4z y el eje
de ordenadas.

Solucién:
a) b= f(2) =8, f'(x) =2z, m = f'(2) = 4. La ecuacién de la recta tangente es: y—8 = 4(z—2)
b) f(z) = g(z) = 2?2 —4x +4 =0 = x = 2 (doble), como el eje de ordenadas (OY) es la

recta = 0 el intervalo de integracién es [0, 2].

2 x 8
51:/ (22 —dx +4)de = — — 227 +4z| = -
0 3 3

1 (0,0) (2,0)

Problema 3.17.8 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real:

r—1)32
o) =1 z+ 2)
a) Determinense las asintotas de f(z).
b) Determinense los méximos y los minimos relativos de f(z).
Solucién:

a) Asintotas:

@ Verticales: © = —2



@ Horizontales: No hay

@ Oblicuas: y = mx +n

—1)2
m= tim L&) = g @ZD7
r—00 I z—o0 12 + 2

n= lim (f(z)—mz)= lim (u—x):—4

Tr—> 00 Tr—>r00

Luego la asintota oblicua es y = x — 4

2 +4x—5

=0=2=1yx=-5

(—o0, —5) (—5,1) (1,+00)
F@ |+ - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —5) U (1, 00).
La funcién es decreciente en el intervalo (=5, 1).

La funcién tiene un minimo en (1,0) y un méximo en (=5, —12).

Opciéon B
Problema 3.17.9 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
flz)=2%-22°> 4+ ax +b

a) Determinense los valores de los pardmetros reales a y b si se sabe que la recta y = x es
tangente a la gréafica de f(z) en el punto de abscisa x = 0.

b) Paraa =1y b= 0, calcilese el drea del recinto plano limitado por la gréfica de f(x) y el eje
0X.

Solucion:

a) fl(z)=32>—dz+a= m=f'(0)=a=1.
El punto de tangencia es comun a la curva y a la recta (y = x), luego es el (0,0) = f(0) =
b=0.

b) f(z) =23 -2224+2r=0= 2=0yx=1:

1

1 4 3 2
2x x 1
S: 3—22 d :x——i J— e g—
1 /O(:v x° 4+ x)dx 1 5 T3 12
1
S=|S1|:Eu2
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(1,0

0,0)
3.17.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.17.10 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por
22 +1 si r<l1
flx) = ez t+b si 1<x<2
x3x—|— 1 si x> 2

a) Determinense los valores que deben tomar los pardmetros a y b para que f(x) sea continua
enr=1yz=2.
b) Calctlese, para a = 4 y b = —2, el drea del recinto acotado por la gréifica de f(x), el eje de
abscisas y las rectas x =1y x = 2.
Solucién:
a) Continuidad en x = 1:
lm (22 +1) =2

r— 1~
b = a+b=2
im0y
r— 1t xT
Continuidad en x = 2:
, ar+b 2a+b
Im — =
z—32- X 2
= 2a+b=6
im Va3+1=3
r—73 2+

{a+b:2 :{azll
2a+b=6 b=-2

2 2
4o — 2 2
51:/ < d:z::/ (477) dx = 4x721n|:v|ﬁ:4721n2
1 z 1 z

S=18=4-2In2=2,614 v
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Opcién B
Problema 3.17.11 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

f(x)—{ 2 4+2x si x<0
Tl —x2243z si >0

a) Estudiese la continuidad y derivabilidad de la funcién.

b) Determinense los valores de a € R para los cuales la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f(z) en el punto de abscisa © = a es m = —2. Calcilese, para cada valor de a
obtenido, la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa = = a.

Solucién:
a) Continuidad en z =0

lim (2% +42z) =0

r— 0~

lim (—2? +3z) =0
rz— 0t

f(0)=0

Luego la funcién es continua en = 0 y, por tanto, en todo R.
Derivabilidad en z = 0:

/ _ 20 +2 si <0 70 =
f("“")_{—2x+3 si 23>0 :>{

Luego f no es derivable en x = 0 = f es derivable en R — {0}.
b) En 2 =a es m = f'(a) = —2, hay dos casos:

w Siz<0: flla)=2a+2=-2= a=-2
b=f(-2)=0= y=—-2(z+2)
w Siz>0: f'l(a) =—2a+3=-2= a=5/2
)

b=f(5/2) =3 = y— o =2z~ )

Problema 3.17.12 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

2
<=3
r) = —5—0
fw) =5
a) Calctlense sus asintotas.
b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales:
=3




22 —3 {6}
= || =+

2 _
m L =3 4
r—o0 4 — 9
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
b)
12z
f/($):_m:0:> x=0
(—OO, 0) (07 +OO)
f'(x) - +
f(z) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —3) U (=3, 0).
La funcién es decreciente en el intervalo (0,3) U (3, 00).

La funcién tiene un méximo en (0,1/3).

3.18. Ano 2017

3.18.1. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.18.1 (2 puntos)

a) Determinese el valor de la derivada de la funcién f(z) =

en el punto de abscisa x = 0.

1+z

23

b) Estidiense las asintotas de la funcién f(z) = T2
-z

Solucidn:

e*(1+z)—e” xe®
/ = = —— / 0 = 0
) o) = SIS - 2 — )

b) Asintotas:
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@ Verticales:

Enx=1:
2= [a]
Ii =|—1 =
M e e B
=[5
= |—| = —00
z—1+ 1 — 22 0-
Enox=-1:
I v {_1} +
im =|—| =4
z—s—1-1— 172 -
x3 _ {—1} B
e——1t1—22  LO0T] X°
@ Horizontales: No hay
a3 28
Iim — = —oc; lm — =

z—o0 1 — 22

@ Oblicuas: y = mz +n

x X
m = lim M = lim 3 = -1
r—o0 I T—00 L — X

n= lim (f(z)—mz)= lim ( x32+x)20

T —>00 z—o0o \1 — 2

Luego la asintota oblicua es y = —x

Opciéon B

Problema 3.18.2 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real:

flx) =23 - 32
a) Calcilense lim f(m)g y lim @
r— —oc0 | — z—0 X

b) Estudiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Solucion:
3
-3
o) lim L& g, T3
z— o0l —23 z— -0 1—23
33 2_3
i 7@ g T3 gy 2@ g
x—0 X z— 0 X r—> 0 X

b) fl(z) =322 -3=0= o =+1:

(—o0,—1) (-1,1) (1,+00)
[ (x) + - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00).
La funcién es decreciente en el intervalo (—1,1).
La funcién tiene un minimo en (1, —2) y un méximo en (—1,2).
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Problema 3.18.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

2 .
_ w43 S x <0
f(z) {x+2 si >0

a) Estidiese la continuidad de f(z) en R.

0
b) Calcﬁlese/ f(z)dx.
-1

Solucion:

a) Continuidad en z =0

3 2
lim
z—0— T + 2

=1

lim (z+2)=2

z— 0t

Luego f es discontinua no evitable en x = 0, hay un salto. Tampoco lo es en z = —2 donde
hay una asintota vertical, en conclusién: f es continua en R — {—2,0}

0
2 0
b) /_1 x+2dm= 2In|z +2|]_; =2In2.

3.18.2. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.18.4 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

f(z) = 2® — 42 + 3z

a) Calculese el drea de la regién acotada delimitada por la grafica de f(z), el eje de abscisas y
por las rectas x =0y = = 3.

b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
Solucién:

a) 22 —4224+32=0= =0, v =1y z = 3. Tendremos dos 4reas S; con un intervalo de
integracion [0, 1] y otro S2 con un intervalo de integracion [1, 3].

1 4 3 271
4z 3z 5
1 /O(x x° + 3x) dx 1 5 T 1
3 4 3 273
4z 3z 8
S = 5 _ 42 +30)de = - — 22 7} —
1 /1(x x” + 3z) dz 1 3 + 5, 3
_ 5 8 37 4
S—|S1|+|52|—12+3—12u
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4f\ﬁ) (4f3ﬁ74+3\ﬁ) (4+3\ﬁ,+oo)

e - ¥
f(x) creciente decreciente creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, 4’3ﬁ) u (%ﬁ, oo) y decreciente en (4’\ﬁ, 4’ﬁ> .

Opciéon B
Problema 3.18.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f(ac)—{ 524+1 si <0
Tl 2?2 +524+1 si x>0

a) Determinese si la funcién f(z) es derivable en x = 0.

b) Calctlese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) en el punto de
abscisa x = 3.

Solucion:

a) Para que sea derivable tiene que ser continua:

lim f(z)= lim (bz4+1)=1

z— 0~ z— 0~

lim f(z)= lim (22 +5r+1)=1

z— 0t z—0
f(0)=1

Luego f es continua en & = 0. Comprobamos la derivabilidad:

ro={ s w230 = 1O =r00 =

Luego f es derivable en x = 0.

b) Enz=3= f(z)=22+5x+1= f/(z)=22+5
b= f(3) =25 m= f'(3) = 11. La ecuacién de la recta tangente es: y — 25 = 11(x — 3)
(ecuacién punto pendiente)

Problema 3.18.6 (2 puntos) Sabiendo que la derivada de una funcién real de variable real es:
f(z) =2*+8x+15
a) Determinese la expresién de f(x) sabiendo que f(1) =1/3.
b) Determinense los méximos y los minimos locales de f(z), si los tuviese.

Solucion:
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3
a) f(x):/(x2+8x+15)d:v:%+4x2+15x+0

1 1

f(1) = g+4+15+C= 3= C=-19
23
fl@) =5+ 42 + 152 — 19
b) fl(z)=2+8+15=0= 2= -5yz=—3

(700775) (*53 73) (7374’00)
F@ |+ = T
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —5) U (=3, 00).

La funcién es decreciente en el intervalo (—5, —3).

La funcién tiene un minimo en (—3, —37) y un méximo en (—5, —107/3).

3.18.3. Extraordinaria

Opcién A

Problema 3.18.7 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

f) =1

ar+1 si
224+zx—2 si

T < —1
r>—1

a) Calculese el valor del pardmetro real a para que f(z) sea una funcién continua en todo su

dominio.

b) Para a = 2, calctlense los puntos de corte de la grafica de la funcién con los ejes cartesianos.
Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucién:
a) Continuidad en x = —1
lim f(z)= lm (az+1)=-a+1
r— —1— r— —17
I = i Ptr-2)=-2
LA )= e e m2)
. N\ 20 +1 si z<—1
b) paraa=2es f(z) = { Prr—2 si ¢>-1

= —a+1:—2:> a/:3

w Siz < —1larecta f(x) =2x+1= f'(x) =2 > 0 es siempre creciente (en (—oo, —1)
y no llegaria a cortar ni al eje de abscisas ni al de coordenadas.

w Sizx > -1 f(z) =224+2-2= f'(2) =2r+1=0= 2= —1/2 por la segunda
derivada f"”(z) = 2 > 0 luego © = —1/2 es un minimo, por tanto, la funcién es decre-
ciente en el intervalo (—1,—1/2) y creciente en el (—1/2,00).

Haciendo z = 0 tendrd un punto de corte con OY en (0,—2) y con OX se calcularian
haciendo f(z) =0 = 22 +2—-2=0= 2 =1y x = —2 no estd en la rama, luego el
tnico punto de corte con el eje de abscisas serd (1,0).
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Opcién B

Problema 3.18.8 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

x? -1
fl@)=3-—

a) Estudiense sus asintotas.

b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
Solucién:

a) Asintotas:

@ Verticales:
Enz=2/3:

xQ—lz{i/Q

] ] _
e (2)3)- 3w — 2 0- oo

2 —1 —5/9
i = =—
z—1+ 3x — 2 0+
@ Horizontales: No hay
I 22 —1 & 22 —1
1m = . 1m = —
r—00 31 — 2 03 z——00 31 — 2 &
@ Oblicuas: y = mz +n
21 1
m = lim f(@) = Ilim Lo
r—0o0 I T—>00 3x2 — 2z 3

n= lim (f(z)—mz)= lim (”32‘1_{):2

—>00 z—o00 \ 31 — 2 3 9

1 2
Luego la asintota oblicua es y = gm + )

24
b) f(z) = w =0 = 32? — 42 +3 = 0 no tiene solucién y f'(z) > 0 Va €

R —{2/3} = f creciente en R — {2/3}.
Problema 3.18.9 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(z) = 2* + ax

a) Calculese el valor del pardmetro real a para que la funcién f(z) tenga un extremo relativo
en = 2. Determinese si se trata de un maximo o un minimo local.

b) Para a = —2, héllese el drea del recinto acotado por la gréfica de f(x), el eje de abscisas y
las rectas t =0y x = 2.

Solucion:

a) f'(z)=2x+aluego f'(2) =4+a=0= a=—-4. Como () =2= f"(2)=2>0=
T = 2 es un minimo.
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b) Sia=-2= fz)=2’-22=0= 2z=0yax=2:

2
5’1:/0 (2% — 2z)dox = 3;_12}0:_3

5= 5= |3

3.18.4. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 3.18.10 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por

x? =2z si < —1
flz) = z si —1<z<1
—z2 42z si z>1

a) Estidiese la continuidad de f(z) en R.

b) Determinese el area del recinto acotado por la grafica de f(x), el eje de abscisas y las rectas

r=0yx=2.
Solucién:
a) Continuidad en x = —1

lim f(z)= lim (2®—22)=3
r— —1— r— —1—
— discontinuidad no evitable

lim f(z)= lim (z)=-1

o —1+ e
Continuidad en z = 1

i fo) = i (5) =1

Im f(z) = lim (—2®422)=1 = es continua

rz—> 1t rz—> 1t
f)y=1

Luego f es continua en R — {—1}.

b) La funcién no corta al eje de abscisas en los intervalos (0,1) y (1,2) Serdn dos dreas a estu-
diar, Sp en el intervalo (0,1) y Sz en el (1,2).

1 271
1
Slz/ :de:i} = -
0 21, 2 ,

2 x3 2
5’2:/ (—a? + 2z) dx = ———i—xQ} ==
1 3 13

N =

2
S:Sll+52|=‘ ’+‘ ’
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Opcién B
Problema 3.18.11 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f(@) = (32 - 2)?

1
a) Calcﬁlese/ flz)dzx
—1

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa x = 2.

Solucion:

1 5 391
9 4 94
a) /_1(9x4—12x3+4az2)d96= %—33:44—% _lzﬁ

b) Sea y — b = m(x — a) la ecuacién punto pendiente de la recta tangente tenemos que b =
f(a) = f(2) =64 y como f'(z) = 2(32% — 22)(6z — 2) = m = f'(2) = 160:

y — 64 = 160(z — 2)

Problema 3.18.12 (2 puntos) La funcién de beneficio (en euros) de una empresa que fabrica
cables de electricidad viene dada por la funcién

b(x) = —x? + 120z — 3200
donde x representa la cantidad de metros de cable elaborados diariamente.

a) ¢ Cudntos metros de cable deben fabricarse para que la empresa no tenga ganancias ni pérdi-
das?

b) ;Cuantos metros de cable deben fabricarse para que se obtenga el maximo beneficio?

(Observacion: valores negativos de b(x) implican que la empresa tiene pérdidas, mientras que
valores positivos implican ganancias)
Solucién:

a) b(r) = —22+1200 —3200=0= z=40m y x = 80 m.

b) V/'(z) = —2x+ 120 = 0 = 2 = 60 para comprobar si es un maximo recurrimos a la segunda
derivada: b’ (z) = -2 = b”(60) = —2 < 0 = hay un méaximo cuando se producen 60 m
con un beneficio de b(60) = 400 euros.

3.19. Ano 2018

3.19.1. Modelo

Opcién A

Problema 3.19.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(z) = 42° — 122 + 16

a) Calcilese la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f(z) en el punto de abscisa x = 1.

289



b) Calctilese el drea de la regién limitada por la gréfica de f(x), el eje de abscisas y las rectas
r=-2yx=3.

Solucién:
a) La ecuacién de una recta en su ecuacién punto pendiente es y—b = m(x—a) donde b = f(a) =
f(1) = 8. La derivada de la funcién es f'(z) = 1222 — 242 = m = f'(a) = f'(1) = —12,

luego la ecuacién de la recta tangente es:

y—8=-12(z—1)

b) La funcién f corta al eje de abscisas en los puntos z = —1 y « = 2, por lo que habri tres
recintos Sy : [—2,—1], S2 : [-1,2] y S3:[2,3].

F(z) = /(4x3 —122% +16) dx = 2* — 42% + 162

—1

S (42° — 1222 + 16) dx = F(—1) — F(=2) = —27

R
Il
D

|
N

(42 — 1222 +16)dx = F(2) — F(—1) =27
-1
3

&
[

(42® — 1222 +16)de = F(3) — F(2) =5
S =|S1| 4 |Sa| + |Ss] = 27 + 27+ 5 = 59 u?

b J

x=2 x=3

Opciéon B

2
Problema 3.19.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real: f(z) = o7+ 3

T
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a) Calcilense el dominio y las asintotas de f(x).

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucién:
a) Dom(f) = R — {0} y asintotas:

@ Verticales: x =0

. 32243 { 3 }
lim =|—|=-
T— 0~ T 0-
lim 32% +3 = {i} = 400
z— 0t x a 0+ n
@ Horizontales: No hay
, 32243
lim =00
r—> 00 T
@ Oblicuas: y = mz +n
2
m = lim ﬂ: lim g ;_3:3
xr—>r 00 i r—>r OO X
322 +3
n= lim (f(z)—ma)= lim ( Tt —335) =0
xTr—>r 00 Tr—> 00 X
y =3
3(z? -1
b) f(z) = (xxz ) 0 p= 11
(700, *1) (713 1) (17 OO)
F@ + - ¥
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—1,0)U(0, 1), y es creciente en el intervalo (—oo, —1)U

(1,00). Tiene un Méximo en (—1, —6) y un minimo en (1, 6).

Problema 3.19.3 (2 puntos) El beneficio diario (en miles de euros) de una empresa productora

de cemento viene dado por la funcién:

f(x)

donde x expresa las toneladas de cemento producidos al dia. Se sabe que la produccién diaria de

= —22% + 14z — 12

cemento estd entre 0 y 8 toneladas, es decir, z € [0, 8].

a) Calcilense f(0) y f(8) e interprétense los resultados en el contexto del problema. Héllense
las toneladas de cemento que deben producirse diariamente para obtener el maximo beneficio

posible.

b) Determinese entre qué valores debe estar la produccién diaria de cemento para que la empresa

no tenga pérdidas.
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Solucion:

a) f(0) = —12 quiere decir que si la empresa no produce nada incurre en pérdidas de 12000
euros diarios. f(8) = —28 quiere decir que la empresa tendria unas pérdidas de 28000 euros
(sobreproduccién) Calculamos la cantidad de toneladas para obtener un beneficio méximo:
fl(x) = -4z + 14 = 0 = x = 3,5 por la segunda derivada f’(z) = -4 = f"(3,5) =
—4 < 0= x = 3,5 es un maximo. En conclusién: El beneficio méximo se produce con 3,5
toneladas y serd de f(3,5) = 12500 euros.

b) La empresa no tendria ni ganancias ni pérdidas cuando f(z) = 0 = —222% + 142 — 12 =
0 = x =1 tonelada o z = 6 toneladas.

3.19.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.19.4 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por:

2
T si x <2
x—1
fla) =
32 -2 .
— si z>2
T+ 2

a) Estudiese si f(z) es continua en z = 2.

b) Calctlese la funcién derivada de f(z) para = < 2.

Solucion:

a)
), T+ 2
lim =

z—s2-x — 1

4

3z? — 2

1m
z—s2t x+2

Luego la funciéon es discontinua no evitable en x = 2, en ese punto hay un salto.

T+ 2 -3

Opciéon B
Problema 3.19.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

3

f(ﬂ?):m

a) Calcilense el dominio y las asintotas de f(z).
b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucion:
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a) Dom(f) =R — {—1} y asintotas:

@ Verticales: x = —1

i, e = [or
fm =|—|=-00
a——1- (x+1)2 0+
3 -1
= —_— = —
z— —1+ (x4 1)2 0+
@ Horizontales: No hay
7. x3
A e =
@ Oblicuas: y = mz +n
. fl2) a’
= 1 = 1 P —
mn rgnoo T rgnoomg’—i—?xQ-ﬁ-m

xr—>r 00
y=x—2
2%(z+3
b) f'(x) (a:(+1)3) 0= z=0, 2=-3
(700773) (737*1) (71’0) (Ov OO)
1 (x) + - + +
f(z) | creciente ' | decreciente \, | creciente ' | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—3,—1), y es creciente en el intervalo (—oo, —3) U

(—1,00). Tiene un Méximo en (—3, —27/4).
Problema 3.19.6 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(z) =223 — 522 + 3z
a) Calculese el drea del recinto acotado limitado por la grifica de la funcién f(z) y el eje OX.

b) Hallese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en el punto de abscisa x = 0.

Solucion:

a) La funcién f corta al eje de abscisas en los puntos:
222 — 522 +3x=0= 2 =0, 2 =1y z = 3/2, luego tendremos los recintos S; : [0,1] y

Sy : [1,3/2).
4 Bx® 322
F(z) = | (223 — 522 dp = 2 28 20
(z) /(x 50® 4 3x) do = T — “o- + 5
1

, 1
Sy = /0 (223 — 52% 4 3x) de = F(1) — F(0) = 3

3/2
Sy — / (22 5% + Ba) dx = F(3/2) ~ F(1) = -
1
S =[S1|+[S2] =
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b) La ecuacién de una recta en su ecuacién punto pendiente es y—b = m(z—a) donde b = f(a)
f(0) = 0. La derivada de la funcién es f'(x) = 62?2 — 10z +3 = m = f'(a) = f'(0) = 3,

luego la ecuacién de la recta tangente es:
y =3z

3.19.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A
Problema 3.19.7 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:
1

a) Calcilese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa = 0.
b) Héllese el drea de la regién limitada por el eje de abscisas, las rectas z = 0y z = 1y la

l=y-l=—2=y=—-x+1

grafica de f'(x), siendo f’ la funcién derivada de f.

Solucion:
B b= 10) =1, f'e) =~ = m= 1) =
b) La funcin f'(x) = — 55 no corta el eje OX luego 51 : [0, 1
5 = / F(@)de = f@)]y = F0)~ FO) = 5~ 1=
S =[S = ‘—;‘ - % u?



Opcién B
Problema 3.19.8 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real:

r+1 si <0

f(l’) = J)Q -1
——— si >0
z?2+1 -
a) Determinese si f(z) es una funcién continua en todo su dominio.

b) Calcilense sus asintotas horizontales y oblicuas, si las tuviese.

Solucion:

a)
lim (z+1)=1

z— 0~
22 —1 .

im =-1
z—s 0+ 12 +1

Luego la funcién es discontinua no evitable en x = 0, en ese punto hay un salto. Luego f es
continua en R — {0}

b) Si z < 0: No hay asintotas, la funcién es una recta.
Si z > 0: La funcién no tiene asintotas verticales porque el denominador no se anula nunca,
si tendria una horizontal en y = 1

2
¢ —1

lim ———— =1= y =1y, por tanto, no habria oblicuas en esta rama.

z— oo 12 + 1

Problema 3.19.9 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:
f(z) = 223 + 152° 4 362
a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calctlense sus maximos y minimos locales, si los tuviese.
Solucidn:

a) fl(x) =622 +302+36=0= x=-3yx=-2

<—OO, _3) (_3a _2) (_27 OO)
f(@) + - +
f(z) | creciente /| decreciente “\, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —3) U (—2,00), y es creciente en el intervalo
(—3,-2).

b) Tiene un Méximo en (—3,—27) y un Minimo en (-2, —28).
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3.19.4. Extraordinaria

Opcién A

Problema 3.19.10 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real: f(z) = ﬁ
a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
b) Estidiense las asintotas de f.

Solucién:

2
a) Dom(f) = R—{x1/2}y f'(z) = % # 0 = la funcién no tiene extremos y f/(z) > 0

en todo el dominio de la funcién, luego la funcién es creciente en R — {£1/2}.

b) Asintotas:

@ Verticales: x = —1/2
x -1/2
1/ " { } =
z—s (1?}/2)— 1 — 4a2 0- HQL
i x [71/2}
im = = -0
z—s (—1/2)+ 1 — 422 0t
Enz=1/2
x 1/2
1 [
ety 14z o] =1
x 1/2
o 2 ]
x—)l(I?/Q)Jr 1 — 422 - o0
@ Horizontales: y =0
x

zgnoo 1 — 422

@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales

x=-1/2 =12

296



Opcién B

Problema 3.19.11 (2 puntos) Los beneficios, en millones de euros, de una determinada inversién
vienen dados por la funcién f(z) = 2 — 12z, donde x representa cierto indice que puede tomar
cualquier valor real.

a) Determinese, en el caso de que exista, el valor del indice para el que el beneficio es mayor que
el de todos los valores de un entorno suyo. ;Cuél seria el beneficio para ese valor del indice?

b) Supéngase que el valor actual del indice es x = 4 y que estd previsto que éste experimente
un incremento positivo. Justifiquese si el beneficio aumentara o disminuiré.

Solucion:

a) fl(x) =322 -12=0= x =42y f’(x) = 62 por el método de la segunda derivada en
x=2= f"(2) =12 > 0 = hay un minimo, y en z = -2 = f"(-2) = -12 > 0 =
hay un méximo, con f(—2) = —8 4+ 24 = 16 millones de euros, siempre y cuando la variable
x pueda tener valores negativos.

Mix(-2,16)

5 \\\\ "
\ "
Y

Min(2,-16)

b) La funcién f es creciente en el intervalo (—oo, —2) U (2,00), luego para valores superiores a
x = 2 los beneficios irdn creciendo.

Problema 3.19.12 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

) = 2 si x>0
3+

{x?’—&—Qex si <0

a) Determinense el dominio de f(x) y estiidiese su continuidad.
0
b) Calculese / f(z)dx
~1
Solucién:
a) Dom(f) =R
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lim (2% +2¢%) =2

z— 0~

=2/3

Luego la funcién es discontinua no evitable en z = 0, en ese punto hay un salto. f es continua
en R — {0}
0 0 o 0 7
b) / f(x)dm:/ (23 +2e%) dr = = + 2¢° =- -
-1 -1 4 4

—1

[

~ 1,014

3.20. Ano 2019
3.20.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.20.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
22 —1
J@) = 2?2+ —2

a) Calcilese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa = 0.

b) Calctlense sus asintotas verticales y horizontales, si las tuviese.

Solucioén:
a) f'(x) = 1 la pendiente de la recta es m = f'(0) = 1 y el punto de tangencia serd
(xr+2)2 4

1
(0, f(0)) = (0,5) La recta es:
1 1
y—izz(x—0)=> r—4y+2=0

b) Asintotas:

@ Verticales:

2
Im —— = |=| = lim = —, luego en x = 1 no hay asintota, hay un
1z +x3—2 0 z— 122 +1 3

una discontinuidad evitable (un agujero)
Enz=-2:
P | { 3 }
—_— = | — | = 4+

lim
t—s—2-x2+x—2 0+

lim ﬂ_{i}__oo
e ot az+ax—2 L[0-]

22— 1 m o 2

@ Horizontales: y =1
3 x? -1
lim ————— =
z—oo x*+x — 2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
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Opcién B
Problema 3.20.2 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real:

_J2x+a si z< -1
f(fE)—{ 62$+2 siox>—1

a) Determinese el valor del pardmetro a € R para el cual f(x) es una funcién continua en
r=—1

b) Héllese el drea de la regién limitada por el eje de abscisas, las rectas t = 0y z = 1y la
grafica de f(z).

Solucion:

a)
lim (2x4+a)=-2+4+a

r— —1-
== 2+a=1=a=3

lim e*®*2=¢"=1
r— —1t

1 1 1 1 e2
/ flx)dz = / 2 2 dy = —¥ T2 = (e — 1) u? ~ 23,6 u?
0 0 2 o 2

Problema 3.20.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

rz—1

T =i

a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcilense sus maximos y minimos locales, si los tuviese.

Solucion:

22 —2x—1

————5=0= z=1£V2
@+ 1) reiE

a) f'(x) = -

(700,17\@) (17\&714»\/5) (1+\/§7OO)
f'(x) - + -

f(z) | decreciente creciente decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (1 — \/5, 1+ \/i), y es decreciente en el intervalo

(—00,1 —v/2) U (1++/2,00).

—1++2
2

b) Tiene un méximo en <1 +/2,

1 2
> y un minimo en (1—\/5,— +\f>

2
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3.20.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.20.4 (2 puntos) La derivada de una funcién real de variable real, f(x), viene dada
por la expresién:
fl(x) =22° — 42— 6

a) Obténgase la expresion de la funcién f(x) sabiendo que pasa por el punto (0, 3).

b) Determinense los extremos relativos de la funcién f(z) indicando si corresponden a méximos
o minimos relativos y estidiese la concavidad (U) y convexidad (N) de esta funcién.

Solucidn:
2 2$3 2 L,
a) f(z)= [ (22° —4ax—6)dx = S —2z° — 62+ C como f(0) =3 = C = 3 luego la funcién
sera: .
2
f(z) = %—2%‘2—61‘—1—3

b) fl(z) =222 -42-6=0= 2x=—-1yz=3

(—OO,—l) (_153) (3a OO)
f'(z) + = +
f(x) | creciente /' | decreciente N\ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (3,00), ¥ es decreciente en el intervalo

(=1, 3). Tiene un maximo en (—17 3) y un minimo en (3, —15).

f'z)=4z-4=0= 2 =1:

(=00, 1) (—1,00)
e ¥

f(z) | convexa N | céncava U

3
La funcién tiene un punto de inflexién en el punto (1, —;)

Opciéon B
Problema 3.20.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

8

@)=

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z) y obténganse sus asintotas
verticales y horizontales, si las tuviese.

b) Obténgase la ecuacién de la recta tangente a la grafica en el punto de abscisa x = 2.
Solucién:
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(—00,0) (0, 0)
f'(x) +
f(z) | creciente | decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (—o00,0), y es decreciente en el intervalo (0, 00). Tiene
un méaximo en (0, 2).

Asintotas:

@ Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.
@ Horizontales: y = 0
) 8
lim ——— =
z- o0 x2 + 4

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) La pendiente de la recta es m = f/(2)
La recta es:

—3Y el punto de tangencia serd (2, f(2)) = (2,1).

1
y—l:—i(x—2)2> r+2y—4=0

Tangente: x+2y-4£40‘ ~

=0

Problema 3.20.6 (2 puntos) La funcién real de variable real, f(x), se define segtn la siguiente
expresion:

e +k si <0
1—22 si 0<z<3
z—3 si $>3

a) Analicese la continuidad de la funcién en todo su dominio segin los valores de k.

b) Considerando k = 0, obténgase el drea del recinto acotado delimitado por la funcién f(x), el
eje de abscisas y las rectas x = -1y x = 1.

Solucion:
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a) Continuidad en x = 0:

lim (e*+k)=1+k
r— 07
lim (1-2%)=1

z—> 0t
Si k # 0 la funcién es discontinua en x = 0.
Continuidad en x = 3:
lm (1 —2%) = -8

T— 37

1
1, = — =
e Vel

En z = 3 la funcién es siempre discontinua, en resumen: Si k = 0 f es continua en R — {3}.
Si k #0 f es continua en R — {0, 3}

b) Con k = 0:

3.20.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A
Problema 3.20.7 (2 puntos) Se consideran las funciones reales de variable real

x4 ax 1
=—+5 20; =
f(@) 4 +50+20; g(x) x2+1+ (1+x)?

a) Hallese el punto en el que la recta tangente a la gréfica de f(x) tiene pendiente —3 y de-
terminese la ecuacion de esta recta tangente.

b) Calctlese el valor de a € R, a > 0, para que el drea de la regién acotada del plano delimitada
por la gréfica de g, las rectas t = 0y 2 = 1 y el eje OX sea igual a 2 u?.

Solucion:

8) fl(a) = 2" +5 = m

fl(a) =a®>+5=-3= a®> = -8 = a = -2y el punto de
tangencia es (a, f(a)) 2, f

[(=2)) = (=2,14):

y—14=-3x+2)= y=—-3x+38

-
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S

1
azx 1 ) a 9 1
de = 21 - — | =
/O<x2—|—1+(1+x)2 =gl 41 @+1)],

aln2+1 B
5 =

3
2=— a=—~4,33
4T 2 ’

Problema 3.20.8 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real:

.’172

f(m):z274x+3

a) Determinense el dominio y las asintotas de f(x).

b) Obténganse los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

Solucién:
a) Dom(f) =R — {1,3} y Asintotas:

@ Verticales:

Enz=1:
x? 1
T e R
En z =3:
x? 9
Jim s o) —

@ Horizontales: y =1
2
lim ——m— =
z— o0 12 — 4z + 3

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
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b) f’($):—m:0:> r=0yx=3/2

f'(x) - + -
creciente | decreciente \

La funcién es creciente en el intervalo (0,1)U(1,3/2), y es decreciente en el intervalo (—oo, 0)U
(3/2,3) U (3, 4+00). Tiene un maximo relativo en (3/2, —3) y un minimo relativo en (0, 0)

f(x) | decreciente \

¥

Fi

B
Min(0,0)

Mix(3/2,-3)

x=1 =3

Opcién B
Problema 3.20.9 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

fl@)= —

2 —a

a) Calcilese el valor del pardmetro a € R para que f(x) tenga tangente horizontal en z = 3.
b) Hallense las asintotas de f(x) para a = 4.

Solucién:
a) f'(z) = M como [/(3)=0= 99 — 3a)

W = 0 — a4 =
3
e Asintotas:

T

b) Sia=4=

@ Verticales:
Enaz=-2:

i, 2= o) i, =[] =+
m —— = | = | = —&O 1im _— = | — = o0
z— —2- 12 —4 0+ ’ T—>

“o+ 2 — 4 0—
Enz=2:
i, = [ o)+
fm =|—|=- = |—
r—s2- 12 —4 0- R S R o+ >



@ Horizontales: No hay

@ Oblicuas: y = mx +n

3.20.4. Extraordinaria

Opcién A

Problema 3.20.10 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = 223 — 8.
a) Determinese en qué puntos la tangente a la curva y = f(z) es horizontal.

b) Calctlese el drea de la regién acotada del plano delimitada por la grafica de f, el eje de
abscisas y las rectas x =0, x = 2.

Solucion:

a) f(x) =22° —8r = f'(v) =622 -8 =0 = wz:t\/g::t%\/g: (2\/3732\/3) y

3 9
(2, -24)

3 9
b) 223 —8r =0= 2 =0, r =2y 2 = —2. Luego la funcién no corta el eje de abscisas en el
intervalo [0, 2]:
2 4 2
Slz/ (22 — 8x)dr = — —42*| = -8
0 2 0
S =181 =|—8 =8 u?
0.0 (20 :
N
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Problema 3.20.11 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f(z) = 29 si r<3

2—4 si >3

a) Estudiese la continuidad de f.

b) Determinese si f tiene asintotas horizontales, verticales u oblicuas.

Solucion:

a)

73

lIim ———=-x
r— 3~ 1‘2 —9

lim (2? —4)=5

r— 3+

Luego la funcién es discontinua no evitable en = = 3, en ese punto hay un salto. f es continua
en R — {£3} (En = —3 hay una asintota vertical)

b) Asintotas:

@ Verticales:

En z = 3 hay una asintota por la izquierda, se ha visto en el apartado anterior.

Enz=-3:
” 23 {—27}
im ——=|—|=-
—s —3- 22 -9 0+
1If i {_27} +
im = =400
z— -3+ 22— 9 0~
@ Horizontales: No hay.
3
lim 5 = —00
z— —c0 x4 —9
@ (Oblicuas: y = mz +n
3
m= tm 1@ g Ty
r— —0c0 I z— —oco 15 — Ox




x=3

Opcién B

Problema 3.20.12 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
3 + 2% — bz + 3.

a) Determinense los puntos de corte con los ejes de coordenadas asi como los limites de la
funcién cuando z tiende a infinito y a menos infinito.

b) Determinense los valores de x en los que la pendiente de la recta tangente a la funcién es
igual a 3.

Solucion:

a) Con el eje OY: hacemos © =0 = f(0) =3 = (0,3).
Con el eje OX: hacemos f(z) =0 = 23+ 22 -~ 5z +3=0= (1,0) y (=3,0).

lim (2% +2% —52+3)=—00 lim (2*+2? —52+3) =00

r—r —00 r—r o0

b) f(x) =322+22 -5y fl(a)=3= 3a>+2a—-5=3= 3a>+2a—8=0= a= -2y

=3
3.20.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 3.20.13 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

z+1
2 —4

a) Determinense las asintotas verticales y horizontales de f, si las hubiese.

b) Calctilese la derivada de f(z), para los valores de = en donde f es derivable y determinese la
pendiente de la recta tangente a la grafica en el punto x = 1.

Solucion:
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a) Asintotas:

@ Verticales:

Enx=2:
I r+1 {3}
{ — = |—| =-
z—s2- 2 —4 0—
r+1 3
I =|—| =
x—l>2+x2—4 0t oo
Enz=-2:
, z+1 _{—1}_
oso- 22 -4 lo+] °
x+1 _{—1}_
e 22— o) T
@ Horizontales: y = 0.
, z+1
lim =0

z—o00 12 — 4
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

242 4 7
b) @)= ~Tgm e = m= (1) =g

=0

Opciéon B
Problema 3.20.14 (2 puntos) Considérese la funcién de variable real

{ 2?—x s z<0
a+e ™ si x>0

fx) =

a) Determinese el valor de a para que la funcién sea continua en z = 0.

b) Para a = 1/5, calctlese el drea de la regién limitada por el eje de abscisas, las rectas x = 0
y ¢ =1/5, y la gréfica de f(z).

Solucion:
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lim (22 —2) =0
r— 0™
— a+1l=0= a=-1

Im (a+e ) =a+1

z—> 0t

1
b) En el intervalo [0,1/5] la funcién es f(z) = 5 + €757 comprobamos si la funcién corta al eje
OX en ese intervalo:

1
flx) = R +e T =0= " = — no tiene soluciones reales.

(1/5,0)
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Problema 3.20.15 (2 puntos) considera la funcién de variable real

r—3
2 — 22

flx) =

a) Determinense las asintotas verticales y horizontales, si las hubiese.

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucién:

a) Asintotas:

@ Verticales:

Enz=0:
” r—3 [—3]
ifm =|—| =—00
t—s0- 22 —2x L0t
lim 7x73 a3 +00
{ =|—|=
—so0+x2—2x L0~ ]
Enz=2:
! z—3 [—1]7 n
im ——=|—| =
e—s2- 22 —2x L0~ >
i r—3 [—17
im ——— =|—| =—-0
e—so+ 22 —2¢ L0t ]
@ Horizontales: y = 0.
-3
lim — -

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) f’(x)z—m:0=> r=3+V3

(—00,3—V3) [ 3—V3,3+V3) | B+ 3, +x)
f(z) - + -

f(z) | decreciente N\ creciente decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (3 —/3,2) U (2,3 + v/3), y decreciente en el intervalo
(—00,0)U(0,3—/3)U(34++/3, 00), tiene un minimo en el punto (3 + /3, 2_2‘/5) =(0,13;1,87)
y un maximo en (3 -3, 2+2*/§> = (1,27;1,87).
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x=0 x=2

Min(0,13;1,87)
=0 Mix(1,27:1,87) x

3.21. Ano 2020

3.21.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.21.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) definida por

—xr+a si T < —8

flz) = Jr si —8<zx<1
Inx si z>1

donde In denota el logaritmo neperiano y a € R. Se pide:

a) Proporcionar el valor del pardmetro a para que la funcién anterior sea continua en el punto
de abscisa * = —8 y analizar la continuidad de la funcién en el resto de los puntos de su
dominio.

b) Obtener la recta tangente a la funcién en el punto z = e y estudiar el crecimiento/decrecimiento
de esta recta. Justifique su respuesta.

Solucion:

a) Continuidad en x = —8:

lim (—x+a)=8+a

r— —8~
— 8+a=-2=— a=-10
lim ¥z = -2
r— —8%F
Continuidad en =z = 1:
lim Jz=1
r— 1~
lim lnz=0
r— 1t
En z =1 la funcién es discontinua y no evitable, hay un salto concluimos que para a = —10

la funcién es continua en R — {1}
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b) Cuando z = e larama es f(z) = Inx:
a=e b=fla)=[(e) =1, fr)=> = m=flo)= =

1 1
yfb:m(zfa):>yflzg(zfe):>y:g:c

1
Como la pendiente de esta recta m = — > 0 = la recta es creciente.
e

Problema 3.21.2 (2 puntos) Dada la curva
f(x) =2 +42 -5

a) Halle el punto en el que la recta tangente a la curva es paralela a la recta y — 6z + 1 = 0,
indicando su abscisa y ordenada.

b) Calcule el drea del recinto acotado del plano limitado por la graficas de f(x) y g(x) =
—2% 4+ 4x + 3.

Solucion:

a) y = 62 — 1 =>la pendiente de la recta es m =6

f'(z) = 22 + 4 la pendiente de la recta es m = f'(a) =2a+4 =6 = a =1y el punto de
tangencia serd (1, f(1)) = (1,0). La recta es:

y—0=6(z—1)=— y=62—06

y-6x+1=0

b) f(z)=g(z) = 2 +40-5=—-2’+424+3= 222 —-8=0= 2 =42
£C3
F(:E):/(f(x)—g(x))dm:/(2x2—8)dx:%—Sx
s :/ (F(z) — g(x)) dz = F(2) — F(-2) = (? - 16) - (—? + 16)

64 - 64
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y=g(x)

Opciéon B
Problema 3.21.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
fz) = Vawe™™

a) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y calcule lim  f(z).
r—r —00

b) Halle el drea del recinto acotado del plano delimitado por la grafica de la funcién, el eje de
abscisas y las rectas x = -1y x = 1.

Solucion:

2
V2 V2 V2 V2
~3 )| 77)] (T
T E N ¥ =
f(z) | decreciente N\ | creciente /* | decreciente N\

V2 V2
RS

La funcion es creciente en el intervalo

V2 V2
V2

2
Tiene un Maximo en (\2[, 61/2) y un minimo en (2, 61/2>.

>, y es decreciente en el intervalo

m f@)=_ dm = [Z] = V2 V2

z— o0 2ze®’ —00

0

b) La funcién f(z) = V2ze®* =0 = 2 = 0 corta al eje OX en = 0 y tendremos dos
recintos de integracién: [—1,0] y [0,1].



5= [ s =r-ro =3 (1-1)
S:|Sl\+|52|:2§ <1—§> :\/5(1—2) ~ 0,894 u?

3.21.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 3.21.4 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por
4z — x3

= P04y
3x+x2+

f(x)
a) Calcule el dominio de la funcién y obtenga el valor que hay que asignar a f(z) en z = 0 para
que la funcién anterior sea continua en este punto.
b) Obtenga las asintotas de esta funcién en caso de que existan.
Solucién:
a) 3z+22=2B8+2)=0= 2=0yz=-3=
Dom(f) =R — {-3,0}.
En 2z =0:

4z — 23 {O} 4 — 322 4 16
lim —+4=|= 4= lm ——+4=-+4+4=— =
e v A 1] L S P T
La funcién f presenta en el punto 2 = 0 una discontinuidad evitable (un agujero) La extensién
por continuidad que necesita esta funcién para ser continua en ese punto serfa hacer f(0) =
16
?.
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b) Asintotas:

@ Verticales: En z = 0 no hay asintota por el apartado anterior. Analizamos en x = —3:

, 4 — 2
lim
z— —3- 3+ T

+4= {;—_ﬂ+4:+oo

lim
z— —3+ 34+

4 — g2 4 -5
= |oF

}+4:foo

@ Horizontales: No hay
2

lim +4=—0c0
z—o0 3+
@ Oblicuas: y=mx +n
. fl@) . —x?+4x+16
m = lim = lim ——mMM— =
r— 00 T T— 00 x2 + 3x
, , Tr+16
n_mgnoo(f(x)_mx)_:cgnoo x+3 y '
y=—xc+7

Problema 3.21.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(z) = —z* + 23 + 222
a) Determine la ecuacién de la recta tangente a f(z) en el punto de abscisa x = —1.

b) Obtenga el drea del recinto acotado delimitado por la funcién f(x) y el eje de abscisas para
valores de = > 0.

Solucion:

a) b= f(=1)=0. f'(z) = —42> + 322 + 42 = m = f'(—1) = 3 Luego la ecuacién de la recta
tangente sera:

y=3z+1) = y=3x+3

b) —a*+23+212=0= = -1, 2 =0y 2 =2. Como x > 0 el intervalo de integracién sers
el [0,2].

5 4 2

2 3
— 2x 44
S: — 4 3 2 2 = 7.%' —x _— = — 2
/0 (—2® 4+ x° + 22%) z tot 51,715 u
Opcién B

Problema 3.21.6 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real dada por la siguiente
expresion:

f(x) =3(x+k)e 2

a) Indique el dominio de la funcién y obtenga razonadamente el valor del pardmetro real k para
que la tangente a la funcién en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal. Determine también
la ecuacion de la recta tangente a la funcién en dicho punto.

b) Para k = 1, senale los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
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Solucion:

a) Dom(f) =R
f(z)= —%e_%(x+k—2) y f/(1)=0= ge_%(l —k)=0= k=1
b) Sik=1= f(z)=3(x+1e 2= fl(z)=32e2(1-2)=0= 2=1
(—o0,1) (1,+00)
f'(x) + -
f(x) | creciente /| decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,1), v decreciente en el intervalo (1,00) con un
méximo en (1, %) = (1;3,64).

Mix(1;3,64)

3.21.3.
Opcién A

Ordinaria-Coincidente

Problema 3.21.7 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real
fz) =223 +ax® -1

a) Determine el valor de del pardmetro real a para que el punto de abscisa x = —1 de la funcién
f(x) sea un méximo relativo.

b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z) para a = 1.
Solucién:

a) f'(z) =622 +2ax = f'(-1)=6—-2a=0= a=3
f(z) =122+ 20 = f"(-1)=—-124+6 = —6 < 0 = x = —1 es un maximo relativo.

1
b) Sia=1= f(z)=223+22-1= f/(z) =62 +22=0= szyx:—g.
(_007_1/3) (_1/3a0) (Oa +OO)
f'(2) + - +
f(x) | creciente | decreciente \ | creciente N
La funcion es creciente en el intervalo (—oo, —%) U(0, 00), y decreciente en el intervalo (—%, 0),
tiene un minimo en el punto (0, —1) y un maximo en (—3, —29).
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0(0,0)

Miix(-1/3,-26/27)
Min(0,-1)

Opcion B
Problema 3.21.8 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real:
flx)=ax®—2*> —z+a

a) Determine el valor del pardmetro real a para que haya un punto de inflexién en = = 1.

b) Para a = 2, calcule el drea del recinto acotado por la gréfica de f(z), el eje de abscisas y las
rectasz =0y x = 1.

Solucién:
1
a) f'(z) =3a2? - 22— 1= f"(x) =6ar -2, f'(1) =6a—2=0—= a=gz

b) a =2 = f(z) = 22® — 2% — 2+ 2. La funcién no tiene puntos de corte con el eje de abscisas
en el intervalo [0, 1], luego:

Problema 3.21.9 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real definida por:

x? —4x+3
2 _
fay=¢ w1

—g2 si x<1

si x>1

a) Calcule ll'm1 f(z). (Es la funcién f(x) continua en todo su dominio?.
r—

b) Calcule las asintotas de f(x).

Solucion:
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lim (—2?) = -1
r—> 1~
2P-4 = i, f(z) = -1

= lim

lim
z— 1+ 2T

—s1+  x%2 -1

a? —dx+3 {O
~ Lo
Y como f(1) = —1 = f es continua en z = 1.

b) La rama z < 1 no tiene asintotas, estudiamos la rama z > 1:
@ Verticales: Las tinicas posibles son z = 1 (por el apartado anterior no lo es) y z = —1
no estd en la rama, luego no hay asintotas verticales.

@ Horizontales: y = 1.
3 2 —4x+3
lm —— =

T—> 00 2 -1

1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

3.21.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.21.10 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

6x

fz) =

2m+Inx si z>1

a) Estudie los valores del pardmetro m € R para que f(x) sea continua en x = 1 y calcule la
derivada de la funcién para = < 1.

b) Halle el drea de la regién del plano limitada por la curva y = f(z), lasrectasx = -1y 2 =0
y el eje OX:

Solucion:

a) Continuidad en z = 1:

, 6x
hm — =
x— 1~ 2$2 —|— 1

lim (2m+lnx):2m = 2m=2= m=1

z—> 1+
£(1) = 2m
6z —122% + 6
E 1= =— "Np)= ——
nz< f(z) 57 1 = f'(z) Gz 1 1)
6
b) En el intervalo [—1,0] la funcién es f(z) = 22721 y no corta al eje OX en ese intervalo.
x
0 0
6x 3 3In3
S, = ———dr = = (In(22? 1} =-
! [12x2+1x 2<n(l’+)_1 2
3In3 3In3
S=8|=]|- ; ’: ;1 ~ 1,65 u2
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Opcién B

Problema 3.21.11 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

ar® -3

fla) = 5=
a) Calcule el valor del pardmetro a € R para que f(x) tenga una asintota horizontal en y = —1.
b) Para a = 1, halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z) y los extremos

relativos, si existen.
Solucién:

a)

lim ot =a=-1

b) Sia=1= f(z) = i; g,Dom(f):]R—{:I:\/g}.
—4
f(z) = @ 72)2 =0= z=0
(—O0,0) (Oa OO)
() + — = x = 0 es un méximo local.
f(z) | creciente /| decreciente N\

La funcién crece en el intervalo (—oo, —+/5) U (—/5,0) y decrece en el intervalo (0,+/5) U

(v/5,00).

Miix(0,3/5) y=1

x=5 x=\s

Problema 3.21.12 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real
flx)=e* 4+
a) Determine la ecuacién de la recta tangente a f(z) en x = 0.

319



b) Calcule

/01 f(z)dz

a)a=0, fl(z) =22 +1= m=f'(0)=3yb=f(0)=1comoy—b=m(z—a) =
y—1=3z= y=3r+1.

Solucion:

y=3x+1

(0.1)

3.22. Ano 2021

3.22.1. Modelo

Opcion A

Problema 3.22.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) definida por
f(z) =ax® +bx+c

a) Obtenga los coeficientes reales a, b y ¢, de f(x) sabiendo que la funcién tiene un extremo
relativo en el punto de abscisa z = —3 y que la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de
f(x) en el punto de abscisa z =0 es y = 6 + 8.

b) Paraa=2,b=1y c=1, calcule la integral / f(z) dz.
1 T

Solucion:
fx)=az’ +bx+c= f'(x) =2ax+0b, y=06x+8
f'(-3)=0= —6a+b=0 a=1
a) m=f'(0)=6= b=206 =< b=6 =
f0)=6-0+8=8= ¢c=38 c=38

flz) =2 4+6x+8
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b) Sia=2b=1yc=1= f(z)=222+a+1:

e e 2 e
/ Mda:z/ Mdm:/ (2x+1+1)d5€=
1z 1 x 1 xz

x2+x+lnx]::e2+e—129,107

4
Problema 3.22.2 (2 puntos) Dada la funcién f(z) =z + —
x

a) Halle el dominio de la funcién y sus asintotas.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y, si los hubiera, sus
extremos relativos.

Solucion: 5
4 z° +4
fla)=z+ 5 =—3—
a) Dom(f) =R — {0}.
Asintotas:
@ Verticales:
Enz=0:
” 3+ 4 { 4 } n
i = [— 00
r—s0— 2 0+
i 23 +4 { 4 } N
i =|—| =400
r—73 0t 2 0+
@ Horizontales: No hay.
., 3 4+4 ., 23 +4
lim = 00 lim = —0
z—s 00 2 z— —c0 g2
@ Oblicuas: y = mx + n:
3
4
m = lim ﬂ: lim x—g =1
r—00 I T —> 00 X

T —7> 00 T—> 00 332
3 3 4+ 4 — g3
lim 5 =0=y=x
T— 00 T
3
-8
b) f(x) = ””933 0= =2
I - -
f(z) | creciente /| decreciente \, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (2,00), y decreciente en el intervalo (0,2),
tiene un minimo relativo en el punto (2, 3).
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Opcién B
Problema 3.22.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por
1
x2+a3:—§ si <0
fz) =
4 si x>0
x2 -9

a) Determine el dominio de f(z) y calcule el valor del pardmetro a € R para que f(z) sea
derivable en todo su dominio.

b) Para a = 0 determine, si existen, las asintotas de f(z).
Solucién:

a) Estudiamos la continuidad en z =0

1 1
—)1, N —)1, < i —7> 7
i 11%7]”(1') JJm = +ax 9 9
z+1 1 =
1f = lim ———=—-
x%+f(x) 2n0t 72 — 9 9
1
0)=—-
£0) =3

La funcién es continua en z = 0 pero no lo es en z = 3 = Dom(f) =R — {3}.
Estudiamos la derivabilidad en x = 0, que es el Gnico punto del dominio en el que hay duda.

2z +a si <0
) —
F) = 2?2 4+22+9 . 50
- s =z
R
10— 10+ 1 1 ‘s p
Tenemos que f'(07) = ay f/(0f) = —— = a = ——. Para este valor la funcién serfa

derivable en todo el dominio de la funcién Dom(f) = R — {3}.
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x° — 3 si <0
b) f(z)=
L—’_l si x>0
2 -9
Asintotas:

En la rama x < 0 no hay asintotas, se trata de un polinomio.
En la rama x >0

@ Verticales:

En z =3:
I x+1 { 4 }
1 = —_— =
z—3- 22 —9 0- %
i z+1 { 4 } n
1 = |— | = o0
z— 3+ 12— 9 0t
@ Horizontales: y = 0.
, z+1
wE}I’lOO 2 —9 0
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
(0,-1/9) y=0
x=3

3.22.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.22.4 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

344
2 —1

fz) =

a) Determine el dominio de f(x) y calcule sus asintotas.
b) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grifica de f(z) en el punto de abscisa = 0.

Solucion:
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a) 1> —1=0= r =41 = Dom(f) =R — {£1}.
Asintotas:

@ Verticales:

e Enx=1:
” 3 +4 { 5 }
im ——— = = —00
a—1- 122 —1 0-
2 4+4 5
1/ —_— =
o1 o T
e Enz=-1: 5
, x>+ 4 3
;c—h>IE1— 22—1 Lot~ oo
3 +4 { 3 }
im = = —00
r— -1+ 22 —1 0-
@ Horizontales: No hay lim,_, % =—ooylim, % = 00
@ Oblicuas: y =mz +n
344
m= lim 1@ gy T,
r— 00 I r—r00 > —

n= lim (f(z)—mz)= lim <x3+4 m)zO

r—> 00 z— oo \z2 — 1
Luego
y=x

’ _ x(2®-32-8) g N y _ _ _
b) f'(x) ===z = m=[f'(0)=0yb=f(0) = -4 Luego y + 4 =0(x —0) = y = —4

- // \b

Problema 3.22.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

> —axr si z<1

fz) =

Inx si x>1

denotando por In la funcién logaritmo neperiano.
a) Determine para qué valores de a € R la funcién f(z) es continua en R.

b) Para a = 1, halle el drea de la regién acotada delimitada por la funcién f(z), el eje de abscisas
y las rectas = —1, x = 0.
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Solucién:
a) Las dos ramas son continuas en los intervalos en los que estdn definidas. Hay que estudiar

continuidad en x = 1

Im f(z)= lim (2> —azx)=1-a
z— 1~ z— 1~
— l-a=0= a=1
lim f(z)= lim (Inz)=0
z—> 1— z—> 11+

b) Paraa =1:
22—z si <1

f(z) =

Inx si x>1

Tenemos 22 —x =0 = x = 0y 2 = 1 = la funcién no corta al eje de abscisas en el

intervalo [—1,0]. Luego:

0 3 270

T T )
S - 2— d = — = — — g
1 / (@ —a)de = 5 -5 76

—1

Opcién B
Problema 3.22.6 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real, definida f(z) = (22
3)e*

a) Obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y determine sus extremos

relativos indicando si corresponden a méximos o minimos.
b) Calcule
2
/ e " f(x)dx
1

Solucion:

a) fl(x)=(2>+22-3)e*=0= z2=-3yz=1

(*007*3) (7331) (1700)
F@ |+ - ¥
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—3,1) y creciente en (—oo, —3) U (1, 00).
Tiene un Méximo local en (—3,6e~3) y un Minimo local en (1, —2¢)

b)
a3 2

2 2 2 9
/ e T f(z)dx = / e %(2® - 3)e% dx = / (2 = 3)de = = —3x| =—=
1 1 1 3 1 3
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3.22.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.22.7 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

3

f(ﬂ?):m

a) Calcule las asintotas de f(x).

b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).
Solucién:

a) Asintotas:

@ Agsintotas verticales: x = 1

i = 7] =+ i e = [ov) =+
fm = |—| =+o0; lim =|—| =4
a—1- (1 —12)? 0+ a—1t (1 —x)?
@ Asintotas horizontales: No hay

3 3

i K _
w—lr—noo(l—gj)Q_ o0; im =00

@ Asintotas oblicuas: y = mz +n

_om @ =y a’ _
m= 1—1)r—noo T 4 1—1)r—noo 1‘(1 — :C)2 - 1—1)r—noo 3 —2x2 4+ -

n= lim (f(z)—mz)= lim (L—x):2

T——00 z——o0 \ (1 — z)?
y=r+2
/ o :1:2(9:73) o . h
b) f(x) = ey = 0= 2z=0yz=3.
(—00,0) (0,1) (1,3) (3, +00)
() + + — +
f(z) | creciente /| creciente /' | decreciente Y\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (0,1) U (3,00), y decreciente en el intervalo
(1,3), tiene un minimo en el punto (3, %)
En el punto (0,0) hay un punto de inflexién.

\ - /,/ -
\ //,/;M

~__—
{ Min3,27/4)

Pr(0,0)
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Problema 3.22.8 (2 puntos) Sea f(x) = 2% + ax donde a es un pardmetro real.
a) Determine el valor de a para que la funcién f(z) tenga una primitiva F'(z) que verifique
F(0)=3y F(2)=9.
b) Para a = —2, calcule el drea de la regién acotada del plano delimitada por la grafica de f(z),
el eje de abscisas y las rectas x =0, z = 3.
Solucién:
F(z) = [ (2? 4+ ax) dx = +C
F(O) 0+0+C—3:> C=3
F2)=%8+4204+C=9=20=9-C-8=9-3-3 = a=
fa) =2+ 3oy Fla) =4 + 32 +3

Wl

b) Paraa=-2= f(z) =22 -2z =2(z—2)=0= 2 =0y x = 2. La gréfica de la funcién
corta al eje de abscisas en el intervalo [0, 3] en x = 2.

2 3
Slz/(x2+2x)dx:x——|—x2} =—-
0 3 0 3

3
ng/ (2 4 22) dox = %—Fzz
2

4 4
|S1|+|S2|—§ 3=

00,0 & _d 20 3,0

Opciéon B

Problema 3.22.9 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por
9 b
f(z) = ax —|—;—|—2m

donde a y b son pardmetros reales.

a) Calcule a, b para que la recta tangente a la gréifica de f(x) en el punto (1,2) sea paralela a
la recta y = —4x.

b) Determine todos los valores de a y b para que f(z) tenga un punto de inflexién en el punto
(1,2).

Solucion:
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a) f(l)=a+b+2=2= a+b=0

f’(x)zan—%+2:> m=f(1)=2a—b+2=-4= 2a—b=—6

a+b=0 a=—2
{2a—b:—6 :>{b

b) f)=a+b+2=2= a+b=0
1 2b 1
[(@) =20+ = = ["(1) =2(a+b) =0= a+b=0

Luego no hay solucién tunica, los parametros tienen que cumplir a = —b.

3.22.4. Extraordinaria
Opcion A

Problema 3.22.10 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por:

2—zr—1 s <3
f(x)i{ 3a si >3

x

a) Determine el valor del pardmetro real a para que la funcién f(x) sea continua en todo su
dominio. jPara ese valor de a es f(x) derivable?

b) Para a = 1, calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto de
abscisa x = 1.

Solucion:

a) @ Continuidad en z = 3:

h’mxHB* f(l') ~N Hmz—)d* ("EQ - 1) =95
lim,__, 3+ f(z) = lm,__, 3+ 3?“ =a — f continua si a =5

fB)=5

Cuando a = 5 las dos ramas son continuas y también lo es en x = 3 = f es continua
en R.

@ Derivabilidad en z = 3 para a = 5:

o f2c—1 si <3 f/37)=5
f(x)—{ B s >3 :>{f’(3+ -

z2
f no es derivable en x =3

Luego f es derivable en R — {3} para a = 5.

328



b) Paraa=1enxz =1lafunciénes f(z) =2>—2—-1= b= f(1)=-1y f'(z) =2r—-1 =
m = f’(1) = 1. La ecuacién de la recta tangente es y + 1 =2 — 1= y =z — 2
\ ’ /

Opcién B
Problema 3.22.11 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

3 — 222

f(ﬂf)zm

a) Calcule el dominio y las asintotas de f(x).
b) Determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucion:

a) Dom(f) =R — {1}
Asintotas:

@ Asgsintotas verticales: x = 1

I 3 — 222 {—1} i a3 — 222 {—1}
m ——=|—/—|=-00; lim — =|—|=-x
z—1- (x —1)2 0+ Toam1t (2 —1)2 0+
@ Asintotas horizontales: No hay

i 3 — 222 3 — 222

im ——— = —00; im — =

T——00 (QIT — 1)2 ’ r—-+00 (CE — ]_)2
@ Asintotas oblicuas: y = mz +n
3 _ 2 2 3 _ 2 2
m= lim —f(x) = lim x i — lm L

z—=—00 zo—cox(x? =20 4+1) a—-occad3 —222+x

; ; 3 — 222
"= xgrzloc (f (@) —maz) = xgr—noo <m a m) B
7z 7x . .
x ZE2— T
b) fi(z) =25 0= 2 =
(—00,0) (0,1) (1,400)
f'(z) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente
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La funcién es creciente en el intervalo (—o00,0) U (1,00), v decreciente en el intervalo (0, 1),

tiene un méximo en el punto (0, 0).

=x
Mixoo| /

Problema 3.22.12 (2 puntos) Se sabe que la derivada de una funcién real f(x) es
f'(z) = 32% + 8z
donde a y b son parametros reales.
a) Determine la expresién de f(z) sabiendo que f(1) = 11.
b) Determine los méximos y minimos locales de f(z), si los hubiera.

Solucion:

a) f(z) = [ (32*48x)dr = 23 +42?+C, como f(1) =11 = f(1) =1+4+C =11 = C =6.

Luego f(x) = 23 +42% +6

b) f’($)=3x2+8$=0:>$=0y$=—§ ]
f"(0)=8>0= z =0 minimo
f'(x) =6z +8 =

f”( %) =-8<0= xz—% maximo
Hay un minimo relativo en (0,6) y un méximo relativo en (-3, 32).

3.23. Ano 2022

3.23.1. Modelo

Opcién A

Problema 3.23.1 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = /1 + 22
a) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en el punto de abscisa = 0.
b) Calcule fol 2z f(z) dx

Solucién:

a) x:af0:> b= f(0)=1

f(@) = m ¢L2:>m:f’(0)=0
y—b=mz—a) = y-1=0= y=1



t=1+ 2

b) F(z) = [ 20v/1+2%dx = [ 22(1+2?)2dr = | dt = 2xdctla: = [2xt! /2 = [ ¢1/2qt =

dl':ﬂ
oo VI g
22 - /22 0 919

f01 22 f(x)dr = F(1) — F(0) = %= — % = 42

Opcién B
Problema 3.23.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

10
J(@) = 22 +2x -3
a) Determine el dominio de f(x) y calcule sus asintotas.

b) Obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y determine los extremos

relativos indicando si corresponden a méaximos o minimos.

Solucién:
a) 22 +2r—-3=0= z=1yz=-3=Dom(f) =R - {-3,1}.

Asintotas:

@ Verticales:

e En z = -3:
lim L—{E}——i-oo
e——3-x2+2: -3  [0t]
lim 710 —{E}——oo
o 3+ x2+22 -3  L0—]
e Fnxz=1:
K 10 {10}
m ———=|—]|=—-
- 2420 —-3 L0 >
. 10 [10} N
m ————=|—|=
it 2 420 -3 L0+ o
@ Horizontales: y = 0.
10 344
~ m S

lm ———— =
z— oo x2 4+2xr—3 r—o0 2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

20(z+1)

(—OO,—].) (—1,—|—OO)
f'(x) + -

f(x) | creciente ' | decreciente N\
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La funcién es creciente en el intervalo (—oo,—3) U (=3, —1), y decreciente en el intervalo
(—=1,1) U (1, 00), tiene un méaximo relativo en el punto (—1, —%)

=3 =1

Mixc132 |00 =0

/

Problema 3.23.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real definida por:

ar?—2x s x<2

fz) =

In(x —1) si z>2
a) Determine para qué valores de a € R la funcién f(x) es continua en su dominio.
b) Para a = 1, halle el drea de la regién acotada delimitada por la funcién f(z), el eje de abscisas
y las rectas x = —1, z = 0.
Solucién:

a) Las dos ramas son continuas.
Estudiamos la continuidad en z = 2

lim f(z) = lim (az®— 2z) =4da—4
T— 27 T—> 27

lim f(x): lim 1n(x—1): — 4dg—-4=0= qg=1

z— 2+ r— 2+

f(2)=4a—-4
Sia=1= f es continua en todo el dominio de la funcién Dom(f) = R.

b) En esa rama f(x) = x? — 2x que corta al eje de abscisas en z = 0. Luego el tinico punto de
corte con el eje OX estd en la frontera del intervalo [—1,0].

0 3 0 4
Slz/ (ac2—2x)dx=x——x2 = -
. 3

S =S| == ~1,3333 u?

Wl
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