FUNCIONES EXPONENCIALES

L as funciones exponenciales son funciones en las cuales la variable independiente
esta en laposicion del exponente. Recordemos que al tener 3°, a 3 lellamamos la base
y a 5lellamamos el exponente o la potencia. A las funciones exponenciales selesllama
de acuerdo a valor de la base. Veamos la definicion formal de estafuncion.

DEFINICION:
Sea x cualquier nimero real. Lafuncion exponencia base a esunafuncion dela

forma f(x) =a*, donde a esun nimero rea positivo (a>0) y a=1.

EJEMPLOS DE FUNCIONES EXPONENCIALES:

1) f(x)=2"
2) g(x)=3"+2
3) h(t) =2(5'")

4) F(x) = @

5) G(x) =€e* ( e esun nimero irracional cuyo valor es un decimal infinito
no periédico, e= 2.72)

OBSERVACION: No seincluyelabase a=1, porques a=1 entonces tendriamosla
funcién constante f (x) =1* =1. También se excluyen las bases que son negativas, porque,

de otra manera tendriamos que excluir muchos valores del dominio de lafuncion.
Por gjemplo, si labase fuera — 2, entonces:

(—2)% =J-2¢R
(-2)* =4(-2° =4-8e R

5
6

(-2)° =8/(-2° R

CUIDADO: Esimportante distinguir entre lafuncién f (x) = x*, lacua esunafuncién

polinomial de grado 2y lafuncion g(x) = 2%, lacual es unafuncién exponencia de base 2.

En unafuncién polinomial, labase es unavariable y el exponente es una constante. En una
funcidn exponencial, la base es una costante y el exponente es una variable.



GRAFICAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES

ASINTOTA HORIZONTAL

Laasintota horizontal es unarecta horizontal alacual lagréficadelafunciéon seva
acercando cuando los vaores en el dominio de lafuncién aumentan o disminuyen. Si la
grafica de lafuncion tiene esta asintota, entonces ella nos describe el comportamiento al
final delagréfica. Las asintotas no son parte de la gréfica, pero ayudan atrazarla. Como
no son parte de la gréfica, por eso setrazan entrecortadas.

DEFINICION: Larecta y =L (Le R) esunaasintota horizontal paralagréficade lafuncion
f s amedidaque x disminuye (X — —) 0 amedidaque x aumenta (X — o), losvalores
de f seacercana L.

Estaidea se estudia en Caculo, usando el concepto del limite de unafuncion.

Recordemos |o siguiente acerca de |os exponentes.

LEYES DE LOS EXPONENTES:

Sean a,b,m,n ndmerosreaes, con a= 0, b= 0.

[.a™a" =a™" v, & _gmn
an
m m
a a
1. (@) =a™ V.2 ==
b b

1. (ab)" =a™b™

PROPIEDADES DE LOS EXPONENTES:

Sean a, n nimerosreales,con a=0 y n>0.
_ 1
a a'=—

n

b) a’=1



EJEMPLOS: Trazalagréficade:

1) f(x)=2"
Lavariable x puede ser cualquier nimero real, pero por conveniencia usaremos valores
enteros.
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Propiedades dela funcién que se observan dela gréficay delatabladevalores:

1)el dominio (D) es R

2) el campo de valores (CV) es (0,0)

3) no hay interceptos en el gje de x

4) € intercepto en el gjede yes(0,1)

5) lafuncion es uno-a-uno

6) lafuncion es creciente en todo su dominio

7) el giede x (conecuaciéon y =0) esunaasintota horizontal paralagréfica
De lagrafica se observa que amedida que losvaloresde x disminuyen, los
valoresde y se acercan acero. En simbolo podemos expresar estaidea asi:
A medidaque x > -, y—>0.
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OBSERVACION:
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Propiedades de la funcion que se observan dela graficay delatabladevalores:
1) el dominio (D) es R
2) e campo de valores (CV) es (0,)
3) no hay interceptos en el gje de x
4) el interceptoen el gede y es(0,1)
5) lafuncion es uno-a-uno
6) la funcion es decreciente en todo su dominio
7) el gede x (con ecuacion y = 0) es una asintota horizontal paralagrafica

Esto ocurre porque a medida que los valores de x aumentan, losvaloresde y se

acercan a cero. En simbol os podemos expresar esta idea asi:
A medidaque X >, y—0.
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OBSERVACION: Si conocemos lagréaficade y = f (x), podemos usarla paratrazar la
gréficade y = f(—x), yaquelagréficade y = f (—x) eslarefleccion através del gje

de y delagréficade y= f(x).

Si f(x)=2" entonces f(—x)=2"". Por lotanto, paratrazar lagréficade y=2"",
pudimos haber reflejado lagréficade y = 2" atravésde gede y . Esto quiere decir

quesi €l par ordenado (X, y) estaenlagréaficade y = 2* entonces el par ordenado (—X, Y)
estaen lagréficade y=2"". Por g emplo, como € par ordenado (2,4) pertenece alagréfica
de y = 2" entonces el par ordenado (- 2,4) pertenecealagréficade y=2"". O sea, sele
cambiael signoala x de cadapar ordenado que estaen lagréficade y = 2*. El valor dey
se quedaigual. De esta manera se obtienen los pares ordenados de lagraficade y =27

A continuacién, aparecen resumidas |as propiedades que se observaron en los g emplos
discutidos. Estas propiedades dependen de |a base que tenga la funcion exponencial.

RESUMEN DE LAS PROPIEDADES PRESENTADAS EN LOS EJEMPLOS
ANTERIORES:

PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL f(X)=a", paaa>1:

1) el dominio (D) es R

2) el campo de valores (CV) es (0,)
3) no hay interceptos en el ge de x

4) €l interceptoen el gede yes(0,1)
5) lafuncion es uno-a-uno

6) lafuncion es creciente en todo su dominio
7) el giede x (conecuaciéon y =0) esunaasintota horizontal paralagréfica

Esto ocurre porque amedida que los valores de x disminuyen, losvaloresde y se

acercan a cero. En simbol os podemos expresar estaidea asi:
A medidaque X > -, y—0.

PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL f(xX)=a", paa O<a<1:

1) el dominio (D) es R

2) el campo de valores (CV) es (0,)

3) no hay interceptosen el gjede x

4) el interceptoen el gede yes(0,1)

5) lafuncion es uno-a-uno

6) lafuncion es decreciente en todo su dominio

7) el gede x (con ecuaciéon y = 0) es unaasintota horizontal paralagrafica

Esto ocurre porque a medida que los valores de x aumentan, losvaloresde y se

acercan a cero. En simbolos podemos expresar estaidea asi:
A medidaque x >, y—0.



V eamos otro gjemplo de la gréfica de una funcién exponencial.

EJEMPLO: Trazalagraficade f(x) =3 +1.

Haremos unatabla de valores paralafuncion f.

Lo x [ vy |
-2 3241-11 [3—2—%=1j
3?9
a4 wanl [(mell]
3 3 3
0 3 +1=2 (3°=1)
1 3+1=4
2 3% +1=10
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Esta gréficatiene una asintota horizontal que eslarecta y =1.

OBSERVACION: Si conocemos lagréficade y = f (x), entonces lagréficade
y= f(X)+h eslagréficade y = f(x) movida h unidades haciaarribasi h>0
y h unidades haciaabgjos h< 0. En el caso del ggemplo anterior, lagraficade
f(X) =3 +1 sepuede obtener moviendo 1 unidad haciaarribalagraficade la
funcién y =3". Al mover lagréafica 1 unidad hacia arriba, también se mueve la
asintota horizontal. Por lo tanto, la ecuacion de la asintota horizontal de la gréfica
de f(X)=3"+1eslarecta y=1.
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LA BASE e

Esta base es muy importante porque se usa para modelar situaciones que ocurren en la

naturaleza. Como ya mencionamos antes, el nimero e es un nimero irracional. EI nimero e
esta definido como el nimero al cual se acercalaexpresion (1+— , cuando n — . Como
n

se menciond anteriormente, esta idea se relaciona con el concepto del limite de una funcion
gue se estudiaen Calculo. A este nimero selellama e, en honor al matematico suizo
Leonard Euler (1707-1783). Lafuncion exponencial base e sedefinecomo f(x)=€e* y

es [lamadala funcién exponencial natural. A continuacién aparece su gréfica.

EJEMPLOS: Trazalagréficade:

1) f(x)=¢€" (e=272)
Como e >1, lagraficaes creciente en todo su dominio. El interceptoen y es (0,1). La
recta y =0 (el gede x) eslaasintota horizontal. Le aplican las restantes propiedades que

se enumeran paralafunciéon f(x)=a*,a>1.

Lox [y ]
-2 e?=014
-1 e3=~037

0 1
1 2.72
2 7.39
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2)g(x)=e -2
Paratrazar lagréficade y=¢e*, refleamoslagréficade y = €* atravésdel gedey.
Como ya mencionamos, se cambia el signo dela x en cada par ordenado de latabla
anterior. Lossignosdela y sequedanigual. Lagréficade y=¢e* —2 seobtiene
moviendo 2 unidades hacia abagjo lagréfica de y=e ™. Laasintota horizontal también
se mueve 2 unidades hacia abajo. La ecuacion de la asintota horizontal es: 'y =-2.
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ECUACIONES EXPONENCIALES-TIPO |

L as ecuaciones exponenciales son ecuaciones con términos de laforma a*,

donde a> 0, a=#1.Estudiaremos primero ecuaciones exponenciaes que tienen las
bases iguales 0 bases distintas que se pueden igualar. Llamaremos a estas ecuaciones,
Ecuaciones del Tipo |. Pararesolver estas ecuaciones se usan las leyes de | os exponentes
y lapropiedad que sigue.

Propiedad I:
S a’ =a" entonces p=gq.
Esta propiedad se cumple porque las funciones exponenciales son funciones uno-a-uno.

EJEMPL OS: Resuelve las siguientes ecuaciones:

1) 2x—l — 23x
2) 51—3)( — }

5
3) 43t — 8t—1

4) ex . eSx — ex—l

5) (e4)x .exz :i

e5



SOLUCION:

1) 2x,1 — 23)(
Para resolver estas ecuaciones, las bases deben ser iguales para poder utilizar 1a
Propiedad I. Como en esta ecuacion las bases son iguales, procedemos aigualar los

exponentes.
X—1=3X
-2x=1
1 , -1
X=— o) X=—
-2 2

La solucion de una ecuacion se puede escribir como un conjunto, al cual llamamos el
conjunto solucién (C.S.) de la ecuacion.

- CS= {_71} (El simbolo .. significa por lo tanto.)
2) 51—3)( — E
5
Como las bases no son iguales, procedemos a hacerlas iguales.
5173X — 571
Entonces: 1-3x=-1
-3x=-2
-2 2
X=— 0 X=—=
-3 3

e

3) 4% =8

Como las bases no son iguales, procedemos a hacerlas iguales

@ =)

26t — 23t—3
Entonces: 6t=3t-3
3d=-3
t=-1
. CS={-1}

4) ex . eSx — ex—l

Usando las leyes de los exponentes, efectuamos la operacion del 1ado izquierdo
dela ecuacion.

X+3X x—1

e =e

16



Entonces: 4x=x-1
3x=1

Usando las leyes de |os exponentes, efectuamos la operacion del lado izquierdo
dela ecuacion.

6X+X2 _5
e =e

Entonces;, 6x+ x> =-5
x?+6x+5=0
(x+5)(x+1) =0
Xx+5=0 6 X+1=0
x=-5 o] x=-1

.. CS={-5-1}

OBSERVACION:
¢, Qué pasaria si quisiéramos resolver la siguiente ecuacion?
2° =7

En esta ecuacion no se pueden igualar las bases. Se usan logaritmos para

resolver este tipo de ecuacion. Los logaritmos |os estudiaremos maés adelante
y resolveremos la ecuacion planteada.
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APLICACIONES:

Como habiamos mencionado antes, las funciones exponenciales tienen diversas
aplicaciones, ya que hay situaciones en las distintas disciplinas cuyo comportamiento
es exponencial. Veamos los siguientes g emplos.

EJEMPLOS:

1) El nimero de bacterias en cierta colonia aument6 de 600 a 1,800 entre las 7:00 am. 'y
las 9:00 a.m. Suponiendo que el crecimiento es exponencial, el nimero de bacterias t horas

t
después de las 7:00 a.m., esta dado por lasiguiente funcion: f (t) =600(3)2. Hallael
numero de bacterias en lacoloniaalas:
a) 9:00Am.
b) 11:00 Am.

SOLUCION:

a) Esimportante observar que t es el nimero de horas después de las 7:00 A m.

Por lo tanto, alas 9:00 a.m. han transcurrido 2 horas después de las 7:00 Am.
Lt=2

Al evaluar lafuncidon en t = 2 obtenemos;

2
f (2) = 600(3)2 = 600(3)* = 600(3) =1,800
. Alas9:00 am. hay 1,800 bacterias en € cultivo.

b) A las 11:00 a.m. han transcurrido 4 horas después de las 7:00 Am.
~t=4

Al evaluar lafuncion en t = 4 obtenemos;
4

f (4) = 600(3) 2 = 600(3)? = 5,400
. Alas11:00 am. hay 5,400 bacterias en € cultivo.

2) Lafuncion D(h) =5e %" puede usarse para hallar el ntimero de miligramos presentes

en la sangre de un paciente, h horas después de habérsele admnistrado cierta droga.

¢Cuantos miligramos estan presentes en la sangre del paciente después de 6 horas de
habérsele administrado la droga?

SOLUCION:

Evaluamos lafuncion para h =6, yaque h representa el nUmero de horas después de habérsele
administrado ladroga a paciente.

D (6) =5e%4® =5e2* ~ 0.45mg (miligramos) ( Se uso una calculadora cientifica para
aproximar este resultado. La calculadora
nos permite evaluar € .)



EJERCICIOS DE PRACTICA I :

1) Trazalagréfica de las siguientes funciones. Traza también la grafica de la asintota,
s esdigtintaa gede x.

a) f(x)=3"
b) g(x)=37-4
C) y — 2x+3

d f(x)=e*+3
2) Resuelve |as siguientes ecuaciones:

a) 32x+5 — 3x—1

b) 22t =4
C) 7t+3 — 1
7

d) (e4)x X ex2 — e12

3) Suponer que una substancia se va desintegrando al cabo de los afios. La funcion
-t
g(t) =100(2) ® nos permite hallar la cantidad en gramos, que queda de esta
substanciaal cabo de t afnos. ¢Cuantos gramos quedan de esta substanciaal cabo

de 10 anos ?

4) Suponer que para cierta colonia de bacterias, la cantidad de bacterias presentes al
cabo de t horas esta dada por lafuncién Q(t) =15,000e>* . ¢Cudntas bacterias estén
presentes al cabo de 5 horas?
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