Proba de Avaliacion do Bacharelato
para o Acceso 4 Universidade Codigo: 20

2021 - ordinaria

MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
queira.

1. Numeros e Alxebra:

1 se =2, .
(—1)i(i—1) se i+2. Explique se A e
A+ I son ou non invertibles e calcule as inversas cando existan. (Nota: a;; € o elemento de A que estd na fila
i e nacolumna j, e I é a matriz identidade.)

Sexa A = (aij) a matriz de dimension 3 X 3 definida por a;; = {

2. Nimeros e Alxebra:
x + 2y = m,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o sistema my + 3z = 1,
x + (m+2)y + (m+1)z

|
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3. Andlise:
De entre tddolos rectdngulos situados no primeiro cuadrante que tefien dous lados sobre os eixes de
coordenadas e un vértice sobre a recta x + 2y = 4, determine os vértices do que ten maior area.

4. Analise:

2 _x— <
Dada a funcién f(x) = {xx x=1 se X =
rectasy =4x—7ey=1.

0 4 - -
2 " calcule a area da rexion encerrada pola gréfica de f e as
—x—1 se x>0,

5. Xeometria:
a) Obtefia a ecuacién implicita do plano  que pasa polos puntos A(1,0,0), B(0,2,0) e €(0,0,3).
b) Calcule o punto simétrico de P(10, —5,5) con respecto ao plano m: 6x + 3y + 2z — 6 = 0.

6. Xeometria:

x =1+ 4,
a)Acheovalordeaseoplanom:ax+y+z=0¢éparaleloarectar:{y=1+1, 1€R.
z=2+4+4,

b) Estude a posicion relativa dos planos m1:2x +y + mz +m = 0emn,:(m—1)x + y + 3z = O en
funcién do parametro m.

7. Estatistica e Probabilidade:
a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral. Calcule P(A) sabendo que P(B) = 2P(A),
P(AnB)=0.1eP(AUB)=0.8.
b) Diga se os sucesos A e B son ou non independentes, se se sabe que
P(A) =06, PMB)=03 e P(AUB) =0.82.

8. Estatistica e Probabilidade:

O portador dunha certa enfermidade ten un 10% de probabilidades de contaxiala a quen non estivo exposto
a ela. Se entra en contacto con 8 persoas que non estiveron expostas, calcule:

a) A probabilidade de que contaxie a un maximo de 2 persoas.

b) A probabilidade de que contaxie a 2 persoas polo menos.
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MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera.

1. Numeros y Algebra:

1 si =2, . .
(—1)(i—1) si ix2 DPlauesidy
A+ I son o no invertibles y calcule las inversas cuando existan. (Nota: a;; es el elemento de A que estd en la
filaiyenlacolumnaj, eI esla matriz identidad.)

Sea A = (aij) la matriz de dimension 3 x 3 definida por a;; = {

2. Numeros y Algebra:
x + 2y = m,
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema my + 3z = 1,
x + (m+2)y + (m+1)z

|
3
+

3. Analisis:
De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos lados sobre los ejes de
coordenadas y un vértice sobre la recta x + 2y = 4, determine los vértices del que tiene mayor area.

4. Analisis:

2 .
L x“—-x—-1 si x <0, y L -
Dada la funcién f(x) = { calcule el area de la regidon encerrada por la grafica de f

—x2—x—1 si x>0,
ylasrectasy =4x—7ey =1.

5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita del plano  que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y €(0,0,3).
b) Calcule el punto simétrico de P(10, —5,5) con respecto al plano: 6x + 3y + 2z — 6 = 0.

6. Geometria:

x=1+4,
a) Halle el valorde asiel planom:ax + vy +z = 0 es paraleloalarectar:{y =1+ 4, 1 € R.
z=2+4+41,

b) Estudie la posicion relativa de los planos m1:2x +y + mz +m = 0yny:(m—1Dx +y + 3z =0
en funcion del pardmetro m.

7. Estadistica y Probabilidad:
a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcule P(A) sabiendo que P(B) = 2P(A),
P(AnB)=0.1yP(AUB)=0.38.
b) Diga si los sucesos A y B son o no independientes, si se sabe que
P(A) =06, P(MB)=03 vy P(AUB) =0.82.

8. Estadistica y Probabilidad:

El portador de una cierta enfermedad tiene un 10% de probabilidades de contagiarla a quien no estuvo
expuesto a ella. Si entra en contacto con 8 personas que no estuvieron expuestas, calcule:

a) La probabilidad de que contagie a un maximo de 2 personas.

b) La probabilidad de que contagie a 2 personas por lo menos.
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1.a,; = a;, = a;3 = 0. Ao ter unha fila de ceros, a matriz A non ten inversa.

a21 = a22 = a23 = 1, a31 == _2, a32 =2 e a33 = _2.

0 0 0 1 0 0
A= 1 1 1]|=A+1=| 1 2 1]
-2 2 =2 -2 2 -1

det(A+1) =—-2—-2=—4+ 0, polo que a matriz A + I si que ten inversa.

1/-4 -1 6\ 1/~4 0 0 1 0 0
(A+I)‘1=—Z 0 -1 -2 =-7(-1 -1 -1)=( 1/4 1/4 1/4)
0 -1 2 6 -2 2 -3/2 1/2 -1/2
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2.
1 2 0 m\F,—F /1 2 0|m\ F;—F, /1 2 o|m
(0 m 3 1) — (0 m 3 1) — <0 m 3 1).
1 m+2 m+1lm+1 0 m m+1l1 0 0 m—-210
Sistema triangular equivalente:
x + 2y = m,
my + 3z = 1,
(m-2)z = 0.

Discusion:

e Sem € R\ {0,2}, enton o sistema é compatible determinado, xa que a sua Unica solucién

éz=0, y=%, x=m-—2y.

x + 2y = 0,
e Sem = 0, temos 3z = 1,
-2z = 0.

O sistema é incompatible, porque as duas ultimas ecuaciéns non se poden cumprir a vez.

x + 2y = 2,
e Sem = 2, temos 2y + 3z = 1,
0 = 0.

O sistema é compatible indeterminado, xa que ten as seguintes infinitas soluciéns:

1-32
[z=,1, y=——, x=2-(1-31)=1+31|, 21€R
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SOLUCION ALTERNATIVA:
1 2 0 1 2 0 m
A=1(0 m 31,4*=10 m 3 1], rankA <rank4* <3 vm € R.
1 m+2 m+1 1 m+2 m+1lm+1

Como |jl g| =6+ 0, éseguroquerankA =2 Vm € Re que [rankA4 = 2 & detA4 = 0].

1 2 0
detA =10 m 3l=m(m+1)+6-3m+2)=m?+m+6—-3m—-6=m?—-2m
1 m+2 m+1
=m(m—-2)=0<me{0,2}.
Discusion:

e Caso me€ R\ {0,2}: rankA4A =rankA* = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

1 2 0]0 1 0 O
° Casom=0:rankA=2eA*=(0 0 31).Aoser0 3 1|=3—-1=2=%0, tense
1 2 111 1 1 1
querank A* =3 > rank A4, situacidén na que o sistema é incompatible.
1 2 0]2 1 0 2
. Casom=2:rankA=2eA*=(O 2 31).Aoser0 3 1/=9-6—-3=0, tense
1 4 313 1 3 3

querank A* =2 = rank A < 3 = n.° de incdgnitas, situacién na que o sistema é compatible
indeterminado.
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Corte da recta x + 2y = 4 co eixe de abscisas:
4—x

x+2y=4y=

4—-x

0o x =4.
2 X

Asi pois, hai que achar o maximo de A(x) = x (t—x), x € (0,4).

A(x)=%(4x—x2), A’(x)=%(4—2x)=2—x=0=>x=2.

Hai méximo en x = 2 porque A" (2) = —1 < 0 (ou porque y = A(x) é a ecuacién dunha parabola
concava con vértice en x = 2).

4-2 - .
Posto que - = 1, os vértices pedidos son

A(0,0),B(0,1),€(2,1),D(2,0).

NOTA: como é frecuente facer, neste exercicio sobreentendemos que o vértice que ten que estar
sobre arectar:x + 2y = 4 é o C (ver debuxo, arriba), que vai escorregando sobre r. Certamente,
tamén se poderian engadir ao estudo os casos nos que

e éopunto B(0,2), fixo, o que esta sobrer, e

e éopunto D(4,0), fixo, o que estd sobre,
e, entdn, non hai rectdngulo de area maxima. En efecto, consideremos por exemplo o primeiro
destes dous casos. Entdn, a funcidén pasa a ser A(x) = 2x, con x € (0,) ou, dependendo de
interpretaciéns, x € (0,0) \ {4}. Tanto cun dominio coma co outro, esa funcién non ten maximo.
Esta aproximacion ao problema tamén se considerara valida.
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4,
1
y=x%2—x-1, y’=2x—1=0<=x=5, y"=2>0.
Logo y = x? — x — 1 é unha parabola convexa con vértice en x = %
1
y=—-x*—x-1, y’:—2x—1=0<:)x=—§, y"=-2<0.
Logoy = —x% — x — 1 é unha paréabola céncava con vértice en x = —%
x |y=x*—x-1 X |y=—x*—x—1 x|y=4x—7
0 -1 0 -1 0 -7
-1 1 1 -3 1 -3
-2 5 2 -7 2 1

Como vemos, ao buscar puntos para a representacion grafica
xa poden sair os puntos de corte. Se non, procédese como
segue.

e Cortedey=1cony=x%2—x—1:

’>—-x—-1=1lex*—-x-2=0&

1+v1+8 1+3
0t X = = <=>XE{—1,2}.
2 2
AT S6 nos interesa x = —1.
e Cortedey=1cony =4x—7:
=7 4x—7=104x=8x=2.
e Cortedey=4x—7cony =—x%—x—1:
ST —x2—x—1=4x-7x*+5x—-6=0
—5++v254+24 -5+47
al x = > = o x € {—6,1}.
-4 2 -1 0.\ 2 4 SO nos interesa x = 1.

A drea pedida é

0 1
2 dun tridngulo
A= H-@2-—x-1)]d f 1— (—x% —x — D] dx + [ 372 B =
f_l[ (x* —x ) dx+ 0[ (=" —x )] x+[debase1ealtura4

0 1 .

1-4
f(—x2+x+2)dx+f(x2+x+2)dx+7=
-1 0

CAPEPP LSS S [T L0 AT LS8 A PR
3 2 L T3] T T TR, 372 -
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5.a) Plano 7 que pasa por A(1,0,0), B(0,2,0) e €(0,0,3):

x—1 y z
m pasa por A(1,0,0) e estd xerado por AB(—1,2,0) e AC(—1,0,3). Logo m:| —1 2 0f=0.
-1 0 3
x—1 y z
-1 2 0|=6(x—1)+2z+3y=6x+3y+2z—6=>m6x+3y+2z—6=0.
-1 0 3

5.b) Punto simétrico de P(10,—5,5) con respecto ao planom: 6x + 3y + 2z — 6 = 0:

e Ecuaciéns paramétricas da recta r que pasa por P(10,—5,5) e é perpendicular a i:

R x =10+ 64,
d, = 1,(6,3,2), cocal r: {y =-5+34 1€eR
z=5+4 21,

o Cortederconrm:
6(10+64)+3(-5+31)+2(54+21)—-6=60+361—154+91+10+41—-6
=491+49=01=—-1.
Logo o punto de corte é Q(10 — 6,—5 — 3,5 — 2) = Q(4,—8,3).
e Punto simétrico pedido: se chamamos P'(x’,y’,z") ao punto,

10 + x’
=4 10+x' =8 x' = -2,
-5+
> =-8o -5+y' =-l6ey =-11,
5+Z7
2 =3o5+z =62z =1.

Tense logo P'(—2,—11,1).
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6.
x=1+4+4,
6.a) Comom:ax+y+z =0 ¢éparaleloar: {y =1+, 1€R, ni(a,1,1) debe ser perpendicular
z=2+4,
ad,(1,1,1):

fi,-d,=a+1+l=a+2=0a=-2.

6.b) Posicidn relativa dos planos m1: 2x +y + mz +m = 0eny:(m—1)x + y + 3z = 0.

2 1 m 3
—_— - S = 3.
m—1_1 3]°™

Como non son o mesmo plano candom = 3,

e Se m = 3, son paralelos (non coincidentes),
e Sem € R\ {3}, son secantes (cértanse nunha recta).
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7.a) P(B) = 2P(A), P(ANB) =0.1e P(AUB) = 0.8.
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),

0.8 =P(4) +2P(A) — 0.1 © 0.8 =3P(A) — 0.1 & 3P(4) = 0.9 & P(4) = 0.3.

7.b) P(A) = 0.6, P(B) = 0.3eP(AUB) = 0.82.
082=P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANnB)=>P(ANnB)=1-0.82=0.18.

Como P(A)P(B) = 0.6-0.3 = 0.18 = P(A N B), os sucesos A e B son independentes.
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8. X = “n.° de persoas contaxiadas, de entre as 8”.

X ->B(n,p),conn=8ep=0.1(logog=1—-p =0.9).

8.3)
PX<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) =
(g) (0.1)°(0.9)8 + (513) (0.1)1(0.9)7 + (g) (0.1)2(0.9)° =
(0.9) + 8(0.1)(0.9)7 + 28(0.1)2(0.9)¢ = 0.9619.
8.b)

PX=22)=1-PX<2)=1-{PX=0)+PX =1)}=1-(0.9)2—-8(0.1)(0.9)
= 0.1869.
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0 exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como queira.
1. Nimeros e Alxebra:

Despexe X na ecuacion matricial B(X — I) = A, onde I é a matriz identidade e A e B son matrices cadradas, con
B invertible. Logo, calcule X se

00 O 1 0 0
A=< 1 1 1) e B=(0 1/2 0).
-2 2 =2 0 0 1/3

2. Numeros e Alxebra:

mx + y + z = 2m,
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o seguinte sistema: {mx + (m+ly + 2z = 1,
mx + (m+1ly + 2z = m+1

3. Andlise:

a) Enuncie o teorema de Bolzano.

b) Obtefia os valores de a, b e ¢ que fan que f(x) = ax3 + bx? — 3x + ¢ cumpra f(0) = 1 e tefia extremos
relativos en x = +1. Dicir logo se os extremos son maximos ou minimos.

4. Andlise:
a) Enuncie o teorema de Rolle.

b) Calcule a drea da rexion encerrada polas graficasde f(x) =x + 6e g(x) = {—Zx se x<0,

x? se x>0.
5. Xeometria:
x=1-—24,
a) Obtefia a ecuacion implicita do plano m con ecuaciéns paramétricas m: {y =2+yu, Au€R.
z=1+21+4+2y,

b) Calcule o valor de m para que os seguintes puntos sexan coplanarios: A(0,m, 0), B(0,2,2), C(1,4,3) e D(2,0,2).
Obtefia a ecuacién implicita do plano T que os contén.

6. Xeometria:
Calcule o punto simétrico de P(1,1,2) con respecto ao planom:2x —y +z + 3 = 0.

7. Estatistica e Probabilidade:

Nunha determinada cidade, o 8% da poboacidn practica ioga, o 20% ten mascota e o 3% practica ioga e ten
mascota. Se nesa cidade se elixe unha persoa ao azar, calcule:

a) A probabilidade de que non practique ioga e a vez tefia mascota.

b) A probabilidade de que tefia mascota sabendo que practica ioga.

8. Estatistica e Probabilidade:

O grosor das pranchas de aceiro que se producen nunha certa fabrica segue unha distribucién normal de media
8 mm e desviacidn tipica 0.5 mm. Calcule a probabilidade de que unha prancha elixida ao azar tefia un grosor
comprendido entre 7.6 mm e 8.2 mm.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
quiera.

1. Nimeros y Algebra:

Despeje X en la ecuacion matricial B(X — I) = A, donde I es la matriz identidad y A y B son matrices cuadradas,
con B invertible. Luego, calcule X si

00 0 1 0 0
A=< 1 1 1) y B=<0 1/2 0).
-2 2 =2 0 0 1/3

2. Nimeros y Algebra:

mx + y + z = 2m,
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: {mx + (m+1)y + 2z = 1,
mx + (m+1ly + 2z = m+1.

3. Andlisis:

a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Obtenga los valores de a, b y ¢ que hacen que f(x) = ax® + bx? — 3x + ¢ cumpla f(0) =1 y tenga
extremos relativos en x = +1. Decir luego si los extremos son maximos o minimos.

4. Anilisis:
a) Enuncie el teorema de Rolle.
—2x si x<0,

b) Calcule el drea de la region encerrada por las gréficasde f(x) =x + 6y g(x) = { 2 si x>0

5. Geometria:

x=1-—2,
a) Obtenga la ecuaciéon implicita del plano  con ecuaciones paramétricas m: {y =2+, Au€R.
z=14+21+2y,

b) Calcule el valor de m para que los siguientes puntos sean coplanarios: A(0, m, 0), B(0,2,2), C(1,4,3)yD(2,0,2).
Obtenga la ecuacién implicita del plano  que los contiene.

6. Geometria:
Calcule el punto simétrico de P(1,1,2) con respecto al planom:2x —y +z+ 3 = 0.

7. Estadistica y Probabilidad:

En una determinada ciudad, el 8% de la poblacién practica yoga, el 20% tiene mascota y el 3% practica yoga y
tiene mascota. Si en esa ciudad se elige una persona al azar, calcule:

a) La probabilidad de que no practique yoga y a la vez tenga mascota.

b) La probabilidad de que tenga mascota sabiendo que practica yoga.

8. Estadistica y Probabilidad:

El grosor de las planchas de acero que se producen en una cierta fabrica sigue una distribucidn normal de media
8 mm y desviacién tipica 0.5 mm. Calcule la probabilidad de que una plancha elegida al azar tenga un grosor
comprendido entre 7.6 mmy 8.2 mm.
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BX-D=Ae©X—-1=B'A X=I1+B 1A

00 0 1 0 0
SeAz( 1 1 1>eB=<0 1/2 0>,
-2 2 =2 0 0 1/3

1 0 0 0 0 0 0 0
B*A=[0 2 0 1 1)1=| 2 2
0 0 3/\=-2 2 =2 -6 6

1 0 0
X=I1+B'4A=(0 1 0]+
0 0 1 -

_
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2.
m 1 11 2m\F,-F/m 1 1 2m\F; -F,/m 1 1 2m
(m m+1 1 1> - (0 m 01—2m) - <0 m 01—2m>.
m m+1 2lm+1/FKE-F\0 m 1l 1-m 0 0 1 m

Sistema triangular equivalente:

mx + y + z = 2m,
{ my = 1-2m,
z m.

Discusion:

e Sem € R\ {0}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sua Unica solucién é
1-2m 2Zm—-y—z
z=m, y= , X =—
m m

e Sem = 0, o sistema é incompatible, porque a segunda ecuacion queda 0 = 1.

SOLUCION ALTERNATIVA:
m 1 1 m 1 1 2m
A=|{m m+1 1,AA=m m+1 1 1), rankA <rankA4* <3 vm € R.
m m+1 2 m m+1 2Ilm+1
Como| 1 1|=1—m—1=—me| 1 1|=2—m—1=1—mnonseanulanévez,é
m+1 1 m+1 2
seguroquerankA4 > 2 Vm € Re que [rankA = 2 © det4 = 0].
m 1 1
detA=‘m m+1 1| =2m*4+2m+m+m?’+m-m?>—-m-2m-m?—-m=m?=0
m m+1 2
=m=0.
Discusion:

e Caso me R\ {0}: rank4A =rankA4A®™ =3 = n.° de incégnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

0 1 1/0 1 1 0
e Casom=0:rankA=2eA* =0 1 1|1]). Aoser|l 1 1|l=14+1-1-2=-1=+
0 1 211 1 2 1

0, tense querank A* = 3 > rank 4, situacion na que o sistema é incompatible.
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3.
3.3)
Teorema de Bolzano:

Se f:[a,b] — R é continuaen [a,b] e f(a)f(b) < 0, entdn existe polo menos un punto ¢ € (a, b)
tal que f(c) = 0.

3.b) f(x) = ax3® + bx? —3x + ¢, f(0) = 1, e f ten extremos relativos en x = +1.

fO=1oc=1

f'(x) = 3ax? + 2bx — 3,
f(-1)=0&3a—2b—3=0,
Fl(1)=0e3a+2b—3=0,

3a—2b—-3=0
{

3a+2b_3_0}=>6a—6=0=>a=1,

3+42h—-3=02b=0b=0.

fl(x) =3x*-3, f"(x)=6x.
[f'(-=1) =0, f"(-1) = -6 < 0] = maximoen x = —1,

[f'(1) =0, f"(1) = 6 > 0] = minimo en x = —1.
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4.3)

Teorema de Rolle:
Se f:[a, b] — R é continua en [a, b], derivable en (a, b) e f(a) = f(b), entdn existe polo menos un
punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

4.b)

1+vV1+24
o xX’=x4+6ox’—-x—-6=0x=

2

= % s x € {—2,3}.

Sé nos interesa x = 3.

e —2x=x+63x=—-6<x=-2.

y=—2z

y=x+6

o =2 N W A OO O N o ©

. 3
area dun triangulo f 2
A= + + 6 —x*) dx.

[de base 6 e altura 2] B (x x") dx

fg( 2+x+6)dx = x3+x2+6 3— 9+9+18—_18+9+36—27
. X X X = 3 ) xo— ) = 2 —2.

A_6+27_12+27_39_195
B 2 2 2 0w
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5.
x=1—-141,
5.a) Ecuacién implicita de : {y =24y, ALu€ER
z=1+21+2u,
x—1 y—-2 z-1
7 pasa por P(1,2,1) e esta xerado por 1(—1,0,1) e ¥(0,1,2). Logo: | —1 0 1| =
0 1 2
x—1 y—-2 z-1
-1 0 1|l=—z+1—-x+1+2y—4=—x+2y—z—-2.
0 1 2

m—x+2y—z—-2=0.

5.b) Valor de m para que A(0,m,0), B(0,2,2), €(1,4,3) e D(2,0,2) sexan coplanarios. Ecuacidn
implicita do plano T que os contén.

ﬁ(l,z,l) e EB(Z, —2,0) son linealmente independentes, polo que os puntos B, C e D determinan o

L x y—2 z-2
plano que pasa por B e esta xerado por BC e BD. Logo m: |1 2 1l = 0.
2 -2 0
x y—2 z-2
1 2 1|=2y—-4—-2z2+4—-4z+8—-2x =2x+ 2y — 62+ 8§,
2 -2 0

deondem:x+y—3z+4 =0.Finamente, AeEnom+4=0m=—4.

5.b) SOLUCION ALTERNATIVA: BA(0,m — 2,—2),BC(1,2,1),BD(2,—2,0). Ao ser BC e BD
linealmente independentes, a condicion para ser coplanarios é rankM = 2, sendo M =
(BA|BC|BD).

0 1 2
M=<m—2 2 —2).Como|; _2|=—2—4=—6¢0,éseguroquerankM22VmEIRe

-2 1 0
que [rankM = 2 & detM = 0].
0 1 2
detM=m—-2 2 -2|=4+2m—-4+8=2m+8=0m=—4.
-2 1 0

Por ultimo, haberia que calcular a ecuacién que contén aos catro puntos, por exemplo como se fixo
arriba.
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6. Punto simétrico de P(1,1,2) con respectoaoplanom:2x —y +z+ 3 = 0.

e Ecuacidns paramétricas da recta r que pasa por P(1,1,2) e é perpendicular a 1:
R x =1+ 24,
d, =1,(2,-1,1),cocalr:{y=1—-4, A€R.

z=2+1,
e Corteder conm:

20+20) - (1-D+24+21+3=2441-14+A+5+1=61+6=01=—1
Logoopuntodecorteé Q(1—2,1+1,2—-1) =Q(-1,2,1).

e Punto simétrico pedido: se chamamos P'(x’,y’,z") ao punto,

1+
> =-lel+x'=-2ex"=-3,
1+
=2e01+y =4y =3,
2+7

T=1<=>2+Z’=2<=>Z’=0.
Tense logo P'(—3, 3,0).
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7.1 = “practicarioga”, M = “ter mascota”.

P(I) =0.08, P(M)=020, PUNM)=0.03.

M M
I 100-0.03 =3 100-0.08 = 8
I 17
100-0.20 = 20 100

7.a) Pola taboa de continxencia:

- 17
P(InM) :m:017

7.a) SOLUCION ALTERNATIVA:

P(M)=PUnNnM)+P(INM) = 020=0.03+P(INnM) = PInM)=0.17.

7.b) Pola taboa de continxencia:

3
P(M|I) = = = 0.375.

7.b) SOLUCION ALTERNATIVA:

P(MNI) 0.3

PMII) = P(I) 0.8

= 0.375.
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8. X = “grosor en mm dunha prancha de aceiro”.

X—8

. 0.2
P(7.6 <X <8.2)= P(—— <7< —) = P(—08<Z<04)=P(Z<04)—P(Z<—08)

=P(Z<04)—P(Z>08)=P(Z<04)—{1-P(Z<08)}=P(Z<04)+P(Z<08)—1=

0.6554 + 0.7881 — 1 = 0.4435.



Proba de Avaliacion do Bacharelato
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA para 0 Acceso é UniverSidade COdlgo: 20

CONVOCATORIA ORDINARIA 2020

MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
queira. Se responde mdis preguntas das permitidas, sé se corrixirdn as 5 primeiras respondidas.

1. Nimeros e Alxebra:

Sexan A e B as duas matrices que cumpren A + B = (g g) eA—B = (2 :3) Pidese:

a) Calcular A2 — B?. (Advertencia: neste caso, A> — B?> + (A+ B)(A — B).)
b) Calcular a matriz X que cumpre a igualdade XA + (A + B)T = 2I + XB, sendo I a matriz identidade de orde
2e(A+B)T atraspostade A + B.

2. Numeros e Alxebra:

mx + y = 2m,
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o seguinte sistema:{ x + z = 0,
x + my = 0.

3. Analise:
. cos’x-1
a) Calcule lim —————.
x—0 1+2x—e2¥
b) Determine os intervalos de crecemento e de decrecemento de f(x) = x(Inx — 1). Calcule, se existen, os

maximos e minimos relativos da funcion f.

4. Analise:

2% se x<

e 0, L .
sexa, primeiro continua, e

a) Calcule os valores de b e ¢ para que a funcién f(x) = {
) parad f& x> +bx+c se x>0

logo derivable en x = 0.
b) Calcule [ x(Inx — 1)dx.

5. Xeometria:

a) Obtefia a ecuacidn implicita ou xeral do plano que pasa polos puntos A(3,0,—1), B(4,1,1) e C(7,1,5).

b) Obtefia as ecuacidns paramétricas da recta r que é perpendicular ao plano m:4x + 2y — 3z — 15 = 0 e que
pasa polo punto P(—1,—2,2).

6. Xeometria:

. . .. .. x-3
Estude a posicién relativa das rectas r e s definidas polas ecuaciéns TS =L s e =T = Se se
cortan, calcule o punto de corte.

7. Estatistica e Probabilidade:

Seleccidnanse 250 pacientes para estudar a eficacia dun novo medicamento. A 150 deles administraselles o
medicamento, mentres que o resto son tratados cun placebo. Sabendo que se curaron o 80% dos que tomaron
o medicamento, cal é a probabilidade de que, seleccionado un paciente ao azar, tomase o placebo ou non
curase?

8. Estatistica e Probabilidade:

Nunha cadea de montaxe, o tempo empregado para realizar un determinado traballo segue unha distribucion
normal de media 20 minutos e desviacion tipica 4 minutos. Calcule a probabilidade de que se faga ese traballo
nun tempo comprendido entre 16 e 26 minutos.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
quiera. Si responde a mds preguntas de las permitidas, solo se corregiran las 5 primeras respondidas.

1. Nimeros y Algebra:

Sean Ay B las dos matrices que cumplen A + B = ((2) g) yA—B = (g :;

a) Calcular A2 — B?. (Advertencia: en este caso, A> — B%> # (A + B)(A — B).)
b) Calcular la matriz X que cumple la igualdad XA + (A + B)T = 2I + XB, siendo I la matriz identidad de orden
2y (A + B)7 latraspuesta de A + B.

). Se pide:

2. Niimeros y Algebra:

mx + y = 2m,
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el siguiente sistema: { x + z = 0,
x + my = 0.

3. Analisis:
. cos’x-1
a) Calcule lim ————.
x—>0 1+2x—e2¥
b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) = x(Inx — 1). Calcule, si existen, los

maximos y minimos relativos de la funcion f.

4. Analisis:

2ed si x <

e 0, . .
sea, primero continua, y

a) Calcule los valores de b y ¢ para que la funcién f(x z{
) yeparadg f& x>’+bx+c si x>0

luego derivable en x = 0.
b) Calcule [ x(Inx — 1)dx.

5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano que pasa por los puntos A(3,0,—1), B(4,1,1) y C(7,1,5).

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular al plano m: 4x + 2y —3z—-15 =0y
que pasa por el punto P(—1,—2,2).

6. Geometria:

. Y . .. . x-3
Estudie la posicidn relativa de las rectas r y s definidas por las ecuaciones 7: S LSV T
Si se cortan, calcule el punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad:

Se seleccionan 250 pacientes para estudiar la eficacia de un nuevo medicamento. A 150 de ellos se les
administra el medicamento, mientras que el resto son tratados con un placebo. Sabiendo que se curaron el 80%
de los que tomaron el medicamento, éicudl es la probabilidad de que, seleccionado un paciente al azar, tomara
el placebo o no se curara?

8. Estadistica y Probabilidad:

En una cadena de montaje, el tiempo empleado para realizar un determinado trabajo sigue una distribucién
normal de media 20 minutos y desviacién tipica 4 minutos. Calcule la probabilidad de que se haga ese trabajo
en un tiempo comprendido entre 16 y 26 minutos.
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S6 puntuan cinco das oito preguntas.

As puntuacions parciais que seguen estan ligadas a un determinado xeito de resolver os exercicios, e
pode haber outras formas correctas de solucionalos.

1.

Nimeros e Alxebra (2 puntos)

a) 1 punto: 0.25 puntos polo calculo de A, 0.25 puntos polo calculo de B e 0.5 puntos polo
calculo de A% — B2

b) 1 punto: 0.5 puntos por despexar X e calcular a inversa que naturalmente xurde e 0.5 puntos
polo calculo final de X.

. Niimeros e Alxebra (2 puntos): 0.5 puntos por chegar a que os valores criticos sonm = +1 ¢

0.5 puntos polo estudo de cada un dos tres casos que se presentan.

. Analise (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 puntos por cada unha das daas veces que se aplica a regra de L’Hopital.
b) 1 punto: 0.5 puntos por determinar os intervalos nos que a derivada ten signo constante e 0.5
puntos por encontrar 0 minimo.

. Analise (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 puntos polo estudo da continuidade e 0.5 puntos polo estudo da derivabilidade.
b) 1 punto: 0.5 puntos polo célculo da primitiva e 0.5 puntos polo célculo do valor da integral
definida.

. Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 puntos polos elementos que determinan o plano e 0.5 puntos por dar a ecuacion
pedida.

b) 1 punto: 0.5 puntos polos elementos que determinan a recta e 0.5 puntos por dar as ecuacions
pedidas.

. Xeometria (2 puntos): 1 punto pola posicion relativa e 1 punto polo punto de corte.

. Estatistica e Probabilidade (2 puntos): se M é “tomar o medicamento” e C ¢ “curarse”, 1 punto

por chegar a P(M N C) e 1 punto polo calculo final.

. Estatistica e Probabilidade (2 puntos): 1 punto por chegar a P(Z < 15)—-P(Z<-1) el

punto polo resto do exercicio.
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1. Nimeros e Alxebra:

Sexan A e B as dUas matrices que cumpren A + B = ((2) 3) eA—B = (2 :;) Pidese:

a) Calcular A2 — B2, (Advertencia: neste caso, A> — B2 # (A + B)(A — B).)
b) Calcular a matriz X que cumpre a igualdade XA + (4 + B)T = 21 + XB, sendo I a matriz identidade de orde

2e(A+ B)T atraspostade A + B.

Solucion:
1.a) Nétese que 2A=A+B+A—B = ((2) g) + (2 :3) = (i _(2)), de onde 4= (% _(1)) Polo
tanto,B=A+B—-A= ((2) g)—(; _(1)) = (_% 41})
Como 4% = (% _g) (% _2) = ((1) 2) eB? = (_; Lll) (_% ‘11) = (:Z _g), tense finalmente que
w-r=( - =G )

1.b) En primeiro lugar, imos despexar X:
XA+ (A+B)T=21+XBeoX(A-B)=21-(A+B)ToX=[21-(A+B)"](4A-B)"".

Non hai ningiin problema no dltimo paso porque A — B € invertible: det(A — B) = 16 # 0.

e Célculode2] — (A+ B)T:comoA+B = ((2) g)’

a-aror =G 9-C 9=(3 9

e Célculode (A—B) :aoserA—B = (2 :;) edet(A — B) = 16,

1 ,_ _aNT 1 ,_ 1,
a-»=25 ) =G =5 o)

Tras estes célculos, resulta
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2. Nimeros e Alxebra:

mx + y = 2m,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: { x + z = 0,
x + my = 0.

Solucidn:

A notacidn F; indicara “fila i”. Unha expresion do tipo F; + aF; (na que @ € R e i € maior que j) querera dicir
que no seguinte paso vaise cambiar a fila i da matriz polo resultado da operacion F; + aF;.
0
2m |
—2m?

m 1 0|2m 1 0 1] 0\ F,b—mF, /1 0 1] 0\ F;—mF, /1 0 1
(1 0 1 0>—><m 1 02m> - <0 1 —m2m> — (0 1 -m

1 m 0l 0 1 m 0l 0 F;—F 0 m -1 0 0 0 —1+m?

Asi pois, o sistema que temos que estudar equivale este outro:

X + z = 0,
y - mz = 2m,
(-1+m?z = -2m?

para o que, ao ser triangular, é doado facer a discusion, que queda como segue:
e Sem € R\ {—1,1}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sua Unica solucién é

i ¢ 2m +
7z = 4 =M mz, x=—Z.
“1+m2 Y
e Sem € {—1,1} o sistema é incompatible (non ten solucidn), porque a terceira ecuacion queda 0 = —2.
Solucion alternativa:
m 1 0 m 1 0|2m
SexanA=(1 0 1])ed*=|1 0 1| 0|, respectivamente, a matriz do sistema e a matriz ampliada.
1 m O 1 m 0 O

Como |(1) (1)| =1 # 0, cimprese que 2 < rank A < rankA* < 3 e tamén, conseguintemente, que rank A4 = 2

se, e so se, detA = 0. Dado que

m 1 0
detA=|1 0 1/=1-m?*=0=me{-11},
1 m O

a discusidén do sistema queda como segue:
e Caso m € R\ {—1,1}: rankA =rankA* = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é compatible
determinado (ten unha Unica solucién).

m 0 2m +1 0 +2
e Caso m € {—1,1}: rankA =2. Por outra banda, ao ser |1 1 o)l=(1 1 ol=F2=+0,
10 0 1 0 0

sabese que rank A* =3 > rank 4, situacién na que o sistema é incompatible (non ten solucién).
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3. Analise:

2
. cos“x—1
a) Calcule lim ——.
x—0 1+2x—e2%
b) Determine os intervalos de crecemento e de decrecemento de f(x) = x(Inx — 1). Calcule, se existen, os

madximos e minimos relativos da funcién f.

Solucién:

3.a) ] T .
indeterminacion p L’ Hopital

cos?x — 1 /—2cosxsinx ) cosxsir& . —sin?x +cos?x 1

im = lim = lim = lim =—.
x=01+2x —e?¥ x50 2—2e%% x>0 e2¥ —1 x=0 22X 2
. .. . —2cosxsinx . 1 . —sin? x+cos?x . 1
Falando con rigor, o limite lim existe e vale = porque lim ——=—— existe e vale -, e,
x—0 2—2e2% 2 x—0 2e2% 2

, . 1. costx—-1 . 1 .
analogamente, o limite lim ————- existe e vale = porque lim
x> X 2 x-0

- —2cosxsinx .
01+2x—e

1
existe e vale -.
2-2e2% 2

3.b)
f(x) = x(Inx — 1), Dom(f) = (0, ).

1
f'(x) =lnx—1 +x; =Inx.
Vese que f' ten signo negativo en (0,1) e positivo en (1, ):
- S
} SIGNO DE f".
1

(=1

Segundo esta analise, f é estritamente decrecente en (0,1) e estritamente crecente en (1, ). Dado que
ademais é continua en (0, ), concllese que ten un minimo absoluto (logo relativo) en x = 1 e que non ten
outros extremos.
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4, Andlise:
e2x se x<0

a) Calcule os valores de b e ¢ para que a funcion f(x) = { ’ sexa, primeiro continua, e

x’+bx+c se x>0
logo derivable en x = 0.

b) Calcule flzx(lnx —1)dx.

Solucidn:

4.3)
e Continuidade: nétese que f(0) =1, lirgl_f(x) = lirgl_ e?* =1, e, para calquera valor de b € R,
xX— X—

lir(r]1+f(x) = lir(r)ler2 + bx + ¢ = c. Por conseguinte, f é continua en x =0 se, e soamente se,
x— X—

(b,c) e Rx {1}.
e Derivabilidade: posto que f ten que ser continua para poder ser derivable, é obrigado que ¢ = 1, e asi
e?x se x<0, y {Zer se x<0
X) = e X) = ’
60 {x2+bx+1 se x>0 f') 2x+b se x>0.
Como f é continua, lim f'(x) = lim 2e?* =2 e lim f'(x) = lim (2x + b) = b, a funcién f é
x—-0~ x—0~ x-0% x-0t

derivable en x = 0 se, e soamentese,b =2ec = 1.

Solucion alternativa para o estudo da derivabilidade (empregando a definicion de derivada):

2x

e se x<0
Do mesmo xeito que na solucidn anterior, chégase a f(x) = { ~— ' xaque c ten
g § f&) x>+bx+1 se x>0, 9
_ 2x_
[ _ lim &
X x-0" X
4 2 _
LOTO _ jpyy ZHDRHLTL gy (x + b) = b, concltese que a funcién f é
x x—-0% x x—-0%

derivable en x = 0 se, e soamentese,b =2ec = 1.

ue valer 1. Agora, como lim 1z lim 2e%* = 2 (o asterisco * indica o uso da
0 0
x—-0" x—-0"

regra de L’Hopital) e lim
x-0%

4.b) Aplicando a férmula de integracidn por partes con
1
u=Inx—-1, du =;dx,

1
dv = xdx, v==x?
2

obtense

f (nx — Ddx = =x?(Inx — 1) 1[ dx == x?(nx—1) = ~x? + C = = 2(1 1 1)+c
xunx x—zx nx 2 X x—zx nx 4.x —Zx nx 2

-1 2(1 3>+C
—2x nx > ,
e polo tanto

fz a 1)d —[1 2(1 3)]2—2(1 2 3) ( 3)—21 2345 In4—2~ 08637
1xnx X = Zx nx 21— n 2— n 4—11 4~ . .

10
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5. Xeometria:

a) Obtefia a ecuacidn implicita ou xeral do plano que pasa polos puntos A(3,0,—1), B(4,1,1) e C(7,1,5).
b) Obtefia as ecuacidns paramétricas da recta r que é perpendicular ao plano m:4x + 2y — 3z — 15 =0 e que
pasa polo punto P(—1,—2,2).

Solucidn:

5.a) Se 1 é o plano pedido, 7 pasa por A(3,0,—1) e esta xerado por ﬁ(l,l,Z) e R(4,1,6), co cal

x—=3 y z+1
m| 1 1 2 |=0.
4 1 6
x—3 y z+1
Posto que 1 1 2 |=6x—18+8y+z+1—-—4z—-4—-2x+6—-6y=4x+2y—3z—15, a
4 1 6

ecuacion implicita do plano é m: 4x + 2y — 3z — 15 = 0.

v
5.b) O vector normal ao plano m é un vector director de r: d, = 1,(4,2,—3). Obtéfiense asi as seguintes
ecuacions paramétricas de r:

y=—2+21 A1€R.

x=—1+ 44,
z= 2—31,

11
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6. Xeometria:

. s . - .. x—3
Estude a posicidn relativa das rectas r e s definidas polas ecuaciéns r =L e = Se se
cortan, calcule o punto de corte.

Solucion:

- = . . 2 -1
d,(2,—1,-2) e d¢(1,4,3) son vectores directores de r e s, respectivamente. Como 7% T esnonson

paralelas nin coincidentes. Consecuentemente, ou ben se cruzan, ou ben se cortan. Pddese discernir cal desas
duas situacions se da a partir das ecuacions paramétricas. En efecto, ao ser

x= 3+ 24, xX= u,
r {y= -1, A€eR; s: {y=—3 +44, pueR,
z=—1—-2A, z=—2+ 3y,
. . . 3+ 2= U, S .
as rectas r e s cortaranse se, e sé se, o sistema lineal { —A=—3 + 4y, ten solucién Unica e ademais esa
solucidn satisfai tamén aigualdade —1 — 24 = —2 + 3u.
{3 + 2= u} o { 21 — [12—3} - { 214 — y=—3}
—A==3+4u —A—4u=-3 —21 —8u=-6)
Sumando as duas ultimas ecuacions obtemos —9u = —9, de onde u = 1, o que implica A =3 — 4u = —1.

Como ademais —1 — 21 = —2 + 3u = 1, concliese que r e s cértanse no punto P(3 + 24, —1,—1—21) =
P(1,1,1).

Solucion alternativa:

3 3 . . 2 -1
d,(2,—1,-2) e dys(1,4,3) son vectores directores de r e s, respectivamente. Como T# T esnonson

paralelas nin coincidentes. Consecuentemente, ou ben se cruzan, ou ben se cortan.
P(3,0,—1) er, Q(0,-3,-2)€s, PQ(-3,-3,—1).

2 -1 -2
1 4 3[=—84+9+4+6—-24+18—-1 =0, de xeito que d,, ds e ﬁ son coplanarios e polo tanto as
-3 -3 -1

rectas r e s cortanse.
Para calcular o punto de corte, téifiense en conta as ecuacions paramétricas

x= 3+ 24, xX= u,
r[ = -1, A€R; s:{y=—3+4u, ueR,
z=—1-22, z=—2+3y,
34+ 21= u,

e se resolve o sistema lineal { Basta ver que u = 1, por exemplo como se fixo arriba (non é

—1==3+4p.
necesario calcular 1), de onde se infire que o punto de corte é P(u, —3 + 4u, —2 + 3u) = P(1,1,1).

12
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7. Estatistica e Probabilidade:

Seleccidnanse 250 pacientes para estudar a eficacia dun novo medicamento. A 150 deles administraselles o
medicamento, mentres que o resto son tratados cun placebo. Sabendo que se curaron o 80% dos que tomaron

o medicamento, cal é a probabilidade de que, seleccionado un paciente ao azar, tomase o placebo ou non
curase?

Solucion:

Se M = “tomar o medicamento” e C = “curarse”, tense a seguinte taboa de continxencia:

M M
c 150 x 0.8 = 120
[4 30
150 100 250

A probabilidade pedida é P(M U () = ©522 = =5 = 2 = 0,52,

Solucidn alternativa:

Se M = “tomar o medicamento” e C = “curarse”, sabese que P(M) = EL % e que P(C|M) =0.8 = 2

250 5
Sabese tamén que P(C|M) = PMNC)

F) e que, en virtude dunha das leis de De Morgan, M UC = M N C. Asi

pois, a probabilidade pedida é

_ _ 3 4 12 13
P(MUC)=PMNC)=1-PMNC)=1-PMPCIM)=1-Z c=1-—c=—=052.

13
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8. Estatistica e Probabilidade:
Nunha cadea de montaxe, o tempo empregado para realizar un determinado traballo segue unha distribucion

normal de media 20 minutos e desviacion tipica 4 minutos. Calcule a probabilidade de que se faga ese traballo
nun tempo comprendido entre 16 e 26 minutos.

Solucidn:

Sexa X = “tempo, en minutos, empregado para realizar o traballo”.
X—-20
X—>NQR04)=Z= 7 — N(0,1).
Logo

—4 6
P(16SXSZ6)=P<TSZSZ)=P(—1SZS1.5)2P(Z$1.5)—P(Z£—1).

Como P(Z<15)=09332 e P(Z<-1)=P(Z=21)=1-P(Z<1)=1-0.8413=0.1587, a
probabilidade pedida é

P(16 < X <26) ~ 0.9332 — 0.1587 = 0.7745.

14
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
queira. Se responde mais preguntas das permitidas, s6 se corrixirdn as 5 primeiras respondidas.

1. Nimeros e Alxebra:
Para a ecuaciéon matricial A2X + AB = B, pidese:

a) Despexar X supofiendo que A (e por tanto A2) é invertible, e dicir cales serian as dimensiéns de X e de B se A

tivese dimension 4 X 4 e B tivese 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) ResolvelanocasoenqueA=|( 0 1 0OJeB=(0 -1 0.

-1 0 3 1 0 -3

2. Nimeros e Alxebra:

: . . . (m+3)x
Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema:
(m+3)x
3. Analise:
a—cosx se
Determine os valores de a e b que fan que a funcion f(x) = { x
bx se

logo derivable.

4. Analise:
a) Calcule a drea da rexion encerrada polo eixe X e a grafica de f(x) = {

b) Calcule [ xvVx2 — 1 dx.

5. Xeometria:

- m?y = 3m,
+ my = 3m+6.
x <0, — .
sexa, primeiro continua, e
x=0

%x+1 se x<0,

(x—1)*> se x=0.

Sexan r a recta de vector director Jr(1,0,3) que pasa por P(1,0,0) e m: —2x +y + z = 0. Pidese a posicién

relativa de r e 7. En caso de que se corten, achar o punto de corte.

6. Xeometria:

a) Calcule k sabendo que os vectores 1(2,0,0), (0, k, 1) e W(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtefia a ecuacidn implicita do plano 1 que pasa por P(1,0,0) e conténar:x — 1 = =5

7. Estatistica e Probabilidade:

0O 57% dos estudantes matriculados na Universidade de Cambridge son naturais do Reino Unido e, de entre
todos eses, o 83% aproban con honores. Ademais, a porcentaxe global de aprobados con honores é do 80%.
Calcular a probabilidade de que un estudante elixido ao azar non nacese no Reino Unido sabendo que aprobou

con honores.

8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha determinada poboacidn de arbores, o 20% tefien mais de 30 anos. Se se elixen 40 arbores ao azar,
calcule a probabilidade de que soamente 4 deles tefian mais de 30 anos. O nimero total de arbores é tan

grande que se pode asumir eleccién con substitucion.

b) Se X segue unha distribucién normal de media 15 e P(X < 18) = 0.6915, cal é a desviacion tipica?
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
quiera. Si responde a mds preguntas de las permitidas, solo se corregiran las 5 primeras respondidas.

1. Nameros y Algebra:

Para la ecuacidon matricial A>X + AB = B, se pide:

a) Despejar X suponiendo que A (y por tanto A?) es invertible, y decir cuéles serian las dimensiones de X y de B
si A tuviera dimensién 4 X 4 y B tuviera 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) ResolverlaenelcasoenqueA=| 0 1 oOjyB=[0 -1 0]

-1 0 3 1 0 -3

2. Ntimeros y Algebra:

. , , L . m+3)x — m?y = 3m,
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema:
m+3)x + my = 3m+6.
3. Analisis:
258 siox<0
Determine los valores de a y b que hacen que la funcién f(x) = { x ’ sea, primero continua, y
bx si x>0

luego derivable.

4. Analisis:
%x +1 si x <0,

a) Calcule el drea de la region encerrada por el eje X y la grafica de f(x) = {
(x—1)% si x=0.

b) Calcule [ xvVx2 — 1 dx.

5. Geometria:
Sean r la recta de vector director Jr(1,0,3) que pasa por P(1,0,0) y m: —2x + y + z = 0. Se pide la posicién
relativa de r y . En caso de que se corten, hallar el punto de corte.

6. Geometria:
a) Calcule k sabiendo que los vectores 1(2,0,0), #(0, k, 1) y W(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtenga la ecuacién implicita del plano  que pasa por P(1,0,0) y contienear:x —1 = Erialeea

7. Estadistica y Probabilidad:

El 57% de los estudiantes matriculados en la Universidad de Cambridge son naturales del Reino Unido y, de
entre todos esos, el 83% aprueban con honores. Ademas, el porcentaje global de aprobados con honores es del
80%. Calcular la probabilidad de que un estudiante elegido al azar no haya nacido en el Reino Unido sabiendo
que aprobo con honores.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) En una determinada poblacidn de arboles, el 20% tienen mas de 30 afios. Si se eligen 40 arboles al azar,
calcule la probabilidad de que solamente 4 de ellos tengan mas de 30 afios. El nimero total de arboles es tan
grande que se puede asumir eleccién con reemplazo.

b) Si X sigue una distribucién normal de media 15y P(X < 18) = 0.6915, ¢cudl es la desviacidn tipica?
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S6 puntuan cinco das oito preguntas.

As puntuacions parciais que seguen estan ligadas a un determinado xeito de resolver os exercicios, e
pode haber outras formas correctas de solucionalos.

1. Numeros e Alxebra (2 puntos)
a) 1 punto: 0.5 puntos por despexar X e 0.5 puntos polas dimensions.
b) 1 punto: 0.5 puntos por calculos previos e 0.5 puntos pola obtencion de X aplicando a
formula obtida no apartado anterior.

2. Nimeros e Alxebra (2 puntos): 0.5 puntos por cada un dos catro casos que se presentan.
3. Analise (2 puntos): 1 punto pola continuidade e 1 punto pola derivabilidade.
4. Analise (2 puntos)
a) 1 punto: 0.5 puntos pola formulacion do problema e 0.5 puntos por chegar ao resultado.
b) 1 punto.
5. Xeometria (2 puntos): 1 punto pola posicion relativa e 1 punto polo punto de corte.
6. Xeometria (2 puntos)
a) 1 punto.

b) 1 punto: 0.5 puntos polos elementos que determinan o plano e 0.5 puntos pola ecuacion.

7. [Estatistica e Probabilidade (2 puntos): 1 punto pola taboa de continxencia e 1 punto polo
calculo da probabilidade.

8. [Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto.

b) 1 punto: 0.5 puntos por chegar a P (Z < %) = 0.6915 ¢ 0.5 puntos pola determinacion de o.
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1. NGmeros e Alxebra:

Para a ecuacién matricial A2X + AB = B, pidese:

a) Despexar X supofiendo que A (e por tanto A2) é invertible, e dicir cales serian as dimensiéns de X e de B se A
tivese dimensioén 4 X 4 e B tivese 3 columnas.

00 -1 0 0 1
b) Resolvela no caso en que A = 0 1 0OJeB=({0 -1 0|

-1 0 3 1 0 -3

Solucion:

1.3) En primeiro lugar, despéxase X:
A2X+AB =B o A’X =B - AB < X = (A*>) (B — 4B).
E certo tamén que X = (47 1)?(B — AB), xa que (42)™! = (4™ 12

Analizanse agora as dimensidns: do esquema

A*X+AB =B
4x4pXxq 4X4rx3 rX

w

deducese quep =1 = 4 e que g = 3, conque X e B deben ter dimension 4 X 3.

1.b)

» 0 0 -1 0 0 -1 1 0 -3
o Calculo de (4%) :A2=< 0 1 o>< 0 1 0)=< 0 1 o), detA2=10-9=1.
-1 0 -1 0 -3 0
10 0 3\" /10 0 3
Logo(AZ)—1=<o 1 o> =<0 1 0).
3 0 1 3 01
0 —1\/0 0 1 -1 0 3
1 0><0 -1 0)=< 0 -1 0>,deonde
0 3/\1 0 -3 3 0 -10
0 0 1 -1 0 3 1 0 =2
B—AB=<O -1 0)—( 0 -1 0>=< 00 o>.
1 0 -3 3 0 -10 -2 0 7

10 0 3 1 0 -2 4 0 1
X=(A2)—1(B—AB)=<0 1 0)( 00 0>=<0 0 o).
-2 0 7 1 0 1

3 01

e Calculode B — AB: AB = <

e (Calculo de X:
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Solucion alternativa a 1.b):

Dado que B = —A4, tense X = (42)"Y(B— AB) = (42) "1 (—A + A?) = —A"1 + 1. Agora, como detd =

0 0 -1 3 0 1\ /-3 0 -1
0 1 0| = —1,ainversade AvéndadaporA™'1=—(0 —-1 0] = 0 1 0 |, e entdn
-1 0 3 1 0 0 -1 0 0

3 0 1 1 0 0 4 0 1
X=-A1+1= <0 -1 0) + (0 1 0> = (0 0 0).
1 0 0 0 0 1 1 0 1
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2. Niimeros e Alxebra:

(m+3)x — m?y
m+3)x + my

3m,

Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: { 3Im + 6

Soluciodn:

A notacién F; indicara “fila i”. Unha expresion do tipo F; + aF; (na que a € R e i € maior que j) querera dicir
que no seguinte paso vaise cambiar a fila i da matriz polo resultado da operacion F; + aF;.

3m) 3m>
3m+6 6/

Asi pois, o sistema que temos que estudar equivale este outro:

(m+3 -m? F—h

m+ 3 m

<m+3 —-m?
0 m*+m

(m+3)x - m?y = 3m,
(m? + m)y 6,

para o que, ao ser triangular, é doado facer a discusién. Hai que notar que m> + m =m(m + 1) = 0 se, e 56
se,m € {—1,0} e quem + 3 = 0 se, e s6 se, m = —3. Conseguintemente:

e Sem € R\ {—3,—1,0}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sua Unica solucién é

6 3m + m?y
= -, X =—-
Y T m m+3
-9y = -9, | L .
e Se m = —3, o sistema triangular reddcese a { 6;/ _ 6 © € por tanto compatible indeterminado

e o x =4, . .
(ten infinitas solucidns), porque calquera par y=1 con 1 € R, é solucién.

e Sem € {—1,0} o sistema é incompatible (non ten solucién), porque a segunda ecuacién queda 0 = 6.
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Solucion alternativa:

+3 —m? «_(m+3 —m? 3m
SexanA=(m )eA =(

m+3 m m+3 m [3m+6

ampliada. Como m+ 3 e m non se anulan 4 vez, cimprese que 1 <rankA <rankA4* <2 e tamén,

conseguintemente, que rank A = 1 se, e sé se, det A = 0. Dado que
detA = |m+3 —-m?
m+3 m

), respectivamente, a matriz do sistema e a matriz

=m?+3m+mi+3m?P=m3+4am?+3m=mm?+4m+3)=0m

—4+V16-12 —4+2

2 2
a discusidn do sistema queda como segue:

e Caso meR\{-3,—-1,0}: rankA =rankA* =2 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é

=0oum= <= m e {-3,-1,0},

compatible determinado (ten unha Unica solucion).

e Caso m=—3: rankA=1 e A*:(g :g :g

rank A* = 1 < n.° de incégnitas, o sistema é compatible indeterminado (ten infinitas solucidns).

), co cal tamén rankA4* =1. Ao ser rankA =

4. _ «_ (2 —11-3 2 =3 _ .
e Caso m=-1: rankA=1 e A" = (2 _1| 3). Como |2 3| =12 # 0, sdbese que
rank A* =2 > rank 4, situacidn na que o sistema é incompatible (non ten solucién).
e Caso m=0: rankA=1 e A*=(3 010

3 0lé6
rank A4, situacién na que, de novo, o sistema é incompatible (non ten solucidn).

). Como |g 2| =18 # 0, sdbese que rankA* =2 >
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3. Analise:
Determine os valores de a e b que fan que a funcidn f(x) = { x se x<0, sexa, primeiro continua, e
bx se x>0

logo derivable.

Solucion:

A funcion f é derivable, e por tanto continua, en R\ {0} para valores calquera de a e b; s6 hai que facer
27952 1on é finito cando a # 1, f non pode

entdn o estudo no punto x = 0. Debido a que lir(r)l fl) = li%l
x—->0" x—0"

ser continua neses casos. Fixemos pois a = 1 e consideremos

1—cosx
f={"% * *<0
bx se x=0.

e Continuidade: nétese que f(0) =0, lirgl flx) = 11%1 gosr
x—->0" x—>0"

= lim sinx = 0 (onde se usou a
x—-0~
regra de L’Hopital), e, para calquera valor de b € R, 1i151+f(x) = liIEI)l+ bx = 0. Por conseguinte, [ é
X! x>
continua en x = 0 se, e soamente se, (a,b) € {1} X R.
e Derivabilidade: séguese a asumir que a = 1, co cal f é continua (se non é continua, non pode ser
derivable). Temos polo tanto que
xsinx —1+ cosx

' PN se x<0
f'x) = x2 ’
b se x>0.
. . . h xsinx—1+cosx . sinx+x cosx—sinx . cosx 1
Como f é continua, lim f'(x) = lim —————= = lim ————————= = lim == (onde
— — 2 — —
x—0 x—0 x x—0 2x x—0 2

se usou a regra de L'Hopital) e lim f'(x) = lim b = b, a funcién f é derivable en x =0 se, e
x—07t x—07t

1
soamentese,a=1eb = >

Solucion alternativa para o estudo da derivabilidade (empregando a definicion de derivada):

1-cosx
—— se x<0, . x)—f(0
Sabemos que f(x) = { x Xa que a ten que valer 1. Agora, como llm_% =
bx se x=>0. x=0
. 1-cosx . sinx . cosx 1 . a .
lim = lim —=1 == (onde se usou duas veces a regra de L'Hopital) e
x—0~  x?2 x—-0— 2X x—-0— 2 2
x)-f(0 bx . ., . .
li CIRIAC) lim —= = b, concliese que a funcién f é derivable en x = 0 se, e soamente se, a =
x-0% x x—0
1
leb=-
2
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4. Analise:
%x +1 se x<0,

a) Calcule a drea da rexion encerrada polo eixe X e a gréfica de f(x) = {
(x—1)*> se x=0.

b) Calcule [ xvVx2 — 1 dx.
Solucion:
4.3)
Tendo en conta que y = g + 1 é a recta que pasa por
sl ] (—3,0) e por (0,1) e que y = (x — 1)? é a parabola

de vértice (1,0) que pasa polos puntos (0,1) e (2,1),
chégase ao debuxo da esquerda, onde esta raiada a
rexion cuxa drea se pide.

N}

Tridngulo de 4rea $

y=(z—1)?2 . ) -

" A Agora é claro que esa area vird dada por

/ JETY RS W CES, Y
0 eyl x =2 3 |, 23

9+2 11 _
j— — 2 2

Al | =5 —6u = 1.83 u*,
4 3 2 4 o p 5 onde u indica “unidade de lonxitude”.

4.b) Mediante o cambio de variable
z=x%-1, dz =2xdx,
obtense

J\/z 1d —1f\/_d _12k ] 2B rc=t/E-p+c
XA\ X X—Z ZZ—23/2 —23 VA —3 X .
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5. Xeometria:

Sexan r a recta de vector director JT(1,0,3) que pasa por P(1,0,0) e m: —2x +y + z = 0. Pidese a posicion
relativa de r e . En caso de que se corten, achar o punto de corte.

Solucion:

N N
0 vector 1,(—2,1,1) é normal ao plano 7. Como d, -1, = —2+ 3 =1 # 0, os vectores d, e i, non son
perpendiculares, e polo tanto r e 7 cértanse nun punto.

As ecuacidns paramétricas de r son

x=1+ A4,
rijy= 0, 1eR.
z= 34

Substituindo na ecuacion do plano obtense o valor de A que proporcionara o punto de corte:
214+ 431 =0 -24+41=0=21=2.
Téfiense asi os valores seguintes:

x=1+1=3,
y—O,
z=31=6,

é dicir, r e T cértanse no punto Q(3,0,6).
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6. Xeometria:
a) Calcule k sabendo que os vectores 1(2,0,0), ¥(0, k, 1) e w(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtefia a ecuacion implicita do plano  que pasa por P(1,0,0) econténar:x — 1 =—==—.

Solucion:

6.a) Ao ser coplanarios, son linealmente dependentes, de xeito que o valor de k pode ser calculado como
segue:

2 00
0 k 1
2 2 2

=4k —-4=0=k=1.

6.b) Q(1,0,—1)€Ere Jr(l,—4,3) é vector director de r. O plano 7 pasa por P(1,0,0) e esta xerado por
d.(1,—4,3) e PG(0,0,—1), é dicir,

x—=1 'y z
m| 1 -4 3[=0emix-4+y=0=mix+y—4=0.
0 0 -1
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7. Estatistica e Probabilidade:

0 57% dos estudantes matriculados na Universidade de Cambridge son naturais do Reino Unido e, de entre
todos eses, o 83% aproban con honores. Ademais, a porcentaxe global de aprobados con honores é do 80%.
Calcular a probabilidade de que un estudante elixido ao azar non nacese no Reino Unido sabendo que aprobou
con honores.

Solucion:

Se RU = “ser natural do Reino Unido” e AH = “aprobar con honores”, tense a seguinte tdboa de
continxencia:

AH AH
RU 57 X 0.83 =47.31 100 X 0.57 = 57
RU 32.69
100 x 0.80 = 80 100
A probabilidade pedida é polo tanto P(RU|AH) = % = 0.408625.
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8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha determinada poboacion de arbores, o 20% tefien mais de 30 anos. Se se elixen 40 arbores ao azar,
calcule a probabilidade de que soamente 4 deles tefian mdis de 30 anos. O numero total de arbores é tan

grande que se pode asumir eleccidn con substitucion.
b) Se X segue unha distribucién normal de media 15 e P(X < 18) = 0.6915, cal é a desviacion tipica?

Soluciodn:

Sexa X = “numero de arbores de mais de 30 anos, de entre os 40”.
X — B(n,p), conn=40ep =0.2.
Logo g = 1 — p = 0.8, co que a probabilidade pedida é

40-39-38-37
P(X = 4) = (440) P = — = (02)*(0.8)° = 10-13-19-37 - (02)*(0.8)*°

= 91300 (0.2)*(0.8)3¢ ~ 0.0475.

8.b)
— 15
X—>N{5,0)=7Z= —= — N(0,1).
Polo tanto,
18 — 15 3
P(X<18)=0.6915< P (Z < p ) =0.6915< P (Z < E) = 0.6915.
Indo agora 4 taboa da distribuciéon N(0,1), vese que% ~ 0.5, deonde o = 03—5 = 6.
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MATEMATICAS I

(O/A estudante debe responder soamente as preguntas dunha das opciéns. A puntuacién méaxima por preguntas € a seguinte: 1.2 pregunta: 2 puntos;
2.2 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.2 pregunta: 2 puntos).

OPCION A
Da resposta aos apartados seguintes:
a) Supofiendo que A e X son matrices cadradas e que A + I é invertible, despexa X na ecuacion A — X = AX.

b) Se A = ((1) _;) calcula X tal que A — X = AX.

Da resposta aos apartados seguintes:
a) Mediante integracion por partes, demostra que [Inx dx = x(Inx — 1) + C. Logo, demostra a mesma igualdade
mediante derivacion.
_(Inx se x € (0,¢e],
b) Se f(x) = {ax+b se x € (e, ),
e cales tefien que ser os seus valores para que f sexa derivable.

di que relacién ten que existir entre os parametros a e b para que f sexa continua

Inx se x€(0,e],

c) Calcula a area da rexion encerrada polo eixe X, a recta x = 4 e a grafica de f(x) = {5 se x € (e )

Pidese:
a) Calcular o angulo do intervalo [0°,90°] que forman os vectores i (—%% 0) ev (—% 71;‘5,%).
b) Obter a ecuacion implicita do plano que pasa polo punto P(1,—-3,0) e é perpendicular a recta

x -y + 2z = 1,
{ y - z = 0.

c) Calcular a distancia do punto Q(1,1,1) ao plano m: —x + y + z + 4 = 0 e o punto simétrico de Q respecto a 7.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) O 40% dos habitantes dunha certa comarca tefien camelias, o 35% tefien rosas e o 21% tefien camelias e rosas. Se
se elixe ao azar a un habitante desa comarca, calcular as cinco probabilidades seguintes: de que tefia camelias ou
rosas; de que non tefia nin camelias nin rosas; de que tefia camelias, sabendo que ten rosas; de que tefia rosas,
sabendo que ten camelias; e de que soamente tefia rosas ou soamente tefia camelias.

b) Se nun auditorio hai 50 persoas, cal é a probabilidade de que polo menos 2 tefian nacido no mes de xaneiro?

OPCION B
Da resposta aos apartados seguintes:
2x - y + 3z = 0,
a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: my + (3-m)z = -6,
2x - y + mz = 6.

b) Resdlveo, se é posible, nos casos m =0 e m = 4.

Considérese a funcion f(x) = x%e™*. Pidese:

a) Calcular os limites lim,_,., f(x) € lim,_,_,, f(x).

b) Determinar intervalos de crecemento e de decrecemento, extremos relativos e puntos de inflexién.

c) Caleular [ f(x)dx.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Estuda a posicion relativa dos planos 7;: mx —y + 2 = 0 e m,: 2x + 3y = 0 en funcién do parametro m.

b) Obtén a ecuacion implicita do plano que pasa polos puntos A(0,0,0), B(1,0,1) e €(0,1,0).

c¢) Calcula o punto simétrico do punto P(1,2,3) con respecto ao plano m: —x + z = 0.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral. Calcula P(A) se P(B) = 0.8, P(ANB)=0.2e P(AUB) éo
triplo de P(A).

b) Nun determinado lugar, a temperatura maxima durante o mes de xullo segue unha distribuciéon normal de media 25°C
e desviacion tipica 4°C. Calcula a probabilidade de que a temperatura maxima dun certo dia estea comprendida entre
21°C e 27.2°C. En cantos dias do mes se espera que a temperatura maxima permaneza dentro dese rango?
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MATEMATICAS I

(El/La estudiante debe responder solamente las preguntas de una de las opciones. La puntuacién maxima por preguntas es la siguiente: 1.2 pregunta:
2 puntos; 2.2 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.2 pregunta: 2 puntos).

OPCION A
Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Suponiendo que A y X son matrices cuadradas y que A + I es invertible, despeja X en la ecuacion A — X = AX.

b) Sid= ((1) _i) calcula X tal que A — X = AX.

Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Mediante integracion por partes, demuestra que [Inx dx = x(Inx — 1) + C. Luego, demuestra la misma igualdad
mediante derivacion.
. _(Inx si x €(0,e],
b) Slf(x)_{ax+b si x € (e, ),
y cuales tienen que ser sus valores para que f sea derivable.

di qué relacion tiene que existir entre los parametros a y b para que f sea continua

. L. ) . Inx si x€(0,e],
c) Calcula el area de la region encerrada por el eje X, la recta x = 4 y la gréfica de f(x) = {x

e si x € (e, ).

Se pide:
. . o ano - 101 S 1 -1+2 1
a) Calcular el angulo del intervalo [0°,90°] que forman los vectoresu(—ﬁ,ﬁ,o)yv(—g, 2 %)
b) Obtener la ecuaciéon implicita del plano que pasa por el punto P(1,—3,0) y es perpendicular a la recta

x -y + 2z = 1,
{ y - z = 0.

c) Calcular la distancia del punto Q(1,1,1) al plano m: —x + y + z 4+ 4 = 0 y el punto simétrico de Q respecto a «.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) El 40% de los habitantes de una cierta comarca tienen camelias, el 35% tienen rosas y el 21% tienen camelias y
rosas. Si se elige al azar a un habitante de esa comarca, calcular las cinco probabilidades siguientes: de que tenga
camelias o rosas; de que no tenga ni camelias ni rosas; de que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas; de que
tenga rosas, sabiendo que tiene camelias; y de que solamente tenga rosas o solamente tenga camelias.

b) Si en un auditorio hay 50 personas, ¢ cual es la probabilidad de que por lo menos 2 hayan nacido en el mes de enero?

OPCION B
Da respuesta a los apartados siguientes:
2x - y + 3z = 0,
a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: my + (3-m)z = -6,
2x - y + mz = 6.

b) Resuélvelo, si es posible, enlos casos m =0y m = 4.

Considérese la funcion f(x) = x?e™*. Se pide:

a) Calcular los limites lim,_,., f(x) y lim,__q, f(x).

b) Determinar intervalos de crecimiento y de decrecimiento, extremos relativos y puntos de inflexion.

c) Caleular [ f(x)dx.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia la posicidn relativa de los planos m;: mx —y + 2 = 0 y m,: 2x + 3y = 0 en funcién del parametro m.

b) Obtén la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A(0,0,0), B(1,0,1) y €(0,1,0).

c) Calcula el punto simétrico del punto P(1,2,3) con respecto al plano m: —x + z = 0.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcula P(4) si P(B) = 0.8, P(ANB) =02y P(AUB) es el
triple de P(4).

b) En un determinado lugar, la temperatura maxima durante el mes de julio sigue una distribucién normal de media 25°C
y desviacion tipica 4°C. Calcula la probabilidad de que la temperatura maxima de un cierto dia esté comprendida entre
21°Cy 27.2°C. ¢ En cuantos dias del mes se espera que la temperatura maxima permanezca dentro de ese rango?
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OPCION A

1) a)1 punto.

b) 1 punto.

2) a)1 punto.

» 0,5 puntos pola integracién por partes.

» 0,5 puntos pola comprobacion mediante derivacion.
b) 1 punto.

» 0,5 puntos pola condicion de continuidade.

» 0,5 puntos pola condicion de derivabilidade.
c) 1 punto.

» 0,25 puntos pola xustificacion dos limites de integracion.
» 0,5 puntos pola escritura da area como suma de integrais e obtencién das
primitivas.

» 0,25 puntos polo uso da regra de Barrow.

3) a)1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

4) a)1 punto.

b) 1 punto.



1)

2)

3)

4)

a) 1.25 puntos.

b) 0.75 puntos.

a) 1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

a) 1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

a) 1 punto.

b) 1 punto.

OPCION B
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MATEMATICAS II
(Céd. 20)

OPCION A

1) a)1 punto.

b) 1 punto.

2) a)1 punto.

» 0,5 puntos pola integracién por partes.

» 0,5 puntos pola comprobacion mediante derivacion.
b) 1 punto.

» 0,5 puntos pola condicion de continuidade.

» 0,5 puntos pola condicion de derivabilidade.
c) 1 punto.

» 0,25 puntos pola xustificacion dos limites de integracion.
» 0,5 puntos pola escritura da area como suma de integrais e obtencién das
primitivas.

» 0,25 puntos polo uso da regra de Barrow.

3) a)1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

4) a)1 punto.

b) 1 punto.



1)

2)

3)

4)

a) 1.25 puntos.

b) 0.75 puntos.

a) 1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

a) 1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

a) 1 punto.

b) 1 punto.

OPCION B
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OPCION A
1. Da resposta aos apartados seguintes:

a) Supofiendo que A e X son matrices cadradas e que A+ é invertible, despexa X na

ecuacion A — X = AX.

(0 -1 oy
b) SeA—(1 3),calcuIaXtanueA X = AX.
Solucién:
la)A—X=AX S A=AX+XSA=A+DX=X=A+D A

1

1.b) Claramente, A + I = (1

_D Posto que det(A +1) =4+ 1 = 5, tense

wrn=g(* o4 Y

1 5\-1 1
e polo tanto
1 = 1,4 —
r=aena=3( DG =30 D

Alternativa para 1.b): Desenvolvase a idea seguinte: calcular a, 3,y e ¢ tales que
(0 —1) _ (a ﬁ) A (0 —1) (a ﬁ)
1 3 y 6 \1 3/\y &/

2. Da resposta aos apartados seguintes:
a) Mediante integracion por partes, demostra que [ Inx dx = x(Inx — 1) + C. Logo, demostra a

mesma igualdade mediante derivacion.

b) Se f(x) ={

para que f sexa continua e cales tefien que ser os seus valores para que f sexa derivable.

Inx se x € (0,e],
ax+b se x€ (e ),

di que relacién ten que existir entre os parametros a € b
c) Calcula a area da rexion encerrada polo eixe X, a recta x =4 e a grafica de f(x) =
Inx se x€(0,e],
E se x € (e, »).
Solucion:
2.a) Empregando a férmula de integracion por partes con
u=1Inx du=-=>dx,
X
dv=dx, v=x,
tense [Inx dx = fudv=uw — [vdu=xInx— [dx=xInx—x+C=x(nx— 1)+ C.

Por outra banda,

! 1
(x(lnx—-1+0C) = (x(lnx— 1)) =lnx—-1 +x;= In x.
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2.b) Estudanse a continuidade e a derivabilidade no unico punto conflitivo, que é x = e.
Continuidade:
f(e) =lne=1, I)Hre)f(x)zl’grellnx:lne:l, l)zfrelf(x)zggl(ax+b)=ae+b. En
consecuencia, f € continua se, e soamente se, ae + b = 1.
Derivabilidade:
Notese en primeiro lugar que, para que f sexa derivable, a condicion ae + b = 1 tense que
cumprir, xa que a continuidade é condicion necesaria para a derivabilidade. Por outra
banda, f'(x) = {i z: i 2 E::O)) de onde l;?‘;lf’(x) = lggi =§ e I,Z?Qf’(x) = I;Hela =a.
Concluese que f é derivable se, e soamente se, a = i eb=0.

Alternativa para o estudo da derivabilidade: substitiase b por 1 — ae na expresion de f (xa
que non pode ser derivable se non é continua) e empréguese a definicion de derivada. E
f(X):Z(e) e limf(ﬂt)*f(e)

xle x—e

dicir, comprobese para que valor ou valores de a os limites li¥n
xle

X

existen e son iguais.
2.c)

De acordo coa figura, a area pedida é a seguinte (o adxectivo “encerrada” obriganos a

Ine=1,In1=0
4 16 e? 8 e _ 2e+16-e?

A=[nxdc+ [ de=xnx-DE+[E] 14+2-2=14+2-¢

x
2ele 2e  2e e 2 2e

considerar a rexion raiada):

u? ~

2.5839 u?,

onde u indica “unidade de lonxitude”.

3. Pidese:

a) Calcular o angulo do intervalo [0°90°] que forman os vectores ﬁ(—%,%,o) e

5(-2,22 1)
2’ 2 A/

V4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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b) Obter a ecuacion implicita do plano que pasa polo punto P(1,—3,0) e é perpendicular a recta
x -y + 2z = 1,
{ y — z = 0.

c¢) Calcular a distancia do punto Q(1,1,1) ao plano m: —x + y + z + 4 = 0 e o punto simétrico de

Q respecto a m.

Solucién:

V4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS

3.a) Se - denota produto escalar de vectores, | | valor absoluto e || || norma euclidiana,

[

sabese que o angulo pedido a esta determinado pola ecuacién cosa = no sentido

Iz’
de que é o unico angulo a do intervalo [0°,90°] que satisfai esa igualdade.
Dado que

1+\F)

o lu-vl= ‘% |_|2\/—_z\/’ 2’

— 1 1
o ldll= [friste

o |3l :\/1+(1—zﬁ+z)+i:J1+(1—2ﬁ+2)+ﬂz\/1+1—zﬁ+z+2ﬁz\/E: 1,
4 4 V2 4 4 2 4 4

A 1
chégase a que cosa = > de onde a = arccos G) =60°.

3.b) Chamemos 7 ao plano pedido e r & recta dada. Pédese obter un vector normal a r a partir

. /0\ /1 -1
de dous puntos de r: R(1,0,0),5(0,1,1) € r, e en consecuencia i, = RS = <1> - <0> = ( 1 ) é
1/ \o 1

1 0

normal a m. Alternativamente, podese obter 7, do produto vectorial <—1> ><< 1 > Como 7
2 -1

pasa por P(1,-3,0), a stia ecuacién é m:—(x—1)+(y+3)+z=0, e como —(x — 1) +

+3)+z=—x+1+y+3+z=—-x+y+z+4, concliese que a ecuacion implicita de
mém—x+y+z+4=0.

3.c)d(Q,m) = % = % = ST‘E ~ 2.8868. Pasemos & obtencion do punto simétrico.

A recta r que pasa por Q(1,1,1) e é perpendicular

Q(1,1,1) am:—x+y+z+4 =0 vén dada por
L x=1-21,
n rdy=1+1 A1€R.
z=1+121,
Q"

| Calculode Q" =rnm:
' —(1-D+1+2+1+1+4

=—14+A+1+A+1+1+4

Q(,y,7) 5
(punto simétrico) =31+5=0=1= 3

« - S_8 —y,=1-3=_2 8 _2_2
deondeQ(x,y,z)conx—1+3—3ey—z—1 3 ed|C|rQ( oy 3).
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Célculo de Q'(x',y',z"), punto simétrico pedido:

1+x 8 13

=-=3+3x' =16=3x'=13=x"=—,

2 3 3
1+y

2 7
S =-3elEdy =—tedy = Tey =g
z'=y'.

En definitiva, Q' (£, -2, 7).

4. Da resposta aos apartados seguintes:

a) O 40% dos habitantes dunha certa comarca tefien camelias, o 35% tefien rosas e o0 21%
tefien camelias e rosas. Se se elixe ao azar a un habitante desa comarca, calcular as cinco
probabilidades seguintes: de que tefia camelias ou rosas; de que non tefia nin camelias nin
rosas; de que tefia camelias, sabendo que ten rosas; de que tefia rosas, sabendo que ten
camelias; e de que soamente tefia rosas ou soamente tefia camelias.

b) Se nun auditorio hai 50 persoas, cal é a probabilidade de que polo menos 2 tefian nacido no
mes de xaneiro?

Solucioén:

4.a) Damos nomes aos sucesos: R = “ter rosas” e C = “ter camelias”.

Sabemos que P(C) = 0.4, P(R) = 0.35 e P(C N R) = 0.21. As probabilidades pedidas son,
por orde, as seguintes:
¢ P(CUR)=P()+P(R)—P(CNR)=04+0.35-0.21 = 0.54.
e En virtude dunha das leis de De Morgan, C N R = C UR. Consecuentemente,
P(CNR)=P(CUR)=1—-P(CUR) =1—0.54 = 0.46.

P(CNR) _ 021 _
P(R) 035

. PCIR)=

P(CNR) _ 021 _
P(C) ~ 04 0.525.

. PQRIC)=

e P(RNCO)U(CNR))=PRNC)+P(CNR), xaque os sucesos RN C e CNR son
incompatibles. De P(R) = P(RNC) + P(Rn C) deducese que P(RNC) = 0.35 —
0.21=0.14, e de P(C) =P(CNR)+P(CNR) que P(CNR)=0.4-0.21=0.19.
Por ultimo, P((R N C) U (CNR)) = 0.14 + 0.19 = 0.33. R

Alternativa para o calculo de P((R n C) U (C N R)) (ver debuxo): ( ot %

A

P(RNC)U(CNR))=P(RUC)—P(RNC)=054—021=033 i ‘S S

4.b) X = “n.° de persoas nacidas no mes de xaneiro, de entre as 50”.

X->B (50,%), é dicir, X segue unha distribucién binomial de pardmetros n =50 & p = — =

0.083; logo ¢ = 1 —p = — = 0.916. Pidese P(X = 2).

P(X=22)=1-P(X<2)=1-{P(X=0)+P(X =1}

4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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Posto que P(X = 0) = (3")p°q5° = (%)50 ~ 00129 e PX = 1) = (V)p'q* = 50%(%)49 =

0.0586, téfense sucesivamente P(X =0)+ P(X =1) = 0.0129 + 0.0586 = 0.0715 e
P(X >2)~1-0.0715 = 0.9285.

Nota: se se tomap = % ~ 0.0849, obtense P(X = 2) ~ 0.9333.

V4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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1. Da resposta aos apartados seguintes:

a) Discute, segundo os valores do pardametro m, o seguinte sistema:

2x - y + 3z = 0,
my + (3-m)z = -6
2x - y + mz = 6.

b) Resdlveo, se é posible, nos casos m = 0 e m = 4.

Solucion:
1.a)
2 -1 3] 0\ F’3-F;—-F /2 -1 3] O
0 m 3-m|-6)] ——>|0 m 3-m|-6], polo que o sistema dado
2 -1 ml 6 0 0 m-3l 6
equivale ao que escribimos a continuacion, que ten a vantaxe de ser triangular:
2x - y + 3z = 0,
my + (B-m)z = -6,
(m=-3)z = 6.

De ser compatible, este sistema pode ser resolto de abaixo arriba, empezando polo
célculo de z, seguindo co de y e terminando co de x. Sempre que m # 3, téfiense que z =
% e que a segunda ecuacion queda reducida & igualdade my = 0, de onde se infire &
sUa vez que y = 0 cando, ademais de ser m # 3, € m # 0. Resulta agora clara a discusion
que segue:
e Casom € R\ {0,3}: o sistema é compatible determinado (ten unha Unica solucion).
A solucion é a seguinte: z = %, y=0,x= —32—2.
e Casom = 3: o sistema é incompatible (non ten solucion), porque a terceira ecuacién
do sistema triangular queda 0 = 6.

e Casom = 0: o sistema triangular é

2x — y + 3z = 0,
3z = -6,
-3z = 6,

deondez=-2,y=1€R, ex= %. E dicir, o sistema é compatible indeterminado

(ten infinitas soluciéns).

0
—6), respectivamente,

) 2 -1 3 2 -1 3
Alternativa para 1.a): Sexan 4 = <0 m 37m> e A" = (0 m 3-m
6

2 -1 m 2 -1 m

a matriz do sistema e a matriz ampliada. Como |2 ~!|=2m e |7} 3|=-m+3 non se

anulan a vez, 2 < rankA4 < rankA* < 3.

2 -1 3

0 m 3—m‘=2m2—2(3—m)—6m+2(3—m)=2m2—6m=2m(m—3),
2 -1 m

detA =

e polo tanto det 4 = 0 se, e s6 se, m € {0,3}. Consecuentemente, a discusion é a seguinte:
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e Casom € R\ {0,3}: o sistema é compatible determinado (ten unha Unica solucién),

xa que rank A =rank A* = 3 = n.° de incégnitas.

2 -1 3] 0 23 0
e Casom=0: rankA:ZeA*=(o 0 3—6). Como |0 3 -6/=36—-36=0, tense
2 -1 ol 6 2 0 6

rank A =rankA* =2 < n.° de incégnitas, e polo tanto o sistema €& compatible

indeterminado (ten infinitas solucions).

2 -1 3] 0 2 -1 0
e Caso m=3: rankA=2 e A" = <0 3 0—6). Como [0 3 -6/=36+12—-12=
2 -1 3l 6 2 -1 6

36 # 0, tense rankA =2 < rank4* = 3, e polo tanto o sistema é incompatible (non

ten solucién).
A+6

1.b) Se m = 0, as infinitas soluciéns son y= f ’/’l € R. (Ver apartado 1.a).)
z=-2,
Se m = 4, a solucion é z = % =6,y=0ex= —% = —1—28 = —9. (Ver apartado 1.a).)
Nota: se se opta pola solucién que arriba chamamos alternativa para responder ao
apartado 1.a), a solucién do apartado 1.b) pasa por escribir o sistema orixinal nos casos

particulares m = 0 e m = 4 e resolver cada un deles mediante un método calquera.

2. Considérese a funcién f(x) = x2e™*. Pidese:
a) Calcular os limites lim f(x) e lim f(x).
x>0 x>—00
b) Determinar intervalos de crecemento e de decrecemento, extremos relativos e puntos
inflexion.
c) Calcular [ f(x)dx.

Solucion:

©0 - 0 (indeterminacién) | IND. Z, L'Hopital ‘ IND. Z, Hépital |

. . _ . 2 .2 .2 . A

2.a) lim f(x) = limx2e™* = lim = = lim = = lim = = 0. Falando con rigor, a regra de L’Hdpital

X—00 X—00 X—00 € X—00 € X—00 €

. . . . 2 .
dinos que lim f(x) existe e vale 0 porque lim — existe e vale 0.
X—0 xX—00 €
No segundo limite non hai indeterminacion: lim f(x) = lim x?e™ = o000 = o,
X——00 X—>—00

2.b) Dom f = R. A derivada f'(x) = 2xe™ — x%e™ = xe™*(2 — x) ten o signo de x(2 —x), xa

= ; + ‘ = que e™* é sempre positivo. Logo f decrece
T T
0 2 estritamente en (—o,0), crece estritamente en

SIGNO DE f'.

(0,2) e decrece estritamente en (2, ©).
Ao ser f continua, ten un minimo relativo estrito en x = 0 e un maximo relativo estrito en

x = 2. Non ten outros extremos.
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Pasamos agora ao estudo das posibles inflexions. f'(x) = (2x — x2?)e™, de onde f"'(x) =
(2-2x)e™* — (2x —x?)e™* = (2 — 2x — 2x + x?)e™* = (x? — 4x + 2)e™*. Polo tanto, f" ten
o signo de x? — 4x + 2, cuxas raices son

4+V16—-8 4+8 4+2V2
X = = = =

+ V2.
2 2 2 2£V2
Agora podemos marcar no debuxo seguinte o signo de f":

+ — +

2—12~05858 2+ V2~ 3.4142

SIGNO DE f”.
(Se houbera dubidas, bastaria comprobar o signo de f” nun punto calquera de cada un
dos tres intervalos de interese.)
Esta analise dinos que f é convexa en (—o,2 —+2), concava en (2 — 2,2 +v2) e de
novo convexa en (2 + \/7,00). A funcion f presenta polo tanto dous puntos de inflexion: en
x=2—V2eenx=2++2.
2.c) Empregando a férmula de integracion por partes con
u = x?, du = 2xdx,
dv =e¥dx, v=-—e¥,

tense
ff(x)dx = sze"‘dx = Judv =uv—Jvdu =—x2e"‘+2Jxe"‘dx.

Usando de novo o método de integracion por partes, esta vez con
u=x, du = dx,
dv =e%dx, v=-—e%,

chégase a que [ xe ™ dx = —xe™ + [ e™¥dx.

Consecuentemente,
ff(x)dx = f xle¥dx = —x%e™* + 2{—xe"‘ + f e‘xdx} =—x%e*—2xe¥—2e*+C

=(—x?-2x—-2)e*+C=—-(x*>+2x+2)e* +C.

3. Da resposta aos apartados seguintes:
a) Estuda a posicién relativa dos planos m;:mx —y+2 =0 e m,:2x + 3y = 0 en funcién do
parametro m.
b) Obtén a ecuacioén implicita do plano que pasa polos puntos A(0,0,0), B(1,0,1) e €(0,1,0).
c) Calcula o punto simétrico do punto P(1,2,3) con respecto ao plano m: —x + z = 0.
Solucién:
3.a) Os planos nunca coinciden, xa que 0(0,0,0) € m, \ m; para calquera valor de m. Agora,

como r'i,,l(m, -1,0) e r'i,,z (2,3,0) son normais, respectivamente, a m, e a m,,
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Ty € T, son paralelos & 7, e i, son paralelos & 5 = -3 em= ET

. ” . . 2
0 que a sua vez implica que se cortan nunha recta cando m € R\ {— 5}.

m -1 O)eA*:(m -1 0

Alternativa para 3.a): Sexan 4 = (2 3 0 2 3 0

2 -1 2| _
|O)' Posto que | 3 O| =
—6 # 0, tense que rankA* = 2 para calquera valor de m. Por outra banda, |T£l _31| =

3m+2 =0 & m=—2. Segundo esta anélise:

V4
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e Se m=—§, rankA = 1 < rankA* = 2, polo que os planos son paralelos non

coincidentes.

e Sem€eR\ {— 2} rank A =rankA* = 2, polo que os planos se cortan nunha recta.

3.b) Os vectores 4B (1,0,1) e AC(0,1,0) son xeradores do plano pedido, ao que chamaremos .

x y z x y z
Ademais, A(0,0,0) em, polo que m: |1 0 1f=0. Como ‘1 0 1|=z—x, a ecuacion
0 1 0 010
implicita do plano é m: —x + z = 0.
3.c) A recta que pasa por P(1,23) e é
P(1,2,3) perpendicularam:—x +z=0¢
r x=1-2,
4 T [y =2, A€ER.
p z=3+1
I Célculode P* =rnm:
I
—1-D+3+21=021+2=0=1
=1,
Pl o 2)
(punto simétrico) de onde P*(x,y,z) con x =1—(-1) =2,

y=2ez=3+(-1) =2, édicir, P*(2,2,2).

Célculo de P'(x’,y’,z"), punto simétrico pedido:

1+x'
=2e1+x'=4x"=3,
2+y
=22+y' =4y =2,
3+7

=2o3+z =427 =1

En definitiva, P'(3,2,1).

. Da resposta aos apartados seguintes:

a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral. Calcula P(A) se P(B) = 0.8,
P(AnB) =0.2e P(AUB) é o triplo de P(4).
b) Nun determinado lugar, a temperatura maxima durante o mes de xullo segue unha

distribucion normal de media 25°C e desviacion tipica 4°C. Calcula a probabilidade de que a

9
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temperatura maxima dun certo dia estea comprendida entre 21°C e 27.2°C. En cantos dias
do mes se espera que a temperatura maxima permaneza dentro dese rango?
Solucién:
4.a) Temos 3P(A) =P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(AnB), de onde en primeira instancia se
obtén 2P(A) = P(B) — P(ANB) = 0.8—0.2 = 0.6 e, en segunda, P(A) = 0.3.

4.b) X = “temperatura maxima dun dia do mes de xullo”.
X —-25
X N@SH) =Z=—"—>N0OD.
Logo

PR1<X<272)=P <z<

21-25 27225
( - ):p(—1szso.55)
=P(Z<055) —P(Z<-1)=P(Z<055)—P(Z>1)
=P(Z <055 —-{1-P(Z<1)}~0.7088 — 1+ 0.8413 = 0.5501
é a probabilidade pedida. Espérase polo tanto que en 0.5501 x 31 ~ 17 dias do mes a

temperatura maxima estea comprendida entre 21°C e 27.2°C.

04+ g J
0.3 ¥
02+ ’ 1
0.1 . / /
g | K /
2 4 0 0.55 2

A éarea da zona raiada é igual & probabilidade pedida P(—1 < Z < 0.55).

10
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(O/A estudante debe responder soamente as preguntas dunha das opcions. A puntuacién maxima por preguntas é a seguinte: 1.2 pregunta:
2 puntos; 2.2 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.2 pregunta: 2 puntos).

OPCION A
Da resposta aos apartados seguintes:
a) Despexa X na ecuacion XA + B = C, sabendo que A é unha matriz invertible.

, 10 0 1
b) CalcuIaXtanueXA+B:CseA:(S 4),B=<O 1>eC:<1 0).
12 2 1

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Estuda os intervalos de crecemento e de decrecemento e os extremos relativos da funcion f(x) = x?Inx.

b) Considérese un triangulo tal que: dous dos seus vértices son a orixe 0(0,0) e o punto P(1,3), un dos seus lados
esta sobre o0 eixe X e outro sobre a tanxente en P(1,3) a grafica da parabola y = 4 — x2. Pidese calcular as
coordenadas do terceiro vértice, debuxar o triangulo e calcular, por separado, a area das duas rexions nas que
o triangulo queda dividido pola parabola y = 4 — x2.

Pidese:

a) Estudar a posicion relativa dos planos my:x + my +z+4+ 2 =0em,:mx +y +z+m = 0 en funcién de m.

b) Calcular o valor que deben tomar k e m para que os puntos A(0,k, 1), B(—1,2,1) e €(8,1, m) estean alifiados.

c) Obter as ecuacions paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(—1,2,1) e Q(8,1,1) e a ecuacion implicita
do plano perpendicular a r que pasa polo punto R(1,1,1).

Da resposta aos apartados seguintes:

a) A probabilidade de que un mozo recorde regar a sua roseira durante unha certa semana é de § Se se rega, a

roseira sobrevive con probabilidade 0.7; se non, faino con probabilidade 0.2. Ao finalizar a semana, a roseira
sobreviviu. Cal é a probabilidade de que o mozo non a regase?

b) Unha fabrica produce pezas cuxo grosor segue unha distribucién normal de media 8 cm e desviacioén tipica
0.01 cm. Calcula a probabilidade de que unha peza tefia un grosor comprendido entre 7.98 e 8.02 cm.

OPCION B
Da resposta aos apartados seguintes:
X - y + 3z = m,
a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: my -— 2z = =2,
x + (m—-1y + (m+3)z = m

b) Resolveo, se é posible, nos casos m =0e m = 2.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) De entre toédolos triangulos rectangulos contidos no primeiro cuadrante que tefien un vértice na orixe, outro
sobre a parabola y = 4 — x%, un cateto sobre o eixe X e o outro paralelo ao eixe Y, obtén os catetos e a
hipotenusa daquel cuxa area € maxima.

b) Enuncia os teoremas de Bolzano e de Rolle.

Pidese:

% = %= g calcular o punto de corte de r con m e obter a
ecuacion implicita do plano ©* que é perpendicular a T e contén a r.

b) Estudar a posicion relativa dos planos m;: 2x — 5y —4z—9 = 0 e m,: x = 0, e calcular o angulo « € [0°,90°] que
forman.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral tales que P(4) = 0.2, P(B) =0.4 e P(AUB) =0.5.
Calcula P(4), P(B), P(ANn B) e P(A U B). Razoa se A e B son ou non sucesos independentes.

b) A probabilidade de que un determinado xogador de futbol marque gol desde o punto de penalti € p = 0.7. Se
lanza 5 penaltis, calcula as seguintes tres probabilidades: de que non marque ningun gol; de que marque polo
menos 2 goles; e de que marque 5 goles. Se lanza 2100 penaltis, calcula a probabilidade de que marque polo
menos 1450 goles. Estase a asumir que os lanzamentos son sucesos independentes.

a) Para o plano m:3x+2y—z=0 e a recta r:
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(El/La estudiante debe responder solamente las preguntas de una de las opciones. La puntuacion maxima por preguntas es la siguiente:
1.2 pregunta: 2 puntos; 2.2 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.2 pregunta: 2 puntos).

OPCION A
Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Despeja X en la ecuacion XA + B = C, sabiendo que A es una matriz invertible.

, 10 01
b) CalcuIaXtanueXA+B:CsiA:(3 4),B:(o 1>yc:<1 o).
12 2 1

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de la funcion f(x) = x2Inx.

b) Considérese un triangulo tal que: dos de sus vértices son el origen 0(0,0) y el punto P(1,3), uno de sus lados
esta sobre el eje X y otro sobre la tangente en P(1,3) a la gréfica de la parabola y = 4 — x2. Se pide calcular las
coordenadas del tercer vértice, dibujar el triangulo y calcular, por separado, el area de las dos regiones en las
que el triangulo queda dividido por la parabola y = 4 — x2.

Se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de los planos my:x + my +z+4+ 2 =0y n,:mx +y + z+ m = 0 en funcién de m.

b) Calcular el valor que deben tomar k y m para que los puntos A(0, k,1), B(—1,2,1) y C(8,1,m) estén alineados.

c) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(—1,2,1) y Q(8,1,1) y la ecuacion
implicita del plano perpendicular a r que pasa por el punto R(1,1,1).

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) La probabilidad de que un chico recuerde regar su rosal durante una cierta semana es de g Si se riega, el rosal

sobrevive con probabilidad 0.7; si no, lo hace con probabilidad 0.2. Al finalizar la semana, el rosal ha
sobrevivido. 4,Cual es la probabilidad de que el chico no lo haya regado?

b) Una fabrica produce piezas cuyo grosor sigue una distribucién normal de media 8 cm y desviacion tipica 0.01
cm. Calcula la probabilidad de que una pieza tenga un grosor comprendido entre 7.98 y 8.02 cm.

OPCION B

Da respuesta a los apartados siguientes:
X - y + 3z = m,
a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: my -— 2z
x + (m—-1y + (m+3)z

Il
3 %

b) Resuélvelo, si es posible, en los casos m =0y m = 2.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) De entre todos los triangulos rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un vértice en el origen,
otro sobre la parabola y = 4 — x?, un cateto sobre el eje X y el otro paralelo al eje Y, obtén los catetos y la
hipotenusa de aquel cuya area es maxima.

b) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.

Se pide:

XT_Z = y_—+21 = g calcular el punto de corte de r con = y obtener la
ecuacion implicita del plano n* que es perpendicular a T y contiene a r.

b) Estudiar la posicion relativa de los planos m;:2x — 5y —4z -9 =0y m,:x = 0, y calcular el angulo « € [0°,90°]
que forman.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que P(4) = 0.2, P(B) =04y P(AUB) =0.5.
Calcula P(4), P(B), P(ANB) y P(A U B). Razona si A y B son o no sucesos independientes.

b) La probabilidad de que un determinado jugador de futbol marque gol desde el punto de penalti es p = 0.7. Si
lanza 5 penaltis, calcula las siguientes tres probabilidades: de que no marque ningun gol; de que marque por lo
menos 2 goles; y de que marque 5 goles. Si lanza 2100 penaltis, calcula la probabilidad de que marque por lo
menos 1450 goles. Se esta asumiendo que los lanzamientos son sucesos independientes.

a) Para el plano m:3x + 2y —z =0y la recta r:
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0.75 puntos.

1.25 puntos.

1 punto.

2 puntos:

OPCION A

i) 0.5 puntos polo debuxo do triangulo.

i) 0.5 puntos pola obtencion da ecuacién da recta tanxente e do terceiro vértice.

iii) 0.5 puntos por cada unha das duas areas pedidas.

1 punto.
1 punto.

1 punto.

1 punto.

1 punto.
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1.25 puntos.

0.75 puntos.

2 puntos.

1 punto.

1.5 puntos.

1.5 puntos.

0.75 puntos.

1.25 puntos.

OPCION B
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OPCION A

Da resposta aos apartados seguintes:
a) Despexa X na ecuacion XA + B = C, sabendo que A é unha matriz invertible.

2 1 10 0 1
b) CalcuIaXtanueXA+B:CseA:(3 4),8:(0 1>eC:<1 0).
12 21

Solucion:
1a)XA+B=Co XA=C—-Be X=(C—B)A™".

0 1 10 -1 1
1.b)C—B:<1 0)—(0 1>=(1 —1). Posto que detA = 8 — 3 =5, tense
2 1 1 2 1 -1

1 T 1 _
=55 ) =5 D)

-1 1 -7 3
1 — 1
X = (C—B)A™ =§< 1 —1) (_g ;) =§( 7 —3).
1 -1 7 -3
Alternativa para 1.b): Desenvoélvase a idea seguinte: calcular «, 8,y, 5,1 e u tales que

G oe-(7 4

Da resposta aos apartados seguintes:

e polo tanto

a) Estuda os intervalos de crecemento e de decrecemento e os extremos relativos da funcion
f(x) =x%Inx.

b) Considérese un triangulo tal que: dous dos seus vértices son a orixe 0(0,0) e o punto
P(1,3), un dos seus lados esta sobre o eixe X e outro sobre a tanxente en P(1,3) & grafica
da parabola y = 4 — x2. Pidese calcular as coordenadas do terceiro vértice, debuxar o
triangulo e calcular, por separado, a area das duas rexions nas que o triangulo queda
dividido pola parabola y = 4 — x2.

Solucion:

2.a) Nétese que Dom f = (0, ). Coémpre estudar o signo de
f'(x) =2xInx +x2% =2xInx+x=x2Inx + 1),
que coincide co signo de 2Inx + 1 en Dom f. Agora ben, 2Inx+1 >0 2Inx > -1 &
Inx > —% x> e_% ~ 0.6065, xa que a funcion exponencial crece estritamente.
Chegados a este punto, é obvio que 2Inx + 1 < 0 se, e soamente se, 0 < x < e_%.

- +

SIGNO DE f'.




OPCION A

C 1 U G Proba de Avaliacion do Bacharelato para o
e— Acceso a Universidade Codigo: 20

= XULLO 2019

MATEMATICAS II

1
Polo tanto, f decrece estritamente no intervalo (O, e’E) e crece estritamente no intervalo

1
(e"E, oo). Posto que se trata dunha funcién continua, presenta un minimo absoluto (logo

1
relativo) en x = e 2. Non hai outros extremos.

2b) yx)=4—-x*=y'(x) = -2x = y'(1) = -2. Logo a

ecuacion da recta tanxente en P(1,3) & gréafica da

pardbolay =4 — x? é
y(x)=—-2(x—-1)+3=—-2x+2+3=—-2x+5.

O vértice pedido, ao que chamaremos Q, é o punto de

corte desa recta co eixe X:

5_

—2x+5=0(=>2x=54=>x=§ 2.5]:;Q(2.5,0).

A dereita mostrase o debuxo do tridngulo, onde
tamén estdn marcadas as rexions cuxas areas hai
que calcular: R, e R,. E claro que a parabola corta ao
eixe X positivo en x = 2 (xa que ai 4 — x2 = 0).
Posto que R, = T U R*, con

e T un triangulo de base 1 e altura 3 e

e R* arexion baixo a grafica de y = 4 — x? (e sobre

o eixe X) desde x = 1 hasta x = 2,

a area de R, pddese calcular do seguinte xeito (u indicara “unidade de lonxitude”):

T e R* non se solapan

4
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2 + 5
a tanxente)

) \ ) 1-3 2 3 3P 3
area(R,) = area(T) + area(R*) =—— +f (4—xNdx==+|4x——| ==
2 s 2 3], 2
+{8 8 4+1}_3+4 7 9+24-14 19 2 - 31E 2
3 3) 72 3° 7 6 6 L TN
Finalmente,
5
, (R)_73 19_15 19 _45-38 7 , oz
A =T T e T T e T T 12 1z TR
3. Pidese:

a) Estudar a posicion relativa dos planos m:x + my+z+2=0enm,mx+y+z+m=20 en

funcién de m.

b) Calcular o valor que deben tomar k e m para que os puntos A(0,k,1), B(—1,2,1) e €(8,1,m)

estean alifiados.

c) Obter as ecuacions paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(—1,2,1) e Q(8,1,1) e a

ecuacioén implicita do plano perpendicular a r que pasa polo punto R(1,1,1).
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Solucion:
3.a) Como 7, (1,m,1) e 7, (m,1,1) son normais, respectivamente, a m; e a m,

. . 1 m 1
Ty € T, son paralelos < 17, e, son paralelos & — = -1 om=1,
m

0 que a sla vez implica que se cortan nunha recta cando m € R\ {1}. Ademais, podemos

engadir que non son coincidentes cando m = 1, xa que nese caso P(0,0,—2) € m; \ 7,.

Alternativa para 3.a): Sexan A = (111 T i) e A" = (;1 ql Hi) Posto que |T 1| =

m-—1e H ri' =m— 2 non se anulan & vez, rank A* = 2 para calquera valor de m. Por
outra banda, rankA =1 cando m =1 (as duas filas de A son iguais e non nulas) e
rank A = 2 cando m # 1, xa que |T H =m — 1 # 0. Segundo esta analise:

e Se m=1, rankA=1<rankA" =2, polo que os planos son paralelos non
coincidentes.
e Seme€R\({1}, rank 4 =rank A* = 2, polo que os planos se cortan nunha recta.
3.b) 4, B e C son, para todolos valores dos parametros k e m, puntos distintos, que estaran polo

tanto alifados se, e soamente se, os vectores AB e AC son paralelos. Posto que AB =

(G- (- )-ro

NN -1
A, B e C estan alifiados < AB IIAC@[?=m em—le]

17
:)[—1+k=16—8kem=1]@[9k=17em=1]©[k=?em=1].

L 8 -1 9
3.c)d,=PQ = (1)—( 2 ) = (71) é vector director da recta r, a cal ademais pasa polo punto
1 1 0

P(—1,2,1), polo que as ecuaciéns paramétricas pedidas son

x =—-1+4+91,
r:iy=2—l, 1ER.
z=1,

Chamemos 7 o plano perpendicular a r que pasa polo punto R(1,1,1). Como 7, =

Jr(9,—1,0) € un vector normal a «, tense m:9(x — 1) — (y — 1) = 0. Tendo en conta que
I9x—-1)—-(y—-1)=9x—-9—-y+1=9x —y— 8, concliese que a ecuacion implicita de «

ém9x—y—8=0.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) A probabilidade de que un mozo recorde regar a sua roseira durante unha certa semana é
de > Se se rega, a roseira sobrevive con probabilidade 0.7; se non, faino con probabilidade

0.2. Ao finalizar a semana, a roseira sobreviviu. Cal é a probabilidade de que o mozo non a

regase?

4
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b) Unha fabrica produce pezas cuxo grosor segue unha distribucién normal de media 8 cm e
desviacion tipica 0.01 cm. Calcula a probabilidade de que unha peza tefia un grosor
comprendido entre 7.98 e 8.02 cm.

Solucion:

4.a) Damos nomes aos sucesos: R = “0 mozo rega” e S = “a roseira sobrevive”.

Sabemos que P(R) = 2 (logo P(R) = é), P(S|R) = 0.7 e P(S|R) = 0.2.

. = _ P(RnS)
Pidese P(R|S) = e
e De0.7=P(SIR) = %2? = @, deducese que P(SNR) = g 07 =—= 0.46
3
e De02=P(S|R) = Pff(;}f) =270 dedicese que P(SNR) =102 === 0.06
3
Polo tanto, P(S) =P(SNR)+P(SNR) = 17—5 + % = 1% = 0.53 e, en consecuencia,
P(RNS) ! 1
5 15
PRRIS) =———= =12 =" - 0125
(RIS) 6] E 0.125
15

4.b) X = “grosor das pezas”.
X—-8
X > N(80.01) = Z=""-=>N(OD).
Logo
P(7.98 <X <8.02) = P(7'98 8,802 8) =P(-2<2<2)
0.01 0.01
=P(Z<2)—-P(Z<-2)=P(Z<2)—P(Z>2)
=PZ<2)-{1-P(Z<2)}=2P(Z<2)—1=~2-09772—1=0.9544

é a probabilidade pedida.

041 _+ | |
0.3
02+
01F 1

4 /]

0 i 1

2 -1 0 1 2

A area da zona raiada é igual a probabilidade pedida P(—2 < Z < 2).

4
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Da resposta aos apartados seguintes:

a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema:

X

X

- y + 3z = m,
my -— 2z = =2,
+ (m—-1y + (m+3)z m.

b) Resodlveo, se é posible, nos casos m =0e m = 2.

Solucion:

1.a)
1 -1 3l m\ F3->F—-F /1 -1 3] m\ F3->F—-F /1 -1 3
(o m -2 _z)%@ n 2 —2)%(0 m -2
1 m—1 m+3lm 0 m ml O 0 0 m+2

polo que o sistema dado equivale ao que escribimos a continuacion, que ten a vantaxe de

ser triangular:

X - y + 3z = m,
my — 2z = =2,
(m+2)z = 2.

De ser compatible, este sistema pode ser resolto de abaixo arriba, empezando polo

célculo de z, seguindo co de y e terminando co de x. Sempre que m # —2, téfiense que
z= ﬁ e que a segunda ecuacion queda reducida & igualdade my = 2z -2 = ﬁ— 2=
-2m

. g . . -2 . .
— de onde se infire & stia vez que y = p— cando, ademais de ser m = =2, € m # 0.

Resulta agora clara a discusion que segue:

e Caso meR\{-2,0} o sistema é compatible determinado (ten unha Unica

. g . s 2 . 2 -2 -2 6
solucion). A solucién é a seguinte: z=—, y=—, x=y—-3z+m=————+
m+2 m+2 m+2 m+2

_ —2-6+m(m+2) _ m?+2m-8 _ (m-2)(m+4)

m+2 m+2 m+2
e Caso m =-2: o sistema é incompatible (non ten solucién), porque a terceira
ecuacion do sistema triangular queda 0 = 2.

e (Casom = 0: o sistema triangular é

x - y + 3z = 0,
-2z = =2,
2z = 2,

de onde z=1, y=A1€R, e x =y —3z=1-3. E dicir, o sistema é compatible

m
,2>,
m,

respectivamente, a matriz do sistema e a matriz ampliada. Como |(1) _§|=—2¢0, é

indeterminado (ten infinitas solucions).

) 1 -1 3 1 -1 3
Alternativa para 1.a): Sexan A= (0 m —2) e A= (0 m -2
1 m—-1 m+3 1 m—1 m+3

seguro que 2 < rankA < rankA4* < 3.

m
-2
2

)

4
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1 -1 3
0 m -2
1 m—-1 m+3
m? +2m =m(m+ 2),

detA = =mm+3)+2-3m+2(m—-1)=m?>+3m+2-3m+2m—-2=

e polo tanto detA =0 se, e s6 se, m € {—2,0}. Consecuentemente, a discusion é a
seguinte:
e Caso meR\{-20} o sistema é compatible determinado (ten unha unica

solucion), xa que rank A =rank A* = 3 = n.° de incognitas.

1 -1 3|-2 1 -1 =2
e Casom=-2: rankA:ZeA*:(o ) 72>. Como o -2 —2|=4+4+2-4—-6=
1 -3 1l-2 1 -3 =2

—4 #0, tense rankA =2 < rank A* = 3, e polo tanto o sistema é incompatible (non

ten solucion).

1 -1 3]0 1 3 0
e Casom=0:rankA=2e A" = (0 0 -2 —2). Como|o -2 —-2|=-6+6=0, tense
1 -1 3l o 1 3 0

rank A =rankA* =2 < n.° de incognitas, e polo tanto o sistema é compatible

indeterminado (ten infinitas solucions).

x=1-3,
1.b) Se m = 0, as infinitas soluciéns son {y =4 A € R. (Ver apartado 1.a).)
z=1,
Se m=2, asolucion é z=——=21 y="2=_1¢g ;=D _ 4 (ver apartado
m+2 2 m+2 2 m+2

1.a).)
Nota: se se opta pola solucién que arriba chamamos alternativa para responder ao
apartado 1.a), a solucion do apartado 1.b) pasa por escribir o sistema orixinal nos casos

particulares m = 0 e m = 2 e resolver cada un deles mediante un método calquera.

Da resposta aos apartados seguintes:
a) De entre tédolos triangulos rectangulos contidos no primeiro cuadrante que tefien un vértice
na orixe, outro sobre a parabola y = 4 — x2, un cateto sobre o eixe X e o outro paralelo ao
eixe Y, obtén os catetos e a hipotenusa daquel cuxa area é maxima.
b) Enuncia os teoremas de Bolzano e de Rolle.
Solucion: 4
2.a) Se se entende que paralelo pode ser coincidente, non
se pode descartar o caso no que o punto P(0,4) é un
vértice, co cal un dos catetos do triangulo esta sobre o

eixe Y. Teriamos unha situacion como a que se b

representa no debuxo da dereita. Neste marco non hai 0

triangulo de area maxima. En efecto, a area vén dada ‘\

\
.z 4.
pola funcién A(x) :?x: 2x, con x € (0,), que non /2 \
-2 y=4—-z° \
ten méaximo.
1 0 1 2

4
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Supofiamos agora que ningun cateto pode estar sobre o 41| I
eixe Y. Enton a situacion anterior queda excluida e a unica \\
posibilidade é a representada no novo debuxo, a dereita, gl \\\
onde o tridngulo ten base x e altura 4 — x%. Hai que buscaro  ,| \
2
méaximo da funcion A(x) = @, con x € (0,2). \
1F \
1 1 3 4
A)=-{4—x*+x(-2x)} == (-3x*+4) = ——(x2 - —) \\,
2 2 2 3 ot ‘
|\
3., \F 4 1 \
=—=|x sllx— |3 7 \
2 3 3 /4 \
s D)(e-2)
=—clx+—=])[(x——), - -
2 V3 V3 L 0 1 2 3
onde % ~ 1.1547 € (0,2). Logo A é crecente (A’ ten signo positivo) no intervalo (013) eé

decrecente (A’ ten signo negativo) no intervalo (%2) Posto que A é continua, concliese

P P 2
que ten un Unico maximo absoluto en x = Nt [ 4 . B
T T
) e . 2
Danse a continuacién as medidas dos catetos ~ ° W
SIGNO DE A'.

e da hipotenusa do triangulo de area maxima

(u indicara “unidade de lonxitude”).

Catetos: x :% u~ 1.1547ue
_ 2 _i_12—4_
y=4—x“=4 = =

u=2.6u

w | ©

64 12+64 78 26
= =5 =5 polo que a

Hipotenusa: En virtude do teorema de Pitagoras, h? = g +5 5 5

26
h= 3 u = 2.9439 u.

medida da hipotenusa é

e Teorema de Bolzano: Sexa f:[a,b] — R continua en [a,b]. Se f(a)f(b) <0, enton

existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

e Teorema de Rolle: Sexa f:[a,b] — R continua en [a,b] e derivable en (a,b). Se

f(a) = f(b), entdn existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Pidese:

a) Paraoplanom:3x+2y—z=0earectar:

-2 +1
xT = y_—z = g calcular o punto de corte de r con

7 e obter a ecuacioén implicita do plano 7* que é perpendicular a = e contén a r.

b) Estudar a posiciéon relativa dos planos m;:2x — 5y —4z—-9=0 e m,:x =0, e calcular o

angulo «a € [0°,90°] que forman.

4
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Solucién:

3.a) Punto de corte:

x=2+4
E til escribir as ecuaciéns paramétricas de r, que son r:{y = =1 —21, 1€R,
z =34,

e substituir os valores de x,y e z na ecuacion do plano para obter o valor do parametro A
no punto de corte:

32+ +2(-1-21)-31=06+31-2-41-31=0 —414+4=0=1=1,
deonde x=2+1=3, y=-1-21=-3e z=31=3. E dicir, o punto de corte pedido é
P(3,-33).

Ecuacién implicita de *:

u=1,(3,2,—1) e ¥(1,-2,3) son xeradores de *, e P(2,—1,0) € r ¢ *, polo que

x—2 y+1 z
| 3 2 —1|=0.
1 -2 3
Como
x—2 y+1 z
3 2 —1f=6(x—-2)—-(y+1)—6z—2z—-2(x—-2)-9(y+1)=4(x—-2)—
1 -2 3

10(y+1)—82z=4x—-8—-10y — 10 — 8z = 4x — 10y — 8z — 18,
a ecuacion implicita pedida é 7*: 4x — 10y — 8z — 18 = 0 ou, equivalentemente,
n*:2x —5y—4z—9=0.
3.b) 1, (2,—5,—4) e 7i,,(1,0,0) son normais, respectivamente, a m; e m,, logo é claro que os
dous planos se cortan nunha recta, porque 7, e 7i,, non son paralelos.
O angulo a que forman m; e m, coincide co angulo que forman os vectores 7i,, e 7i,,, asi

‘ﬁﬂl'ﬁﬂzl

- —2_ Ténense
7y I e ||

que cosa =
o i, i =2,
e |fnll=VATZ5 T 6 =Va5=3V5e
o |nll=1.

de onde, en primeira instancia, cosa = 32—@ = %E ~ 0.2981424 e, en segunda,

2V5
a = arccos Is ~ 72.6539°.

4. Da resposta aos apartados seguintes:
a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral tales que P(4) = 0.2, P(B) = 0.4 e
P(AUB) =0.5. Calcula P(A), P(B), P(ANB) e P(AUB). Razoa se A e B son ou non

sucesos independentes.

4
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b) A probabilidade de que un determinado xogador de futbol marque gol desde o punto de
penalti € p = 0.7. Se lanza 5 penaltis, calcula as seguintes tres probabilidades: de que non
marque ningun gol; de que marque polo menos 2 goles; e de que marque 5 goles. Se lanza
2100 penaltis, calcula a probabilidade de que marque polo menos 1450 goles. Estase a
asumir que os lanzamentos son sucesos independentes.

Solucion:

4.a) Temos

e P(A)=1-PA)=1-02=08.
e P(B)=1-P(B)=1-04=06.
e Da igualdade P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB) dediucese que P(ANB) =
P(A)+P(B)—P(AUB) =0.2+04—0.5=0.1.
e Segundo unha das leis de De Morgan, AUB=ANB, de onde P(AUB) =
P(ANB)=1—-P(ANB)=1-01=009.
Por ultimo, os sucesos A e B non son independentes, porque P(ANB) = 0.1 # 0.08 =0.2-
0.4 = P(A)P(B).
4.b) Se X = “n.° de goles en 5 lanzamentos de penalti”, entéon X — B(5,0.7), distribucién

binomial de parametros n =5 e p = 0.7. Tense entén ¢ = 1 — p = 0.3 ¢, polo tanto,

e P(X=0)= ((5)) pOq5 = 0.35 = 2.43 x 1075,

e Como P(X=1)= (i) plg* =5-0.7-0.3* = 0.02835, tense que P(X >2)=1-—
(P(X =0)+P(X =1)} = 1—{0.00243 + 0.02835} = 1 — 0.03078 = 0.96922.
e P(X=5)= (g’) p%q° = 0.75 = 0.16807.
Supofiamos agora que X = “n.° de goles en 2100 lanzamentos de penalti”, co cal X —
B(2100,0.7). Os valores de n, p e q neste caso son n=2100, p=0.7 e ¢ =0.3. A

probabilidade P(X = 1450) é dificil de calcular directamente. E posible, non obstante,

razoar do xeito seguinte: ao ser np = 1470 > 5 e nq = 630 > 5, a variable X pode ser

aproximada por unha normal X de media np e desviacion tipica \/npq = V441 = 21.

_ X —1470
X > N(147021) = Z = " N(0,1),

de onde

. 1
correccion de 7 bunto

1449.5 — 1470 —20.5
—— ") =p(z>

> ~ X . = -
P(X > 1450) ~ P(X > 1449.5) = P (z > 51 1

) ~ P(Z > —0.98)

= P(Z < 0.98) ~ 0.8365.

4
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-2 -0.98 0 1 2

A area da zona raiada é igual a probabilidade pedida P(Z > —0.98).
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1.25 puntos.
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2 puntos:

OPCION A

i) 0.5 puntos polo debuxo do triangulo.

i) 0.5 puntos pola obtencion da ecuacién da recta tanxente e do terceiro vértice.

iii) 0.5 puntos por cada unha das duas areas pedidas.

1 punto.
1 punto.

1 punto.

1 punto.

1 punto.
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a)
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a)

b)

a)
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0.75 puntos.

2 puntos.

1 punto.

1.5 puntos.

1.5 puntos.

0.75 puntos.

1.25 puntos.
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(Responde so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion maxima dos exercicios de cada opcion: exercicio 1 =2
puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

OPCION A

1.a) Dada a matriz M = (T m I- 4

b) Dadas as matrices A=(-1 0 1), B=3 0 1) e C=(4 -2 0), calcula a matriz X que
verifica: B' A+ X + C* = X, sendo B¢ e C‘'as traspostas de BeC respectivamente.

P 1
), calcula os valores de m para que a matriz inversa de M sexa ZM'

. s . . -1
2.a) Calcula: intervalos de crecemento e decrecemento e maximos e minimos relativos de f(x) = xx—z

b) Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola parabola y = x? —4x e a recta y = x — 4.(Para o
debuxo da parabola, indica: puntos de corte cos eixes, o vértice e concavidade ou convexidade).

3. a) Determina o valor de A para queos puntos A(3,0,—1), B(2,2,—1), C(1,—-2,-5)eD(}6,—1)
sexancoplanariose calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que os contén.
b) Determina a posicién relativa do plano w: 4x 4+ 2y — 3z — 15 = Oe a recta r que pasa polos puntos
P(—4,4,2)eQ(4,8,—4). Se se cortan, calcula o punto de corte.
c¢) Calcula opunto simétrico do punto P(—4,4,2) respecto do plano m: 4x + 2y — 3z — 15 = 0.

4. Nas rebaixas duns grandes almacéns estan mesturadas eavenda 200 bufandas da marca A, 150 da
marca B e 50 da marca C. A probabilidade de que unha bufanda da marca A sexa defectuosa é 0,01;
0,02 seé da marca B e 0,04 se é da marca C. Unha persoa elixe unha bufanda ao azar
a) Calcula a probabilidade de que a bufanda elixida sexa da marca A ou defectuosa.

b) Calcula a probabilidade de que a bufanda elixida non sexa defectuosa nin da marca C.
c) Se a bufanda elixida non ¢é defectuosa, cal é a probabilidade de que sexa da marca B?

OPCION B

3x—6y+mz=0
1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuaciéns:{ x—2y+ z=10
x+ y =m

b) Resélveo, se é posible, cando m = 3.

e +ax+b six<0
%(x2 +2) six=0
b) Calcula os vértices do rectangulo de area maxima que se pode construir, se un dos vértices €0(0,0),
outro esta sobre o eixe X, outro sobre el eixe Yeo outro sobre a recta 2x + 3y = 8.

c) Calcula f03 xvVx + 1 dx.

2. a) Calcula aeb para que a funcion f(x) = { sexa continua ederivable en x = 0.

3. a) Dado o plano m:2x —y — 2z — 3 = 0, calcula o valor de a para que a recta r que pasa polos puntos
P(a,a,a)eQ(1,3,0) sexa paralela ao plano .
b) Para a = 1, calcula a distancia de r a m.
c) Para a = 1, calcula a ecuacién implicita ouxeral do plano que é perpendicular a e contén a r.

4. a) Un exame tipo test consta de 10 preguntas, cada unha con 4 respostas das cales s6é unha é correcta.
Se se contesta ao azar, cal é a probabilidade de contestar ben polo menos duas preguntas?
b) A duracion dun certo tipo de pilas eléctricas € unha variable que segue unha distribuciéon normal de
media 50 horas e desviacion tipica 5 horas. Calcula a probabilidade de que unha pila eléctrica deste
tipo, elixida ao azar, dure menos de 42 horas.
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MATEMATICAS II

(Responde so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1 = 2 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

OPCION A

0 0 -1
1. Dada a matriz A = <—1 0 0)
0 -1 0
a) Que relacion existe entre a sua inversa A™! e a sUa trasposta A®?
b) Estuda, segundo os valores de 4, o rango de A — Al, sendo [ a matriz identidade de orde 3.Calcula

0
as matrices X que verifican AX + X = (0)
0

2x2+ax sex<1
bx+c sex>1
as hipdteses do teorema de Rolle no intervalo [0,2] e calcula o punto no que se cumpre o teorema.

b) Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola pardbola y = x2 —2x e a recta y = x. (Para o
debuxo da parabola, indica: puntos de corte cos eixes de coordenadas, o vértice e concavidade ou
convexidade).

2. a) Enuncia o teorema de Rolle. Calcula a, b e ¢ para que a funcién f(x) = { cumpra

x+y+z—-2=0

x—y+z—-2=0

a) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que pasa polo punto A(1,1,1) e é perpendicular a r.

b) Calcula a ecuacion implicita o xeral do plano que pasa polos puntos P(—1,0,6) e Q(3,—2,4) e é
paralelo & recta r.

c) Calcula a distancia darectar aoplanox+y +z—-5=0.

3. Dada a recta r:{

4. Nun bombo temos 10 bolas idénticas numeradas do 0 ao 9 e cada vez que facemos una extracciéon
devolvemos a bola ao bombo
a) Se facemos 5 extraccions, calcula a probabilidade de que o 7 saia menos de duas veces.
b) Se facemos 100 extraccions, calcula a probabilidade de que o 7 saia menos de nove veces.

OPCION B
x+2y—z=1
1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacioéns: { x —zZ=m
x+y-—-z=1

b) Resodlveo, se é posible, cando m = 1.

cos2x +mx?-1 _

2. a) Calcula, se existe, o valor de m para que lim,._,, =3

sen(x?)

b) Calcula os valores de a, b, c e d para que a funcion f(x) = ax® + bx? + cx + d tefia un punto de
inflexién no punto (0,5) e a tanxente & sta grafica no punto (1,1) sexa paralela ao eixe X.

c) Calcula fle Vxlnxdx (Nota: In = logaritmo neperiano)

y_ z=S

1 -1

a) Estuda a posicién relativa das rectas r e s. Calcula, se se cortan, o punto de corte.

b) Calcula, se existe, a ecuacion implicita ou xeral do plano que contén as rectas 7 e s.

c) Calcula a distancia do punto 0(0,0,0) a recta s.

3. Sexa r a recta que pasa polos puntos P(9,4,1) e Q(1,1,1). Dada a recta s: % =

4. Nunha fabrica hai tres maquinas A, B e C que producen a mesma cantidade de pezas. A maquina A
produce un 2% de pezas defectuosas, a B un 4% e a C un 5%.
a) Calcula a probabilidade de que unha peza elixida ao azar sexa defectuosa.
b) Se se elixe unha peza ao azar e resulta que non é defectuosa, cal € a probabilidade de que fora
fabricada pola maquina A?
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CRITERIOS DE AVALIACION

MATEMATICAS II
(Céd. 20)

OPCION A
1) a)1 punto

b) 1 punto

2) a)1,5 puntos
» 0,75 puntos pola determinaciéon do maximo relativo.

» 0,75 puntos pola determinacion dos intervalos de crecemento e decrecemento.

b) 1,5puntos

» 0,75 puntos polo debuxo da rexion.

» 0,75 puntos pola formulacién e calculo da area coma unha integral definida.

3) a)1 punto:

» 0,5 puntos pola determinacion de A.
» 0,5 puntos pola ecuacion do plano.
b) 1 punto
» 0,5 puntos pola posicion relativa do plano e a recta.
» 0,5 puntos polo célculo do punto de corte.

c) 1 punto

4) a) 0,75 puntos
b) 0,5 puntos

c) 0,75 puntos



OPCION B

1) a)1 punto

b) 1 punto

2) a)1 punto:

» 0,5 puntos pola continuidade.
» 0,5 puntos pola derivabilidade.
b) 1 punto

c) 1 punto

3) a)1 punto
b) 1 punto

c) 1 punto

4) a)1 punto

b) 1 punto



ABAU
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Ano 2018
CRITERIOS DE AVALIACION
MATEMATICAS II
(Céd. 20)

1)

OPCION A

a) 0,5 puntos

b) 1,5 puntos

2)

3)

4)

» 0,5 puntos pola determinacién do rango de A — A1, segundo os valores de A.

» 1 punto pola determinacién das matrices X.

a) 1,5puntos

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle.
» 0,5 puntos pola determinacion de a, b e c.

» 0,5 puntos pola determinacion do punto no que se cumpre o teorema de Rolle.

b) 1,5 puntos

» 0,5 puntos polo debuxo da rexion.
» 0,5 puntos pola formulacién da area.

» 0,5 puntos polo calculo da integral definida.

a) 1 punto

b) 1 punto

c) 1 punto

a) 1 punto

b) 1 punto



OPCION B

1) a) 1 punto

b) 1 punto

2) a)1 punto

b) 1punto

c) 1 punto

3) a)1 punto:

» 0,5 puntos polo estudo da posicion relativa das rectas.
» 0,5 puntos polo calculo do punto de corte.

b) 1 punto

c) 1 punto

4) a)1 punto

b) 1 punto



Exemplos de respostaZ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

Exercicio 1:

a) IM|=|T mr4|=m—m—4=—4 £0 =3aM-!

Qutra forma de resolvelo:

1 1 2 245m+4)_ (4 0
Ml=_Mo _—M-M=1 o M2=4 «:»(m +IRQW tomt ):
4 4 m+1 m+5 (0 4)

E polo tanto
m= —1

b) Bt-A-X + Ct =X © (Bt-A-DX=-Ct

3 1 0 0 -4 0 3
Bt-A—-I=(0])](-1 0 )—-{0 1 0]= 0 -1 0
1 0 0 1 -1 0 0

Bt-A—1Il= -3 #0 =3B -A-D!

0 0 —-1\* o 0 -1
(Bf-A-Dt= —%(o 3 0) =(0 -1 0
30 4 s 0 —4/3

Entoén:
0 0 -1 —4 0
X=-@B-A-Dt-ct=| 0 -1 0 ( 2): (—2 )
s 0 -4/3/ \ o —4/3

Outra forma:

-4 0 3 x —4 —4x+3z=—4 z= —4/3
(Bt-A—I)Xz—Ct=>(0 -1 0)-(y>=<2)${ -y = }ﬁ{)’:—z}
-1 00 z 0 —-x =0 x=0

0
Easi: X = (—2 )
—4/3




Exemplos de respostaZ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a) x> =0¢& x = 0. Polo tanto, Dom(f) = R — {0}

_ ox?-2x(x-1) _ 2x—x? _ 2-x

f,(x) - x4 - xt  x3
" _ —x%-3x?(2-x) _ -x-3(2-x) _ 2x—6
f (X) - x6 - x4 T Tt

f'(x) =0 x=2

= [Maximo relativo en x = 2|

f@<o
Para estudar o crecemento e decrecemento, podemos facer a seguinte taboa (temos un

maximo relativo en x = 2 e 0 0 non esta no dominio da funcion):

(=0,0) 0,2) (2,00)
() <0 >0 <0
Crecente en (0,2)
f(x) \ /' \ = |Decrecente en (—o,0) e en (2, )

b) Estudo da parabola:

y = x? — 4x = x(x — 4) = Puntos de corte cos eixes: (0,0) e (4,0)

y =2x—4 =y =0 ©x=2 = Vértice: (2, —4).

y" = 2 = Convexa.

Puntos de corte da recta e a parabola:

X’—4x=x—-4 © x> -5x+4=0 >

e
N

4
= (1,-3),(4,0)

Enton, a area ven dada pola integral definida

A= f_41[x —4— (x2 —4x)]dx = f_41(—x2 + 5x —4)dx =

3
3

4
4| = -S+40-16+5-2+4=1
1 3 3 2 2



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) Os vectores AB = (-1,2,0); AC = (—=2,—2,—4) non son proporcionais. Polo tanto, os puntos 4,
B e C non estan alifados e determinan un plano m (0 punto A € m e 0s vectores AB e AC
determinan )

x—3 vy z+1
-1 2 0 |=0 = —-8(x—3)—4y+6(z+1)=0
-2 -2 —4

|m:4x +2y =3z —15 = 0|
Para determinar A, impofiemos que D € m:
A+1243-15=0 =

Tamén poderiamos determinar A coa condicién rang(AB, AC,AD) = 2

b) O vector director da recta r e o vector normal ao plano & son:
Ty = PQ = (8,4,—6)
= U I n; = |remncortanse (son perpendiculares)|

E‘L’) = (4!2' _3)
Para determinar o punto de corte da recta e o plano, consideramos as ecuacioéns paramétricas
da recta (P € r, v, é un vector director) e sustituimos na ecuacion do plano

x=—-4+81
riyjy= 444121 = -16+321+8+4+81-6+4+181—-15=0 = A=1/2
z= 2—-641
Sustituindo este valor de 1 nas ecuaciéns paramétricas, obtemos o punto de corte da recta e o
plano
M(0,6,—1)
c)

r

>EP(—4,4,2)

v
\
\
\
\

\

Temos que:
M éopuntodecortederen
P(—4,4,2) é unpuntode r
r é perpendicular a

Entén M é o punto medio de P e o seu simétrico P'(x,y, z)

< P'(x,y,2)
\ Polo tanto:
x4
0=" l
+4
6=2>1= [P(48-4
zZ+2



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

a) Sexan:

A ="“A bufanda é da marca A”
B = “A bufanda é da marca B”
C =“A bufanda é da marca C”
D = “A bufanda é defectuosa”
Entén temos:

P(A) =520 —=2=05 P(B)=52l—=2=0375 P(C) =52 = =025

2004+150+50 2 200+150+50 200+150+50
P(D/A) = 0,01; P(D/B) = 0,02; P(D/C) = 0,04

Podemos facer o seguinte diagrama en arbore:

0,01 D
A
11, T )
/,QV' D
/> B
1/8
/QA/V D

a) Pola férmula da probabilidade total, podemos calcular a probabilidade de que unha bufanda,
elexida ao azar, sexa defectuosa:

P(D) = P(D/A)-P(A) + P(D/B)-P(B) +P(D/C) - P(C) =0,01-0,5+ 0,020,375+ 0,04 - 0,125
=0,0175
E a probabilidade de que unha bufanda, elexida ao azar, sexa da marca A ou defectuosa sera:

P(AUD) = P(A) + P(D)— P(AND) = 0,5+ 0,0175 — 0,5 0,01 = [0,5125

b) Para calcular a probabilidade de que unha bufanda, elexida ao azar, non sexa defectuosa
nin da marca C usamos as leis de Morgan

PONC)=P(DUC)=1-P(DUC)=1—[P(D)+P(C)—P(DNC)
= 1-0,0175— 0,125+ 0,04- 0,125 = [0,8625

c) Se sabemos que a bufanda non é defectuosa, queremos calcular a probabilidade de que
sexa da marca B

P(BND _ P(BND _ 0,98-0375

P(B/D) = P(D) 1-P(D) 1-100175 =[0.374




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B
Exercicio 1:
3 -6 m 3 -6 m 0
a)Matrizdecoeficientes:C=(1 -2 1); matriz ampliada: A = (1 -2 1 0)
1 1 0 1 1 0 m

Calculo do rango de C:

H _12|=3 #0 =>rang(C) =2
{rang(6)=256m=3
—
rang(C) =3sem#3
3 -6 m
1 -2 1|=m—-6+2m—-3=3m—-9
1 1 0

Célculo do rango da matriz ampliada (lembramos que sempre rang(4) = rang(C)):

» m# 3 = rang(4) = 3 (neste caso rang(C) = 3)
» m=3= rang(4) =2 (se m = 3, 1% ecuacion = 3*2% ecuacién e rang(C) = 2)

Discusion:

m =3 = rang(C) = 2 = rang(4) < n?incoégnitas. Sistema compatible indeterminado.
m# 3 = rang(C) = 3 = rang(A) = n2 incdgnitas. Sistema compatible determinado.

b) Para[m = 3] xa vimos que era un sistema compatible indeterminado (infinitas soluciéns).

Un sistema equivalente ao dado é:

x—2y=—z} R 3y=z+3:>y=§+1
x+y=3 3x = —z+6 :x=—§+2

As infinitas soluciéns son

A2
*=73

1; AER

=+
Y=3
z=A

Tamén poderiamos resolver o exercicio polo método de Gauss

1 -2 1 : 0 (2% 1 -2 1 0

(3%) - (29) 0 3 -1 om




Exemplos de respostaZ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Se m =3 suprimise a primeira fila (queda unha fila de 0) e o sistema é compatible
indeterminado

V4
x_zyz_z} x=-z+2(1+%)=2-2/3
3y=3+z y=1+%

as infinitas soluciéns son:

; AER

se m # 3 0 sistema é compatible determinado. Para cada valor de m, temos un sistema distinto
con solucién Unica.

Exercicio 2:
a) Para que a funcién sexa continuaenx = 0

lim, - f(x) = limyo-(e?* +ax+b)=1+b
limy g+ £() = limy_g+ (3 (22 +2)) =1 > 14b=1 = b=0
f(0)=1

Por outra parte

limyo- f'(x) = limyo-(2e** +a) =2 +a
lim, o+ f'(x) = limy_o+x =0

Polo tanto, para que a funcién sexa derivable en x = 0, debe cumplirse:

2raol
24+a=0 ] = la= 2,b=0



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

b) A area non esta acotada se o rectangulo estéa situado no segundo ou cuarto cuadrante

4

Se o rectangulo esta situado no primeiro cuadrante:

A

AN Funcion a maximizar (area do rectangulo):

— _ 2
A(x) _ x(832x) 8x 32x

Determinamos os puntos criticos):

h e

(0,0 (x,0) 2353 3y =8 = maximo enx = 2
A'(x) = —4/3

X 8—2x)

Polo tanto:

[Vértices: (0,0), (2,0), (0,4/3), (2,4/3)]

¢) Calculamos a integral indefinida utilizando o cambio de variable: x + 1 = t2; dx = 2tdt

2 2
fx\/x+1dx= f(tz—l)-thdt= f(2t4—2t2)dt= §t5—§t3+k=

2 2
=+ 1)%/2 -3+ 132 +k

E calculamos a integral definida aplicando a regra de Barrow:

5 3

3 64 16 (2 2)_62 14 [116
5 3 |15

3 2 2
= |— 5/2 _Z 3/2 = — = — —
fox x + 1dx 5(x+1) 3(x+1) ]0 z 3

Tameén poderiamos calcular a integral indefinida polo método de integracion por partes:
2 2 2 4 s
fx\/x +1dx = §x(x+ 1)3/2 — fg(x +1)3/2dx = §x(x +1)3/2 - E(x+ 1)52 4 k

E aplicando a regra de Barrow:

3 2 4 348 128 4 240 124 [116
N 1d =[_ 1)3/2 - — 15/2] = —_ =4 - _ = _|===
Lx Rl R G i A G ) e TR T T 1ol T~
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CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) A recta que pasa polos puntos P e Q ten como vector director:
B,=P0=(1-a3—a—a)

Por outra parte, un vector normal ao plano é:
A, =(2,—-1,-2).
Entén
rin © b1, © 20—-a)—-B—-a)+2a=0 & 2—-2a—-3+a +2a=0

a=1

b) Polo apartado anterior, sabemos que se a = 1, arecta e o plano son paralelos, polo tanto a
distancia entre a recta e o plano € igual a distancia entre un punto da recta (por exemplo P) e 0
plano

[2—-1-2-3]|

d(T,T[) =d(P,T[) = ﬁ =

c) Sexa a o plano buscado. O plano a esté determinado polos elementos seguintes
P(L,1,1) er = P(1,11) €a

%, = (02,1 —
A= @2-1-2) —

Son vectores contidos no plano a

Polo tanto:
x—1 y—1 z—-1
0= 0 2 -1 = -5x-1)-20-1)—-4@=-1)=0
2 -1 -2
= —5x—-2y—4z+11=0

[@:5x+2y+4z-11=0




Exemplos de respostaZ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

a) Sexa X = n° de respostas acertadas. Tratase dunha distribucion binomial B(10; 0,25), pois a
probabilidade de contestar ben unha pregunta € a mesma nos dez casos: 0,25

P(X=2)=1-P(X<2)=1-P(X<1)=1-P(X=0)-P(X=1)

—1- (100) .0,25° - 0,7510 — (110) £0,251+0,75° = 1 — 0,0563 — 0,1877

- 075

b) Sea X la duracién, en horas, de las pilas. X sigue una distribucién normal N(50; 5)

X-50

Tipificacion - =Z—> N(0,1)

X—50 42-50
P(X<42)=P< T <%

=1-0,9452 =|0,0548

) —P(Z<-16)=P(Z>16)=1-P(Z<16)



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 1:

0 -1 0 -1 0 1 0 0
a) A-At = (— )( 0 0 —1>= <0 0)
-1 0 -1 0 0 0 0 1

0 -1 0 0 0 -1 1 0 0
At A= < 0 0 —1)' <—1 0 O) = (O 0)
-1 0 0 0 -1 0 0 0 1

Tamén poderiamos calcular A~! utilizando Gauss: no primeiro paso intercambiamos a primeira

o - o
=}
(=}
_

- = [=a

ey

e a segunda fila. No segundo paso intercambiamos a segunda e terceira fila e finalmente
cambiamos de signo a tédalas filas

0 0 -1 1 0 0 -1 0 00 1 0 -1 0
-1 0 0:0 1 0| we—) 0 0 —1:i1 0 0 we—) 0 -1
0 -1 00 0 1 0 -1 00 0 0

= o O
o O =

(= )
N——

100 0 -1 0 0 -1 0
— (0 1 0: 0 0 —1) evemos que |4t = < 0 0 —1> = At
0 01 -1 0 0 -1

Tamén se poderia calcular A~ utilizando determinantes:

A= -1 #0 = 3471
0 0 1\° 0 -1 0
A‘1=—<1 0 0)=<0 0 —1>=At
0 1 0 -1 0 o0
b)
-1 0 -1
[A—All=|-1 -2 o0|=-2-1
0 -1 -2

Polotanto: [A— A= 0  2*+1=0.
=-1 & unha solucion da ecuacion 22 +1=0.Como 3 +1=A+1)A? -1+ e A2 —-21+1

non ten solucions reais, temos

Sel= —1, enton rang(A— Al) =2
Sel # —1, enton rang(A— Al) =3

0 0
AX+X = (0) o A+DX= (0) e vimos que A + I non ten inversa. Enton:
0 0

0 1 0 -1\ /x 0 x—z=0
(A+I)X=<0><:> (—1 1 o><y>=<o> :{—x+y=0}:~ x=y=12z}
0 0 -1 1/\z 0 -y+z=0

A
X= (A);AER
A




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 2:

a) Teorema de Rolle: Se f(x) é unha funciéon continua en [a, b], derivable en (a,b) e con
f(a) = f(b) entdn existe polo menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(§) = 0.

Se x # 1, f(x) é continua e derivable pois son funciéns polinémicas,

limy- f(x)=2+a ] ﬁ Para que sexa continuaen x =1
limy_+ f(x)=b+c | 2+a=b+c

f()=b+c

limgop- f/(x) =4+a | Para que coincidan as derivadas laterais
- = 4+a=0b

lim, .+ f'(x) =b

fO)=£2) = 0=2b+c

Polo tanto, para que se cumpran as hip6teses do teorema de Rolle,

a—-b—c=-2
a—-b =-4 = [c=-2;b=1a=-3|
2b+c=0

4x—3 se x< 1

Para estes valores, f'(x) = { 1 e x> 1

Entonf'(§) =0 @ 4¢é-3 =0 &

b) Estudo da parabola:

y = x? — 2x = x(x — 2) = Puntos de corte cos eixes: (0,0) e (2,0)

y =2x—-2=2y =0 @x=1 = Vertice: (1,—1).

y" = 2 = Convexa.

Puntos de corte da recta e a parabola:

x?-2x=x © x*-3x=0 & x(x—3)=0>= x = 0;x = 3. Cortanse nos puntos (0,0) e (3,3)

,3) Enton, a area ven dada pola integral definida

A= fog[x — (x% = 2x)]dx = f03(3x —x¥dx =

x3 9
= ———] :——9:—
3l 2

c 9
(1,-1) Area = Ju




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 3:

a) Determinamos un vector director da recta r:
j k

1 1[=20,-2)

1 1

Como se pide un plano r; perpendicular & recta, entén ¥, é un vector normal ao plano:
rlm o ﬁnl

e m; queda determinado polo punto A(1,1,1) polo que pasa e o vector normal r‘i,T1 =(2,0,—-2)

M- D-26-D=0 =

b) Este novo plano, m,, queda determinado polos elementos:
» P(—1,0,6) que € un punto pertencente ao plano
> PQ = (4,—2,—2) é un vector do plano
» v =(2,0,—2) é un vector do plano

Temos enton:

x+1 y z-—-6
Ty | 4 -2 =21|=0 = 4x+1D+4y+4(z-6)=0
2 0 -2

[m:x+y+z-5=0]

c) Pidennos calcular a distancia da recta r ao plano m,. Vimos no apartado anterior que son
paralelos, polo tanto podemos calcular esa distancia como a distancia dun punto calquera da
recta ao plano:

P(1,0) €er

l1+1-5 [3

d(r,my) = d(Prt T[Z) =




Exemplos de respostaZ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 4:
Sexa X =“n° de extraccions nas que obtemos un 7”

a) Evidentemente tratase de probas independentes, nas que a probabilidade de éxito non
cambia

numero de extraccibns=n=>5
X - Bi(5;0,1)
probabilidade de éxito = p = 0,1

PX<2)=p(X=0)+p(X=1)= ((5)) £0,19-0,95 + (i) -0,11-0,9* = 0,5905 + 0,3281 = 0,9185

[P(X < 2) =0,9185]

b) Neste caso
X - Bi(100;0,1)

Pero como
nxp=10>5
nxq=90>5

aproximamos a binomial X pola normal X’ con media u=nxp=100%x0,1=10 e

desviacion tipica o = \/n x p x ¢ =100 X 0,1 x 0,9 = 3
X - Bi(100;0,1); X' - N(10;3)
Ademais aplicamos a correccion de medio punto ou correccion de Yates. Asi

Xx'-10

Tipificacion Z=—

- N(0,1)

X' —10 8,5—10>\l/
<

= < - = >
3 < 3 P(Z <-0,5)=P(Z =0,5)

=1-P(Z<05)=1-10,6915=0,3085

P(X <9) =P(X' <85) =P<

[P(X <9) =0,3085




Exemplos de respostaZ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 1:

1 2 -1

a) Matriz de coeficientes: € = (1 0 —1); matriz ampliada: A = (

11 -1

Calculo do rango de C: —

= - >
|1 0 2#0 =>rang(C) =2

/uz/s columnas proporcionais —
—1 =-1-2+14+2=0
1 1 -1 -

Calculo do rango de A: 8

Sempre rang(A) = rang(C)

ml=14+42m-m—-2=m-1

Discusion:

= rang(C) = 2

L = rang(4) = {3

1 2 -1 1
10—1m)

11 -1 1

sem=#1
sem=1

|m =1, rang(C) = rang(A) = 2 < 3 = n%de incdgnitas. Sistema compatible indeterminad0.|

|m #1, rang(C) = 2 < 3 = rang(4). Sistema incompatible |

b) Para[m = 1] , é un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciéns. O sistema

dado é equivalente ao sistema

x+2y=1+z

X =1+z}:"y=0

As infinitas solucién son:




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:

0 .
a) 5 (L'Hopital)
cos2x+mx?—1 /—Zsen2x+2m —4c0s2x+2m _ —4+2m

lim = lim ———— =lim =
x=0 x=0" oxcos(x2) %20 2xcos(x2)—4x2sen(x?) 2

sen(x2)
Entén:

—4+2m

> =3 =2 —-44+2m=6 = m=5

b)
fx)=ax3+bx*+cx+d
f'(x) =3ax?+2bx +c

f"(x) = 6ax + 2b
f'(0)=0 =
f0)=5 =

Punto de inflexién no punto (0,5): {

Enton f(x) = ax3 + cx + 5. Ademais

Pasa polo punto (1,1): f(1)=1= a+c+5=1

Tanxente a grafica de f(x) no punto (1,1) paralela ao eixe X: f'(1) =0= 3a+c¢=0
c=-3a
a-3a+5=1] =[a=2];

¢) Podemos calcular a integral indefinida utilizando primeiro o método de sustitucion e despois

3a+c=0

at+c+5=1

0 método de integracion por partes:
Vi=t=x=1t?=dx=2tdt desfacemos o cambio
[Vxinxdx = [4t?Intdt 5 §t3lnt - gftz dt = % xVxlnx —gx\/f+ k
{u =Int =>du= dt/t}

4
dv = 4t? :v=§t3
ou ben calculala directamente por partes:

[VxInxdx = g x*/2lnx — f%xl/de =§ x*/2Inx —gx% +k
{ u=Inx »du=dx/x }

dv = xl/de >v= §x3/2
Aplicando a regra de Barrow:

e =233 mx =430 = 23—t 4+ 2
j‘l\/;lnxdx—[?’x 2lnx — Sx 2] =Zelz—celz+:

e
1

€ 2 4
f Vxlnxdx = —63/2 + =
1 9 9




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:
a)
P.(941) €T P.(1,05) € s
T — H —
3. =P0 = (-8,-3,0) 8, =P¢ = (2,1,-1)

Os vectores directores o, = (—8,—3,0) e ¥ = P_Q’ = (2,1,—1) das rectas non son proporcionais,
polo tanto as rectas cortanse ou crizanse. Para saber se se cortan ou se cruzan, calculamos o

rango(f’;ﬁs, Uy, Us):

-8 —4 4
-8 -3 0| =0 =|4srectas cortanse]
2 1 -1

Para calcular o punto de corte pasamos as ecuacions paramétricas:

x=9—81 x=1+2u
riyy =4-31 s:{y= u

z=1 Z=5_[l
Entoén:

9-81=1+42u 9=9
{ 4—-31=p }: {/1=0} =>|Punt0decorte(9,4,1)|
1=5-pu u=4

b) Sexa 7 o plano buscado. O plano m esta determinado por (. e ¥, non son proporcionais):
- O punto de corte das rectas (9,4,1) (wrconténareas)
- Un vector director ¥, da recta r € un vector contido no plano ( contén & recta r)
- Un vector director ¥; da recta r € un vector contido no plano (= contén & recta s)

x—9 y—4 z-1
-8 -3 0
2 1 -1

=0 23(x-9)-8(y—-4)—-2(z-1)=0

[m:3x —8y —2z—28+7 =0

¢) Utilizamos a féormula da distancia dun punto a unha recta:

=\ . ik
=(1,05) = 0P, x%= |1 o s5|=(-5111)
2 1 -1
0P, x ¥, \/52+112+112 147 |49 7\/‘
d(o,s) = | 5 ! =
A V22412412
72

d(O,S) = T u




Exemplos de respostaZ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:

Podemos facer o seguinte diagrama en arbore (D=peza defectuosa):

D
< P(4) =P(B) =P(C) = ;
/1ﬁ/ < P(D|A) = 0,02
\ < P(D|B) = 0,04
P(D|C) = 0,05

a) Pola formula da probabilidade total:

P(D) = P(D|A) - P(A) + P(D|B) - P(B) + P(D|C) - P(C) = 0,02 % + 0,04-%+ 0,05 %

1
=011 3= 0,03667

P(D) =0,03667

b)
_._P(anD) _P(D|4)-P(4) P(D|4)-P(a) (1-002)-3
P(4|p) = P(D) pP(D)  1-P(D)  1-0,03667 = 03391



C 1 U G Proba de Avaliacion do Bacharelato
TS ey para o Acceso a Universidade Codigo: 20

XUNO 2017

MATEMATICAS II

(O alumno/a debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1= 2 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 3 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1. Dada a matriz A = G 1 1)

a) Determina, segundo os valores de A, 0 rango da matriz AA* — AI, sendo A a matriz trasposta de A el a
matriz unidade de orde 2.

X
b) Determina a matriz X = (y) que verifica a ecuacion matricial AA*X = 6X.

sen?x —3x?

2. a) Calcula lim
) x=0 ex% — cos2x

b) Deséxase construir unha caixa de base cadrada, con tapa e cunha capacidade de 80 dm®. Para a tapaea
superficie lateral quérese utilizar un material que custa 2€/dm? e para a base outro que custa 3€/dm?. Calcula
as dimensions da caixa para que o seu custo sexa minimo

c) Calcula fol xIn(1 + x)dx

x=2+4+214+ypu
3.Dados osplanos my:x +y —z+2 =0; my:{y = A+3u
z=-1-21

a) Estuda a posicion relativa de m; e m,. Se se cortan, calcula o angulo que forman.
b) Sexa r a recta que pasa polo punto P(1,1,1) e é perpendicular a ;. Calcula o punto de corte de r e ;.
¢) Calcula o punto simétrico do punto P(1,1,1) respecto do plano m;

4. a) Nun experimento aleatorio, sexan A e B dous sucesos con P(A) =0,4; P(B) =0,7. Se A e B son
independentes, calcula P(AUB) e P(4 — B). (Nota: 4 suceso contrario ou complementario de A).

b) Nun grupo de 100 persoas hai 40 homes e 60 mulleres. Elixense ao azar 4 persoas do grupo, ¢cal é a
probabilidade de seleccionar mais mulleres que homes?

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacions:
x+2y—z=1
X —Z=m
x +y—z=1

b) Resolveo, se é posible, cando m = 1.

ax’+b sex<3
In(x —2) sex=3
determina o punto no que a tanxente a grafica de f(x) é paralela a recta x + 3y = 0.

b) Se P(x) é un polinomio de terceiro grao, cun punto de inflexiéon no punto (0,5) e un extremo relativo no
punto (1,1), calcula f P(x)dx.

2. a) Calcula os valores a,b para que a funcion f(x) ={ sexa derivable en x =3 e

3. Sexa r a recta que pasa polos puntos P(1,0,5) e Q(5,2,3)

a) Calcula a distancia do punto A(5,—1,6) a recta r.

b) Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que é perpendicular a r e pasa polo punto A(5,—1,6).

c) Calcula a area do triangulo de vértices os puntos P(1,0,5), A(5,—1,6) e o punto de corte da recta r co plano
m2x+y—z—-3=0.

4. Nun estudo realizado nun centro de saude, observouse que o 30% dos pacientes son fumadores e destes,
0 60% son homes. Entre os pacientes que non son fumadores, o 70% son mulleres. Elixido un paciente ao
azar,

a) Calcula a probabilidade de que o paciente sexa muller

b) Se o paciente elixido & home, ¢ cal é a probabilidade de que sexa fumador?



C 1 U G Proba de Avaliacion do Bacharelato
T e para o Acceso a Universidade Codigo: 20

SETEMBRO 2017

MATEMATICAS II

(O alumno/a debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1= 2 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 3 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A
1 0
1.Dadasas matrices A=k 1);B = (1 1 _3),
11 3 1 -1

a) Determina, segundo os valores de k, o rango das matrices AB e BA.

0
b) Para o valor k = 0, determina as matrices X que verifican ABX = (0)
0

a1 x +3e2% PR, X +3e%*
2. a) Calcula: i) lim,_,_, Tt i) lim, e T rekx

b) A derivada dunha funcién f(x), que ten por dominio (0,), é f (x) = 1 + Inx. Determina a funcién f(x)
tendo en conta que a sua grafica pasa polo punto (1,4).
c) Determina, se existen, os maximos e minimos relativos de f(x).

—-2z—-1=0
3. Sexa r a recta que pasa polos puntos (0,1,3) e (1,1,1) e s arecta s: {x 1 i _ 2; -0
a) Estuda a sua posicion relativa.
b) ¢ E s paralela ao plano YZ? ; Esta contida no devandito plano?

c¢) Calcula a distancia da recta r ao plano m: 2x + z = 0.

4. Sexan A e B dous sucesos con P(A) = 0,7;P(B) =0,6 e P(AUB) =0,9
a) ¢Son A e B sucesos independentes? Xustifica a resposta.
b) Calcula P(A — B) e P(A/B). (Nota: B suceso contrario ou complementario de B).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacions:
3x—2y =0
x—y+ z=m
x+my—2z=m

b) Resdlveo, se é posible, cando m = 0.

X
1+]|x|
a) Estuda, en x = 0, a continuidade e derivabilidade de f(x).
b) Determina os puntos da grafica de f(x) nos que a recta tanxente & paralela & recta x —4y =0 e
determina as ecuacions desas rectas tanxentes.

¢) Caleula [°, f(x)dx.

2. Dada a funcion f(x) =

x=1-1+3u X+2z-3=0
3. Dados os planos a:2x —2y +4z—7=0; B:{y=5+A+u ;earectar:{ _5;0
z=4+4+A—-p y

a) Estuda a posicion relativa dos planos a e . Calcula a distancia entre eles.

b) Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que é perpendicular a a e contén a recta r.

c) Sexan P e Q os puntos de corte da recta r cos planos XY e YZ respectivamente. Calcula a distancia entre
PeQ.

4. O total de vendas diarias nun pequeno restaurante € unha variable que segue unha distribucion normal
de media 1220€ ao dia e desviacion tipica 120€ ao dia.

a) Calcula a probabilidade de que nun dia elixido ao azar as vendas excedan de 1400€.

b) Se o restaurante debe vender polo menos 980€ ao dia para cubrir os gastos, ¢ cal € a probabilidade de
que un dia elixido ao azar, o restaurante non cubra gastos?



ABAU

CONVOCATORIA DE XUNO
Ano 2017

CRITERIOS DE AVALIACION

MATEMATICAS II
(Cod. 20)

OPCION A

1) a) 1 punto:
> 0,25 puntos pola obtencion da matriz AAt — Al
» 0,75 puntos pola determinacion do rango (0,25 por cada caso:A=0;4 =6;1 # 0 el # 6)

b) 1 punto

2) a) 0,5 puntos
b) 1,25puntos

» 0,5 puntos pola obtencién da funcion a minimizar
» 0,5 puntos pola obtencién dos valores que minimizan o custo

» 0,25 puntos pola xustificacién do minimo.

c) 1,25 puntos

» 0,5 puntos pola integral por partes
» 0,5 puntos pola integral racional

» 0,25 puntos pola aplicacion de Barrow

3) a)1 punto:
» 0,5 puntos pola xustificacién de que os planos se cortan
» 0,5 puntos pola xustificacion de que son perpendiculares

b) 1 punto

c) 1 punto

4) a)1 punto:

» 0,5 puntos polo célculo de P(A U B).
> 0,5 puntos polo calculo de P(4 — B).

b) 1 punto:

> 0,5 puntos pola formulacién do problema
> 0,5 puntos polo calculo da probabilidade pedida



OPCION B

1) a)1 punto

b) 1 punto

2) a)1,5puntos:

» 0,5 puntos pola condicion de continuidade

» 0,5 puntos pola condicion de derivable.

» 0,5 puntos pola obtencién do punto no que a tanxente & grafica da funcion é paralela a
recta dada.

b) 1,5puntos:

» 1 punto pola obtencidén do polinomio de terceiro grao (0,5 puntos pola determinacion
dos coeficientes a partir da condicién de punto de inflexién e 0,5 puntos pola determinacion
dos coeficientes a partir da condicion de extremo relativo)

» 0,5 puntos polo célculo da integral definida (0,25 puntos polo céalculo dunha primitiva e
0,25 puntos pola aplicacion de Barrow)

3) a)1punto
b) 1 punto

c) 1 punto:

» 0,5 puntos pola determinacion do punto de corte da recta co plano.
» 0,5 puntos polo calculo da area do triangulo.

4) a)1 punto

b) 1 punto



ABAU
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Ano 2017
CRITERIOS DE AVALIACION
MATEMATICAS 11
(Céd. 20)
OPCION A
1) a) 1 punto:
» 0,5 puntos pola determinacién do rango de AB
» 0,5 puntos pola determinacién do rango de BA
b) 1 punto
2) a)1 punto:
» 0,5 puntos polo apartado i)
» 0,5 puntos polo apartado ii)
b) 1punto:
» 0,75 puntos pola integral indefinida
» 0,25 puntos pola determinacion da constante
c) 1 punto:
» 0,5 puntos pola determinacién do punto critico
» 0,5 puntos pola determinacion do minimo relativo
3) a)1 punto
b) 1 punto:
» 0,5 puntos pola xustificacion de que a recta s é paralela ao YZ
» 0,5 puntos pola xustificacion que a recta s non esta contida no plano YZ
c) 1 punto
4) a) 1 punto:

» 0,5 puntos polo calculo de P(4 N B).
> 0,5 puntos pola xustificacién de que os sucesos non son independentes

b) 1 punto:

> 0,5 puntos polo calculo de P(4 — B).
> 0,5 puntos polo calculo de P(4/B).




OPCION B

1) a)1 punto

b) 1 punto

2) a)1 punto:

» 0,5 puntos pola continuidade
» 0,5 puntos pola condicion de derivabilidade

b) 1 punto:

» 0,5 puntos pola determinacién dos puntos nos que a recta tanxente a
grafica de f(x) é paralela a rectax —4y =0

» 0,5 puntos polas ecuaciéons das rectas tanxentes a grafica de f(x) nos
puntosx =—-lex =1

c) 1 punto:

» 0,75 puntos polo calculo da integral indefinida
» 0,25 puntos pola aplicaciéon da regra de Barrow

3) a)1 punto:

» 0,5 puntos polo estudo da posicion relativa dos planos

» 0,5 puntos polo célculo da distancia entre os planos
b) 1 punto
c) 1 punto:

» 0,5 puntos pola determinacion de P e Q

» 0,5 puntos polo célcula da distancia de P a Q

4) a)1 punto

b) 1 punto



PAU Codigo: 26
XUNO 2016

MATEMATICAS II

(O alumnola debe responder sé os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1. a) Calcula todas as matrices A = (2 Z
A~' = A — 21, sendo I a matriz unidade de orde 2.
m+2 -1 m+1
b)DadaamatrizM=< 0 m+1 0 )
-1 -2 m+1
i) Calcula, segundo os valores de m, o rango de M.

) de rango 2 tales que a sua inversa sexa 4 — 2/, é dicir,

X 0
ii) Para o valor m = —1, calcula todas as matrices X = (y) tales que MX = (0)
z 0

2. a) Calcula o valor de m para que os puntos A(m,—1,m), B(1,-5,—1), €(3,1,0) e D(2,—1,0) estean nun
mesmo plano. Calcula a ecuacion implicita ou xeral dese plano.
b) Calcula o angulo que forman o plano m:2x —y 4+ 2z—5=0 e a recta r que pasa polos puntos
P(3,—4,-7) e Q(1,-3,-9).
c) Calcula os puntos da recta r do apartado anterior que distan 9 unidades do plano .

3. a) Definicion e interpretacién xeométrica do teorema do valor medio do célculo diferencial.
b) Calcula os limites seguintes:

T x-1 - x -In(1+x)
) lim,e x—2-x i) limyo xIn(1+x)
4. A derivada dunha funcién f(x), cuxo dominio é (0,), é f'(x) = 1_;;“

a) Determina a funcién f(x) sabendo que a sta grafica pasa polo punto (1,0).
b) Determina os intervalos de concavidade e convexidade de f(x).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do pardmetro m, o sistema:
mx + 3y + 4z=m
x— 4y — 5z2=0
x— 3y —4z=0
b) Resdlveo cando m = 0 e candom = 1.

x—y +2=0

x+y—z—2=0

a) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano © que pasa polo punto P(2,5,—2) e é perpendicular &
rectar.

b) Estuda a posicidn relativa da recta r e a recta s que pasa polos puntos P(2,5,—2) e Q(—1,4,2).

c¢) Calcula o punto da recta r que equidista dos puntos P(2,5,—2) e Q(—1,4,2).

2. Dada a recta r:{

3. a) Enunciado e interpretacién xeométrica do teorema de Rolle.
b) Sexa f(x) = 2x + gln(l + x2). Calcula a ecuacion da recta tanxente & grafica de f(x) no punto
correspondente a x = 0. Determina, se existen, os maximos e minimos relativos de f(x) .
.. ax+2 six<l1
4. Dada a funcion f(x) = {B(x 22 six =1

a) ¢ E f(x) derivable en x = 1, para algun valor de a?
b) Para a = 1, calcula a area da rexion limitada pola grafica de f(x) e o eixe 0X.



PAU Codigo: 26
SETEMBRO 2016

MATEMATICAS II

(O alumnola debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

0 a—2 1
1. Dada a matriz A = (a -1 a —1)
a 0 2
a) Calcula, segundo os valores de a, o rango de A. Calcula, se existe, a inversa de A cando a = 0.
b) Para a = 0. calcula a matriz B que verifica ABA™* — A = 2I.

X 0
c) Para a = 1, calcula todas as matrices X = (y) tales que AX = (0)
z
. 0
x = > +A-u
2.Dadosos planos 1:3x +3z2 =8 =071 y= 14 4
z=34+214+pu

a) Calcula o angulo que forman 1, e m,. Calcula as ecuacidons paramétricas da recta que pasa por
(0,0,0) e é paralelaam, e m,.
b) Calcula o punto simétrico do (0,0,0) respecto do plano m;.

3. a) Definicién e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.
b) Dunha funcion f(x) sabemos que f(—1) = 1 e que a sta funcién derivada é
f,(x):{zic—l se x<0
e* =2 se x 20
Calcula as ecuaciéns das rectas tanxentes & grafica de f(x) nos puntos de abscisa: x = —2e x = nz

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola grafica da parabola y = x(x — 2), o eixe de abscisas

e arecta y = x. (Nota: para o debuxo da gréafica da parabola, indica os puntos de corte cos eixes, o
vértice e a concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema:
x+ y +z=1
4x +my +3z=m
2x+ 3y + z=3
b) Resdlveo cando m = 5.
2. Dadas as rectas r:¥=y_—_12=z3;1 -{3x+22;/+4z+g;g
a) Estuda a sua posicion relativa.
b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que contén a r e é paralelo a s.
c) Calcula a distancia entre r e s.

. _ 2
3. Debuxa a grafica de f(x) =1+ 22

asintotas, intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos, puntos de
inflexion e intervalos de concavidade e convexidade.

estudando: dominio, simetrias, puntos de corte cos eixes,

4. a) Enuncia o teorema fundamental do célculo integral. Calcula a ecuacion da recta tanxente & grafica
x t2+6

da funcion F(x) = fo mdt, no punto de abscisa x = 0.

b) Calcula f01 xin(1+ x)dx



Criterios de Avaliacion / Correccién

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

1) a) 1,5 puntos, distribuidos en:
e 1 punto pola formulacion do problema.
e 0,5 puntos polo calculo de “e b.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:
e 1) 0,75 puntos
e i) 0,75 puntos
2) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos pola ecuacion do plano.
e 0,5 puntos pola determinacion de m

b) 1 punto
¢) 1 punto
3) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do calculo diferencial.
e 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do célculo diferencial.

b) 1 punto, distribuido en:
e )0, 5 puntos
e i) 0, 5 puntos
4) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,75 puntos polo calculo da integral indefinida de f (x)
e 0,25 puntos pola determinacion da constante para que f(1)=0

b) 1 punto.

OPCION B

1) a) 2 puntos, distribuidos en:
e 1 punto polo calculo dos rangos segundo os valores de m
e 1 punto pola discusion do sistema

b) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos polo caso m=0
e 0,5 puntos polo caso m=1
2) a)l punto
b) 1 punto
¢) 1 punto
3) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle.
e 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.

b) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos pola ecuacion da recta tanxente.
e 0,5 puntos pola determinacion do maximo e minimo relativos.

4) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos pola determinacion de “ para que f ( x) sexa continua en x=1.
e 0,5 puntos por concluir que f( x) non ¢é derivable en x=1 para ningtn valor de a.
b) 1 punto, distribuido en:
e 0,75 puntos pola formulacién do problema.
e 0,25 puntos polo calculo das integrais definidas.



Criterios de Avaliacion / Correccién

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1) a) 1 punto:
e 0,5 puntos polo célculo do rango de A.

e 0,5 puntos polo célculo da inversa de A,cando o = 0.
b) 1 punto
¢) 1 punto
2) a) 1,5 puntos:

e 0,75 puntos polo calculo do angulo que forman os planos.
e 0,75 puntos pola obtencion das ecuacions paramétricas da recta.

b) 1,5 puntos
3) a) 1 punto:
e 0,5 puntos pola definicion da derivada dunha funcidén nun punto.
e 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.
b) 1 punto:
e 0,5 puntos pofa determinacion de f ( x)
e 0,5 puntos polas ecuacions das rectas tanxentes (0,25 puntos por cada una)

4) 2 puntos:
e 0, 5 puntos polo debuxo da rexion.
e 1 punto pola formulacion da area en termos de integrais definidas.
e 0,5 puntos polo célculo das integrais definidas.

OPCION B

1) a) 2 puntos:
e | punto polo calculo dos rangos segundo os valores de m
e 1 punto pola discusion do sistema

b) 1 punto
2) a) 1 punto
b) 1 punto
¢) 1 punto
3) 2 puntos:
e 0,25 puntos: estudo de dominio, puntos de corte cos eixes e simetrias.
e 0,25 puntos: estudo de asintotas.
e 0,5 puntos: estudo de intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos
e 0,5 puntos: estudo de puntos de inflexidn, intervalos de concavidade e convexidade.
e 0,5 puntos: debuxo da grafica.
4) a) 1 punto:
e 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do calculo integral.
e 0,5 puntos polo calculo da recta tanxente.

b) 1 punto:
e 0,5 puntos: integracion por partes
e 0,25 puntos: integracion de funcion racional
e 0,25 puntos: calculo da integral definida



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
Exercicio 1:

a)Al=4-2] & = A(A—-2D)=(A-2DA

o 5 2 (b-2)
aa-20=(; 1), ,%,)= <a(1(11—2) azib(b‘2)>

Polo tanto:
a?=1 .
AA-2D=1 o ab-2)=0 ‘'o ab_—_Z
a’?+bb-2)=1 -
0 1. / 0 —1
Solucion: (1 2) ; (_1 2)
b)

m+2 -1 m+1
j)det(M)=| 0 m+1 0
-1 -2 m+1

=(m+2)(m+1?*+ (m+1)2= (m+3)(m+1)>?

-3

det(M) = 0 @{Z:_l

Se m = —3, hai un menor de orde 2 non nulo:
-1 -1 _
| 0 _2| =2 %0
Se m = —1, hai un menor de orde 2 non nulo:
1 -1 _
|_1 _2| =2 %0

Polo tanto:

Seme R—{-3,—-1} enton rang(M) =3
Se m = =3 oum = —1,entén rang(M) = 2

i) Substituindo o valor de m na matriz M, resulta:
1 -1 0 X 0 Xx—y=0
0 0 of(¥y)=160 :"{—x—Zy:O}zx:y:O
-1 -2 0 z 0

0
Solucion: X = (0), AER
A




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

Exercicio 2:

a) Os vectores BC = (2,6,1)eﬁ =(1,4,1) son non proporcionais. Polo tanto, os puntos
B(1,-5,-1),€(3,1,0) e D(2,—1,0) determinan un plano r:

2 1 x—-1
(6 4 y+5/=0=3m2x—y+2z-5=0]
1 1 z+1

Para determinar m, bastara ter en conta que A € m e polo tanto:
2m+1+2m—-5=0=> m=1

Tamén poderiamos obter m, impofiendo a condicion rang(ﬁ, BC, BD) = 2, édicir:

m—1 4 m+1
2 6 1 |=0=22m-1)—-4+2(m+1)=0>4m—-4=0=>m=1
1 4 1

b) O vector director, 7, da recta e o vector normal, 1,;, ao plano son:

7 =PQ = (-2,1,-2)

. = v, en, son proporcionais. Polo tanto:
= (2,-12) } rofs ‘o™

r e mwsonperpendiculares:r L

c) Calculamos as ecuaciéns paramétricas da recta r:

x=3-21
y=—4+21

P(3,—4,—7) Er}:> . {
z=-7-21

v =(-21,-2)

Un punto xenérico da recta sera: (3 — 21, —4 + 1,—7 — 21). Determinamos o valor de 1 para que o

punto diste 9 unidades do plano m:

g 2B-D-(4+D+2-7-20]
= Vitri+a

Substituindo estes valores nas ecuacions paramétricas da recta, obtéfiense dous puntos da recta que

27=-9-912 = A1=—4
—27=-9-91> 1=2

27 = |-9 — 94| =>{

distan 9 unidades do plano:

[A(11,-81) e B(-1,-2,—11)]




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A
Exercicio 3:
a) Teorema do valor medio do célculo diferencial: Se f(x) é continua en [a,b] e derivable en (a,b), enton

f)-r@

existe algin punto ce(a,b) tal que f'(c) = >—a

Interpretacion xeométrica:

Nas hipétesis do teorema, existe algin
punto intermedio no que a tanxente &
grafica de f(x) é paralela a corda que une
os puntos (a,f(a)) e (b,f(b)).

b) Indeterminaciéi %
il x-1 li (x=1)(x+y2-x) li (x=1)(x+y2-x) _
- My x—V2=x ; WMy (x—v2=x)(x—VZ—x) M1 ™5 o ?
Multiplicamos polo conxugado do denominador Factorizamos o denominador
e simplificamos
? o {4&——1—}(x+w/2—x)_
ST =D +2) |3

Tamén pode facerse por L’Hopital:

4/1 1

lime .-t Aimemet _JdW _1_2
ol x—V2=x Pl Tl T 273

2-x

0
Indeterminacion 5

1 X
. x-In(1+x) ¥ ,. - . o _
fi. - Limyes xIn(1+x) T Limeo In(1+0)+ 7 limyo wmmamrz =
X

L’Héopital
L0
Indeterminacién 3
= limy g ———— = limyg———— = |=
X=0 (14x) In(1+x)+ xT 20 In(14x)+1+1 2

L’Hépital



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

Exercicio 4:

a) f(x)é a primitiva de f'(x) pasando polo punto (1,0). Mediante o método de integracion por partes,
calculamos a integral indefinida de f'(x)
Inx

1-inx _ —201 _ _ _l-nx 1 _ _1-lnx 1 _ Inx
f dx=[x?(1-lx)dx = ————[Zdx=———+ -+K = —+K

x2 x

_A—

u=1-Inx = du=—%dx
1

dv=x2dx = V===

Usando que f(1) = 0 determinamos o valor de K:

f=o _
F(1) = K} = K=0
Polo tanto
Inx
fe) = —

b) Estudamos o signo de f"(x):

2
o == 22x(1-nx) 2inx -3
1) = =

x4 x3

3
f'x) =0 & lnx=z4: x = e3/2

(0,63/2) (63/2,00)

f"(x) <0 >0 Céncava en (0,e3/2)

Convexa en (e3/2,0)

f@0) m U




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 1:
m 3 4 m 3 4 m
a) Matriz de coeficientes: C =| 1 —4 —5); matrizampliada:A=|1 -4 -5 0
1 -3 -4 1 -3 —4 0

Célculo do rango de C:
H :§| =1+#0 =rang(C) =2

m 3 4

1 -4 —5|=16m -2 -15+16-15m+2=m+1;
1 -3 -4

Polo tanto

» m=-1>rang(C) =2
» m# -1 =rang(C) =3

Caélculo do rango da matriz ampliada:

» m# —1 = rang(4) = 3 (sempre rang(4) = rang(C))

» Sem=-1
-1 3 -1
1 —4 0 |=-1+#0= rang(4) =3
1 -3 0
Discusion:
m=-1 = rang(C) =2 < 3 =rang(A). Sistema incompatible. Non ten solucion

m# —1 = rang(C) = 3 = rag(4) = n?de incbgnitas. Sistema compatible determinado.
Solucién Gnica

b) Para

Sistema homoxéneo. Por a) e un sistema compatible determinado. Polo tanto
x=y=z=0

Para[m = 1]. Por a), & un sistema compatible determinado, ten solucién Gnica que calculamos pola regra

de Cramer:
1 3 4 11 4 1 3 1
0 —4 -5 1 0 -5 1 -4 0
_lo =3 -4l 1, . _ 11 0o -4l _ 1, _ 11 =3 ol _1
x=g—3 4= (2 V=T 3 ay=" /2 =73 —ay= /2
1 -4 -5 1 -4 -5 1 -4 -5
1 -3 -4 1 -3 -4 1 -3 —4

‘X= 1/2:' y=—1/2; Z=1/2|




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 2:

a) Como o plano m debe ser perpendicular & r, entén o vector director da recta, ,, € un vector normal a

n. Polo tanto:

>

7k
e=7=|1 -1 o|=(11L2)
1 1 -1
Enton, como 7, = (1,1,2) é un vector normal ao plano e P(2,5,—2) € un punto do plano

x=2+y—-5+2z+2)=0 = [mx+y+2z-3=0|

b) Calculamos o vector director da recta s:
¥, = PQ = (-3,-14)

Como os vectores %, = (1,1,2) e s = P_Q) = (—3,—1,4) non son proporcionais, xa podemos dicir que

as rectas cortanse ou crizanse.
Tomamos un punto en cada recta. Por

exemplo:

A(020)ET; P(25-2)€Es

e consideramos o vector AP = (2,3,-2)

Se os vectores que marcan as direccion das rectas, e o vector AP que vai dunha & outra son
independentes, daquela non estan no mesmo plano. Isto saberémolo vendo se o determinante formado

por eles é distinto de cero ou non:

1 1 2
(17r,175,ﬁ) =|-3 -1 4|= -22#0 = [Asrectascrizanse|
2 3 -2

c) Dado que A(0,2,0) €r, #. = (1,1,2), (4,24 1,22) é un punto xenérico de 7, igualando as

distancias deste punto xenérico aos puntos P e Q:

A=22+@2+2-52 +221+2)2 =(A1+ 12 + 2+ 1—-4)*+ (21— 2)?

é dicir:
AZ—AQ+ 4+ A2 — 61+ 94+ 442+ 81 +4= A2+ 21+1+A2— 41+ 4 +4A2-81+4

8l= -8 = 1=-1
Substituindo este valor de A na expresion do punto xenérico de r, obtemos que o punto da recta r que

equidista dos puntos P e Q é:



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 3:

a) Teorema de Rolle: Se f(x) é continua en [a, b] e derivable en (a,b) e ademais f(a) = f(b), entén
existe polo menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

A

Interpretacion  xeométrica: Se se cumpren as

hipéteses do teorema, existe polo menos un punto

LZKZ ¢ € (a,b) no que a recta tanxente é paralela ao
: i

1 N . .

i ! eixe de abscisas.

a b

v

b)
5¢ 2x% +5x+2
1+x2 " 1+ x?

flx) =2x +;1n(1 +x2) > f'(x)=2+
Polo tanto, como £(0) = 0 e f'(0) = 2, a ecuacion da recta tanxente no punto correspondente a x = 0:
y=fO@O=fOx-0 = |y=2x
Determinamos os puntos criticos:
f'lx)=0 & 2x?+5x+2=0 =>x= @ $<:2}
2

Calculamos a segunda derivada:

_ 5(1+x*)—10x*  5-5x?

o= —arer =~ areor
Polo tanto:
f'(=2)< 0
we 1
fl-H>o0
E asi:
L. ) 5[n5
Maximo relativo no punto (—2, —4 + T)
5In(5 /4
Minimo relativo no punto (— 1/2 ,—1+ (f/))




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B
Exercicio 4:

a) Para que f(x) sexa derivable en x = 1 ten que ser continua en x = 1, polo tanto:

limy_- f(x) =a+2
limy_+ f(x) =3 = a+2=3 = a=1
f=3

Miramos se para este valor de a, existe o limite
_fA+h-fQ)
lim——m——
h—>0 h
para iso, calculamos os limites laterais

fA+h) -3 3(1+h—-2)2-3 32 —6h+3-3
h—0* h h—0+ h h—0+* h

g AW =3 14ht2-3
Heo- h = - h TSR T

Vemos que os limites laterais non coinciden. En conclusién:

|f(x) non é derivable en x = 1 para ningun valor de a

b)
x+2 se x <1
flx) = {3(9{—2)2 sex>1

v

(-2,0) (1,0 (2,0)

2

1 x2 1 1
A=f (x+2)dx+f 3(x — 2)2%dx = [—+2x] +[(x=232% ==+2-2-4)+0-(-1)3
. 1 2 i 2

= 1+2+2+1— i
T2 )




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

0 a—2 1
a) [a—1 a -1l=-a(@-2)-a?*-2(a-1)(a—2)=-a’+2a—a%>—-2a>+6a—4=
a 0 2
= —4a’+8a—4
Asi

[Al=0 ® a?-2a+1=0 ©(@-1)?=0 © a=1

Se a = 1, existen menores de orde 2 non nulos, por exemplo

0 Y=o

Polo tanto:
a=1 = rang(4) =2
a #1 = rang(4) =3
Se a = 0, xa vimos que |A| = —4 # 0, polo que existe A™*
1/0 2 0\ 0o -1 -—-1/2
At =_Z<4 0 0) = (—1/2 0 1/4)
2 -1 =2 0 0 1/2
b)

ABA™'—A=2] © ABAT'=A+2] © B=A"'A+2DA=(U+AVH)=A4+2]

2 =2 1
B=A+21=(—1 2 —1)

0 0 4

¢) a=1 >rang(d)=2. E un sistema homoxéneo con rang(A) =2 < n?incégnitas. Sistema

compatible indeterminado con infinitas solucions:

Q- 1 2200 <o




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A
Exercicio 2:

a) Determinamos os vectores normais aos planos:
ﬁ’nl =(3,0,3) || (1,0,1)

|
M, =11 -1
-1 1

=(-3,-3,0) || (1,1,0)

=N X

O angulo a que forman os planos coincide co angulo que forman os seus vectores normais. Asi:

|ﬁﬂ1'ﬁﬂ2| —

1
COSA = == 1= ==~
[fim, [[fim, | V2V2Z

1 I3
== |la= -
2 3

Se chamamos r & recta pedida e . a un vector director dela,

rllny © U L iy, — (-111)
rllm, © U, L g, "

Oy
(=3l

N
[
S oo >
} = T N, XNy, = (1
1
Como a recta pasa polo punto (0,0,0), as ecuaciéns paramétricas son:

x=-1
r:{yz A

z= A

b) Sexa s a recta perpendicular a 7r; pasando polo punto (0,0,0) e ¥; o seu vector director, enton:

Il
> O

slmy & ¥ L iy, = (1,0,1) }: ). x
(0,0,0) € ' ;’

O punto de interseccion, M, de s con m; é o punto medio do segmento 00’ (0’ simétrico de 0(0,0,0)).

Calculamos o punto M de interseccién de s con 1,

4 4 4
31+31-8=0 = 61-8=0 = A1=3 =M(5,073)

Se 0’(x,y,z), enton:

4
3

= 0’808
0= —— (3, ,3)
4
3



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

Exercicio 3:
a) Dise quef (x) é derivable no punto x,, se existe e & finito o seguinte limite:

mf(x0+h)— f(xo)

h>0 h

fxo+h) = f(x)

X Xo+h

Interpretacion xeométrica: A recta secante que pasa polos puntos (x,, f(xo)), (%o + h, f(xo + h)) ten por

pendente [Goth)- f(Xo) (x°+h’)l_ fxo)

(0, f(x0)). Asi:

e cando h — 0, esta secante acércase a recta tanxente pasando polo punto

Pendente da recta tanxente en (x, f (x,)) = limhﬁow = f'(xo)

b)
x2—x+m sex <0

fe =11

3 e —2x+n sex>0

f-1D=1=21=1+1+m = m= -1

E . ) x2—x—-1 sex <0
por ser continua en x = 0: = f(x) = %e”—Zx—% sex>0

3

lim, g~ £() = lim,_o+ f(X) = f(0) > —1= >+n 2n= -2

Recta tanxente en x = —2: f(=2)=5
y—f(=2)=f"(-2)(x+2) = [y= -5x-5
n2

Recta tanxente en x = —= f (—)



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 4:
y=x(x—-2)=x*-2x
x=0 2y=0 Puntos de corte cos eixes:
x=0
x(x—2)=0 = 6 (0,0) e (2,0)
x =2
y =2x-2
y=0¢ x=1 Minimo e vértice (1,—1). Convexa
y'=2<0

Interseccién da parabola coa recta y = x:

x2—2x=x = x*—3x=0 = {xfg Puntos de corte: (0,0), (3,3)
=y
3.3)
I
(2.0
Polo tanto:
2 3 x2]? X3 3x2) 27 8
A=fxdx+J[x—(x2—2x)]dx= —] + [——+— =2-94+—+--6
. X 2], 37 2| 273
—78+81+16
B 6
A= 22
3



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

Exercicio 1:

1 1 1 1 1 11
a) Matriz de coeficientes: C =|4 m 3 |; matrizampliada:A= |4 m 3 m

2 3 1 2 3 1 3
Calculo do rango de C:
|4 3 =—1+#0 =rang(C) =2

sem=>5

Orlamos este menor = rang(C) = {3 sem=5
1 1 1
1 m 3|l=m+12+6-2m—-9—-4=—-m+5
2 3 1
Discusion:

m =5, rang(C) = rang(4) = 2 < 3 = n%de incognitas. Sistema compatible indeterminado.
m#5, rang(C) =rang(A) = 3 = n?de incognitas. Sistema compatible determinado.

b) Para , € un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciéns. O sistema dado é

equivalente ao sistema

x + z=1—y}
4x+3z=5-5z

Enton:
|5|5y 3——(3—3y—5+5y)=2—2y
| -y

z= 4 5 5y =—(5-5y—-4+4y)=y—-1

4 3

x=2-21
y=2 ; AER
z=-1+1




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 2:
a) Calculamos o vector director da recta s:
R A
Us= |3 2 0|=(8-126)
0 2 4

Como os vectores % = (4,—1,3) e s = (8,—12,6) non son proporcionais, xa podemos dicir que

as rectas cortanse ou crizanse.
Tomamos un punto en cada recta. Por exemplo:

r
= _ 3
U= (4-13) RG21 €T RERO-DEs
S e consideramos o vector Pr—P; =(-1,-2, —%)
Vs = (8,—12,6)

Se os vectores que marcan as direccion das rectas, e o vector P.P; que vai dunha & outra son
independentes, daquela non estdn no mesmo plano. Isto saberémolo vendo se o determinante

formado por eles é distinto de cero ou non:

4 -1 3
(%, ﬁs,ﬁ) = 81 _1; 67 = 40+ 0 > [Asrectas criuzanse]
- TG

b) Sexa 7 o plano buscado. Como o plano contén a rectar, P.(3,2,1) € m. Ademais, os vectores ¥, e

¥s son vectores do plano. Polo tanto:
x—=3 y—-2 z-1
| 4 -1 3
8 —-12 6

=0 =2 |m:3x—4z-5=0

c) Como o plano & é paralelo & recta s e contén a recta r

d(rs) = d(s,m) = d(Pym) = 0P 301 _
/32 +(—4)?

Tamén podemos calcular esa distancia utilizando a férmula da distancia entre duas rectas

4 -1 3
8 —12 6
Bzl

d(r,s) =

= — 4/
B XD 5
|V, X Vg (30)2 + (40)2 .



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 3:

2
f(x)=1+m

Dominio:

A funcién non estéa definida onde se anula o denominador. Polo tanto, o dominio é R—{2}

Simetrias:

fx) =1+

2
(-x-2)2

# +f(x) . Polo tanto non é simétrica respecto do eixe Y nin respecto da orixe.

Puntos de corte cos eixes:

f(x) >0 . Polo tanto non corta ao eixe de abscisas.
x=0>f(x)= % = Corta ao eixe de ordenadas no punto (0,;)

Asintotas verticais: 7\ ,\
limy_p- f(x) =

= x = 2 asintota vertical <~ — =1

limy_,+ f(x) = o

Asintotas horizontais:

limy1+ f(x) = 1 = y =1 asintota horizontal

Non hai asintotas oblicuas x=2

Intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos:

o) =— ‘(*i:;f =— (sz)3 #0 = Non hai puntos criticos
(-,2) (2,+)
f'e) + -

@ o .

A funcién é crecente en (—, 2) e decrecente en (2, +00). Non hai maximos nin minimos.

Intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexion:
_12(x-2)%2 _ 12

f'(x) == Rt > 0. Non hai puntos de inflexion
(=0,2) (2,)
£ i " | Convexa en todo o seu dominio

w NN




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

vy _ 2
Gréficade f(x) =1+ rearel




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 4:

a) Teorema fundamental do calculo integral: Se f(x) é una funcién continua en [a, b], entén a funcion
F(x) = f;f(t)dt é derivable e ademais F'(x) = f(x),Vx € (a,b).

Aplicacioén:

Recta tanxente: y — F(0) = F'(0)(x — 0)

F(0)=0 = |Recta tanxente:y = 2x

x2+6
2+eX

F'(x) =

= F'(0)=2
b) Calculamos a integral indefinida

fxln(1+x)dx=x72ln(1+x)—%fx—zdx=x;ln(1+x)— %f(x—1+i)dx=

1+x 1+x

u=In1+x) > du=-2
1+x . Y
2 (grao numerador>grao denominador. Facemos a division)

X
dv=xdx =v= -

x? 1 x In(1+x)
= —In(1 - —x’+-- ——=+4¢C
> n(1+x) e + 2 > +
Aplicamos Barrow:

x ln(1+x)1_1l2 LUNE R P
2 2 = 2"

1 x? 1
J;xln(1+x)dx= [7ln(1+x)—zx2+ YR

1
f xin(1 + x)dx = 1/4
0




ciuag PAU Cédigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder sé aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1. a) Calcula os posibles valores de a, b, c para que a matriz A = (g lc’) verifique a relacion (4 — 21)? = 0,

sendo I a matriz identidade de orde 2 e 0 a matriz nula de orde 2.
b) ¢Cal é a solucion dun sistema homoxéneo de dias ecuacions con duas incognitas, se a matriz de

coeficientes € unha matriz A = (g IC’) verificando a relacion (4 — 21)? = 0?

c) Paraa = b = ¢ = 2, calcula a matriz X que verifica A- X = A™'- B, sendo B = (4 I O)

0 1 4
x=3-21
2.Dadaarectar:jy=1— 1
z=4+ 1

a) Determina a ecuacion implicita do plano m que pasa polo punto P(2,1,2) e é perpendicular a r.
Calcula o punto de interseccion de r e 7.

b) Calcula a distancia do punto P(2,1,2) & recta r.

c) Calcula o punto simétrico do punto P(2,1,2) respecto a recta r.

2
3. Debuxa a gréficade f(x) = % estudando: dominio, simetrias, puntos de corte cos eixes, asintotas,

intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos, puntos de inflexién e
intervalos de concavidade e convexidade.

4. a) Define primitiva dunha funcién e enuncia a regra de Barrow.
b) Dada a funcion f(x) = ax® + bx + ¢, determina a, b e ¢ sabendo que y = 2x + 1 & a recta tanxente
a grafica de f(x) no punto correspondente & abscisa x = 0 e que folf(x)dx =1

OPCION B

—

. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema:
x+ y—z=1
x+my+3z=m
2x+3y+mz=3
b) Resolveo, se é posible, para m = 2

x=3+2 x—4 -3 z-5
2. Dadas as rectas 7: {y = —1 s: {T: y_—1= -
z=4+221

a) Estuda a sta posicion relativa. Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que pasa pola orixe
de coordenadas e é paraleloarea s.
b) Calcula as ecuacions paramétricas da recta que corta perpendicularmente ar e a s.

3. a) Definicion e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.
b) Calcula os valores de b e c para que a funcion
In(e + x? se x <0
ra =finet ¥
x“+bx+c sex=0
sexa derivable en x = 0. (Nota: In = logaritmo neperiano)

4. A grafica dunha funcién f(x) pasa pola orixe de coordenadas e a sta derivada & f'(x) = (2 — x)e®*.
Determina a funcion f(x)e calcula os intervalos de concavidade e convexidade de f(x).



C 1 U G PAU Codigo: 26
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2015

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder sé aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A
1. a) Define menor complementario e adxunto dun elemento nunha matriz cadrada.

1 -1 1
b) Dada amatrizA4A = 1 11
1 11

i. Calcula o rango, segundo os valores de 4, de A — I, sendo I a matriz unidade de orde 3.

ii. Calcula a matriz X que verifica XA — 24 = 3X.

3x—-y —z=0

2x+y — 4z=0

a) Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que é paralelo a r e pasa polos puntos A(0,1,2) e
B(53,1)

b) Calcula o punto de corte de r co plano perpendicular & devandita recta e que pasa por B(5,3,1)

¢) Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que é paralelo ao plano m: 2x —3y +4z—5=0e
dista v29 unidades da recta r.

2. Dada a recta r:{

ax?>+bx sex<1

3. a) Calcula os valores de a e b para que a funcion f(x) = { 2Inx+2 sex>1 sexa derivable en
x2

x = 1. (Nota: In = logaritmo neperiano)
b) Para os valores a = —4 e b = 6, determina os intervalos de crecemento e decrecemento de f(x).

4. Debuxa e calcula a area da rexién limitada polas graficas da parabola f(x) = 4x — x? e as rectas
tanxentes & gréafica de f(x) nos puntos correspondentes a x = 0 e x = 2 (Nota: para o debuxo da
grafica da parabola, indicar os puntos de corte cos eixes de coordenadas, o seu vértice e
concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema de ecuacions:
x+ y+z=m
x -y =0
3x+y+2z =0
b) Resolve, se é posible, o sistema cando m = 0.

x=0
- 2=0
2.Dadasasrectasr:[y=1+3/1; S:{x+y z+ _
y—z—2=0
z=1+31

a) Estuda a posicion relativa de r e s. Calcula a distanciade r a s.

b) Se dous dos lados dun rectangulo estan sobre as rectas r e s e dous vértices consecutivos do
rectangulo son os puntos A4(0,1,1) e B(0,4,4), calcula as coordenadas dos otros dous vértices e a
area do rectangulo.

3. a) Define derivada dunha funcién nun punto. Interpretacion xeométrica
b) Dada a funcion f(x) = 2e™(x + 1), calcula: intervalos de crecemento e decrecemento e
maximos e minimos relativos de f(x).

Virx —2-%

4. a) a) Calcula: limanT“
b) Calcula unha primitiva da funcién f(x) = xsenx que pase polo punto (7, 0)



1)

2)

3)

4

1)

2)

3)

Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

a) 1 punto

b) 0,5 puntos

c) 1,5 puntos

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola ecuacion do plano.
» 0,5 puntos polo punto de interseccion da recta e o plano.

b) 1 punto

c) 1 punto

2 puntos, distribuidos en:

» Dominio, simetrias e puntos de corte cos eixes: 0,25 puntos.
» Asintotas: 0,25 puntos.

» Intervalos de crecemento e decrecemento: 0,25 puntos.

» Maximos e minimos relativos: 0,25 puntos.

» Puntos de inflexion: 0,25 puntos.

» Intervalos de concavidade e convexidade: 0,25 puntos.

» Gréfica: 0,5 puntos.

a) 1 punto, distribuido en:

» Definicién de primitiva: 0,5 puntos.

» Enunciado da regra de Barrow: 0,5 puntos
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola obtencién de b e c.
» 0,5 puntos pola obtencion de a.

OPCION B

a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto polo célculo dos rangos segundo os valores de m
» 1 punto pola discusién do sistema

b) 1 punto

a) 1,5 puntos
b) 1,5 puntos

a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de derivada dunha funcién nun punto.
» 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola determinacién de c.
» 0,5 puntos pola determinacion de b.

4) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 puntos pola integral
» 0,5 puntos pola condicion f(0)=0.
» 0,5 puntos polos intervalos de concavidade e convexidade.



Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola definicion de menor complementario
» 0,5 puntos pola definicién de adxunto dun elemento
b) 2 puntos, distribuidos en:

i. 1 punto
ii. 1 punto

2) a)1 punto

b) 1 punto
c) 1 punto

3) a) 1 punto, distribuido en:

4)

1)

2)

3)

4)

» 0,5 puntos pola condicion de continuidade
» 0,5 puntos pola condicién de derivable

b) 1 punto

2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola representacion da parabola

0,5 puntos pola determinacion das tanxentes.

0,5 puntos pola formulaciéon da area como unha integral definida.
0,5 puntos polo calculo da integral definida

Y VYY

OPCION B

a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo célculo dos rangos segundo os valores de m
» 1 punto pola discusién do sistema

b) 1 punto

a) 1,5 puntos, distribuidos en

» 1 punto pola posicion relativa das rectas.
» 0,5 puntos polo célculo da distancia entre as rectas.

b) 1,5 puntos, distribuidos en

» 1 punto polo calculo dos dous vértices
» 0,5 puntos polo calculo da area do rectangulo

a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de derivada dunha funcién nun punto.
» 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.
b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polos intervalos de crecemento e decrecemento
» 0,5 puntos pola determinacion do maximo relativo.

a) 1 punto
b) 1 punto



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
Exercicio 1:

a) (A_Zl)z:(aEZ b ).(a—Z b ):((a—2)2 b(a—2)+b(c—2))

c—2 0 c¢-2 0 (c—2)?
Polo tanto:
(@a—2)?=0 a=2
(A-2D?*=0 © {b(a—2)+b(c—2)=0 = |beR
(c=2)?2=0 c=2

b) Tendo en conta o apartado anterior, a matriz de coeficientes do sistema homoxéneo seria

_ (2 b
A= (0 2)
e polo tanto teriamos:

rang(A) = 2 = n° de incégnitas = Sistema compatible determinado, solucién unica. Como a
trivial sempre € solucién dun sistema homoxéneo, concluimos que a solucion é

x=y=0

2 2

0 2). Ademais, det(4) =4 #0 = 347!

c) Neste caso, A = (

A-X=A1B o X=(@HB

1 t 1 — —
=13 D =36 D=0 ")

anr = (5 7300 )= (0 )

1/4 —1/2).(4 1 0)=(1 —1/4 —2)

X=@"yB = (0 1/4 1 4 0 14 1

Polo tanto:

=l " 1)




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A
Exercicio 2:

a) Como o plano 7 e a recta r deben se perpendiculares, o vector director da recta, 7,, ten a
direccién do vector normal ao plano. Asi:

Vector normal ao plano : 7, = ¥, = (—2,-1,1)
Podemos entén utilizar a ecuaciéon dun plano a partir dun punto e dun vector normal:
2x-2)-@-D+(z-2)=0

e polo tanto:

[m:2x+y—2-3=0]

Para calcular o punto de interseccion de r con m, substituimos as ecuaciéns paramétricas da
recta na ecuacion do plano:

2B3-20)+ 1-1—(4+1)-3=0 = 6—41+1—-1—4—1—3=0 = A= 0

Substituindo este valor nas ecuacions paramétricas da recta , obtemos o punto de corte

b) Dado que P € m, r é perpendicular a m € M é o punto de interseccion de r e =, a distancia
pedida:

d(P,7) =d(P,M) =2 -32+(1—-1)2+(2—-4)? =5

c) Para obter as coordenadas do punto P'(x,y, z), simétrico de P, basta ter en conta que M é o
punto medio do segmento que une P con P’. Polo tanto:

x+2\
3=
y+1 7
=21 =[P (416
=2
z+2
4 =




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
Exercicio 3:
2x?

fx) = Py & unha funcioén racional.

Dominio:

A funcion non esta definida onde se anula o denominador. Polo tanto, o dominio é R—{1}
Simetrias:

f-x)= =

—x-1

2

# +f(x) . Polo tanto non é simétrica respecto do eixe Y nin respecto da orixe.

Puntos de corte cos eixes:
f(x) =0 & x =0. Polo tanto o Gnico punto de corte cos eixes é a orixe |0(0,0) |

Asintotas verticais: Hai unha en
Posicién da curva respecto da asintota:
lim f(x) = —o0
x-1"
lm S0 = 4o
Asintota oblicua:

Como grao do numerador = 2 = grao do denominador + 1, hai asintota oblicua.
2

2
=2 24+ ——
x—1 P +x—1

Polo tanto é a asintota oblicua. Ademais:

. . 2 s o .
O signo da diferenza, =€ positivo cando x — 4+ e negativo cando x — —c

2x

Temos polo tanto: A X /v
S y=2x+2

[l
i
|
1
i
1
1
1
1
1 .
1
1
1
A

’
’
’
,

v

'
'
1
'
'
'
'
'
|
'
'
'
T
|
|

’ '
'
1
|
|
'
'
1
'
'
'
'
1
'
'

s

Intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos:
4x(x — 1) — 2x> 2x% —4x
x-12 7 (x-1)?




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

ff)=0e2x?-4x=02x(x—-2)=0x=0,x=2

(=,0) 0,1 12 (2, +0)

£l + - - +

f@) A N N A

A funcién é crecente en (—x,0) e en (2, ) e decrecente en (0,1) e en (1,2)
Maximo relativo en (0,0) e minimo relativo en (2,8).

Intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexion:
woon (=D -1)?=2(x—-1D2x* - 4x) 4x-1)*-4x*+8x 4 .
1= G- SR oS VR CEu v

0

[Non ten puntos de inflexién]|

f"o)<o = |méximo relativo en (0,0)|

f"(2) >0 = [minimo relativo en (2,8)]

(=0, 1) (1,)

Céoncava en (—,1)
Convexa en (1, 00)

) - +

fo | N |\

D, 2x?
Gréfica de f(x) = Py

v




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

Exercicio 4:
a) Dise que F(x) é unha primitiva de f(x) se F'(x) = f(x).
Regra de Barrow: Se f(x) é continua en [a, b] e F(x) é unha primitiva de f(x), enton

b
[ reax=ro) - Fa

b) f(x) =ax®+ bx+c

f'(0) =2
fO)=1

y = 2x + 1 recta tanxente & gréfica de f(x) = {

f(x)=ax®+ bx+c
f'(x) =3ax?>+ b

Finalmente:0

c=1

1 \4 1 1
a a
1=ff(x)dx= f(ax3+ 2x + 1)dx = [—x4+x2+x] =—-+4+1+1
o 0 4 o 4
Polo tanto:

—4+2=1 > [a=—4



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 1: columnas iguais
a)
1 1 -1 1 1 -1 1
Matriz de coeficientes: C = (1 m 3); matriz ampliada: A = (1 m 3 m)
2 3 m 2 3 m 3

Como a cuarta columna da matriz ampliada coincide coa segunda columna, podemos
prescindir da cuarta columna para o célculo do rango de A e polo tanto rang(C) = rang(A).

Célculo do rango de C:
B ;‘:1 #0 =rang(C) =2

1 1 -1
1 m 3
2 3 m

-3
- m? —6: 2 —6=
=m“+m—-6; m‘°+m-=6 0=>m<‘2

Discusién:

m = -3, rang(C) = rang(A) = 2 < 3 = n2de incdgnitas. Sistema compatible indeterminado.
m=2, rang(C) =rang(A) =2 < 3 =n2de incbgnitas. Sistema compatible indeterminado.
m ¢ {-3,2}, rang(C) = rang(A) = 3 = n®de incbgnitas. Sistema compatible determinado.

b) Para , & un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciéns. O sistema
dado é equivalente ao sistema

x + y=1+z} 3x + 3y=3+3z} {x=52
2x+3y=3-2z 2x + 3y=3-2z y=1-4z

As infinitas soluciéns son:

x =51
y=1-44; 1€R
z=A




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B

Exercicio 2:

a) Puntoder: B.(3,—1,4)

vector direccion de r: 7, = (1,0,2)
Punto de s: P;(4,3,5) > Non son proporcionais. As rectas cortanse ou
4)

vector direccion de s: v = (3,—1, cruzanse

Se os vectores 7, = (1,0,2) e ¥ = (3,—1,4), que marcan as direcciéons das rectas, e o vector
PP, = (1,4,1) son independentes daquela non estan no mesmo plano e as rectas polo tanto
cruzaranse. Isto saberémolo vendo se o determinante da matriz formada coas coordenadas
deses tres vectores é cero ou non:

1 0 2
3 -1 4({=-1+24+2-16=9+#0
1 4 1

Polo tanto:

[4s rectas crizanse]

O plano pedido, 7, queda determinado polo punto (0,0,0) do plano e os dous vectores ¥, e ¥
paralelos ao plano e independentes entre si:

x y z
1 0 2[=0 = |m2x+2y—z=0
3 -1 4

b) Punto xenéricoder: R3+1,—-1,4+21)
=> RS=(1+3u—-A4—pul+4u—21)
Punto xenéricode s: S(4+3u,3 —u,5+4u)

Agora impofiemos a condicion de que RS sexa perpendicular ar e a s:

RSLr= (143u—A4—p1+4u—21)-(1,02)=0 } {5/1—11,4:3} ${1=5
RSLs=> (143u—N4—pl+4u—21)-(3,-1,4)=0 111 —-26p=3 u=2

Substituindo 2 = 5 e u = 2, obtemos:
R(8,-1,14); $(10,1,13); RS=(2,2,-1)

Polo tanto, as ecuacions paramétricas da recta que corta perpendicularmente ar e a s son:

x= 8 +22
tiy=-1+221
z=14 — 1




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B

Exercicio 3:
a) Dise que f(x) é derivable no punto x,, se existe e é finito o seguinte limite:

Iy fxo +h) — f(x)
im ———
h>0 h

represéntase por f'(x,) e chamase derivada de f(x) en x,.

Interpretacion xeométrica: O cociente
fxo +h) = f(x0)

.................. ' fxo+h)— f(x0)
h

coincide coa pendente da recta secante que pasa
polos puntos (xg, f(xg)) € (xo+ h, f(xy+ h)).

v

i
i
i
|
|
i
1
Xo xo+h . . N :
A medida que vai diminuindo a amplitude do
intervalo [xy,xo +h], o0s puntos de corte
determinados polas distintas secantes fanse mais e
mais proximos. No limite, a secante convirtese na
tanxente.

Asi, a derivada de f(x), en x = x,, coincide coa pendente da recta tanxente a gréfica de
£ (x) no punto (x, f (xq)):

Pendente da recta tanxente & gréafica de f(x), en x = x,.

’ . fxoth)—f
f'(x0) = llmh—mXOT(XO) =

b) Para que f(x) sexa derivable en x = 0, ten que ser continua en x = 0.
Se f(x) é continua en x = 0, debe ser lim,_,, f(x) = f(0)

limy_o- f(x) = limy_o-In(e +x3) =1

limy o+ f(x) = limy_o+(x? +bx+c)=cp =[c =1

f0)=c

Se ¢ =1, f(x) sera derivableenx =0 se f'(07) = f'(0%)

2x 0 £(07) = 0
f’(x)={“’+"z s }ﬂ [ }ﬂ

2x +b  se x>0 f'(0")=b



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B

Exercicio 4:
f(x) & unha primitiva de f’'(x) = (2 — x)e3* pasando polo punto (0,0)

_ 3x I 3x 5 1 ,3x _ 1. 3x 1 3x _ ,3x(7_ X
f(2—x)e3¥dx = ;2 —x)e +3fe dx = ;(2-x)e* + e+ C=e (9 3)+C
u=2-x = du:dx}

Por partes: 3%
dv=e3dx = v= 5

fO©=0=0=2+C=C=-

RN

Polo tanto

Para estudar a concavidade e convexidade de f(x), estudamos o signo de f"(x)
f'(x) = —e3* + 3(2 —x)e3* = e3*(5 — 3x)

Como e3* > 0, temos que

f'(x) =0 ©x=5/3

Polo tanto

(=,5/3) (5/3,00)

" Convexa en (—,5/3)
f1@ + - Concava en (5/3,)

o |\ |7




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

Exercicio 1:

a) Dado un elemento a;; dunha matriz cadrada n X n, ao suprimir a sua fila e a sta columna,
obtense unha submatriz (n — 1) x (n — 1) e o seu determinante é un menor de orde n — 1, que
se chama menor complementario do elemento a;; e represéntase por a;;.

Chamase adxunto de a;; ao nimero 4;; = (—1)”"«1”, ¢ dicir, € o menor complementario co
seu signo ou co signo contrario, segundo i + j sexa par ou impar.

b)
1-12 -1 1
i) [A-AM=]1 1-2 1 |=00-234+1-1-(1-)-@—-D+ad—-A=
1 1 1-2
=A-DE+2-21-1=11-1DA-2)
SeA=0:
1 -1y _
|1 1|_2¢O
Sei=1:
0 -1y _
[} Tol=1#0
Sei=2:
-1 -1 _
71 Til=2=#0
Polo tanto: [Parad# 0,2 # 1,1 # 2,rang(A — AI) = 3|
|Paral = 0,rang(A—Al) = 2|
[Parad = 1,rang(A—AI) = 2]
|Paraﬂ = 2,rang(A—Al) = 2|
i) XA—-2A=3X & X(A-31)= 24 4=>X=2A(A—3I)_1
-2 -1 1 | Polo apartado i., sabemos que existe (4 — 31)~!
|[A=3I=|1 -2 1| =6;
1 1 -2
(3 3 3 3 11
(A—3I)_1=—g -1 3 1 =3 3 3 3
1 35 3 15
11—11 3 -1 1 13—33
X=—§1 1 1)-(3 33=—§9 39
1 1 1 3 1 5 9 3 9

T 1 -1
x=(-3 -1 -3
-3 -1 -3




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 2:
7k
a)vector direccionde r: 4. =3 -1 —1|/=(,105) I (1,2,1)
2 1 -4
A4(0,1,2)
Elementos que determinan o plano: { % = (1,2,1)
4B = (5,2,-1)

Se chamamos 7 ao plano buscado,

x y—1 z-2
1 2 1 [=0 & —4x+6(y—-1)—8(z—-2)=0
5 2 -1

|n:2x -3y +4z—5=0|

b) Sexa a o plano perpendicular a r e que pasa polo punto B(5,3,1). Entén
vector normal a a: 1, = %, = (1,2,1)
a(x=5+20-3)+(z-1)=0 =2 a: x+2y+2z—-12=0

Para calcular o punto de corte de a e r, escribimos as ecuacions paramétricas da recta
(conecemos 7, = (1,2,1) e evidentemente (0,0,0) € r):

x= 2
ri{y =24
z =2

Para obter o punto de corte da recta e o plano, substituimos as coordenadas do punto xenérico
da recta na ecuacién do plano:

A+41+ 1—-12=0 = A1=2
Polo tanto a recta corta ao plano no punto correspondente ao valor do parametro 1 = 2:

c) Se chamamos S ao plano buscado,

gl =m o ~
n:2x—3y+4z—5=0} = B:2x —3y +4z+D =0

Ademais,
pgllr } [D| (D]
= d(r,p) = d((0,0,0),) = —/—M—m—= —
00,0)€7) .p) = d(O00.F) = F=mmme = s
Polo tanto:
[D|
— =429 = D= +29
V29

B:2x —3y +4z+29=0
ou
B:2x =3y +4z—-29=0




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

Exercicio 3:

a) Para que f(x) sexa derivable en x = 1, ten que ser continua en x = 1.
Se f(x) é continua en x = 1, debe ser lim,_; f(x) = f(0)

limy_1- f(x) = limy_1-(ax?>+ b)=a+b

2lnx+2

limy_q+ f(x) = limy_4+ = = 2 = a+b=2

f)=a+b
Sea+b=2 f(x)seraderivableenx=1 se f'(17)=f'(1%)

2ax +b
f,(x) = 2x—-2x(2Inx+2)

x4

se x<1 f'A7)=2a+b
- |
fra* =2

Polo tanto, f (x) sera derivable en x = 1, se:

= 2a+b= -2
se x>1

a+b=2
2a+b= —z} ¢

b) Paraa=—-4eb=6

—8x+6 se x<1
f10) =4 g
2x 2xi241nx+2) se x>1

—-8x+6=0 © x= 3/4

_ _ oy x=0<1
2x — 2xQInx +2) =0 & 2x(1 - 2lnx —2) = 0 <:;lnx:—l exmel2 <1

Polo tanto, o Unico valor que anula a primeira derivada é x = 3/4.

(=,3/4) 3/4,1) (1,0)
') + - -
@ | 7 R

Crecente en (—,3/4)
Decrecente en (3/4, )




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 4:
fx)=4x— x> =x(4—x)
Puntos de corte cos eixes: (0,0), (4,0)
fl(x)=4—-2x }
f'x)=0 ©x=2 p = Concava. Vértice: (2,4)
') = -2<0
Recta tanxente en (0,0): y = 4x
Recta tanxente en (2,4):y = 4
N
/(1,,4) (2.4) y=4

A= [YE-@f - + [l Gx-ax = [2]) 4 [-2e+ 2] =
= THBORFI-4+2=1




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 1:
a)
1 11 1 1 1 m
Matrizdecoeficientes:C=<1 -1 0); matriz ampliada: A = (1 -1 0 0)
3 1 2 3 1 2 0

Calculo do rango de C:

H _i|:—2 #0 =rang(C) =2
= rang(C) =2
1 1 1
1 -1 0f=-2+1+3-2=0
3 1 2

Calculo do rango de A4:

1 1 m

1 -1 0[=4m = rang(Ad) =2sem=0; rang(4d) =3,sem#0
3 1 0

Discusion:

m =0, rang(C) = rang(4) = 2 < 3 = n%de incognitas. Sistema compatible indeterminado.

m# 0, rang(C) = 2 # 3 = rang(A). Sistema incompatible.

b) Para , & un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciéns. O sistema
dado é equivalente ao sistema

x+y=-z
x—y=0 } =

As infinitas soluciéns son:

1].
=73
= 1)1' AER
y= 2
z= A




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 2:

a) Determinamos un vector director e un punto de cada unha das rectas:
F(0,1,1); vr = (03,3) - Coordenadas proporcionais. Polo tanto,
. T ] k as rectas son paralelas ou coincidentes
P(=420); vUs=|1 1 -1/=0L1)
0

P.(011)er, P(0,11) €s

|As rectas son paralelas non coincidentes|
Como as rectas son paralelas, a distancia entre elas pode calcularse como a distancia dun
punto dunha delas & outra:
|PPs x75| _ Va+16+16 6
— — = 2

d(r,s) = d(B,s) = = -7
. 7 Tk
—1[=24-4)

B.Ps % 17; = |—4 {l
0 1 1
B
b)
Evidentemente  A,Ber. Polo tanto, C,D €s.
Tendo en conta que P;(—4,2,0) e v =0,1,1), un
A punto xenérico de s serd da forma (—4,2 + 4, 4)

D
AB 1 BC = (033) (-42-2,A-4) =0 =31 -6+31-12=0 = 1=3 =>[C(-453)]
AB L AD = (033)-(-4A+1,A-1)=0 231 +3+31-3=0 = 1=0 =[D(-42,0)]
A area do rectangulo podemos calculala como:
A=d(r,s)-d(4,B) = d(r,s)-|AB| =3V2- J(4 - 1D?+ (4 - 1)? =18

Ou ben

A=d(AB)-d(AD)= |[AB|-|AD| =J(A—1)2+ (4 —1)2- /(-9 + (2 - 12+ (-1)? =18
Polo tanto:



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B
Exercicio 3:

a) Dise que f(x) é derivable no punto x,, se existe e é finito o seguinte limite:

_ flxg+h) = f(xo)
lim ——MM———=
h-0 h

represéntase por f'(x,) e chamase derivada de f(x) en x,.

Interpretacion xeométrica: O cociente
f(xo +h) = f(x0)

.................. ' fxoth)— f(xo)
h

coincide coa pendente da recta secante que pasa

x0+:h > polos puntos (xg, f(x0)) € (xo+ h, f(xy+ h)).
A medida que vai diminuindo a amplitude do
intervalo [xy,xo +h], o0s puntos de corte
determinados polas distintas secantes fanse mais e
mais proximos. No limite, a secante convirtese na
tanxente.

Asi, a derivada de f(x), en x = x,, coincide coa pendente da recta tanxente a grafica de
£ (x) no punto (x,, f(x)):

o M = Pendente da recta tanxente a grafica de f(x), en x = x,.

f’(xo) = limp,
b) f'(x) = —2¢7*(x+ 1)+ 2¢ ¥ = —2xe™™

f'x)=0 & x=0

f'(x) = —2e7*+ 2xe™¥ =2e*(x - 1) = |Méximo relativo: (0,2)|

fr(0)=-2<0

(=,0) (0,)

') + -

£ o N

Crecente en (—,0)
Decrecente en (0, )




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 4:
a) Indeterminacién % , aplicamos L’Hopital.

1

/ —
2V4+x 1 4(4+0)Vatx 1
= lim,_, —>% = |——
2x 2 64

I

b) Buscamos unha funcién F(x) tal que F'(x) = f(x) e ademais F(z) = 0

[ xsenxdx = —xcosx + [cosxdx = —xcox + senx+ C
u=x = du=dx
Por partes:
dv = senxdx = v = —cosx

0=Fnm)=n+ C = C=—-1

Polo tanto

|f(x) = —Xxcox + senx— m




ciuag PAU Cédigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder sé aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

m 1 3
1. a) Estuda, segundo os valores de m, o rango da matriz A = ( 1 m 2)

1 m 3
b) Coincide A coa sua inversa para algin valor de m?

c) Determina unha matriz simétrica X de orde 2 tal que XG) = (g) e o determinante da matriz
3X sexa -9

2. a) Calcula o punto simétrico do punto P(—2,0,2) respecto ao plano m:3x + 2y +z —3 = 0.
b) Sexa r a recta perpendicular ao plano 7:3x + 2y + z — 3 = 0 e que pasa polo punto P(—2,0,2).
2x -y — 3z =0
x - z —10=0
Estuda a posicion relativa de r e s. Calcula a ecuacion do plano paralelo a s que contén a r.

Consideremos a recta s: {

2_
3. a) Define funcién continua nun punto. ;Que tipo de discontinuidade ten f(x) = % nos puntos

2x
x=0e x=27

b) Calcula a ecuacién da recta tanxente & grafica de f(x) = 2x3 — 6x% + 1 no seu punto de
inflexién.

In (2x-1)
x2—+x

x

4. a) Calcula lim,_,; (Nota: In = logaritmo neperiano)

1 e
b) Calcula fO P2 130742 X

OPCION B

1.a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
3x — y—2z=m+9
mx +3y — z =0
3x — y+5z =0
b) Resolve, se é posible, o sistema anterior para o caso m = —9.

2. a) Define o producto vectorial de dous vectores. Dados os vectores u = (2,2,0), v = (1,1,-1),
calcula os vectores unitarios e perpendiculares aos dous vectores u e v.

x -2 z—2
b) Calcula o valor de a para que a recta rio= 3’72__4

m:5x + ay + 4z = 5. Para ese valor de a, calcula a distancia da recta ao plano.

non corte ao  plano

3. a) Dada a funcion f(x) = %

vertical e que y = 5x — 6 € a recta tanxente & stia gréafica no punto correspondente a x = 1. Para
os valores de a, b, c calculados, poste f(x) mais asintotas?
b) Enuncia o teorema do valor medio do célculo diferencial. Pédese aplicar, no intervalo [0,1], este

teorema a funcion f(x) = ;’? En caso afirmativo calcula o punto ao que fai referencia o teorema.

1, .
calcula os valores de a, b, c sabendo que x = 5 ¢ unha asintota

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola grafica da parabola f(x) = —x? e a recta normal &
grafica de f(x) no punto correspondente a x = 1. (Nota: para o debuxo das gréficas, indicar os
puntos de corte cos eixes, o vértice da parabola e concavidade ou convexidade).



C 1 U G PAU Codigo: 26
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2014

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder sé aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2puntos, exercicio 4= 2puntos)

OPCION A
1. a) Define menor complementario e adxunto dun elemento nunha matriz cadrada.
1 0 2
b) Sexan I a matriz identidade de orde 3e A = (1 1 0), determina os valores de A para os que
2 0 1
A + Al non ten inversa.
c) Calcula a matriz X que verifica AX — A = 2X, sendo A a matriz dada no apartado b).

X=2+21- u A
2.Dadooplanom:{y=1— 21+ pu e arecta r:{x+_32_4_0
z=4 +3u ry=
a) Estuda a posicion relativa de = e r. Se se cortan, calcula o punto de corte.
b) Calcula o angulo que forman m e r. Calcula o plano que contén a r e é perpendicular a .

cosx— e™¥—2x

w

. a) Calcula limy_,q g

b) Queremos dividir un fio metélico de 70 metros de lonxitude en tres partes de maneira que unha delas
tena dobre lonxitude que outra e ademais que ao construir con cada parte un cadrado, a suma das
areas dos tres cadrados sexa minima. Calcula a lonxitude de cada parte.

4. a) A segunda derivada dunha funcion f(x) é f"(x) = 4e?* — 2x. Ademais a tanxente a gréfica de f(x)
no punto (0,1) é paralela a recta x — y + 3 = 0. Calcula f(x).

b) Calcula f:/z xsen(2x + m)dx
OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema:
x + my+ (m—-1z=m
(m-1y + z=0
x+ y =0
b) Reso6lveo, se é posible, para m = 3.
x=1+ 1
2. Dadas as rectas r:{x+y—22—5:0 sily=2-22
y—5z-1=0 7= 5

a) Estuda a sua posicion relativa. Se se cortan, calcula o punto de corte.
b) Calcula a ecuacion implicita ou xeral e as ecuacions paramétricas do plano que conténar e a s.
¢) Calcula a distancia do punto Q(1,1,4) arecta s.

» mx se x<1
3. Dada a funcién f(x) = {axz thx 41 e x>1

a) Calcula os valores de a, b e m para que f(x) sexa derivable en x = 1 e tefia un extremo relativo
enx = 3.

b) Enuncia o teorema do valor medio do calculo diferencial. Para os valores a=1, b=—-6 €
m = —4, calcula, se existe, un punto ¢ € (0,5) tal que a tanxente & gréafica de f(x) en x = c sexa
paralela ao segmento que une os puntos (0,0) e (5, —4).

4.a) Calcula [ dx

2
0 3+3e*

b) Enuncia o teorema fundamental do célculo integral. Se F(x) = f;%

F(x)

dt, calcula lim,HOT



1)

2)

3)

4

Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon
CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

»> 1 punto
» 0,5 puntos
» 1,5 puntos

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola recta perpendicular ao plano & e pasando polo punto P.
» 0,25 puntos polo punto de interseccion da recta anterior con plano 7.
» 0,25 puntos polo calculo das coordenadas do punto simétrico.

b) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo estudo da posicion relativa das duas rectas.
» 1 punto pola ecuacion (vectorial, paramétrica ou implicita) do plano que contén a
unha recta e é paralelo & outra.

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola definicion de funcién continua nun punto.
» 0,25 puntos polo estudo da continuidade en x = 0.
» 0,25 puntos polo estudo da continuidade en x = 2.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0, 5 puntos pola obtencion do punto de inflexion.
» 0, 5 puntos pola obtencion da recta tanxente no punto de inflexién.

a) 1 punto

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo cambio de variable.

» 0,5 puntos pola descomposicién en fracciéns simples e o célculo das integrais que
resultan.

» 0,25 puntos por aplicar Barrow



Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon
CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
1)

a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto polo célculo dos rangos segundo os valores de m.
» 1 punto pola discusién do sistema.

b) 1 punto

2)
a) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,75 puntos pola definicién do produto vectorial de dous vectores.

» 0,75 puntos pola determinacion dos vectores pedidos.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos polo célculo de a.
» 1 punto pola distancia da recta ao plano

3)
a) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo calculo de c.
» 0,5 puntos polo célculo de a € b.
» 0,25 puntos pola asintota horizontal.

b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do calculo diferencial.
» 0,25 puntos pola xustificacion de que se pode aplicar o teorema do valor medio do
calculo diferencial & funcion dada e no intervalo dado.
» 0,25 puntos pola obtencién do punto ao que fai referencia o teorema.

4) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,25 puntos pola representacién da parabola.
» 0,5 puntos pola recta normal no punto pedido.
» 0,75 puntos pola formulaciéon do problema.
> 0,5 puntos polo célculo da integral definida.



Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

. a) 0,5 puntos
b) 1 punto
¢) 1,5 puntos

. a) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa da recta e o plano
» 0,5 puntos pola obtencién do punto de corte.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos pola determinacién do angulo que forman a recta e o plano.

» 1 punto polo plano que contén a recta e € perpendicular ao plano dado.

. a) 1 punto
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola expresion da funcién a minimizar
» 0,5 puntos pola determinacion do punto critico e xustificar que € minimo.

. a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola obtencion de f’(x)
» 0,5 puntos polal obtencién de f(x)

b) 1 punto



Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola determinacion dos rangos segundo os valores de m.
» 1 punto pola discusion do sistema.

b) 1 punto.

a) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa das rectas.
» 0,5 puntos polo calculo do punto de corte.
b) 0,75 puntos

c) 0,75 puntos

. a) 1 punto
b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do calculo diferencial.

» 0,5 puntos pola determinacion do punto

4. a) 1 punto
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do célculo integral.

» 0,5 puntos pola aplicacion do teorema fundamental do calculo integral.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

Exercicio 1:

a)|1 §=1¢0=>rang(A)22
m 1 3
1 m 2[=3m2+3m+2-3m-2m?—-3=m?-1;
1 m 3
Polo tanto:
Sem=1ou m= —1,entébn rang(4) = 2

Se m # +1 , entdn rang(4) = 3

b)A=A1eA?=]

m 1 3 m 1 3 mZ+4 - .
A2=1 m 2|1 m 2]|=
1 m 3 1 m 3

Como m?+4#1,vm

Podemos afirmar:

c) Por ser unha matriz simétrica de orde 2: X = (Z IC’)

Facendo o produto das matrices:

a b 1\ _/3 a+b=3
G )@= =055
E a condicién sobre o determinante:

—9 =det(3X) =9det(X) = det(X) = -1 = ac— b?= -1

Temos asi un sistema de tres ecuacions con tres incégnitas:

a+b=3 b=3-a

b+c=5 = <c=5-b = 2+a

ac— b%= -1 a+a)— B-a)t=-1 = a=1 :{?f;
Polo tanto:




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:
a) Vector normal ao plano 7: i, = (3,2,1)

Recta perpendicular a m pasando por P(—2,0,2):

x=—-2+321
ri|y = 22
z= 24+ 2

Calculamos o punto de interseccion de r con m:

3(-2+31)+ 41 +2+2-3=0 > 144-7=0 = A=1/2 = M=(-3,15)

Para obter as coordenadas do punto P’(x,y, z), simétrico de P(—2,0,2), basta ter en conta que
M é o punto medio do segmento que une P con P'. Polo tanto:

1 x-2
27 2
y+0 7
1= Z— = |P'(1,2,3
;

5 z+2

2° 2

b) Determinamos un punto e un vector director de cada unha das dlas rectas:

P =P(=202)€r; B = Ay =(321)

_—

[
P, =(030,-10)€s; vs =2 -1 —3|/=(@1-11)
1 0 -1
E como 4+36+30+24+2-90 = 0
- 2 30 -12
rang(B.P, b, ¥s) = rang (3 2 1 |=
1 -1 1

Polo tanto:

| As rectas r e s crizanse |

Sexa a o plano que contén a r e é paralelo a s. Entén, o punto P. = P(—2,0,2) € r € un punto
dea e =(3,21), ¥ = (1,—1,1) son dous vectores paralelos a dito plano. Polo tanto:

x+2 y z-2
a| 3 2 1 [=0 > -3x+2)+2y+5F—-2)=0 = [a:3x—2y —5z +16=0]
1 -1 1

Nota: Non se pedia ningun tipo de ecuacién do plano, polo que tamén valia a vectorial ou
paramétricas.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:
a) Una funcién f(x) dise continua nun punto x, se:

1) Existe e é finito lim,_,, f(x)
2) Existe f(xo)
3) O valor da funcion no punto coincide co limite anterior: f(xo) = limy_y, f(x)

Discontinuidade en x = 0:

. . (x+2)e—2)
lim,_ o+ f(x) = lim,_o+ "xi = +oo
Discontinuidade de salto infinito
. . (x+2)fe—2)
limy o~ f(x) = limy0- xx—gg; = —®
Discontinuidade en x = 2:
. . (x+2)ee—2>
lim,_,+ f(x) = lim,_,+ ————= = 2
* * 3 Discontinuidade evitable.
Evitase definindo f(2) = 2
) . (x+2)x—2)
lim,_,- f(x) = lim,_,- Xx— =2
b) f(x) = 2x3— 6x%2+1
f'(x) = 6x%— 12x
f"(x) =12x — 12 = No punto (1,-3), f(x) ten un punto de inflexion.
ff)=0eox=1
f"(x) =12

f'(1) = 6 = pendente da recta tanxente & grafica de f(x) no punto (1,-3). Polo tanto, a
ecuacion da recta tanxente no punto (1,-3) é:

y+ 3 = —6(x—1)

E dicir: [y = —6x + 3



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

2
. In (2x-1) . %=1 2 4
a) lim = lim - = — = |-
) =1 2 x -\ 1 ox __217( 3/2 3

Indeterminacién % , aplicamos L’Hépital.

/ Substitucion: e* =t = e*dx = dt

b)dex = fL
e2% 4+ 3eX 42 T otz 3t+2

Calculamos as raices do denominador e facemos a descomposicion en fracciéns simples:

A+ B=20
1 A B A+B)t+A+2B
-4, B @At > A=-1B=1
t2+ 3t+2 t+2 t+1 (t+2)(t+1)
A+ 2B=1
Entoén:
dt dt dt t+1
ft2+3t+2_ _ft+2 + ft+1 —l"|m| +C

Tendo en conta que e* =t e aplicando Barrow:

x

x 1
dx = [ln (e * 1)] =In(e +1) —In(e + 2) — In2 + In3 = In(3e + 3) — In(2e + 4)

fl e
0 e2X4 3eX+2 eX+2/1g

fl e* de = | <3e+3)
o XX+ 3e* 4+ 2 x_n2e+4




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B

Exercicio 1:
3 -1 -2 3 -1 -2 m+9
a) Matriz de coeficientes: C = (m 3 —1); matriz ampliada: C* = (m 3 -1 0 >
3 -1 5 3 -1 5 0
Calculamos o rango de C:

-2
= >
3 _1| 7+0 = rang(C) = 2

ICl= 45+2m+3+18—-3+5m= 63+7m
Polo tanto

Se m = -9, entdbn rang(C) = 2
Se m # -9, enton rang(C) =3

Calculamos o rango de C* para m = -9 (nos demais casos, o rango &€ 3 pois sempre
rang(C*) = rang(C) =3 e C* ten 3 filas). Pero para m = —9, todos os elementos da cuarta
columna de C* son 0, polo que podemos prescindir dela a efectos do rango e asi, neste caso,
temos que rang(C*) = rang(C) =2

Enton
m=-9 = rang(C*) = 2
m+# —9 = rang(C*) = 3

Discusién:

m=-9 = rang(C) = 2 =rang(C*) < nimero de incégnitas. Sistema compatible
indeterminado. Infinitas soluciéns.

m #= —9 = rang(C) = 3 = rang(C*) = nimero de incbgnitas. Sistema compatible
determinado. Solucién unica

b) [m = —9]

Tendo en conta o apartado anterior, estamos no caso dun sistema compatible indeterminado.
O sistema € equivalente a:

-y — 2z = —3x - -3y — 6z = —9% - z=0
3y — z =9% 3y — z =% y =3x

As infinitas soluciéns son:

I
T

AER

N < R
I
w
°L




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
Exercicio 2:

a) O produto vectorial de dous vectores i e ¥ é outro vector que se representa por i X ¥ e que
se obtén do seguinte modo:

1. Se i e ¥ son non nulos e non proporcionais, enton % X ¥ e o vector de
i. Modulo: || - |9] - sen(ir,v)
ii. Direccion: perpendicular ai e a v
iii. Sentido: cara arriba se (1, v) < 180° e cara abaixo se (i, v) > 180°
(tomando o angulo en sentido positivo, € dicir, contrario ao movemento das
agullas do reloxo).
2. Se u e v son linearmente dependentes, é dicir, se algin deles é 0 ou se tefien a mesma

direccion, enton i x ¥ = 0.

Os vectores pedidos seran:

W= UXV | W= — UXY
17 mxs’ 72 7 juxwl
Como
Tk
ixv= |2 2 o= (=220); |ixd=VE+4=2V2
11 -1
Enton:

V2 V2
w,=(-—,—,0
1=( ) )

V2 V2
W, =(—,——,0
2 (2 > )

b) A recta e o plano seran paralelos se o vector director da recta é perpendicular ao vector
normal ao plano:
rin e 9. =(26,—-4) L 1, =(5,a,4)
Polo tanto:
rinm © 10+6a—-16=0

Asi:

Como, para a = 1, a recta e o plano son paralelos, a distancia da recta ao plano é a distancia
dun punto da recta ao plano:
P.(0,2,2); i, =(514)

0+2+8-5 5

dnm = dbm) = e = U

Polo tanto:

5

5

d(r,m) =

42




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:
a) x= 1/, asintota vertical = [c=2

ax+b
2x-1

a(2x-1)- 2(ax+ b) _ 2ex— a—-2ax-2b —a-2b

(2x-1)2 - (2x-1)2 T (2x-1)2

fGo) = = f'(x) =

Como a recta y = 5x — 6 é tanxente & grafica de f(x) no punto correspondente a x = 1:
f)= -5 a+b=-1

L= L=
f'()=5 —a-2b=5 b=—4

Para estes valores de a, b € c, f(x) ten unha asintota horizontal:

3x—4
2x—-1

= 3/2 = ‘Asintota horizontal: y = 3/2|

limy 40

b) Teorema do valor medio do calculo diferencial: Se f(x) é unha funcién continua no intervalo
f)-f(a)

[a, b] e derivable en (a, b) entén existe polo menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = P

A funciéon dada é unha funcién racional e o denominador non se anula no intervalo [0,1]. Polo

tanto, é continua en [0,1] e derivable en (0,1) e podemos aplicar o teorema do valor medio do
célculo diferencial:

fO =3, f=1

1
f@= o0

- z = LY2 L2 4c42=0 > a=2-+2eO1)
(2c-1) 1-0 =2+ 2 ¢ (0,1)

Polo tanto, o punto que cumple a igualdade do teorema é:

c= 2—-+2



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

f)=-x* = f1)= -1

f'(x) = —2x = f'(1) = —2 = pendente da recta tanxente & gréfica de f(x) en (1,—1)
Enton, m = 1/2 = pendente da recta normal & grafica de f(x) no punto (1,—1)
Ecuacion da recta normal & grafica de f(x) no punto (1, —1):

1 1 3
y+ 1= 5(76-1)@ y = Ex_E

f'"(x)= =2 <0 = f(x) éconcava

)}:83 i 0_2 :; Ox =0 } = f(x) ten un maximo en (0,0) = (0,0) é o vértice da parabola

. Jparabola: (0,0)
Puntos de corte cos eixes: {recta normal: (3,0), (0, — 3/2)

Puntos de corte da parabola e a recta normal:

—x?=2x-3 5 2?4+ x-3=0 = {xlf _3/2} > (=3/2,-9/4); (1,-1)
2 2 x;=1
A
1 3
= —x — —
(3.0) 2
)
S el e = R o i1y (-9 _9) -
A_f—3/z( x 2x+z)dx—[ 3 4+2x]_3/2_ s 1t 2 (8 16 4)_
-4-3+18 _ 18-9-36 _ 11 | 27 _ 125
12 16 T 12 16 48
o 125
rea = o u




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

a) Dada unha matriz cadrada de orde n, chamase menor complementario do elemento a;;, ao
valor do determinante da matriz de orde n-1 que resulta de suprimir a fila i e a columna ;.
Represéntase por a;;.

Chamase adxunto do elemento a;; a: 4;; = (—=1)"*/a;;, é dicir é o menor complementario co
seu signo ou con signo cambiado, segundo que i + j sexa par ou impar.

b)A + Alnonteninversae |[A + M| =0

1+12 0 2
[A+ AUl=|1 142 0 |=0Q+D3=—40+D)= A+D[A+D)?-4]=
2 0 142
=1+DA%+21-3)= 1+DA-1DA+3)
Polo tanto
A= -3
A + Al nonteninversa & {Az -
A= 1

lpor b),3(A-2D71

C)AX—A=2X & (A-2DX=A & X= (A-2D"1-A

-1 0 2
A—21=(1 -1 0); A —2]|= -1+4=3

2 0 -1
1 1 2\ 1/3 0 2/3
(A—21)-1=§(0 -3 o) =<1/3 -1 2/3>
2 21 2/3 0 1/3
1/3 0 2/3\ /1 0 2 5/3 0 4/3
X = (1/3 -1 2/3)-(1 1 o>=(2/3 -1 4/3)
2/3 0 173/ \2 0 1 4/3 0 5/3

5/3 0 4/3
X = (2/3 -1 4/3)
4/3 0 5/3




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:

a) Determinamos un vector director da recta:

[ rE
=11 0o 1|=(101)
010
Determinamos un vector normal ao plano:
~ i 7k
i,=|2 -2 of = (=6,-60)
-1 1 3
Enton:

g T, =6 #0 = [rem cortanse nun punto|

O vector (1,1,0) ten a direcciéon de 7, e o punto P(2,1,4) € m. Asi, a ecuacion implicita do plano
weé:

x—2+y—-1=0>mx+y—-3=0

Para calcular o punto de corte, resolvemos o sistema formado polas ecuacions da recta e a do
plano:

x+y—3=0

x+z—-4=0 ES |Punt0 de corte: (O,3,4)|

y=3

b) Se a = angulo que forman = e r, enton:

|ﬁn'77r| - 6 1

[Brlliel — VZV72 2

sena = cos(90 —a) =

Chamemos g ao plano que contén a r e é perpendicular a . Os vectores #,. e 7, son polo
tanto vectores contidos no plano S

Como B contén a r, os puntos da recta son puntos de 8. Por exemplo,
(430)er = (430 €p

Como non se especifica ningun tipo de ecuacion do plano, podemos dar calquera, por exemplo
as paramétricas:

x=4—-214+u
y=3+ u
z= A




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

. ., 0 . A
a Indeterminacion -, aplicamos L’Hépital.
0
lim cosx — e~ ?¥—2x _<m —senx + 2e7%% — 2° lim —cosx—4e?* [ 5
%0 sen?x - x>0 2senxcosx - %0 3cos2x—2sen?x
b)

Lonxitudes das partes: x; 2x; 70 — 3x

Funcién a minimizar:

flx) = % [x2 + 4x% + (70 —3x)?] = % (14x% — 420x + 4900)

f'() = - (28x —420)

I _ _ﬁ_
f'x)=0 © x= Y =15

= (15,f(15)) minimo
fr@=2>0

Lonxitudes das partes: 15¢cm; 30cm; 25cm




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
a)
f'(x) € unha primitiva de f"(x), asi que calculamos a integral indefinida de f"(x):
J(4e?* — 2x)dx = 2% — x2 + C
Para determinar a constante € usamos que f’'(0) = pendente da recta x —y + 3 = 0. Polo tanto
1=f(0)=24+C=>C= -1

Enton, f'(x) = 2e?*— x> -1
Calculamos a integral indefinida de f'(x), posto que f(x) € unha primitiva de f'(x)
f(2e?* — x? — 1)dx = e?* — %s—x +K
E para determinar a constante K, usamos que f(x) pasa polo punto (0,1)
1=f0=1+K = K=0

Asi:

f) = e = —x

b)
[ xsen(2x + m)dx = —;icos(Zx +m) + f%cos(Zx +m)dx =— ;—Ccos(Zx +m) + %sen(Zx +m)+ C

u=x = du=dx
dv = sen(2x + m)dx =>v = — Cos(Zztm)

/2
foﬂ/z xsen(2x + m)dx = [— %cos(Zx +m) + %sen(Zx + n)]o =| -

EE]




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 1:
1 m m-—1 1 m m-—1 m
a) Matriz de coeficientes:C=(0 m—1 1 ),matriz ampliada:C*=(0 m—-1 1 0)
1 1 0 1 1 0 0
Calculamos o rango de C:
0 1| _
1 ol
ICl=m-m-1D*-1=-m?+3m—-2; |C|=0 ® m=1loum=2

-1 %0 = rang(C) = 2

Polo tanto:

Se m =1ou m = 2, enton rang(C) = 2
Sem ¢ {1,2}, enton rang(C) = 3

Calculamos o rango da matriz ampliada C*:

Sem ¢ {1,2}, entdn rang(C*) = 3 (sempre rang(C*) > rang(C))
m=1:

1 0 1
010
1 0 0
m=2:

1 1 2
010
1 0 0

-1 #0 = rang(C*) =3

-2 #0 = rang(C*) =3

Discusion:

m=1loum=2 = rang(C) =2 <3 = rang(C*). Sistema incompatible.
m & {1,2} = rang(C) = 3 = rang(C*) = n®incdgnitas. Sistema compatible determinado.

b)

Para m = 3, estamos no caso dun sistema compatible determinado e polo tanto ten solucion
Unica. Calculamos a solucion utilizando a regra de Cramer:

3 3 2 13 2 13 3
021 00 1 ; 02 0
o1 o 3 _lioool_ 3 _li1ol_
X=T 3 2°2 Y132 2 T3 2 =3

02 1 02 1 02 1
110 110 110

3

=3

2

N <

([l

W
N w




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 2:

a) Determinamos un vector director e un punto de cada unha das rectas:

-

—2]=(-351)
-5 Coordenadas non proporcionais. Polo
tanto, as rectas cortanse ou crizanse

Para saber se se cortan ou se cruzan, estudiamos o rang(#,., s, P.B;), polo anterior xa
sabemos que rang (¥, U5, B.P) = 2

j
P.(4,1,0); B, = 1
1

O =~

P(1,2,5); B = (1,-2,0)

-3 1 -3
5 -2 1|=30+1-6-25=0 = rang(#,¥,BPB)=2
1 0 5

As rectas cortanse

Para calcular o punto de corte, sustituimos a x, y e z das ecuaciéns de s nas ecuacions de r:

1+ A+2-21-10-5=0 => A=-12
2-21-25-1=0 => A=-12

E substituindo nas ecuacions de s, obtemos as coordenadas do punto de corte

|Punt0 de corte: (—11,26,5)|

b) Como o plano contén &s rectas, 9, e ¥; son dous vectores contidos no plano e polo tanto,
%, X ¥y € un vector normal ao plano. Ademais, calquera punto das rectas tamén pertence ao
plano, por exemplo P.(4,1,0)

~i

=(2,1,1)

(=R )

s ]
Up X Vs = (-3 5
1 -2

Ecuacion implicita:

20—4)+ (y—-1D)+2z=0 = [2x+y+z—9=0

c)

a(Q.s) = Pl —

[s]

«|g
o

I

POxb=|0 -1 —1|=(-2-11)



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exerciclo 3: Para que f(x) sexa continuaen x =1

a) limx—>1_ f(x) =m
= m=a+b+1
limy_+ f(x) =a+b+1=f(1)

' _(m se x <1
1@ = {Zax+b se x>1

Ento6n, debe cumprirse:

m= a+b+1 <«— Para que f(x) sexa derivable en x = 1
m=2a+b

6a+b=0 «—— (f'(3)= 6a+b,f'(3) =0, por ter un extremo relativo en x = 3.)

Resolvendo este sistema obtense:

[m=-4,a=1 b= —6|

b) Teorema do valor medio do célculo diferencial: Se f(x) & continua no intervalo [a,b] e
derivable en (a, b), enton existe algun punto ¢ € (a, b) tal que

PANOENG

€ dicir, a tanxente & grafica de f(x), no punto x = ¢, € paralela ao segmento que une os puntos

(a.f(@), (b, f ().

Para os valores dados, a funcién é derivable en R (en (—,1) e (1,) é polinémica e para
eses valores xa vimos que era derivable en x = 1) e ademais

_ (—4x se x <1 , _ (-4 sex<1
f(x)_{x2—6x+1 se x>1 f(x)_{Zx—6 sex>1

Temos que encontrar un ¢ € (0,5) tal que f'(c) coincida coa pendente do segmento que une 0s
puntos (0,0), (5, —4), € dicir:

"e)y= —20_ _% —6 = 2 = 2%
f'(c) = = % 2c— 6 = 5:>2C—5



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:

1
e =t :dx:;dt

a)
2 2 1
f3+3€xdx=§f1+exdx= t(m) /z—f dt——fmdt——ln|t|——ln|1+t|+C—
B (A+B)t+4 A=1
t(t+1) =ttiy1T TwerD :>{B=—1

= 2x—In(1+eM]+ C

ef=t >x=Int

e aplicando a regra de Barrow:

fol 2_dx = g[x—ln(1+e")]é = g[l—ln(1+e)+ln2]

3+3e*

2e
1+e

2
Solucion: 3 In

b) Teorema fundamental do calculo integral: Se f(x) & continua en [a,b], entdén a funcion
F(x) = f;f(t)dt é derivable e ademais F'(x) = f(x),Vx € (a,b).

Indeterminacion % aplicamos L’Hépital

F(x) im F'l(x) | 2 _
3

= lim———— =
x-0 X x-0 1 x-03 + 3e*¥



PAU Codigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder sé aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

—y

. Dadosoplano m:x+y—-z—1=0 e arectar:{

OPCION A

1 1
. Dadas as matrices A = (—1), B = <1> sexan B! a matriz trasposta de B e I a matriz identidade de

0 1

orde 3.
a) Estuda, segundo os valores do pardmetro 4, o rango de AB' + A1.
b) Calcula a matriz X que verifica: AB'X — X = 2B.

3x+y+z—-6=0

2x+y — 2=0

a) Estuda a posicion relativa de r e . Calcula a distancia de r amw.

b) Calcula a ecuacion xeral ou implicita do plano que contén a r e é perpendicular a 7.

a) Enuncia o teorema de Bolzano. ¢Ten a ecuacion x* + 2x — 2 = 0 algunha solucién no intervalo
(0,1)? ¢ Ten esta ecuacién mais dunha solucion real?
ax?+ bx +1-e?*

b) Calcula os valores de a e b para que lim,_,, ey L

. a) Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento e os intervalos de concavidade e convexidade

da funcion f(x) = x3 — 4x? + 4x.

b) Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola gréfica de f(x) = x® — 4x? + 4x e a bisectriz do
primeiro cadrante. (Nota: para o debuxo da grafica de f(x), é suficiente utilizar o apartado anterior
e calcular os puntos de corte cos eixes).

OPCION B

. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

x+my + z =2

mx — y + z =0

2x — y +2z=1

b) Resolve, se é posible, o sistema anterior para o caso m = 1.

a) Calcula as ecuacions paramétricas da recta r que pasa pola orixe de coordenadas e é
perpendicular ao plano m determinado polos puntos A(1,0,2), B(2,1,3) e C(3,0,0).

b) Calcula os posibles valores de a para que o punto P(a,a,a) equidiste da recta r e do plano m do
apartado anterior.

C
. Nunha circunferencia de centro O e radio 10 cm. trazase un diametro AB e unha
corda CD perpendicular a ese didmetro. ;A que distancia do centro O da A B
circunferencia debe estar a corda CD, para que a diferencia entre as areas dos
triangulos ADC e BCD sexa méaxima?
D

a) Enuncia o teorema de Rolle. Determina o valor de a para que sexa aplicable o teorema de Rolle &
funcion f(x) = x® + ax — 1, no intervalo [0,1]. Para este valor de a, calcula un punto c € (0,1) no
que a recta tanxente & gréafica de f(x) sexa paralela ao eixe OX.

b) Calcula J’ R

2



C 1 U G PAU Codigo: 26
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2013

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder sé aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2puntos, exercicio 4= 2puntos)

OPCION A
1. a) Sexa M unha matriz cadrada de orde 2 tal que M? = 4M. Determina a matriz X que verifica a
ecuacion matricial (M — 21)%X = I, sendo I a matriz identidade de orde 2.

b) Determina todas as matrices B da forma y) que verifiquen B? = 4B. Se algunha é

X
(y x
inversible, calcula a sta inversa.

c) ¢Cando un sistema de ecuacions lineais se di homoxéneo?;Pode ser incompatible un sistema

de ecuacions lineais homoxéneo? Xustifica a resposta.

_ _ x=2+1

2. Dadasasrectasr:{x 2y+z+1_ 0 S:qy =342t
2y—z—2=0

z=2+72t

a) Estuda a posicion relativa de r e s. Se se cortan, calcula o punto de corte. Se determinan un plano,
calcula a ecuacion xeral ou implicita dese plano.
b) Estuda a posicion relativa de r e o plano w: 4x — 4y + 2z + 7 = 0. Calcula a distancia de r a 7.

e?*+1
xe*

b) Se f(x) é unha funcién continua no intervalo [1,4] tal que flzf(x)dx =2 e fff(x)dx = —4

3. a) Calcula: lim,_,

)

¢cal é o valor de f; 5f(x)dx? Enuncia as propiedades da integral definida que utilices.

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola grafica da parabola f(x) = —x2 + 9x, e as rectas
y = 20; x —y + 15 = 0. (Nota: para o debuxo da gréfica da parabola, indicar os puntos de corte cos
eixes, o vértice da parabola e a concavidade ou convexidade).

OPCION B
m 0 1
1. Dada amatriz A = (0 -1 0>
1 0 m
a) Calcula, segundo os valores de m, o rango de A.
b) ¢ Coincide A coa sla inversa para algin valor de m? Param = 0, calcula A®°
c) Se m = 2 e A é a matriz de coeficientes dun sistema de tres ecuacions lineais con tres
incognitas, ¢podemos afirmar que o sistema ten solucién Unica? Xustifica a resposta
x=34+31+u
2. a) Dado o plano a: [y = =31+ u calcula as ecuacions en forma continua da recta r que pasa
z=34+ A—ypu

polo punto P(2,—3,—4) e é perpendicular ao plano a. Calcula o punto de corte de r con a.
b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que pasa polos puntos P(2,—3,—3) e Q(3,—2,—4)
e é perpendicular ao plano a.
c¢) Calcula as ecuacions paramétricas da recta interseccion do plano B:5x —4y +z—19 =0 co
plano a

3. Calcula o dominio, as asintotas, os intervalos de crecemento e decrecemento e os maximos e
2x+1
ex?

minimos de f(x) =

4. a) Define primitiva dunha funcién e enuncia a regra de Barrow.
3
b) Calcula [>X*2qx

2 x2-1




1)

2)

3)

4)

Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon
CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

> 0,5 puntos pola obtenciéon AB' + Al
> 1 punto pola obtencion do rango de AB' + Al, segundo os valores de A.

b) 1,5 puntos

a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa da recta e o plano.
» 1 punto pola distancia da recta ao plano.

b) 1 punto

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.

» 0,25 puntos por xustificar que a ecuacion ten unha solucién no intervalo (0,1).

» 0,25 puntos por xustificar que a ecuacion ten solucién unica no intervalo (0,1).
b) 1 punto, distribuido en:

» 0, 5 pola obtencion de b.

» 0, 5 pola obtencion de a.

a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola determinacién dos intervalos de crecemento e decrecemento.

» 0,5 puntos pola determinacién dos intervalos de concavidade e convexidade

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo debuxo da rexion.
» 0,5 pola formulacién do problema.
» 0,25 puntos polo célculo da area



Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
1. a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencién dos valores de m que anulan o determinante da matriz de
coeficientes

» 1,5 puntos pola discusién do sistema (0,5 puntos pola discusion no caso m=-1/2;
0,5 puntos pola discusion no caso m=1; 0,5 puntos pola discusién no caso m#-

1/2,1)
b) 1 punto
2. a) 1 punto

b) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola distancia do punto ao plano
» 1 punto pola distancia do punto a recta

» 0,5 puntos pola obtencion dos valores de a.

3. 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obter a expresion correspondente & diferencia das areas en funcion
de dulas variables

» 0,5 puntos pola relacion entre as duas variables na funcién anterior e expresar a
funcién a maximizar en funcién dunha variable.

» 0,5 puntos pola obtencion da derivada da funcién a maximizar

» 0,5 puntos pola obtencién do valor que maximiza a diferencia das areas

4. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 polo enunciado do teorema de Rolle
» 0,25 puntos pola determinacion do valor de a.
» 0,25 puntos pola determinacién do valor de c.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola division do numerador entre o denominador e o célculo das raices
do denominador.

> 0,5 puntos polas integrais que resultan.



Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1. a) 0,5 puntos, pola obtencién da matriz X
b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola obtencién das matrices B que verifican a relacién dada.
» 0,5 puntos polo célculo da inversa
c) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de sistema de ecuacions lineais homoxéneo

» 0,5 puntos por xustificar que todo sistema homoxéneo é compatible.

2. a) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos pola posicion relativa das rectas
» 0,5 puntos pola obtencién do punto de corte.
» 0,5 puntos pola ecuacion implicita do plano.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos pola posicion relativa da recta e o plano.

» 1 punto polo célculo da distancia da recta ao plano.
3. a) 1 punto

b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.

» 0,5 puntos polo enunciado das propiedades da integral definida.
4. 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola representacion da parabola

» 1 punto pola formulacién do problema

» 0,5 puntos polo calculo da area



Criterios de Avaliaciéon / Correcciéon
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

1. a)1 punto
b) 1 punto, distribuido en:
> 0,5 puntos pola obtencién do valor de m parao cal A= A"
> 0,5 puntos polo célculo de A%,

c) 1 punto, pola xustificacion da unicidade da solucién.

2. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola obtencién das ecuacions, en forma continua, da recta r.
» 0,5 puntos polo célculo do punto de corte da recta e o plano.
b) 1 punto

c) 1 punto

3. 2 puntos, distribuidos en:

» 0,25 puntos polo dominio.
» 0,5 puntos polas asintotas.
» 1 punto polos intervalos de crecemento e decrecemento.

» 0,25 puntos polos maximos e minimos.

4. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de primitiva dunha funcién.
» 0,5 puntos polo enunciado da regra de Barrow.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola divisidbn do numerador entre o denominador e a descomposicion en
suma de fraccions simples.

» 0,5 puntos polo calcula das integrais que resultan.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

Exercicio 1:

1 1 0 0 1+21 1 1
a)AB*+ Al=(-1]-1 1 1D+ 1|0 1 0]= -1 -1+1 -1

0 0 0 1 0 0 A
det(AB* + AD) = 2(A*— 1+ 1)= 23
Polo tanto, det(AB*+ A)=0 & 1=0
Se 1 =0, entén

1 1 1><\ Filas proporcionais e

—

AB' + Al = <—1 -1 -1

0 0 0/ «—— fila de ceros

Temos asi que:

rang(ABt + AI) = <2 zza f 8

3(ABt — )~ pois paraA=-1, rang(AB* — 1) =3
b) AB'X-X=2B & (AB'*— DX =2B © X =2(ABt- )"'B
Calculamos (ABt — 1)71:

0o 1 1
AB*—I=(-1 -2 -1} det(AB*'- D= -1
0 0 -1

1 2 -1 0\* -2 -1 -1
AB* = D'= —————(Ad(AB* - D;D'=—-|1 0 0] =( 1 o0 1
det(ABt — ) 1 -1 1 0 0 -1

Polo tanto:

-2 -1 -1 1 -8
X=2( 1 0 1]-11); X= 4
0 0 -1 1 -2

Doutra forma:

1 1 1 a a 2 b+c=2 a=-8
ABtX—X=ZB=>(—1 -1 —1>-<b>—(b>=<2):{a—2b—c=2] >4|b =
0o 0 0 c c 2 —c= c= =2




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a) Resolvemos o sistema de ecuacions lineais determinado polas ecuacions da recta e do
plano

) {3x+y+z—6=0
"lx+y - 2=0
mx+y—z—1=0
Discutimos o sistema formado polas tres ecuacions.
31 1 3 1 1 6
Matriz de coeficientes: C= (2 1 0 ); matrizampliada: C* = | 2 1 0 2
1 1 -1 1 1 -1 1

O rango de C é como minimo 2 xa que os planos que determinan a recta son secantes; e dado
que

[Cl=-3+2-1+2=0
Podemos concluir que rang(C) = 2. Por outra parte

[C*|=3+12+2-6-6—-2=3 #0 = rang(C*) =3
Polo tanto:
rang(C) =2 # 3 =rang(C*). O sistema é incompatible e temos que

r e T son paralelos

Como a recta e o plano son paralelos, para calcular a distancia de r a 7, calculamos a distancia
dun punto arbitrario de r ao plano m:
se tomamos como punto de r: P.(1,0,3), entén

d(r,m) =d(B.,m) = 1/1%_:1' = ‘/3—5; |d(r, ) = V3 unidades

b) Calculamos o vector director da recta r:

.

B = =(-1,2,1)

N W o~
=R~y
=]

Un punto do plano: P.(1,0,3)
Elementos que determinan o plano pedido: | Dous vectores contidos no plano:

B =(-121De fi,=11,-1)
entén, a ecuacion xeral do plano sera:

x—1 y z-3
=0 = [x+z-4=0]

-1 2 1
1 1 -1




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) Teorema de Bolzano: Se f(x) é continua en [a,b] e toma valores de distinto signo nos
extremos do intervalo, é dicir f(a) - f(b) < 0, entdbn existe polo menos un punto c € (a, b) tal
que f(c) = 0.

Consideremos a funcion real de variable real f(x) = x3 + 2x — 2

f(x) é continua en [0,1] xa que é continua

en R por ser unha funcién polinémica. Jc¢ €(0,1) talque f(c)=0
F(0)= —2<0 :‘\
f)=1>0 teorema de Bolzano

Polo tanto, |a ecuacion x3 + 2x — 2 = 0, ten unha solucién real no intervalo € (O,1).|

Se f(x) tivese duas raices reais c; e ¢, entén

f(x) continua en [cy, c;] e derivable en teorema de Rolle
(¢4, ¢c3) por ser continua e derivable en R = 3de(¢,c) talque f'(d)=0
flc) = 0= f(cy) (a funcién derivada teria unha raiz real)

pero a funcion derivada, f'(x) = 3x% + 2, non ten raices reais. Polo tanto:

|x3 + 2x — 2 = 0, ten unha Gnica solucion real e esa soluciéon esta no intervalo (0,1).|

ax?+ bx + 1-e?* 2ax+ b —2e%* b-2

b) lim,_,, 2 x*1-¢” :\um,ﬁo— ===

sen(x?2) 2xcos(x?)

. .. 0 . WAL
Indeterminacion e aplicamos L’Hépital.

Para que este limite sexa finito, ten que ser [b = 2|.
Tomando b = 2, resulta

2ax + 2 —2e%* 2a — 4e?* 2a—4

hmx%o 2xcos(x?) iy hmxao 2xcos(x2)—4x2sen(x?) 2
. ., 0 . rA
Indeterminacion 3 aplicamos L’Hopital.
Entén

2a—4=1 >la=3




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:
a) f(x) =x%—4x? +4x

f'(x)= 3x?>— 8x+4 2
Fl)=0 © 3x2— 8x+4=0; x=2LV218 “:‘HS<
2/3

(-,2/3) | (2/3.2) (2, )
Crecente nos intervalos (—«,2/3) e (2, =)

() >0 <0 >0 Decrecente no intervalo (2/3,2)

f(x) | Crecente | Decrecente | Crecente

') =6x—8 f'(x)=0 &x=4/3

(—00,4/3) (4/3,)
Céncava en (—=,4/3)
') <0 >0 Convexa en (4/3,«)
fx) Céncava Convexa

b) x(x?— 4x+4) =0 & x(x—2)2=0.
Os puntos de corte de f(x) cos eixes son: (0,0) e (2,0)
x3—4x?+ 4x=x > x(x*— 4x+3)=0
x=0; x= 161z —3
’ 2 T—1
Os puntos de corte de f(x) e a bisectriz y = x son: (0,0); (1,1) e (3,3)
Con estes puntos de corte e os resultados do apartado a), podemos debuxar a rexion limitada
polas graficas de f(x) e a bisectrizy = x

No intervalo (0,1), a gréfica de
f(x) esta por riba da grafica de
bixectriz

No intervalo (1,3), a gréfica da
bisectriz esta por riba da grafica

de f(x).

/Ay

>
>

1 2 3
A=A+ A, = fol(x3— 4x% + 4x —x) dx + ff(x —x%+ 4x? — 4x)dx =
4 1 4 3
— x__3x3+3x2] +[_x_+ix3_§x2] :l_i+3_2+36_2+ l_i+3
4 3 2 0 4 3 2 1 4 3 2 4 2 4 3 2
37
A= —u?

12




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 1:
1 m 1 1 m 1 2
a) Matriz de coeficientes: C = (m -1 1); matrizampliada: C*=|{m -1 1 0
2 -1 2 2 -1 2 1
Calculamos o rango de C:
-1 1 _ _
|_1 2| =—-1#0 = rang(C) = 2
ICl= —2-m+2m+2+1-2m?= —2m? + m+1
2 4 _ 1+V1+8 1
2m? - m-1=0 & m=-"="2 <1/2
Polo tanto
Sem=1oum= — 1/2,entdn rang(C) = 2
Sem#1lem # — 1/2,entdbn rang(C) =3
Calculamos o rango de C* param =1 e para m = — 1/2; ( nos demais casos, o rango é 3,

pois sempre rang(C*) = rang(C) e C* ten 3 filas).

1 1 2
m=1 = |-1 1 0/=0;
-1 2 1
-1/2 1 2
m=-—1/2 :‘ -1 1 0|=—-1/2—4+424+41=—-3/2 #0;
-1 21
Entén

m=1 =rang(C*) = 2
m=#1 =rang(C*) = 3

Discusion:

m=-1/2 = rang(C) = 2 # 3 =rang(C*). Sistema incompatible. Non ten solucion
m=1 = rang(C) = 2 =rang(C*) < nimero de incégnitas. Sistema compatible
indeterminado. Infinitas soluciéns.

m# —1/2em=+1 = rang(C) = 3 =rang(C*) < numero de incdgnitas.

Sistema compatible determinado. Solucién unica

b)
Tendo en conta o apartado anterior, estamos no caso dun sistema compatible indeterminado.
O sistema é equivalente a:

—-y+ z= —x 4. _
—y + 2z :1—2x}:>z—1 xy=1

As infinitas soluciéns son:

N R
|
~
m
=




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a) Os vectores AB = 11 e AC = (2,0,—2) son linealmente independentes e estan contidos
no plano r. Polo tanto, o vector AB x AC ten a direccion da recta r:

=(-24,-2)

(= ]
N = X

E podemos tomar como ¥, = (1,—2,1). Tendo en conta que a recta pasa pola orixe de
coordenadas, as sUas ecuacidons paramétricas seran:

X =
r:{y:

zZ =

A
=22
A

b) Tendo en conta que un punto da recta é P.(0,0,0), a distancia do punto P(a,a,a) & recta r

ven dada por:

Ik o

- a a a

d(P,r) = PP xor] _ Wy —p 4lll _ 1Gao0-3a)ll _ visa? _
’ [l Ve V6 V6

lalv3

O plano m pasa polo punto A(1,0,2) e os vectores 4B = 111 e AC = (2,0,—2) son dous

vectores contidos no plano, polo tanto a stia ecuacion xeral é:

1y z-2
1 1
0 -2

x
=0>mx—-2y+z-3=0

1
2

e a distancia do punto P(a, a, a) ao plano « é:

_ la—2at+a-3| _ 3 _ @
d(P,m) = Vita+ti V6 2
Polo tanto,

d(P,r) = d(P,m) & |alv3 = “2—3 o |+a

~ |




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

Triangulo ADC:
Base: 2y Area = y(10 + x)
Altura: 10 + x Diferencia de areas:

Triangulo BCD: A —A4; =y(10+x) — y(10 —x) = 2xy
Base: 2y Area = y(10 — x)
Altura: 10 — x

O teorema de Pitagoras proporciénanos unha relacién entre x e y :

y = V102 —x2

Polo tanto, a funcion a maximizar que nos proporciona a diferencia de areas é:
f(x) = 2xV100 — x2

Calculamos os valores que anulan a primeira derivada

f'(x) = 2100 — x% — =0 2(100 —x?) = 2x? ©x? =500 x = +5V2

2x% . L
T [ )

Comprobamos que x = 5v2 corresponde a un maximo:

4xVT00= 224 25
) = 2x [to0—x2 . f"(5\/§) _ 10V2 200 +100 - _8<0

T Vioo-xZ 100— x2 ’ -

5vV2 50

Solucion: 5V2 cm.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

a) Teorema de Rolle: Se f(x) é continua en [a, b] e derivable en (a,b) e ademais f(a) = f(b),
enton existe polo menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(¢) = 0.

f(x) = x®+ ax—1 é continua e derivable en R, xa que & unha funcién polinémica. Polo tanto,
é continua en [0,1] e derivable en (0,1). Para aplicar Rolle neste intervalo, debemos impofierlle
a condicién £(0) = f(1)

fO=f1) =>la=-1

Un punto do intervalo (0,1) no que a recta tanxente é paralela ao eixe OX, sera un punto do
intervalo no que se anule a primeira derivada (a existencia dese punto esta garantida polo
teorema de Rolle)

fx)=x3-—x-1

o) =3x% - 1;
f'x)=0 & x =+ \/?g’ pero x = — ‘/3—5 non é un punto do intervalo (0,1). Polo tanto:
V3
A

b) Como o grao do polinomio do numerador é maior que o grao do polinomio do denominador,
facemos a division:

x3+3 x+3

=x+1+
X

x2-x —x
Como x? — x = x(x — 1), facemos a descomposicion en fraccions simples

x+3

x2-x

A(x-1)+ Bx
x(x—1)

= A=-3B =4

RIx

B
+ — =
x-1

Entén:

x*+ 3 3 4 1,
f > dx:f(x+ 1- -+ )dxz—x + x —3ln|x| + 4ln|x—1] +C
x4 —x x x—1 2

1
Solucién: Exz + x —3n|x| + 4ln|x—1| +C




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

a)(M—2D?X=1 & (M>?—4M+4DX=1 = 4X=1 > |X

(5" 1)

M2 = 4M
2 2

0 DG DG D e (1 22 Y)
2xy = 4y } = y2x—4)=0 = y=0oux=2
x% +y? =4x
Sey=0:
x?=4x > x=0 oux =4
Sex =2
yi=4> y=42

Polo tanto, as matrices que cumpren as propiedades do exercicio son:

o G o) G 3 (G )

Destas matrices, a Unica que ten determinante distinto de cero, e polo tanto inversa, € a matriz

4 0 , . . .
(0 4). A sUa inversa é a matriz

(1/4 0 )
0 1/4)
c) Un sistema de ecuacions lineais dise homoxéneo cando os termos independentes son todos
cero. Polo tanto, nun sistema lineal homoxéneo sempre o rango da matriz de coeficientes
coincide co rango da matriz ampliada, xa que ao ser os termos independentes nulos a columna

que se engade non inflie a efectos do célculo do rango. Polo tanto un sistema de ecuaciéns
lineais homoxéneo é sempre compatible.




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:
a) Determinamos os vectores directores das dlas rectas:

7 = (1,2,2).
Como os vectores directoras das rectas non son paralelos,
T 7k ) ]
=01 -2 1/=00,12) as rectas cortanse ou crizanse.
0 2 -1

Vemos que se cortan, calculando o punto de corte. Para iso, substituimos as expresions de x, y
e z de s nas ecuacions de r:

24t—-6—4t+2+2t+1=0 => t= -1
6+4t—2-2t-2=0 > t= -1

as duas ecuacions son compatibles e polo tanto as dlas rectas tefien un punto comin, que se
obtén facendo t = —1 nas ecuacions de s:

[Punto de corte: (1,1,0)]

Como as rectas se cortan, determinan un plano a. Elementos que determinan o plano a:
» O punto (1,1,0)

= (=2,2,—1) que é un vector normal ao plano a

NN R

[4
» O vector ¥, x ¥s = |o
1

N =~y

e a ecuacion implicita do plano « sera:
2(x-D+2y-1)—z=0

é dicir

[a:2x -2y +2z=0]

b) vector normal ao plano : 71, = (4,—4,2). Enton
My ¥, =0=17,; L =remnson paralelos
Un punto da recta r é o punto de corte calculado antes: B.(1,1,0). Polo tanto:

[4—4+7 7
wm = e e w6

Doutro modo:

a:2x—2y+z=0 } Os planos a e m son paralelos e como a recta r esta contida no
m4x —4y+2z+7 =07 plano a, entdn arecta r € paralela ao plano m: 2x — 2y + z +§ =0

Polo tanto:
17/2] 7
d(r,m) =d(a,n) = ——= —
(r,m) (e, ) 4+4+1 6
Asi:

7
d(r,m) = 3




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

a) Indeterminacion 2 , aplicamos L’Hopital.
. e?X+1 2e%% .
limy oo ——— = liMy 00— 1mx_,m = lim, e 2e* = oo

Slmpllflcamos

b)
[l f@dx + [ fGdx = [!f(x)dx (Propiedade 1)
['5f()dx = 5[ f(x)dx  (Propiedade 2)
Polo tanto
Iy sfdx 5 5[} feodx = 5[ Fodx — [ fxdx| = 5(-4 -2)= =30
\Propiedade 2 N Propiedade 1
Asi:

Z
JSf(x)dx = —-30
2

Propiedade 1 (Aditividade respecto ao intervalo de integracion): Se a < b < c e f(x) é continua
en [a,c] entdn

b c c
d dx = d
[ reoax + [ rewax = | reod
Propiedade 2: Se f(x) é continua en [a, b] enton

fab cf(x)dx = cf;f(x)dx para calquera c € R.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 4:
Puntos de corte cos eixes: (0,0), (9,0)
Parabola: y = —x2 + 9x = x(—x+9) = { Vértice: (%/,, 81/,)
Concava (o coeficiente de x? é negativo)

Puntos de corte da parabola coas rectas:

x=4
—x?24+9x=20 = x*?—9x+20=0 = { ou Puntos de corte: (4,20), (5,20)

x=5
x=3
—x?+9x=x+15 = x2-8x+15=0 = ou Puntos de corte: (3,18), (5,20)
x=5
A y=x+15
y =20
0 3 g >

5

A=A+ Ay = [[(~x? + 9x — x — 15)dx + [[(20 - x — 15)dx = [- = 42—15]4 [sx-2] -
=44 2= (=x X=X ddx + [, x x=[-7+ 4x x3+x24—

~Z 4+ 64—-60+9-36-45+25-2>—20+8 =~

7
A= u?
6'Ll.




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B
Exercicio 1:
a) |‘1) _3| =1#0 = rang(4) =2
m 0 1

0 -1 0
1 0 m

=-m?+1; -m?+1=0 @ m= +1

Polo tanto

e m=+1 = rang(4) = 2
e m # 1 =rang(4d) = 3

b) A= A le A2 =]

m 0 1 m 0 1 m?2+1 0 2m
A% = <0 -1 O)'(O -1 0]= 0 1 0
1 0 m 1 0 m 2m 0 m?+1

Polo tanto
A=A1Toem=0

Se m = 0, acabamos de obter que A% = I, entén

[Aso = (42)30 = [30 =I|

¢) Vimos no apartado a) que se m = 2, entén rang(4) = 3

Como o rango da matriz ampliada &€ maior ou igual que o rango da matriz de coeficientes e
tampouco pode ser maior que 3, pois ten 3 filas, estamos nun caso de

Rang(matriz de coeficientes) = rang(matriz ampliada) = nimero de incognitas

Polo tanto, é un sistema compatible determinado con solucién Gnica.



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 2:

a) Como a recta é perpendicular ao plano, entén o vector director da recta € perpendicular ao
plano:

i 7k
% =7,=1[3 -3 1|=(246) . Tomamos como vector director: (1,2,3)
1 1 -1

Entén as ecuacions da recta en forma continua son:

x—2 y+3 z+4
1~ 2 ~ 3

T

Para calcular o punto de corte da recta e o plano, consideramos as ecuaciéons paramétricas da
recta

x= 2+ 2
ri{y =-3+21 = Punto xenérico Q(2 + A, —3 +24,—4 +32)
z=-4+31

Calculamos a ecuacion xeral do plano (7, = (1,2,3) e un punto do plano é (3,0,3))
a:x—34+2y+3(z-3)=0 = a:x+2y+3z-12=0

Impofiemos a condiciébn de que Q e &

24 A—-6+4+41-12491-12=0 = A=2

Polo tanto, o punto de corte sera:

b) Os vectores PQ = (1,1,—1) e 7, = (1,2,3) son dous vectores contidos no plano B pedido.
Polo tanto,

f—

g = PQ X7, = —1|=(5-41) é un vector perpendicular ao plano
3

e a ecuacion xeral do plano 8 sera:

-
N Py

5(x—2)—4(y+3)+ z+3=0 = [B:5x—4y+z—-19=0]

c) Basta resolver o sistema de ecuacions lineais dadas polas ecuacions xerais de a e f8
x+2y+3z—-12=0
5x—4y+2z-19=0

Como |é _i| = —14 *# 0, o sistema anterior é equivalente ao seguinte:
x+2y=12-3z
12-3z 2| |1 12—32|
= oy = 19—z -4l _ 43 _ : y= 5 19—z:ﬂ_z;
-14 7 -14 14

5x—4y =19 — z
e as ecuacions paramétricas da recta interseccion son:

(xzﬁ— A
7
54 41 ; A1€R




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

fe =27

O denominador non se anula nunca, polo tanto

Dom(f) = R| e [Non existen asintotas verticais|

, 2241 _
Myt 7 = iMysie s—7 =

7 7
\ xeX

Polo tanto

Indeterminacion. Aplicamos L’Hopital

|Asintota horizontal: y = 0. Non ten asintota oblicua|

Estudo da derivada:

2e%°— (2x+1)2xe"2 _ —4x?-2x+2

(@) B
2 +V3¥32 -1
F)=0 o a2+ 2x-2=0 5x= 2EEE_—7 1,

Como e** > 0, 0 signo de f'(x) determinao o numerador. Temos polo tanto que

flx) =

ex?

(—w,—1) | -11/2) | (1/2,)

f'(x) <0 >0 <0 Crecente en: (—1,1/2)

f(x)| Decrecente | Crecente | Decrecente Decrecente en: (—o,—1) e (1/2,0)

En x = —1, a funcién pasa de decrecente a crecente e en x = 1/2 pasa de crecente a
decrecente. Polo tanto:

Minimo: (—1,—1/e)
Maximo: (1/2, Z/e%)




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
a) Unha funcion F(x) dise que € unha primitiva de f(x) se F'(x) = f(x)

Regra de Barrow: Se f(x) é continua en [a, b] e G(x) é unha primitiva de f(x) en [a, b], entén

b
[ reax =6 - 6@

b) Como o grao do polinomio do numerador é maior que o grao do polinomio do denominador,
facemos a division:

x3+ 2 x+2
x2-1 x2-1

Como x% — 1= (x+ 1)(x — 1), facemos a descomposicion en fraccions simples

x+2 _ A | B _ Ax-D+B(x+1) _ (A+B)x-A+B A+B=1 _ 1/ .n_3
prr il D) (x-1)  (x+1)(x-1) = {_A.Hg =2 }ﬁ A= /Z'B - /2

Enton:
fx3+2d_f( +x+2)d_12 1fdx +3fdx_
21T\ T e )T T w1 T2 x—1 T
2 1 3
= -x —Eln|x+1|+gln|x—1|+C

e aplicando a regra de Barrow:

3x3+2 ;1o 1 3 3 9 3 1 _
J; —— dx = [Ex - Shlx+1+ 3 lnlx—ll]z— S -2+ Sn2—(2-3n3) =

1 1 1
=3 + Elnz + Eln3

Solucié 1+1l6
olucién: 7 + Sln




PAU Cdodigo: 26

XUNO 2012

MATEMATICAS II

(Responder s6 aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion maxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

m m m?
1. Dadaamatriz A=|1 m?2 m?
1 1 1
a) Estuda, segundo os valores de m, o rango da matriz A.

X 1
b) Resolve, se é posible, o sistema A - (y) = (1) paraovalor m=1.
z 1

2. Dados os puntos A(3,0,2), B(1,-2,0), €(1,—-1,3) e D(A, 1 —2,—24)
a) Determina o valor de A para que A4,B,C e D sexan coplanarios. ¢Para algun valor de A
son 4, B, C e D vértices dun paralelogramo?
b) Calcula as ecuacions paramétricas do plano = que pasa polo punto C e é perpendicular &
recta r que pasa polos puntos 4 e B.

3. a) Enuncia o teorema de Bolzano. Probar que a funcion f(x) = x3 + 2x — 4 corta o eixe OX
nalgin punto do intervalo [1,2] ¢ Pode cortalo en mais dun punto?
1

x+2 ) /xz

x2+ x+2

b) Calcula lim,._,

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola parabola y = 3x — x? e a sla recta normal
no punto (3,0). (Nota: para o debuxo das gréficas, indicar os puntos de corte cos eixes, o
vértice da parabola e a concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. Dado o sistema

a) Calcula o valor de @ para que ao engadirlle a ecuacion ax + 3y + z =9, resulte un
sistema compatible indeterminado. Resolveo, se é posible, para a = 0.

b) ¢Existe algun valor de a para o cal o sistema con estas 3 ecuaciéns non ten solucién?

2.a) Se |¥| =6, |w| =10 e |¥ + W| = 14, calcula o &ngulo que forman os vectores ¥ e w.
b) Calcula as ecuacions paramétricas e a ecuacion xeral do plano que pasa polos puntos
A(-1,5,0) e B(0,1,1) e é paralelo & recta
C[3x+2y -3=0
T { 2y—-3z-1=0

3. a) Determina os valores de a para que a funciéon f:R - R
a— x* se x<1

fG) = {3

, ax
sexa continua. ¢ E derivable en x = 1 para algun valor de a?
b) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do calculo diferencial.

se x>1

35x3-3x +1
4.Calcula [ =———dx

2 x3-x




SETEMBRO 2012

MATEMATICAS II

(Responder sé aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdaxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A
a 0 a
1. a) Calcula, segundo os valores de a,0orangode A=(a+1 a 0 )
0 a+l a+1
Para a = 1, calcula o determinante da matriz 24¢ - A™*
-1/2 x 0
b) Sexa B = ( y 1/2 0). Calcula x e y para que se cumpra que B~ = B*.
0 0 1

(Nota: A%, Bt representan a matriz trasposta de A e B respectivamente).

2.Dadooplanom:x —2y+3z+6 =0
a) Calcula a area do triangulo de vértices os puntos de corte de m cos eixes de coordenadas.
b) Calcula a ecuacion xeral do plano que é perpendicular ao plano =, paralelo a recta que pasa
polos puntos B(0,3,0) e €(0,0,2) e pasa pola orixe de coordenadas.
c) Calcula o punto simétrico da orixe de coordenadas respecto ao plano :x — 2y +3z+ 6 =0

(x-1)?

3. a) Calcula as asintotas e os intervalos de crecemento e decrecemento de f(x) = e

_1\2
b) Calcula [, (;:)1 dx

4. a) Dunha funcion derivable f(x) sabemos que pasa polo punto (0,1) e que a slia derivada é
f'(x) = xe?*. Calcula f(x) e a recta tanxente a grafica de f(x) no punto correspondente a x = 0
b) Enuncia o teorema fundamental do calculo integral.

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema
X+ y=m
x — my=-13
3x + 5y = 16
b) Resoblveo, se é posible, param = 2.
x =3+ A+2u
2. a) Estuda a posicion relativa dos planos m;:x +y +z—-5=0, my:{y=1— A—u
z=1 + u
Se se cortan nunha recta, escribe as ecuaciéons paramétricas da mesma.
b) Calcula a ecuacion do plano 73, que pasa pola orixe de coordenadas e é perpendicular a m;
e m,. Calcula a interseccién de n,, , e m3.

3. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Rolle.
b) Se ¢ > 2, calcula os valores de a, b, c para que a funcién
_[(x*+ ax+b sex<2
f(x)_{x+1 sex =2
cumpra as hipotesis do teorema de Rolle no intervalo [0, c].

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola parabola y = — x? + 2x + 3, a recta tanxente
no punto donde a parabola ten un extremo e a tanxente & parabola no punto no a tanxente é
paralela & recta y = 4x. (Nota: para o debuxo das gréficas, indicar os puntos de corte cos eixes,
o vértice da parabola e a concavicade ou convexidade).

PAU Cdodigo: 26




1)

2)

3)

4)

Criterios de Avaliacién / Correccién

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencion dos valores de m que anulan o determinante de A
» 1,5 puntos pola obtencion do rango de 4, segundo os valores de m.

b) 1 punto

a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola obtencién do valor de A para que sexan coplanarios.

» 1 punto xustificar que non constitien un paralelogramo.

b) 1 punto

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.

» 0,25 puntos por xustificar que a funcion corta o eixe OX nalgun punto do
intervalo [1,2].

» 0,25 puntos por xustificar que a funcién non corta o eixe OX en mais de un
punto.

b) 1 punto

2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos por representar a parabola.

> 0,5 puntos pola obtencién da recta normal.
> 0,5 puntos pola formulacion da area.

> 0,5 puntos polo calculo da integral definida.



Criterios de Avaliacién / Correccién

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B

1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto por xustificar que o sistema é compatible indeterminado cando
a=0.

» 1 punto pola resolucién para a = 0.

b) 1 punto

2) a)1 punto
b) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola ecuacion xeral do plano

» 1 punto polas ecuaciéns paramétricas do plano

3) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola determinaciéon dos valores de a para que a funcion sexa
continua.
» 0,5 puntos polo estudo da derivabilidade en x = 1.

b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do calculo
diferencial.
» 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do

calculo diferencial.

4) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 pola division do numerador entre o denominador e o célculo das raices

do denominador.
» 0,5 puntos pola descomposicion en suma de fraccions.
» 0,5 puntos pola integracion.

» 0,5 puntos pola aplicacién da regra de Barrow e obtencion do valor da
integral



Criterios de Avaliacién / Correccién

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1) a) 2 puntos

b) 1 punto
2) 3 puntos (1 punto por cada unha das cuestion formuladas)

3) a) 1 punto

b) 1 punto

4) 2 puntos (0,5 puntos pola formulacién teorica e 1,5 puntos pola resolucion
practica)

OPCION B

1) a) 2 puntos

b) 1 punto

2) a) 2 puntos

b) 1 punto

3) a) 1 punto

b) 1 punto

4) 2 puntos



Exemplos de resposta 7 Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A
Exercicio 1:
a)
m m m?
[Al=1 m? m?=mP+m2+md®-m*-m®-m=-mm®-m?-m+1)
1 1 1

Calculamos, por Ruffini, as raicesde m3 —m? —m+1=0

I T T
1) 1 0 -
1 0 -1 |0 m’—1=0em=+1

Polo tanto
m= 0
[A|l =0 {m=-1
m = 1 (raiz doble)
m=20
10 _
1 1| #0 =>rang(4d) =2
m=-—1

-1 1 B
1 1|:1t0 = rang(4) =2

= rang(4) = 1 (as tres filas son iguais e hai un elemento non nulo)

Resumindo:
[Rang(4) =3, se m#—1,01]

|Rang(A)=2, sem= 00um=—1|
|Rang(A) =1, sem= 1|

b) Neste caso o sistema é equivalente a
x+y+z=1

Como rango(matriz coeficientes) =rango(matriz ampliada) =1<n° de incognitas, é un
sistema compatible indeterminado. As infinitas solucions son:

x=1-A—-pu
y= 4
z= u

; ALu€eR




Exemplos de resposta 7 Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
Exercicio 2:
a)
4B = (-2,-2,-2) Non son colineais e polo tanto os puntos 4,B e C
AC = (-2,-1,1) determinan un plano.

Ecuacion do plano a que pasa polos puntos 4,B e C:
x—=3 'y z—2
-2 =2 =2

-2 -1 1
Para que o punto D esté no plano «, debera satisfacer a stia ecuacion:

21-31+6—1-8=0, e polo tanto

a. =0, a:2x—3y+z—8=0

Como un paralelogramo é unha figura plana, D C
bastara comprobar se para 1 = —1 resulta
un paralelogramo A B

AB = (=2,-2,-2)

—_

1= -1=D(-1,-31) :I% =((2f'2)3 b
lﬁ’:(o,w) i

Non son paralelos

non constitden un paralelogramo

b) Os vectores 7 =(-1,0,1) e w =(0,1,—1) son vectores non colineais e
perpendiculares ao vector 4B = (—2,—2,—2). Polo tanto, o punto C(1,—1,3) e os
vectores v = (—1,0,1) e w = (0,1,—1) determinan o planom e podemos escribir as
sUas ecuacions paramétricas como

x=1-2
m{y=-1 + u
z=34+ 41— u




Exemplos de resposta 7 Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) Teorema de Bolzano: Se f(x) é unha funcién continua en [a,b] e f(a) e f(b)
tefien distinto signo, € dicir f(a) - f(b)<0, enton existe algun c € (a, b) tal que f(c) = 0.

e f(x)=x3+2x—4 écontinua
en R por ser polinémica e polo

tanto continua en [1,2] C——>[3ce (1,2) talque f(c) = 0|
e f()=-1<0
e f(2)=8>0 Teorema de Bolzano

Como f(x) é continua e derivable en R, pois € unha funcién polinémica, tamén o sera
en calquera intervalo de R e si existisen ¢; e ¢, tales que f(c;) = f(c;) =0, entdn
aplicando o teorema de Rolle, existiria un t tal que f'(t) = 0, pero f'(x) = 3x? + 2 non
se anula en ningun punto de R. Asi pois,

| f(x) corta ao eixe OX soamente nun punto|

b) E unha indeterminacion do tipo 1®°. Tomamos logaritmos neperianos:

) x+2 e 1 x+2 S In(x+2)—In(x? +x+2)
Inlim (—) =lim—In ( ) = lim
x>0 \x2 +x+2 x=0x?  \x2+x+2/ x50 x?
. 1 2x+1
Y+2 %2
= (—) (aplicamos a regra de L' Hopital) = lim x+2 x*tx+2
0 x-0 2x
oo xP4+x+2-2x2-5x—-2 x(—x —4)
= lim = lim
x>0 2x(x+2)(x2+x+2) x-02x(x +2)(x%2 + x + 2)
: x+4 1
= —lim = —=
x-02(x +2)(x2 +x+2) 2
e polo tanto:

Y
x+2 ) x? _ e~1/2
x24+x+2

lim,_, (




Exemplos de resposta 7/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

y = 3x — x?
y' =3-2x
y'=0& x=3/2 p ———> maximo: (3/2,9/4)= vértice da parabola
y'=-2<0 ———= cbncava

3x —x2 =0 & x(x — 3) = 0 C—> Puntos de corte da parabola cos eixes: (0,0), (3,0)
y'(3)=-3 — pendente da recta normal a parabola no punto (3,0): 1/3
Ecuacion da recta normal a parabola no punto (3,0):
y=3i(x-3) ©x-3y-3=0
Puntos de corte da recta normal e a parabola:

y = 3x — x? (—=1/3,-10/9)
= %(x—3)=3x—x2:3x2—8x—3=0 =

y=3&-3) (3,0)

>’=§(x—3)

Podemos calcular a area pedida, rexion
sombreada, mediante a integral definida:

A=f_3%[3x—x2—§(x—3)]dx=

f_gl[gx —x2+ 1] dx
3
Exz _%3+x]: =

12 1 27
12-9+3-———+2

81 ' 81
500
= —u2
81

y = 3x —x?



Exemplos de resposta 7 Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B
Exerciciol:
1 -2 3 1 -2 3 5
a) Matrizdecoeficientesc=<1 -3 2); Matriz ampliadaA=<1 -3 2 —4)
a 1 1 a 11 9

H :§| =-1#0=>rang(C) =2

1 -2 3
1 -3 2[=-34+3—-4a+9a—-2+2=5«x
a 1 1

Polo tanto:

» Sea=0,rang(C) = 3
» Sea=0,rang(C) = 2

Como sempre rang(A) > rang(C) e o sistema sera compatible indeterminado cando
rang(C) = rang(A) = 2, calculamos rang(A) cando a = 0:

1 -2 5
1 -3 —4|=-274+5444+18=0>rang(4)=2,sea=0
0 1 9

Polo tanto, o sistema é compatible indeterminado cando [a = 0].
Cando a = 0, un sistema equivalente é:

x—2y= 5-3z
x—3y=—-4-2z = y=9-2z = x=23-52

As infinitas soluciéns son:

x =23-52
{y:9— 1, A€R
zZ = A

b) Do apartado anterior deducimos que

» a=0 = rang(C) =rang(A) =2 < n%incdgnitas. Sistema compatible
indeterminado, infinitas solucions.

» a#0 = rang(C) =rang(A) =3 = n?incdgnitas. Sistema compatible
determinado, solucion Gnica.

Polo tanto, |o sistema sempre ten soluci6n|.




Exemplos de resposta 7 Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
Exercicio2:

a) Utilizando as propiedades do producto escalar de dous vectores, temos:

[P+W? = <B+W,+W> =<B,0>+ < W,W>+ 2<3,wW>
= |B|? + |W|? + 2|5| - [W| - cos& (v, W)
é dicir:
196 = 36 + 100 + 120 - cos4 (T, W)
e polo tanto

N| =

T
cosa(T,w) == = |[a(D,W) = 3

b) Calculamos o vector director, #,, da recta r
ol = —6t+ 97 + 6k
3

O plano queda determinado polos elementos:

» O punto A(—1,5,0)

> Os vectores #,. = (—6,9,6) e 4B = (1,—4,1) que son paralelos ao plano e
independentes entre si. (En lugar do vector (—6,9,6) podemos considerar o
(=2,3,2) xa que (—6,9,6)|(—2,3,2)).

x=—1-21 + pu
Ecuaciéns paramétricas: {y = 5 + 31 —4u
z= 20+

Para obter a ecuacion xeral, podemos eliminar os parametros A e u nas ecuacions
paramétricas ou ben calcular a ecuaciéon do plano a partir dun punto do plano (por
exemplo 0 A(—1,5,0) e un vector normal ao plano #:

—

L
n=(-232)x(1,-41) =|-2

1 -

=117+ 4]+ 5k

S W~y
_ N x|

Polo tanto, a ecuacion xeral do plano é:

11x+1)+ 4(y—5+52 =0 ——> [llx +4y +52-9=0
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CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio3:
a)
» f(x) é continua en x < 1, por ser polinémica.
» Se a#0, f(x) & continua en x>1 por ser racional e non anularse o
denominador.
»> Estudo da continuidade en x = 1:

limy - f(x) =a—1

lir{)+ fx)=2/a Para que sexa continua en x = 1, debe ser
x>
f)=a-1 a-1=2/a = a*—a-2=0=>a=-1oua=2

Polo tanto, If(x) écontinuasea=-1 ou a= 2|

Se unha funcién é derivable nun punto, necesariamente € continua nel. Polo tanto,
para estudar a derivabilidade en x = 1, s6 teremos que facelo candoa = -1 ou a =2

Caso: a = —1
, —2x sex<1 ffa)= -2 i )
f(x)—{Z/xz sex>1 > a9 = 2 = Non é derivable en x = 1.
Caso: a =2
—2x sex<l1 flfa)= -2
') =14-1 = | = Non é derivableenx =1
f1e) { /xz sex>1 £t = 1

Polo tanto, |f(x) non é derivable en x = 1 para ningun valor de a|.

b) Teorema do valor medio do célculo diferencial: Se f(x) é continua en [a,b] e
derivable en (a,b), entdn existe algun punto ce(a,b) tal que f'(c) = W

A

Interpretacion xeométrica: Nas hipétesis
do teorema, existe alguin punto intermedio
no que a tanxente 4 grafica de f(x) é
paralela & corda que une os puntos (a,f(a))
e (b,f(b)).




Exemplos de resposta 7 Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

E a integral dunha funcion racional. Como o grao do numerador é igual ao grao do
denominador, en primeiro lugar facemos a division para obter unha fraccion cuxo
numerador sexa de grao inferior ao denominador:

5¢3 —3x + 1 2x +1
3 =5+
x3 —x x3 — x

Calculamos as raices do denominador:
x3— x=x(x?—-1)=x(x — 1)(x + 1) = Raices: 0, 1, -1.

Son todas raices reais sinxelas, facemos a descomposicion:

2x+1 A B C  Ax*— A+Bx*+ Bx+Cx*—Cx
X3 —x x x—1+x+1_ x(x—Dx+1)
Como os denominadores son iguais, os numeradores deben ser iguais:
A+B+C=0 (coeficiente de x?) A=-1
B—-C=2 (coeficiente de x) = [B = 3/2
-A=1 (termo independente) c=-1/2

A integral queda:

353 —3x + 1 3 2x + 1 3
f—3 dxzf [5+ g ]dx:f
2 x3-x 2 x3-x 2

3 1
= [Sx—lnlxl + Elnlx—ll - Eln|x+1|]

5_ —
x+x—1 x+1

3

1 3/2 _ 1/2]dx

2

— 15— In3 + SIn2 — Sin4 (10 In2 113)

[Solucién = 5— 1/2In3 + 3/2In2 |
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CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 1:
a)
a 0 a
[Al=fa+1 a 0 [=d?(@a+1)+a(a+1)?=a(a+1)Ra+1)
0 a+1 a+1
Polo tanto
a= 0
|A|=0=>{a:—1
a=-1/2

1 0|¢O > rang(A) =2

0 1

-1 0 B

| 0 _1|¢O > rang(A) =2
a=-1/2

-1/2 0 _

1/2 _1/2‘;&0 =>rang(4) =2
Resumindo:
|Rang(A)=3, se m¢0,—1,—1/2|
|Rang(A):2, se m= Ooumz—loum:—1/2|

a=1

a=1 = det(4) =6, e posto que det(A) = det(A*), det(A™1)=1/det(A) e
ademais que o determinante dun produto de matrices é igual ao produto dos
determinantes desas matrices e que para unha matriz M de orde 3, se verifica que
det(AM) = A3det(M), temos:

|det(2At Ay =2"6-1= g|

b) B~! = B! & B - B! =1, édicir:

10 0 -1/2 x 0\ /=1/2 y 0 x2+1/4 —y/2+x/2 0
(0 1 0>=< y  1/2 0)( x  1/2 0>= —y/2+%/2 y:+1/4 0

00 1 o o0 1 o 0 1 0 0 1
Obtendo:
x2+1/4=1>x=+3/2 Posibles valores:
2 _ _ x=y=+3/2
y:+1/4=1>y=1v3/2 — o
—-y/2+x/2=0=>x=y x=y=-v3/2
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CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:

a) Puntos de corte cos eixes de coordenadas: A(—6,0,0); B(0,3,0); €(0,0,2)

AB = (6,3,0)
U A
> AB xAC =|g 3 o=(-612-18)
6 0 —2
AC = (6,0,—2)

PAN
z 1 —_— rar—d 1 1
= - = - = - = 2
Area ABC = ; |AB" x AC|=;V36+144 +324 =504 =[3V14u

b) 7, = (1,—-2,3) é un vector do plano pedido

BC = (0,—3,—2) é un vector do plano pedido

|t Tk
Vector normalaoplano=7, x BC=|1 —2 3| =(13,2,-3)
0 -3 -2

Como pasa polo punto (0,0,0), a ecuacion xeral do plano pedido é:

13x+2y—-3z=0

c) i, = (1,—2,3) é un vector director da recta perpendicular a .

Ecuacions paramétricas da recta perpendicular a 11, pasando polo (0,0,0)= | y

Calculamos o punto M de interseccién desta recta co plano :
A+421+94+6=0=21=-3/7 = M=(—3/7,6/7,—9/7)
Como 0 punto M é o punto medio entre 0(0,0,0) e o seu simétrico 0’ (x,y, z)
- 3/7=x/2

6/7 = y/2 = [0'(—6/7,12/7,-18/7)]
-9/7=2z/2

-21
31
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CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

_ (x-1)? _ x%+41-2x
a) f(x)_ x2+1  x2+1

x2+1>0=> |f(x) non ten asintotas verticais|

. 2+1-2, r— - ;3 -
limy 40 xxzﬂ T-1> |y =1 é asintota horzzontal[, |f(x)non ten asintotas obltcuas|

2 -DEEP D - 2x(x -1 26 -2 2x+DEx-1)

't (x2+1)2 T@2+D2T (x2+1)?2

Como (x2+1)%>0, o signo de f'(x) coincide co signo do numerador da fraccion
anterior. Asi:

A funcion é crecente nos

(=, -1) (-1,1) (1,0) intervalos (—oo, -1) e (1,00).
f'x) >0 <0 >0 > (" B¥turteion & decrecente no

f(x) | crecente | decrecente | Crecente intervalo (-1,1).

b)

€x-12  _ rexZyi-ax, _ (€[4 _ _2% _ e —
fl Py dx—f1 211 dx = fl 1 i1 dx = [x—Inx]§ =

=e—1In(e?+1)—1+In2={0,2845
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CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 4:

a) f(x) é a primitiva de f'(x) = xe?* que pasa polo punto (0,1). Calculamos a
integral por partes

1 1 1 1
[ xe? dx = = xe?® — = [ xe? dx = -xe?* — —e?* +(C
2 2 2 2

u=x, du = dx

dv=e¥dx, v=—e

e impofiemos a condicién de que pase polo punto (0,1)

1=—3+C=>C=5/4
Polo tanto

flx) = 1xez" - lez" +5/4
2 4

A funcion pasa por (0,1) e f'(0) = 0, polo que a recta tanxente pedida €
y=1

b) Teorema fundamental do célculo integral: Se f(x) é unha funcién continua en [a, b]
entoén a funcion

F(x) = fxf(t)dt, xela, b]

é derivable e ademais verificase que F'(x) = f(x).
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CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 1:
1 1 1 1 m
a) Matriz de coeficientes C = ( 1 -m ); Matriz ampliada A = (1 -m —13)
3 5 3 5 16

11 _
3 5|;t0 = rang(C) =2

1 1 m
[Al=1 —-m -13|=3m?- 11m+10
3 5 16

3m?-11m+10=0 em=26m= 5/3

Polo tanto:

» m = 2 = rang(C) = 2 = rang(A) = n° de incognitas. Sistema compatible
determinado.

» m =5/3 = rang(C) = 2 = rang(A) = n° de incégnitas. Sistema compatible
determinado.

» me{2.5/31 = ranalC) = 2 <3 =rana(A). Sistema incompatible.

b) Vimos no apartado anterior que neste caso é un sistema compatible
determinado e ten solucién Gnica. Un sistema equivalente ao dado é:

x+y = 2} —3x—-3y = —6} _ — —
3x+5y = 16 3x+5y = 16J) “=10=[y=5|=x = -3
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CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:
a) Calculamos a ecuacién xeral do plano .. Das ecuaciéns paramétricas deste plano
deducimos un punto do plano e dous vectores independentes contidos nel:

» Vectores independentes contidos en 1,: (1,-1,0); (2,-1,1)
» Punto pertencente a m,: (3,1,1)

x—3 y—-1 z-1
Ecuacion xeral de mo: | 1 -1 0 |=0=2>x+y—2—-3=0
2 -1 1
Para estudar a posicion relativa dos planos 1, e 1, discutimos a solucién do sistema

mix+y+z—-5=0

1 1
Tix+y—2z—-3=0 h _J¢0
Como
11 1\_ 11 1 -5\_ 2
ran (1 1 _1) =rang (1 1 _1 _3) =2 :|os planos cértanse nunha recta

Para calcular as ecuacions paramétricas desta recta, resolvemos o sistema:

=4-1
5-y z = 1 ) x_
3_}}:{3( _ 4—y} > r.[y— A

z=1

xX+z
X—Z

b) Os vectores normais aos planos T e T, 7, =(1,1,1) e 7, =(1,1,-1)
respectivamente, son dous vectores independentes que pertencen ao plano 13 que
ademais pasa polo (0,0,0). Polo tanto:

Xy z
Ecuacién xeralde mms: {1 1 1|=0 =
1 1 -1

Para calcular a interseccion dos tres planos, resolvemos o sistema formado polas stuas

ecuacions xerais:

x+y+z—-5=0
2x+z=5

X¥y=z=3=0 = 1,5 =3 T ¥=2y=22z=1
x—y =0
Polo tanto,

|Punt0 de corte dos tres planos: P(2,2,1)|
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CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 3:

a) Teorema de Rolle: Sexa f(x) unha funcién continua en [a, b] e derivable en (a,b).
Se f(a) = f(b), entén existe algun punto ce(a, b) tal que f'(c) = 0.

Interpretacion xeométrica: Dada funcion
continua en [a, b] e derivable en (a, b), que
toma os mesmos valores nos extremos do
intervalo, a sta grafica ten algtn punto con
tanxente horizontal.

>
>

b

V) .

b) f(x) é continua en [0,2) e (2,c] por ser polinébmica nos dous intervalos.
Continuidade en x = 2:

limy_,- f(x) =44+ 2a+b
lim,_,+ f(x) =3 = 44+2a+b=3 > 2a+b=-1
f2)=3

f(x) é derivable en (0,2) e (2, ¢) por ser polinémica nos dous intervalos.
Derivabilidade en x = 2:

f'C)=4+a
frehH=1

Por outra parte f(0) = f(c) =2 b=c+1

=24 +a=1

Temos asi tres ecuacions con tres incognitas:

2a+b= -1
44a = 1 = [a= -3|[b=5][c=4]
b—c = 1

Exercicio 4:
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En primeiro lugar calculamos os elementos necesarios para a representacion da
parabola:
"= —2x+2
y'=0 ©x=1 } = Ten un maximo, que é o vértice, no punto (1,4) e é cdncava
y'=-2<0

<
Il

x= -1 = Puntos de corte cos eixes: (0,3), (—1,0), (3,0)

Tanxente no punto (1,4):y = 4.

Determinamos o punto no que a tanxente é paralela arecta y = 4x. Como a derivada
nun punto coincide coa pendente da recta tanxente nese punto, teremos que
determinar o punto no que a derivada vale 4 (dUas rectas son paralelas se tefien a
mesma pendente):

y=4 2x+2=4>>x= -1

Tanxente no punto (—1,0): y =4(x+ 1)

(_ 110)

Podemos calcular a area pedida, rexion sombreada, mediante a integral definida:
A=[°[4x+4—(—x®+2x +3)]dx+ [[[4— (—x> +2x +3)] dx =
SO+ 2x+ Ddx + [, (x% - 20+ Ddx =

x3 1

Earta] 4 [Eoxter] = —(-2r1-1)+2-141= [L
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MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1. a) Sexan C;, C,, C3 as columnas primeira, segunda e terceira, respectivamente, dunha matriz cadrada
M de orde 3 con det(M) = 4. Calcula, enunciando as propiedades de determinantes que utilices, o
determinante da matriz cuxas columnas primeira, segunda e terceira son, respectivamente,
—C,,2C; — C5,C, + C3

a 0 0
b) Dada a matriz A = (b 1 0), calcula todos os valores de a e b para os que A™! = Af, sendo A* a
0 01

matriz trasposta de A.

2. a) ¢Son coplanarios os puntos A4(1,0,2), B(0,—1,1),C(—1,—2,0) e D(0,2,2)? Se existe, calcula a
ecuacion do plano que os contén.
b) Calcula a ecuacion xeral e as ecuacions paramétricas do plano que ¢ perpendicular ao plano
a:2x+y —3z+4 =0 econtén a recta que pasa polos puntos P(—1,1,2) e Q(2,3,6).

3. a) Enuncia o teorema de Rolle. Calcula o valor de k para que a funcién f(x) = x3 — kx + 10 cumpla
as hipoteses do teorema de Rolle no intervalo [—2,0] e para ese valor determina un punto do intervalo
no que se anule a derivada de f(x).

2_
b) Calcula o dominio e os intervalos de crecemento e decrecemento da funcion g(x) = In (;i)
(Nota: In=logaritmo neperiano).

4. Debuxa e calcula a 4rea da rexion limitada pola grafica da pardbola f(x) = x% — 2x + 1, a sla recta
tanxente no punto (3,4) e o eixo OX (Nota: para o debuxo da gréafica da parabola, indica os puntos de
corte cos eixos, o vértice e concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
mx —2y +2z=1
2x +my + z=2
x+3y — z=m
b) Resolve, se € posible, o sistema anterior para o casom = 1.
2. a) Calcula a ecuacion do plano que pasa polo punto P(1,2,—3) e é perpendicular 4 recta

r.{2x+y +2=0
‘Bx - z+1=0

b) Calcula a distancia d do punto Q(—1,0,—2) ao plano B:x — 2y + 3z + 12 = 0. Calcula, se existe,
outro punto da recta r que tamén diste d do plano S.

3. Nunha circunferencia de radio 10 cm., dividese un dos seus diametros en duaas
partes que se toman como didmetros de duas circunferencias tanxentes interiores a
ela. (Que lonxitude debe ter cada un destes dous diametros para que sexa maxima
a area delimitada polas tres circunferencias (rexion sombreada)?

4.a) Define funcion derivable nun punto. Calcula, se existen, os valores de a e b, para

1-x
. . — <0

que sexa derivable a funcion f(x) = { ex se x
x2+ax+b sex =0

b) Define integral indefinida dunha funcion. Calcula f x? cosxdx
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MATEMATICAS II

(O al o/a debe responder sé aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A
1. a) Se A ¢ unha matriz tal que A% + I = 0, sendo I a matriz identidade e O a matriz nula de orde 3, ;cal
é o rango de A? Calcula o determinante de A3°. Calcula A no caso de que sexa unha matriz diagonal
verificando a igualdade anterior.

b) Dada a matriz B = %(2 1), calcula unha matriz X tal que BXB — B = B~1

2 0
x= 2— A+upu

2. a) Dado o plano m:{ y = A , calcula a ecuacion da recta r que pasa polo punto
z = A+u

P(1,-2,1) e ¢ perpendicular a n. Calcula o punto de interseccion de r e .
b) (Estan alifiados os puntos A(2,0,3), B(0,0,1) e €C(2,1,5)? Se non estan alifiados, calcula a distancia
entre o plano que determinan estes tres puntos e o plano n do apartado a).

3. a) Enuncia o teorema de Bolzano. ;Podemos asegurar que a grafica da funcion

f(x) = 3sen (g) — cos(x?)

corta o eixo OX nalgtin punto do intervalo (0, )? Razoa a resposta.
b) Descompon o niimero 40 en dous sumandos tales que o produto do cubo dun deles polo cadrado do
outro sexa maximo. ;Canto vale ese produto?

4. a) Calcula os valores de a, b, c sabendo quey = ax? +bx+1 e y = x3 + ¢, tefien a mesma recta
tanxente no punto (1,2).

e
b) Enuncia a regra de Barrow. Calcula f ( i - lnx) dx. (Nota In = logaritmo neperiano).
1

OPCION B
1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
x+ my+ 3z =1
x + 2y +mz=m
x + 4y + 3z =1
b) Resolve, se ¢ posible, o sistema anterior para o caso m = 4.
2. a) Estuda a posicion relativa da recta 7°: % = yz;l = % e arecta s que pasa polos puntos P (0,2,1)
e Q(1,1,1). Calcula a distancia de r a s.
b) Calcula a ecuacion xeral do plano T que € paralelo & recta r e contén a recta s.
3. a) Calcula os extremos relativos da funcién f(x) = x* — 8x2 + 1. Calcula tamén o méximo absoluto e
0 minimo absoluto desta funcidn no intervalo [—3,3].
b) Calcula os valores de a e b para que a funcién f(x) = ax? + bxInx tefia un punto de inflexién no
punto (1,2). Para estes valores de a e b, calcula o dominio € os intervalos de concavidade e
convexidade de f(x). (Nota In = logaritmo neperiano).
4. a) Define primitiva e integral indefinida dunha funcién.
b) Debuxa e calcula a rea da rexion limitada pola grafica da parabola f(x) = —3x% + 3 ¢ a recta
y = —9. (Nota: para o debuxo das gréficas, indica os puntos de corte cos eixos, o vértice da parabola e
concavidade ou convexidade).



Criterios de Avaliacion / Correccién

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

1) a) 2 puntos, distribuidos en:
> 1 punto pola obtencién do valor do determinante.
» 1 punto polo enunciado das propiedades de determinantes que utilice.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola formulacion do problema.
» 0,5 puntos pola obtencion dos valores de a ¢ b.

2) a) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 1 punto por probar que son coplanarios.
» 0,5 puntos pola ecuaciéon do plano que os contén.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola formulacion do problema.
» 0,5 puntos pola ecuacién xeral do plano.
» 0,5 puntos polas ecuacions paramétricas do plano.

3) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle.
» 0,25 puntos polo calculo de k.
» 0,25 puntos polo calculo do punto onde se anula a derivada da funcion.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo dominio da funcion.
» 0,25 puntos pola derivada da funcion.

» 0,5 puntos polos intervalos de crecemento e decrecemento.
4) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola grafica da parabola.
» 0,5 puntos pola ecuacion da recta tanxente.

» 0,5 puntos pola formulacion do problema.
» 0,5 puntos polo calculo da integral definida.

OPCION B

1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo estudo do rango das matrices
» 1 punto pola discusion do sistema.

b) 1 punto pola resolucion do sistema para o caso m = .



Criterios de Avaliacion / Correccién

2) a) 1 punto pola obtencion dunha ecuacion do plano.
b) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola obtencion da distancia do punto ao plano.
» 1 punto pola obtencion do outro punto da recta.

3) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola funcién maximizada.

» 1 punto pola obtencion dos valores que maximizan a area da rexion.
4) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola definicion de funcion derivable nun punto.
» 0,5 puntos polo calculo do valores de a e b.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola definicion de integral indefinida dunha funcion.
» 0,5 puntos polo calculo da integral.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

5) a) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencion do rango da matriz A.
> 0,5 punto polo célculo do determinantes da matriz A®.
» 0,5 puntos pola obtencion da matriz diagonal.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos polo calculo da matriz B,
» 0,5 puntos pola formulacion do problema.
» 0,5 puntos pola obtencion da matriz X.

6) a) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola ecuacion da recta r.
» 0,5 puntos polo punto de interseccion da recta e o plano.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos por probar que os tres puntos non estan alifiados.
» 0,5 puntos pola ecuacion do plano que determinan os tres puntos.
» 0,5 puntos pola distancia entre os planos.

7) a) 1 punto, distribuidos en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.
» 0,5 puntos pola aplicacion do teorema de Bolzano.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos pola formulacion do problema
» 0,5 puntos pola obtencion dos sumandos
» 0,25 puntos produto dos sumandos.
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8) a) 0,75 puntos, distribuidos en:

» 0,25 puntos pola obtencion de c.
» 0,5 puntos pola obtencién de a e b.

b) 1,25 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos polo enunciado da regra de Barrow.
» 0,75 puntos pola integral.

OPCION B

1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo estudo do rango das matrices
» 1 punto pola discusion do sistema.

b) 1 punto, pola resolucion do sistema para o caso m = 4.

5) a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa das rectas.
» 1 punto pola distancia entre as rectas.

b) 1punto, pola ecuacion xeral do plano.

6) a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polos extremos relativos.
» 0,5 puntos polos maximo e minimo absolutos
b) 1 punto, distribuido en;
» 0,5 puntos pola obtencién de a e b.

» 0,25 puntos polo dominio da funcion.
» 0,25 puntos polos intervalos de concavidade e convexidade.

7) a) 0,5 puntos.
b) 1,5 puntos, distribuidos en;

» 0,5 puntos pola grafica da parabola.
» 0,5 puntos pola formulacion do problema.
» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

1. a) Se chamamos N & matriz da que queremos calcular o determinante det(N) =

* * *k

det(—Cy,2C;—Cs, C+C3) = det(—Cy, 2C;—Cs, C3) = det(—Cy, 2Cy, C3) =

—2det(—C,,Cy,C3) = 2det(Cy,C,,C3) =8

Propiedades utilizadas:

(*) Se a unha columna se lle suma outra columna multiplicada por un numero, o
determinante non varia.

(**) Se multiplicamos cada elemento dunha columna por un nimero, o determinante desa
matriz queda multiplicado por ese niumero.

(***) Se permutamos duas columnas dunha matriz, o determinante cambia de signo.

b) Se A"t = Af, entén A- At =1

1 00 a 0 0 a b 0 a? ab 0
0 1 0>=<b 1 0)-{0 1 O0)5lab 1+b2 0)
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

E asi:

a’?=1

ab =0 =[b=0][a=£1]
1+b2=1

2. a) AC = (-2,-2,-2), 4D = (—1,2,0) son dous vectores non proporcionais e polo tanto os
puntos 4, ¢ e D determinan un plano:

x—=1 y z-2
-2 -2 -2|=0>|m2x+y—3z+4=0]é a ecuacion do plano que pasa polos
-1 2 0

puntos 4, C eD.
E como as coordenadas de B verifican a ecuacion anterior, entéon B tamén pertence ao
plano = e asi os puntos dados son coplanarios.

b)

. = (2,1,-3) .
— son dous vectores do plano pedido
PQ = (3,24)

Como P(—1,1,2) é un punto do plano, xa temos os elementos suficientes para poder escribir
as ecuacidns paramétricas

=

= —1+21+3u
= 1+ A+2u
z= 2-31+4u

<

E a ecuacion xeral

x+1 y—1 z-2
2 1 -3 [=0=[10x—17y +z+25=0]
3 2 4

3. a) Teorema de Rolle: Se f(x) é unha funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) e
ademais f(a) = f(b), entdn existe a lo menos un punto c (a,b) onde se anula a derivada:
f'e)=0.
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f(x) = x® — kx + 10 € unha funcién polindmica e polo tanto continua en [-2,0] e derivable en
(—2,0). Para poder aplicarlle o teorema de Rolle s6 resta impofierlle a condicién de que
tome o mesmo valor nos extremos do intervalo

f(=2)=f(0)=> —8+2k+10=10 =

fx)=x3—4x+10 > f'(x) =3x%>—4

Pero %3 ¢ (—2,0), polo que o punto do intervalo (—2,0) no que se anula a derivada de f(x) é

2V3
3

o punto [c =

b) A funciéon Inx non estd definida para x <0, e como x?+1 >0, a funcién g(x) =in C:i)

esta definida para os valores de x tales que x> —1 > 0. E dicir
[Domg(x) = (=0, =D U (1, )]

x241 2x(x2+1)-2x(x%-1) _ 4x
x2-1 (x2+1)2 (x2-1)(x2+1)

[ =

f'(x) =0© x=0¢ Domg(x)
(—00,-1) 1,1 (1,00)

f'(x) <0 Non esta >0
decrecent no
fx) o crecente
e dominio

) =xt-2x+1=(x—1)?
ffx)=2x—-1); ff[x)=0ex=1

ffx)y=0ex=1 = f(x) é convexa e ten un minimo
f'x)=2>0 (vértice) no punto (1,0)
Ademais

f(x) =0 x=1=(1,0) punto de corte co eixo OX
x=0= f(x) =1= (0,1) punto de corte co eixo OY

Recta tanxente no punto (3,4):
A

y—4=f'3)(x-3)

E dicir

y—4=4(x—-3), y=4x—-8
() iy e a area pedida podemos calculala como

1
1
o i A= -2+ Ddx— 23 -2) = 4=

I > ®_ 2 o[z
@) 7@)(3,0) [5 - +x] -2=|2 u?|

y=4x—8




Exemplos de resposta/ Soluciéns

OPCION B
1. a)
. -2 2 . m -2 2 1
Matriz de m Matriz
o (C)=<2 m 1>; . (A)=(2 m 1 2):
coeficientes 1 3 -1 ampliada 1 3 -1 m

Calculamos o rango da matriz de coeficientes:
ﬁ _1| =-3%£0 = rang(C) > 2

m =2 2
2 m 1f{=-m*-5m+6
1 3 -1
Como
m2+5m-6=0m=—-6oum=1
Temos:

m=-6 = rang(C) =2

m=1 = rang(C) = 2

m#—6em=#1 = rang(C) =3

Como rang(C) < rang(A) < 3,s0 necesitamos calcular o rango da matriz ampliada nos casos

m=-6em=1:

m=-—6
—6 2 1
2 1 2(=49 #0> rang(4) =3
1 -1 -6
m=1
1 2 1
2 1 2[=0= rang(4) =2
1 -1 1
Discusion:
m=—6 = rang(C) = 2 < 3 =rang(4). Sistema incompatible.

m =1 = rang(C) = 2 = rang(4) < n°incégnitas. Sistema compatible indeterminado.

m+# —6em # 1= rang(C) = 3 = rang(4) = n°incdgnitas. Sistema compatible
determinado.
b) Caso[m = 1]. Polo visto no apartado anterior, o sistema é compatible indeterminado e

ten infinitas soluciéns. Un sistema equivalente é:
2x +z =2-y

x —z =1-3y
e as infinitas solucidns son
x=1-22
3
y=1 ; LER
zZ= Eﬂ.

3

2. a) Como o plano é perpendicular & recta, o vector director da recta é un vector

perpendicular ao plano
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A
=12 1 o|=(-12-3)
3 0 -1
Como conocemos un punto, P(1,2,—-3), e un vector perpendicular ao plano, a ecuacion xeral
do plano é:
—-x-D+2(y-2)—3(=z+3)=0
é dicir

[B:x =2y +3z+12=0]

b) Utilizando a férmula da distancia dun punto a un plano

I-1-6+12| (5V14
IVita+ol [ 14

Como ¥, = (-1,2,—3) é un vector director da rectas r, e (0,-2,1) é un punto da mesma, as

u

dQ.p) =

ecuaciéns paramétricas de r son:

x = -1
rijy= -2 +2A1
z= 1-31

Temos que atopar un punto da recta, serd da forma (-1,—2 + 21,1 — 32), distinto de Q que
5vV14

tamén diste unidades do plano g. Utilizando novamente a férmula da distancia dun

14
punto a un plano, temos
5Vi4  |-A+4—42+43-91+12]
4 - Vitdto
5=19—- 141 = A1 =1 e obteriamos o punto Q.

5= 19 — 144]

—19- =2 g B o _
-5=19-141 > 1== =>|Q'(-=, 7 - D)

3. Se chamamos x e y aos radios das duas circunferencias tanxentes interiores & dada, entén

verificarase que
2x+2y=20>y=10-x
Polo tanto, a funcién a maximizar esta dada por
A(x) = m*10% — [x? + m(10 — x)?]
A'(x) = —2mx + 2m(10 — x)
A'(x) = 0 © x =5 (punto critico)
A"(x) = —4n < 0= A"(5) < 0 (maximo)

Polo tanto, a drea da rexion sombreada resulta maxima cando se divide o didmetro da
circunferencia de partida en duas partes iguais, é dicir que as circunferencias tanxentes
interiores tefien 10cm. de diametro

4. a) A funcidn f(x) dise derivable no punto x, se existe e é finito o seguinte limite
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i f(x) — f(xo)
m-———-—-
x-Xg X — X

1-x
En x < 0,a funcién f(x) = {e_’“ s¢x<0 & continua e derivable por ser cociente de
x24+ax+b sex=0

funcions continuas e derivables e non anularse o denominador.
En x > 0, a funcidn é continua e derivable por ser polindmica.
Para que f(x) sexa continuaen x =0

. — . x —
dm fe) = lim = =1 p=
lim f(x) = b= f(0)
x—-0+
Para que f(x) sexa derivable en x =0

1—x ]
o L Tex -1 o l=x—-e*xr = —1-e*
f'(07) = lim = lim = lim =—
x—0~ X , x-0" xe* x-0~ e¥ + xe*X =>la=-2
x“+ax+1-1
0= lim —— = i =
Fron = Jin—— J G+ a) =a

(*) E unha indeterminacién da forma % e aplicamos a regra de L’Hopital

b) Chamase integral indefinida de f(x) ao conxunto de todas as primitivas de f(x).
Represéntase por [ f(x)dx = F(x) + C.

O simbolo [ chamase integral, mentras que f(x)dx recibe o nome de integrando, F(x) é
unha primitiva de f(x) e C é a constante de integracion.

Para calcular [ x%cosxdx, utilizamos o método de integracion por partes:
u=x? } o du = 2xdx

dv = cosxdx v = senx
x%cosxdx = x?senx — f 2xsenxdx

Volvemos a utilizar o método de integracion por partes
u=2x } N du = 2dx
dv = senxdx v = —CcoSx

fxzcosxdx = x%senx + 2xcosx — f 2cosxdx = = x?senx + 2xcosx — 2senx + C
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1.

2.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

a)A*+1=0 < A®=—I1. Polo tanto
[det(4)]® = —1 = det(4d) = —1 # 0 = [rang(4) = 3|
0= (A1 = (-1 =1 = det(4%) = 1.
Se A é ademais unha matriz diagonal
-1

a 00 a® 0 0 ad
A=<O b 0),A3:(0 b3 o):—1:> b3
0 0 ¢ 0 0 3 3=-1

-1
E asi

b) det(B) = -1/2+0=>3B71!
BXB—-B=Bl'©X=B'B+B HB1=B"1+(B13

Bl = Fl(B)(f‘ld(Bi/)t = -2 (— f/z _1)t - ((2) —;)
(B™H)? =((2) )( ) ( i _2)
=, (G D=(1 _9)

xertear= 0 (3 _9-[Gh D

2 2 12 -16 14 -18
a) (2,0,0) é un punto do plano n
(_1'1'1)} son vectores do plano n
(1,0,1)
Ecuacién xeral do plano n:
x—2 y z
-1 1 1|=0ex+2y—-2z-2=0
1 01

Como a recta e o plano son perpendiculares, como vector director da recta tomamos

o vector asociado ao plano n: (1,2,—1) e a ecuacion da recta sera

x—1 y+2 z-1
1~ 2

Para calcular o punto de corte da recta e o plano, escribimos as ecuacidns

paramétricas da recta

T

x=1+4+2
r:[y:—2+2/1
z =1-2

E sustituimos na ecuacion xeral do plano
1 +24+2(-2+21)-1-1-2=0> 1=1
Punto de corte: [(2,0,0)].
b) Os vectores
4B = (=2,0,-2), AC = (0,1,2) non son proporcionais e polo tanto os puntos non
estan alifiados e determinan un plano.
Ecuacién xeral do plano que pasa por estes tres puntos:
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x—2 y z-3
-2 0 -2|=0ex+2y—-z+1=0
0 1 2

Temos polo tanto dous planos paralelos

mx+2y—z—2=0;
ax+2y—z+1=0
e a distancia entre eles ven dada por

|—2—1] 6
d(m,a) = ————=| — unidades
(m, o) Vi+4+1 2

3. a) Teorema de Bolzano: Se f(x) é unha funcién continua nun intervalo [a,b] e f(a) -
f(b) <0 (toma valores de distinto signo nos extremos do intervalo), enton existe a lo
menos un punto c € (a,b) no que a funcién se anula: f(c) = 0.

f(x) = 3sen (g) — cos(x?) continua en [0,n]
f@ <o
fm>0

Polo teorema de Bolzano, 3¢ € (0,n) tal que f(c) = 0.

b) Sumandos: x; 40 — x. Hai que maximizar a funcion
P(x) = x3(40 — x)?
Calculamos os puntos criticos

P'(x) = 3x2(40 — x)? — 2x3(40 — x) = x%(40 — x)(120 — 5x)
x =0, que evidentemente non maximiza a P(x)
P'(x) =0 © {x = 40, que evidentemente non maximiza a P(x)
x =24

Posto que
x€(024) = P(x)>0
x € (2440) > P'(x)<0
podemos afirmar que P(x) ten un maximo relativo en x =24. Polo tanto, os
sumandos son 24 e 16 e o produto sera

P(24) = 243 -16% =
4. a)2=13+¢c = [c=1

Pendente da recta tanxente no punto (1,2): y'(1) = 3-12=3
Tendo en conta que y = ax? + bx + 1, pasa polo punto (1,2) e que a pendente da sua
recta tanxente neste punto é 3, temos o sistema de ecuacions
2=a+b+1
3=2a+b
Obtendo que[a =7 e

b) Regra de Barrow: Se f(x) é unha funcién continua nun intervalo [a,b] e G(x) € unha
primitiva de f(x) en [a,b], entdn

b
[ rwax=6)- 6@

f()l—c — Inx)dx = In|x| — [ Inxdx
Utilizando o método de integracidn por partes:
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1

u=lnx =du= ;dx ] = flnxdx=xlnx— fdx = x(lnx —1)
dv=dx = v=x

e utilizando a regra de Barrow

fef(%— Inx)dx = [In|x] — x(lnx—-1D])§=1-1=0
1

OPCION B
1. a)
. 1 m 3 . 1 m 3 1
Matriz de Matriz
. ©) = <1 2 m); . )= (1 2 m m);
coeficientes 1 4 3 ampliada 1 4 3 1

Calculamos o rango da matriz de coeficientes:

1i|=2=#0 = rang(C) =2
1 m 3
1 2 m|l=m?-7m+12
1 4 3
Como
m>—7m+12=0&m=3oum=4
Temos:

m=3 = rang(C) =2

m=4 = rang(C) = 2

m#3,em#4 = rang(C) =3

Como rang(C) < rang(A) < 3,s0 necesitamos calcular o rango da matriz ampliada nos
casosm =3 em=4:

3
2 3

[y
[

Juy

=-2 #0= rang(4) =3

jury
£
-

3
Il
IS

[urgy
IS
-

2 4
4

=0= rang(4) =2

jury
-

Discusion:

m =3 = rang(C) =2 < 3 =rang(A) Sistema incompatible.

m =4 = rang(C) = 2 = rang(A) < n% incOgnitas. Sistema compatible
indeterminado.
m=#3em# 4= rang(C) =3 =rang(A) =nlincég . Sistema compatible

determinado.

b) Caso [m=4]. Polo visto no apartado anterior, o sistema €é compatible

indeterminado e ten infinitas solucidns. Un sistema equivalente é:
x + 2y =4-4z
x + 4y =1-3z
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e as infinitas solucidns son

x=-51+7
y=§ —;; LER
zZ =

2. a)

Punto da recta r: B.(1,1,0)
Vector director da recta r: %, = (1,2,1)

Vector director da recta s: U5 = ﬁ(? =(1,-1,0); PT—I5 =(-111)

1 21
1 -1 o|=-3#0> rang(RP,5,7%)=3 =
-1 1 1
I
UxUs=[1 2 1/=@11-3)

1 -1 0

det(P.P, %, ¥ 3 3V11
d(r,s)=| (I s S)|= = unidades

|UrXVs| Vvi+1+4+9 1

b) P(0,2,1) é un punto do plano ©
A, = Vx Vs = (1,1,—3) € un vector perpendicular ao plano =. Polo tanto, a ecuacion
do plano « sera:
x+y—-2-3(z—-1)=0

| Tr:x+y—3z+1*=0

3. a) f'(x) = 4x3 —16x = 4x(x2 — 4)

x=0
f'(x)=0 & {x =-2
x=2

f'(x) = 12x% - 16
f'(0) = =16 < 0. [Méximo relativo: (0,1)]

f'(=2) = £'(2) = 32>0. [Minimos relativos: (—2,15), (2,15)]

f(x) funcién polindmica = f(x) é continua no intervalo [-3,3]= f(x) alcanza o
minimo e maximo absolutos no intervalo [—3,3]
f(=3)=f(3) =10

Polo tanto:

|M1’nimo absoluto no intervalo [-3,3]: — 15|

|Maximo absoluto no intervalo [-3,3]: 10|

b) A funcién pasa polo punto (1,2)
f)=2=a=2]

f(x) = 2x% + bxinx
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f'(x) = 4x +blnx +b

()= 4+ b
fle= 4+
En x = 1, a funcién ten un punto de inflexion
0=f'(1)=4+b=[b=—4]
Polo tanto: f(x) = 2x2 — 4xinx .
Como a funcion In sé esta definida para nimeros positivos, temos que
[Dom(f(x)) = (0, +)|
Por outra parte

" _ g4 _ 41
f)=4--=—"—

X

E analizando o signo da segunda derivada:

(0,1) (1, +0)
£ <0 >0
fx) céncava convexa

4. a) A funcién F(x) é unha primitiva de f(x) se F'(x) = f(x).
Chamase integral indefinida de f(x) ao conxunto de todas as primitivas de f(x).
Represéntase por [ f(x)dx = F(x) + C.
O simbolo [ chamase integral, mentras que f(x)dx recibe o nome de integrando,
F(x) € unha primitiva de f(x) e C é a constante de integracidn.

b) Vértice da parabola: (0,3)

-3 <0 = convexa

Puntos de corte da parabola cos eixos: (0,3), (-1,0), (1,0)

A Puntos de corte das graficas

— 2
R EYCIUNCIY
3) Polo tanto

A= [*(=3x% +3 +9)dx;

(1,0 (1.0 A=[-x*+122]% =

(-2-9) (2,-9) y=-9



C i UG PAU Codigo: 26
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

MATEMATICAS II

(O alumnola deber responder so aos exercicios dunha das opcions . Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 2 puntos, exercicio 4 = 2 puntos).

OPCION A
-11 0
1. Dada amatriz A=| 0 1 0|,
01 -1

a) Se I ¢ a matriz identidade de orde 3, calcula os valores de A para os que A+Al non ten inversa.
Calcula, se existe, a matriz inversa de A—21.

b) Calcula a matriz X tal que XA+ A’ =2X, sendo A" a matriz trasposta de A.

2. Sexa r a recta que pasa polo punto P(1,-1,-2) e é perpendicular ao plano a:x+2y+3z+6=0. Sexa
s arecta que pasa polos puntos A(1,0,0) e B(-1,-3,-4).

a) Estuda a posicion relativa das rectas 7 e s . Se se cortan, calcula o punto de corte.

b) Calcula a distancia do punto A(1,0,0) ao plano S que pasa polo punto P(1,-1,-2) e ¢ paralelo a a.

2
X +3x .. . ,

3. Debuxa a grafica de f(x) :71, estudando: dominio, puntos de corte cos eixos, asintotas,
X+

intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos, puntos de inflexion e intervalos
de concavidade e convexidade.

4. a) Enuncia o teorema fundamental do célculo integral. Sabendo que IOX f(@)dt :x2(l+x), con f

unha funcion continua en todos os puntos da recta real, calcula f(2).

2 5
b) Calcula J xz *l dx
X +x

1

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro a, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
ax + 2y + 2z a

x + y + z =20
2x - y + 2z = a
b) Resolve, se ¢ posible, o sistema anterior para o caso a =0.

y=1
x—=z+4=0
a) Calcula a ecuacion do plano o que pasa polo punto Q(0,2,2) e contén a recta r. Calcula a area do
triangulo que ten por vértices os puntos de interseccion de « cos eixos de coordenadas.
b) Calcula a ecuacion xeral do plano que contén a recta r e ¢ perpendicular ao plano « .

2.Dada arecta r :{

3. a) Define funcién continua nun punto. ;Cando se di que unha discontinuidade ¢ evitable?;Para que

ex

valores de k, a funcion f(x)= Z ¢ continua en todos os puntos da recta real?

2+
b) Determina os valores de a, b, ¢, d para que a funciéon g(x):ax3 +bx* +cx+d tefia un maximo
relativo no punto (0,4) e un minimo relativo no punto (2,0).

4. Debuxa e calcula a 4rea da rexion limitada pola recta x+y=7 e a grafica da pardbola f(x)=x"+5.

(Nota: para o debuxo das graficas, indicar os puntos de corte cos eixos, o vértice da parabola e
concavidade ou convexidade)



C i UG PAU Codigo: 26
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2010

MATEMATICAS II

(O alumnola debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1 = 3 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 2 puntos, exercicio 4 = 2 puntos).

OPCION A

1. a) Pon un exemplo de matriz simétrica de orde 3 e outro de matriz antisimétrica de orde 3.
b) Sexa M unha matriz simétrica de orde 3, con det(M)=-1. Calcula, razoando a resposta, o

determinante de M +M", sendo M' a matriz trasposta de M .

. . . 1 -1 2 -2
¢) Calcula unha matriz X simétrica e de rango 1 que verifique: X -[2 2) :(0 Oj'

x+y+z-3=0
3x+5y+3z-7=0

a) Calcula a ecuacion xeral do plano 7 perpendicular a 7 e que pasa polo punto P(2,—1,-2).

2.Dada arecta r :{

b) Calcula o punto Q no que 7 corta a 7. Calcula o angulo que forma o plano 77 con cada un dos
planos coordenados.

3. a) Definicion e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.

. e +e " =2cosx

b) Calcula: lim—————-—
x>0 sen(x )

4. Debuxa e calcula a drea da rexion limitada pola grafica de y=—x’+1 e as rectas tanxentes a esta

parabola nos puntos de corte da parabola co eixo OX. (Nota: para o debuxo das graficas, indicar os puntos
de corte cos eixos, 0 vértice da parabola e concavidade ou convexidade).

OPCION B
1. a) Discute, segundo os valores do parametro m , o sistema de ecuacions lineais
mx + y — 2z = 0
x +y + z =0
X -y + z =m

b) Resolveo, se ¢é posible, nos casos m=0 ¢ m=-1.

x= 3-34
4x — 3y -12=0
2. Dadas asrectas r:qy=  —44; S:
p Sy — 4z — 4=0
7=

a) Estuda a sua posicion relativa. Se se cortan, calcula o punto de corte e o angulo que forman res .
b) Calcula, se existe, o plano que as contén.
2
3. Debuxa a grafica da funcion f(x)= P estudando: dominio, puntos de corte cos eixos, asintotas,
x—

intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos, puntos de inflexion e intervalos
de concavidade e convexidade.

4. a) Calcula len(l +x%)dx (Nota: In = logaritmo neperiano)

b) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema do valor medio do calculo integral.
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CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola obtencion dos valores de A para os que A+Al non ten inversa.
» 1 punto polo calculo da matriz inversa de A-2I.

b) 1 punto, distribuidos en:

» 0,5 puntos por despexar X
> 0,5 puntos polos calculos de —A'(A-2I)"

2) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencion das rectas r e s.
» 1 punto polo estudo da posicion relativa das rectas.
» 0,5 puntos pola obtencion do punto de corte.

b) 1punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola obtencion do plano f3.
» 0,5 puntos pola obtencion da distancia do punto ao plano.

3) 2 puntos, distribuidos en:

0,25 puntos polo dominio e puntos de corte cos eixes.

0,25 puntos polas asintotas.

0,5 puntos polos intervalos de crecemento e decrecemento.

0,25 puntos por xustificar que non existen maximos nin minimos relativos.
0,25 puntos por xustificar que non existen puntos de inflexion.

0,25 puntos polos intervalos de concavidade e convexidade.

0,25 puntos pola grafica.

YVVVYVYYVYVYYVY

4) a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do célculo integral.
» 0,5 puntos pola obtencion de f(2).
b) 1punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola division do polinomio do numerador entre o do denominador e a descomposicion
en fraccions simples.
» 0,5 puntos polas integrais e aplicacion da regra de Barrow.

OPCION B
1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencion do rango da matriz de coeficientes.
» 0,5 puntos polo célculo do rango da matriz ampliada.

» 0,5 puntos. Sistema incompatible.

» 0,5 puntos. Sistema compatible determinado.

b) 1 punto, pola solucion do sistema para o caso a = 0.
2) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola obtencion dunha ecuacion do plano o.
» 1 punto polo calculo da area do triangulo.

b) 1 punto, pola obtencion da ecuacion do plano.
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3) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos pola definicion de funcion continua nun punto.
» 0,25 puntos pola definicion de descontinuidade evitable.
» 0,5 puntos pola obtencion dos valores de k.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola formulacion do problema.
» 0,5 puntos pola obtencion dos valores de a, b, ¢, d.

4) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,75 puntos polas graficas.
» 0,75 puntos pola formulacion do problema.
» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A
1) a) 0,5 puntos, distribuidos en:
» 0,25 puntos polo exemplo de matriz simétrica.

» 0,25 puntos polo exemplo de matriz antisimétrica.
b) 1 punto

¢) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos por expresar a condicion do rango.
» 0,5 puntos polas ecuacions do produto de matrices.

» 0,5 puntos por resolver as ecuacions.
2) a) 1,5 puntos

b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,75 puntos pola obtencion do punto de corte.

» 0,75 puntos (0,25 puntos por cada angulo).

3) a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion da derivada dunha funcioén nun punto.
» 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.

b) 1 punto

4) 2 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos por representar a parabola.
» 0,5 puntos pola obtencion das tanxentes.
» 0,5 puntos pola formulacion da area.
» 0,5 puntos polo calculo da integral definida.

OPCION B
1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencion do rango da matriz de coeficientes.
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» 0,5 puntos polo célculo do rango da matriz ampliada.
» 0,5 puntos. Sistema incompatible

» 0,5 puntos. Sistema compatible determinado.
b) 1 punto (0,5 puntos por cada caso)

2) a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa

» 0,5 puntos polo punto de corte.
» 0,5 puntos polo angulo que forman as rectas.
b) 1 punto, pola obtencion da ecuacion do plano.

3) 2 puntos, distribuidos en:
» 0,25 puntos polo dominio e puntos de corte cos eixes.
0,25 puntos polas asintotas.
0,5 puntos polos intervalos de crecemento e decrecemento.
0,25 puntos polo maximo e minimo relativos.
0,25 puntos por xustificar que non existen puntos de inflexion.

0,25 puntos polos intervalos de concavidade e convexidade.

YV V V VYV VYV V

0,25 puntos pola grafica.

4) a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola integracion por partes.
» 0,5 puntos pola integral da funcion racional.
b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do calculo integral.

» 0,5 puntos pola interpretacién xeométrica.
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CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

1441 0
Da) A+AI=| 0 1+4 0 [;|A+a| = (A-1)-(A+)) .
0 1 -1+

A= 1
Polo tanto, A+ Al non ten inversa < {ﬂ _ 1
-3 1 0
A-21=| 0 -1 0; [|A-2I|=(3)*-(-D=-9%0
0 1 -3
| | 300y |73 73 ©
A-21)"= Ad(A-2D),)Y=——|3 9 3|=| 0 -1 0
( ) |A—21|( ( )i) 9
003 11
0 —— —=
3 3

b) XA+A' =2X < X(A-21)=-A".E, polo apartado anterior, sabemos que A—2/ ten inversa.
Polo tanto: X =—A"(A—21)"

LGy [y o
1 0 0)|73 73 i 3 |
X=-1 -1 -1 0o -1 0= - > 1
0 0 1 1 1 3033
0 -2 - 0 _Lo 1
3 3 3 73
P(,—1,2) er i b4 A(1,0,0) € s x=1-2u
2) ay_. _. 124 =>r:qy=-1+24  _ 1B 34 =s:iy= —3u
Vr—l’la—(, > ) Z:_2+31 Vs = _(_ ( ’_) 7= _4/_1
N 1 2 .
rang(v,,v,) =rang s 3 4 =2 —>as rectas cOrtanse ou criizanse. Ademais
1 2 3
rang(vj,vj,ﬁ\)zrang -2 -3 —4|=2,logo as rectas cortanse.
0 1 2

Punto de corte:

1+ A =1-2u

u=-1
—142A= -3u;= =17T(3,3,4
H {122}

2434= —4u
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P(,-1,-2)e B }
b) - = B:(x-D)+2(y+D)+3(z+2)=0= B:x+2y+3z+7=0
n;=n,=(1,2,3)

P

_+7 a4
A s

3) Dom(f)="1 —{-1}

Puntos de corte cos eixes:

x=0=f(x)=0
f(x):0:>x(x+3)=0}:>;
lim f(x) =+
? ! £ Asintota vertical
m X)=—00

Non existen asintotas horizontais pois lim f(x)=o0
x—to0

unidades

Calculo da asintota oblicua:

i 3% _
xX—>o0 +1
>+ =|y=x+2
b= hm( —x)=lim / 3 / .
oo x4 1 Xm0 x+1

Calculo dos puntos criticos:
. Qx+3)(x+1)—x" —3x X +2x+3
Fix= (x+1) (x+1)
f'(x)=0< x> +2x+3=0, que non ten raices reais.

Polo tanto, non existen maximos nin minimos relativos.
Intervalos de crecemento e decrecemento:

X (=0,=1) | (=1,+0)
'@ >0 >0 f(x) é crecente no intervalo (—o0,—1) e
crecent | crecent no intervalo (—1,+o0)
f(x) h X

Calculamos a segunda derivada:

£ = (2x+2)(x+1)* =2(x +1)(x* +2x+3) __—4
(x+1)* (x+1y
f"(x)#0 e polo tanto a funcion non ten puntos de inflexion.

Intervalos de concavidade e convexidade:

X (=0,=1) | (=1,400) f(x) é convexa no intervalo (—oo,—1) e

f(x) >0 <0 concava no intervalo (—1,+0)

f(x) convexa | céncava

Con todos estes datos a grafica da funcion sera:
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x=-1 y= x+%

4) a) Se f(x) ¢ unha funcion continua en [a,b] e F(x) =IX f(t)dt, enton F(x) é derivable en
(a,b) e ademais F'(x)= f(x).

F(x) :j:f(z)dz =X2(1+x)= f(x) = F'(x) =2x+3x
e polo tanto:

f(Q)=4+12=16
b) O numerador e denominador son funciéns polindmicas do mesmo grao. Polo tanto, en primeiro
lugar, facemos a division:

X +1 1-x

=1+
X +x X +x

e, tendo en conta que x” +x = x(x+1), facemos a descomposicién en fraccions simples
l-x A, B _Ax+Bx+A {A:I

£4+x x x+l  x+x B=-2
Polo tanto
1-x dx 2dx
dx=|dx+|——-|—
Ix2+x I -[x J.x+1

e aplicando a regra de Barrow

r 12_" de=[x+Inj-2In[x+1[] =2+In2-2In3-1+2In2=1+31n2-2In3 =1+In(8/9)
PXT X !
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OPCION B
. a 2 2 ) a 2 2 a
Matriz de Matriz
1) a) . ©C=1]1 1 1 (A= 1 10
coeficientes ampliada
2 -1 2 2 -1 2 a
Calculamos o rango da matriz de coeficientes:
11
" 1:73¢03rang(C)22
|C|=2a-2+A-A+a-4=3a-6; 3a—6=0ca=2
Polo tanto:

a=2=rang(C)=2
a#2=rang(C)=3

Calculamos o rango da matriz ampliada:
a#2=rang(A)=3, pois 3=rang(C)<rang(A)<3

para a=2
2 22
1 1 Oj=A-2-A-4=-6=0
2 -1 2

Concluimos que rang(A) =3, para calquera valor do parametro.

Discusion:
a=2=rang(C)=2<3=rang(A). Sistema incompatible. Non ten solucion.
a#2=rang(C)=3=rang(A) =nincdgnitas. Sistema compatible determinado. Solucion tnica.

b) . Estamos no caso de sistema compatible determinado e ¢ un sistema homoxéneo. Polo

tanto a solucién tnica € a solucion trivial
x=0,y=0,z=0

2)a)

x=-4+1
y=1
r: =>r:q y= 1
x—z+4=0
z= A

P(-4,L0)er; 0(0,2,2)ea

v, =(1,0,1)

OF, =(-4,-1,-2)
Estes elementos determinan o plano « :

} vectores directores de a

x  y-=2 z—2
1 0 1 |=0 = |a:x-2y—z+6=0
—4 -1 -2
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Vértices do triangulo: M (—6,0,0); N(0,3,0); P(0,0,6)

o P - ];

MN =(6,3,0) R L

- = MNxMP=|6 3 0|=(18,-36,-18)
MP =(6,0,6) 6 0 6

LN ]
Area MNP:%‘MNXMP‘=%\/182+362+182 =96

v, =(1,0,1) .

b) . vectores directores de 7
n, =(1,-2,-1)
P(4.1,0)ex

Estes elementos determinan o plano 7:
x+4  y-1 z

U0 =0 = [rxeyeaeg

1 -2 -1
3) a) Dise que f(x) é continua no punto x = x,, se
Alim fCo; 3 () m £(x) = f(x)
Dise que f(x) ten unha descontinuidade evitable no punto x = x,, se

Flim f(x)

Af(x) ouben 3f(x) pero f(x,)# lim f(x)

X

e

¢ un cociente de funcions continuas en [J . Polo tanto f(x) sera continua en [J se

f) ==
X+

non se anula o denominador, pero
k=0 x=+J-k

Asi f(x) é continuaen I para k €(0,00).
g(O)=4=
g(0)=0=

g2)=0=>8a+4b+4=0 N a=1
£'2)=0=>12a+4b=0 b=-3

b) Maximo relativo en (0,4) = { } =g(x)=ax’ +bx’ +4

Minimo relativo en (2,0) 3{

4) x+ y=7=> Puntos de corte da recta cos eixes: (0,7), (7,0)

f'(x) =2x = Decrecente en (—0,0) e crecente en (0,0)

f)=x"+5= . L.
Corte cos eixes: (0,5); Vértice (0,5); f"(x) =2>0= convexa
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Puntos de corte de recta e parabola:

y=T-x ) x=-2 i
) =>x +x-2=0=> = Puntos de corte das graficas: (-2,9);(1,6)
y=x+5 x=1

(-2.9)

0.7

1,6)

x+y=7

1
B 1 1 X X 9
Area:‘[2[7—x—(x2+5):|dx=J.2(—xz—x+2)dx:[—3—2+2x:| = Euz
2

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
I 2 1 -1 . 0o 1 =2
1 Exemplo de matriz ol Exemplo de matriz ) 0 3
simétrica de orde 3 ’ antisimétrica de orde 3
-1 0 4 2 -3 0

b) M simétrica < (a4, =a;) < M =M' < M+ M =2 M. Entén, tendo en conta que M é de
orde 3:
det(M + M") =det(2M) =2° det(M) = -8

b
c) X cadrada de orde 2 e simétrica = X = [: J
c

rang(X)=1=>ac—b* =0, e non todos nulos

a b 1—1_2—2Z>a+2b -a-2b) (2 -2
b c¢)l2 =2)lo o b+2c -b-2¢) (0 0

temos asi:
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a+2b=2 a=2 2 0
b+2c=0 ;=b=0,=|X =

0 0
ac—b*=0 c=0

2) a) Calculamos as ecuacions paramétricas de r:

x=4-1
x+ y=—z+3
=>r:qy=-1
3x+5y=—3z+7}
z= A
Por ser o plano e a recta perpendiculares:
7 Lren v, =(-1,0,1)
Polo tanto:
asa polo punto P(2,—1,-2)
N & r-lx-2+(+2) =0 [zx-z-4=0]
e =(=1,0,1)

b) Punto de corte da recta e o plano:

A-2-2-A=0=2=0=[04,-1,0)|

Angulo que forma 7 cos planos coordenados:

I e e
e S 7
Exl - -0=fon74

3) a) Dada a funcion y= f(x), dise que f(x)¢€ derivable en x=a, se existe e ¢ finito o limite:
e (a+h) f(@)

ha(l

represéntase por f'(a)e chamase derivada de f(x)en x=a.

Plano XZ=y:y=0

= cos(y,7) =cos(n_,n_
e alo } (7,7) = cos(n,,n,) = T

* Interpretacion xeométrica: o cociente w

coincide coa pendente da recta secante que pasa por
(a,f(a) e (a+h,f(a+h)). A medida que vai diminuindo

a amplitude do intervalo [a,a+h], os puntos de corte

determinados polas distintas secantes fanse mais e mais
proximos. No limite, a secante convirtese na tanxente.

=
e — =

Asi: a derivada de f(x), en x=a, coincide coa pendente
da recta tanxente a4 grafica de f(x)no punto (a,f(a)).

X3 PSP
v

a+h

/]

b) E unha indeterminacion do tipo % Aplicamos L’Hopital
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0/0

e'+e " —2cosx .. e —e " +2senx

X -X
e +e " +2cosx 4

lim > =lim 5 = lim > > ===
x>0 sen(x”) =0 2xcos(x”) L' Hépital 0 2cos(x”)—4x"sen(x”) 2

vértice : (0,1)
4) parabola: y = —x* +14 Puntos corte eixe 0X: (=1,0),(1,0)
y'=-2x; y"=-2<0 concava

A Recta tanxente en (-1,0): y=2(x+1)<= y=2x+2
02) Recta tanxente en (1,0): y=-2(x—-1)< y=-2x+2
Polo tanto:
©.1) A=[C x+2+x2—1)dx+_[01(—2x+2+x2—1)dx
integrando e aplicando a regra de Barrow
3 0 3 !
1,0) 0 N T B e T I R
3 -1 3 0
y=2x/r2 y=-2x+2
OPCION B
. m 1 -2 . m 1 -2 0
Matriz de Matriz
1) a) . <=1 1 1 .o @A=1]1 1 1 0
coeficientes ampliada
1 -1 1 1 -1 1 m
Calculamos o rango da matriz de coeficientes:
\C \ =2m+4
AN m=-2=rang(C)=2
‘1 1J__2¢0 m#-2=rang(C)=3

Calculamos o rango da matriz ampliada:
m#—2, 3=rang(C)<rang(A)<3=rang(A)=3

pero para m=-2

-2 1 0
1 1 0=6=%#0
1 -1 =2

Asi, rang(A)=3, Vm
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Discusion do sistema:
o m=-2=rang(C)=2<3=rang(A). Sistema incompatible. Non ten solucion.
o m#=-2=rang(C)=3=rang(A)=n’incognitas Sistema compatible determinado.
Solucién unica.
b) Caso . Queda un sistema homoxéneo e como estamos no caso dun sistema compatible

determinado, a unica solucion € a trivial: |[x=y=z=0

Caso . Tamén estamos no caso dun sistema compatible determinado e a solucion Unica
podémola obter por Cramer:

0o 1 -2 -1 0 2 -1 1 0
0 1 1 1 0 1 1 1 0
-1 -1 1 3 I -1 1] 1 I -1 -1
x= ;oY= ;o2 1
2 2 2 2 2

2) a) Determinamos un punto e un vector director de cada unha das rectas r e s:
P(3,0,-6): v, =(-3,-4,0)

ik
v,=|4 -3 0|=(12,16,20). Consideramos v, = (3,4,5); P.(3,0,—1)
0 5 —4

Podemos estudar a posicion relativa utilizando rangos:

v 3 -4 0
rang [l] = rang( ) =2 = Asrectas cortanse ou crizanse.

v, 3 45
PP, 0 05
Pero como rang v—r =rang| -3 —4 0 |=2, as rectas son secantes.
v 3 45

Punto de corte:
43— =17=0

—201+424—4=0= A=1=|P(0,—4,—6)

O angulo que forman as rectas podemos calculalo como:
‘79 716‘

V. -V, 77
=arcosS—=—a =
J9+16-J9+16+25 2 4

K

=arcos

\%

r

[V,

s

a=(r,s)=arcos

b) Como as rectas son secantes, estan contidas nun plano:

= |\riy=—4—-41+4u

(0,~4-6)ex } x= —3Aa3u
7=-6 +5u

v_,v, vectores de 7
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3) Dom(g)=0 —{2}

Puntos de corte cos eixes:

=0= =0

x 8(x) ~[(0.0)
gx)=0=x=0

lim g(x)=—o0

X?T Asintota vertical
lim g(x) = 400
x—2"

Non existen asintotas horizontais pois lim g(x) =z
x—>to0

Calculo da asintota oblicua:
2

m= lim =
ExE=2) = +2
y=Xx
2 —
b tim( )= im A2,
a0y =2 x>0 x=2
Célculo dos puntos criticos:
2x(x=2)—x>  x*—4x
2'(x) = (x=2) R i
(x=2) (x=2)
x=0
g'»=0<
x=4
Intervalos de crecemento e decrecemento:
x | (0,0 (0,2) (2,9 (4,0)
g'(x) >0 <0 <0 >0

crecent | decrecent | decrecent | crecent
e e e e

g(x)

g(x) ¢é crecente nos intervalos (—0,0) e (4,40) e g(x) ¢ decrecente nos intervalos (0,2) e (2,4).

Calculamos a segunda derivada:
2x—4)(x- 2)2 —2(x— 2)()c2 -4x) 8
(x-2)* (-2
£"(0) =—-1< 0= Maximo relativo: (0,0)
g£"(4)=1>0= Minimo relativo: (4,8)
g"(x)#0 e polo tanto a funcion non ten puntos de inflexion.
Intervalos de concavidade e convexidade:

g"(x)=

x (=0,2) | (2,+) g(x) é convexa no intervalo (2,+0)
8" (%) <0 >0 e concava no intervalo (—,2)
g(x) | céncava | convexa

Con todos estes datos, a grafica de g(x) sera:
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\4

x=2

4) a) Utilizamos o método de integracion por partes:
2x

u=In(+x")=du= dx
1+x° X X
, :>1=jxln(1+x2)dx:f1n(1+x2)—fﬁdx
dv:xdxév=x— 2 I+
2

Como o grao do polinomio do numerador ¢ maior que o grao do denominador, facemos a division
dos polinomios. Asi:

2 2
. T )dx = %ln(l+x2)—x—+
+Xx

2
X' 2 ((x—
1= ) In(1+x7) _[(x 3

%1n(1+x2)+C

b) Se f(x) é unha funciéon continua nun intervalo [a,b], existe un punto c < (a,b)tal que
b
[ Fodx=fe)b-a)

Interpretacion xeométrica: A area encerrada pola grafica de
unha funcién continua nun intervalo pechado, o eixo OX e as
rectas x=a, x=>b ¢é igual 4 area dun rectangulo de base b—a
e altura f(c), sendo f(c) o valor que toma a funciéon nun
punto intermedio c.

v

[ "
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COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2009

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque temdtico).
BLOOUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion mdxima 3 puntos)

1 0
Opcioén 1. a) Dada a matriz 4 2[ “ ], calcula os rangos de 44" e de A'4, sendo A’ a matriz transposta
a

de A. Para o valor a = 1, resolve a ecuacion matricial A4'X = B, sendo B = [3]
b) Sexa M unha matriz cadrada de orde 3 con det(M) = -1 e que ademais verifica M* + M + =0 sendo
I a matriz unidade de orde 3. Calcula os determinantes das matrices: M + /e 3M + 3/
Opcién 2. a) Resolve, se € posible, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
X + y - z =35
2x + y - 2z = 2
b) Calcula o valor de m, para que ao engadir ao sistema anterior a ecuacion:
X + 2y - z = m

resulte un sistema compatible indeterminado.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién maxima 3 puntos)
Opcién 1. Sexa r a recta que pasa polos puntos P(0,8,3) e Q(2,8,5) e s arecta
X -y + 7 =0
st
y - 2z =0

a) Estuda a posicion relativa de r e s Se se cortan, calcula o punto de corte.

b) Calcula a ecuacion da recta que pasa por P e ¢ perpendicular ao plano que contén a r e s.
Opcién 2. Sexan m o plano que pasa polos puntos A(1,-1,1), B(2,3,2), C(3,1,0) e r a recta dada por
x=7 y+6 z+3

2 -1 2
a) Calcula o angulo que forman a recta » e o plano m. Calcula o punto de interseccion de » e 7.
b) Calcula os puntos da recta  que distan 6 unidades do plano =.

BLOOUE 3 (ANALISE) (Puntuacion mdxima 4 puntos)

Opcién 1. a) Define funciéon continua nun punto. (Qué tipo de descontinuidade presenta a

In(1+x?)

funcion f(x) = enx=0?

b) Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento, os extremos relativos e os puntos de inflexion
da funcion g(x) = 2x3 - 3x2.

¢) Calcula a area do recinto limitado pola grafica de g(x) = 2x* - 3x* e a recta y = 2x.
Opciodn 2. a) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema do valor medio do calculo diferencial.

X

b) Calcula un punto da grafica da funcion g(x)= (1672 no que a recta tanxente sexa paralela ao

+e)
eixo OX; escribe a ecuacion desa recta tanxente. Calcula as asintotas, se as ten, de g(x).
In5
¢) Calcula: J' ﬁdx ; (Nota: In = logaritmo neperiano)
+e*
0
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cCiuaGg PAAU (LOXSE) Cédigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2009

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque temdtico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion méxima 3 puntos)

1 2 3
Opciodn 1. a) Estuda, segundo os valores de m o rango damatriz M =| 2 m m+2|.
m 8 12

0 -1 -1
b) Resolve a ecuacion matricial 42X = B, sendo 4 = [2 J ., B :[ O) .

Opciodn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

x — y + z =0
2x - y - z = 0
x — 2y + 4z = m

b) Resolve, se ¢ posible, o sistema anterior para o caso m = 0.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién maxima 3 puntos)

1 -1
Opcién 1. Dados os planos ©, :x+y+z-1=0;m,:y-z+2=0;earecta r:%:%:zl

a) Calcula o angulo que forman n, ¢ m,. Calcula o dngulo que forman =, e 7.

b) Estuda a posicion relativa da recta e a recta interseccion dos planos &, e =,
Opcioén 2. a) Calcula a ecuacion da recta que pasa polo punto P(2,3,5) e € perpendicular ao plano

x=—14+2A
miyy= 242h+p
z= 243A+p

a) Calcula a distancia do punto P(2,3,5) ao plano n. Calcula o punto de © que esta mais proximo ao punto
P(2,3.,5).

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méaxima 4 puntos)

Opcion 1. a) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema de Bolzano. Dada a funcion
f(x) =e"+ 3xIn(1 +x?), xustifica se podemos asegurar que a sta grafica corta ao eixo OX nalgiin punto do
intervalo [-1, 0].

. ax+b se x<0
b) Calcula os valores de a e b para que a funcion f° (x)= @) +1 >0
sen(2x se X

sexa continua e derivable en x = 0. R

¢) Calcula a area do recinto limitado polo eixo OX e a pardbola y = XI -x.

Opcién 2. a) Calcula a ecuacion da recta tanxente a grafica de f{x) = (1 + x?)e™ no punto de abscisa x = 0.
b) Calcula o dominio, as asintotas, os intervalos de crecemento e decrecemento e os extremos relativos

2
X

X -1
¢) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema do valor medio do célculo integral.

da funcion f(x)=
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Criterios de Avaliacion / Correccion
CONVOCATORIA DE XUNO

Bloque 1 (Alxebra lineal) (3 puntos)
OPCION I:

a) 2 puntos

0,5 puntos polo rango de AA!

0,5 puntos polo rango de A'A

1 punto polo calculo da matriz X

b) 1 punto

0,5 puntos polo det(M +I)

0,5 puntos polo det(3M + 31)

a) 1,5 puntos

0,5 puntos por deducir que ten infinitas solucions
1 punto por obter as infinitas solucions

b) 1,5 puntos

0,5 puntos polo rango da matriz dos coeficientes

0,5 puntos por deducir que o rango da matriz ampliada
ten que ser 2

0,5 puntos por obter o valor de m

Bloque 2 (Xeometria) (3 puntos)

OPCION I:

a) 1,5 puntos

1 punto polo estudo da posicion relativa

0,5 puntos polo calculo do punto de corte

b) 1,5 puntos

1 punto pola obtencion do vector director da recta
0,5 puntos pola ecuacion da recta

OPCION 2:

a) 1,5 puntos

0,5 puntos pola ecuacién do plano

0,5 puntos polo angulo que forman a recta ¢ o plano
0,5 puntos polo calculo do punto de corte.

b) 1,5 puntos

0,75 puntos pola igualdade que expresa que un punto
da recta dista 6 unidades do plano
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0,75 puntos pola obtencion dos dous puntos da recta
que distan 6 unidades

Bloque 3 (Anilise) (4 puntos)

OPCION I:

a) 1 punto

0,5 puntos pola definicion de funcion continua nun
punto

0,5 puntos polo tipo de descontinuidade

b) 1,5 puntos

0,75 puntos polos intervalos de crecemento e
decrecemento

0,5 puntos polos extremos relativos (0,25 puntos por
cada un)

0,25 puntos polo punto de inflexion

¢) 1,5 puntos

0,75 puntos pola formulacion do problema (expresion
da area como suma de integrais definidas)

0,75 puntos polo célculo da area (0,25 puntos pola
integracion e 0,5 puntos pola aplicacion da regra de
Barrow e obtencion do resultado)

OPCION 2:

a) 1 punto

0,5 puntos: enunciado do teorema do valor medio do
calculo diferencial

0,5 puntos: interpretacion xeométrica do teorema do
valor medio do calculo diferencial

b) 1,5 puntos

0,5 puntos polo célculo do valor de x no que se anula
a derivada de g(x)

0,5 puntos pola ecuacion da recta tanxente

0,5 puntos polas asintotas

¢) 1,5 puntos

1 punto polo célculo da integral indefinida

0,5 puntos pola aplicacién da regra de Barrow e
obtencion do resultado



Criterios de Avaliacion / Correccion
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL
OPCION 1:

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos por obter m = 4.

0,5 puntos por rang(M) =3 se m # 4
0,5 puntos por rang(M) = 1 se m = 4.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola obtencion de A*

0,5 puntos polo célculo de (A%)! ou pola formulacion
do sistema de ecuacions expresando X como unha
matriz 2x1.

0,5 puntos pola obtencion da matriz X.
OPCION 2:

a) 2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos polo rango da matriz dos coeficientes.
0,5 puntos polo rango da matriz ampliada.

1 punto pola discusion do sistema:

= 0,5 puntos. Sistema Incompatible.

= 00,5 puntos. Sistema Compatible Indeterminado.
b) 1 punto pola resolucion do sistema.
BLOQUE 2 (XEOMETRIA

OPCION I:

a) 1,5 puntos, distribuidos en

0,75 puntos polo angulo que forman os planos.

0,75 puntos polo angulo que forman o plano ¢ a
recta.

b) 1,5 puntos, distribuido en:

0, 5 puntos polo calculo do vector director da recta

interseccion dos planos ou pola expresion da recta
como interseccion de dous planos.

0,5 puntos polo paralelismo das rectas.

0,5 puntos, as rectas non son coincidentes.
OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos pola obtencion do vector director da recta.

0,5 puntos pola ecuacion da recta.
b) 2 puntos, distribuidos en:
1 punto pola distancia do punto ao plano.

Ipunto pola obtencion do punto do plano mais
proximo ao punto dado.

BLOQUE 3 (ANALISE)

OPCION 1:

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.

0,5 puntos pola interpretacion xeométrica do teorema
de Bolzano.

0,5 puntos pola aplicacion do teorema de Bolzano.
b) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos pola obtencion de b (condicion de
continuidade).

0,5 puntos pola obtencion de a (condicion de
derivable).

¢) 1,5 puntos, distribuidos en:

1 punto pola formulacién do problema.

0,5 puntos pola integracion e aplicacién de Barrow.
OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos pola derivada en x=0.

0,5 puntos pola ecuacion da recta tanxente.

b) 2 puntos, distribuidos en:

1 punto polo dominio e asintotas.

0,5 puntos polos intervalos de crecemento e
decrecemento.

0,5 puntos polo maximo relativo.

¢) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio
do calculo integral.

0,5 puntos pola interpretacion xeométrica do teorema
do valor medio do calculo integral.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion
mdxima 3 puntos)

Opcioén 1. a)
a
|44 =(1+a?P—a*= 1 +a*+a*>0,Ya eR = rang(44) =2

a 1
AA‘:a10.10:1+a2
1 0 a a 1+d’
0 a

2

a 1 1+a° a a
. B a 1 0)
AA =11 0} = 1 0
1 0 a B
0 a a 0 a
1 2
+a a4 10
a 1 = rang('44)=2

‘AA‘ =a’(l+a’)-a’—a* =0

AA' = (2 1];\AA’|:3¢0:’3(AA’)";
1 2
2, _1
o HY0 )
K

b) MP+M+I1=0= M+I=-M
det(M +1) = det(-M?) = (-1)*- (1)’ =1
det(3M+31) = det(3(M+1)) = (3)* - det(m+l) =33 1 =27

Opciodn 2. a) As infinitas solucions do sistema vefien
dadas por:

x=t-3
x+y=5+z
y=8 |[;teR
2x+y=2+42z
z=t
b)
< 1 1 -1
Matriz de
X =12 1 2
coeficientes
1 2 -1
. 11 -1 5
Matriz
. AH=12 1 2 2
ampliada
1 2 -1 m

Calculamos o rango da matriz de coeficientes:
|C|=-1-4-2+1+4+2=0

1 1
‘2 1]

= rang(C)=2
‘:7#0 2(C)
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Para que sexa un sistema compatible indeterminado,
tera que ser rang(A) = 2, xa que enton

rang(C) = rang(4) = 2 <3 = n’de incognitas

Como rang(4) > rang(C)=2,rang(A)=2 < det(4)=0.
Enton:

11 5
0=2 1 2 =m+20+2—54—2m:—m+13ﬁ
1 2 m

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién maxima
3 puntos)

Opcion 1. Determinamos un punto, un vector director
e as ecuacions paramétricas de cada unha das rectas
res:

v, =P0=(2,0,2 7 o
(08.3)er 2= 3 + 2
Y o u {13(—7,0,0)@
S:1yy= 20 = —
_~ A v, =(2,2,1)
a) 5
ran, \7,; =ran, =2 = asrectas
2(v,,v,) g[z 5 J
cortanse ou cruzanse, pero como
2 0 2
rang(;;,v—x,TPx)=rang 2 2 1 |=2= as
-7 -8 -3

rectas cortanse.
Calculamos o punto de corte:

2t-8+7=0 1
= t=
8-6-4t=0

oF Punto de corte:

b) Un vector director da recta perpendicular
ao plano que contén as rectas r e s ¢ o vector

ik
voxv.=[2 0 2|=(-42,4)
2 2 1

Polo tanto, as ecuacions paramétricas da recta pedida
seran:

x= =2t
y=8+2t
z=3+4¢

Opcién 2. Calculamos a ecuacion do plano 7 que pasa
polos puntos dados:



Exemplos de resposta / Solucions

x—1 y+l z-1
1 4 1| =0 = -6(x-1)+3(y+1)-6(z-1)=0
2 2 -1

¢ dicir, m = 2x —y +2z -5 =0.

a) Vector normal ao plano n: 7= (2,-1,2). Vector
director da recta r: v, = (2,-1,2). Como os dous
vectores son proporcionais, podemos afirmar que a

recta e o plano son perpendiculares.

Para calcular o punto de interseccion da recta co
plano, consideramos as ecuacions paramétricas da
recta r:

x= T7+2A
riqy= -6-A
z= -3+2A

e substituimos na ecuacion do plano:
2(7 +21) (=6 1) +2(-3 +24) -5 =0 = A =—1
e polo tanto o punto de corte é: [(5,-5,-5)|.
b) A condicion de que un punto (7 +2 A, 6 —A, -3 +21)
da recta r diste 6 unidades do plano =, vén dada pola
igualdade:
6= [2(7+21)-(-6-1)+2(-3+21)-5|
Na+1+4
Or+9=18 A
=
-OL-9=18 } {k

obtendo asi os puntos da recta: |(9,-7,—1)|e[(1,-3.-9)|.
BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4

puntos)

de onde:

[oA+9] = 18 ®{

Opcién 1. a) Unha funcion f{x) dise continua en

x=x,se lim £(x) = (x,)

In(1+x°
Afuncion f(x) = In(+x") non esta definida en
x =0, pero
In(l+x®) 2
lim (I+x )=11m xz =0
x>0 X x>0 | 4+ x

polo tanto esta funcion presenta, en x = 0, unha
descontinuidade evitable. Evitase esta descontinuidade
definindo

In(1+ x%)
——= sex#0
S(x)= x
0 sex=0

b) g(x) = 2x* -3x?
g'(x) = 6x> —6x
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x=0
g(x)=0 < 6x(x-1)=0 < { )
xX=

Estudamos o signo de g’(x) nos intervalos (—, 0),
0, e (1, =)

x (=0,0) 0.,1) (1,0)
g'(x) >0 <0 >0
g(x) crecente decrecente | crecente

x €(-»0,0)= g'(x)>0. A funcion ¢ crecente neste
intervalo.

xe(0,1)= g'(x) <0.A funcion ¢ decrecente neste
intervalo

xe(l,o)= g'(x)>0. A funcidn ¢ crecente neste
intervalo.
Para os extremos relativos, estudamos o signo da
segunda derivada nos valores que anulaban a primeira
derivada

g'(x)=12x-6

g"0)=-6<0; g"(H)=6>0
Polo tanto hai un maximo relativo no punto (0, 0) e

un minimo relativo no punto (1, —1).
Finalmente
g”(x):0<::>x:%

= Punto de inflexion no
g"(x)=12%#0
punto (1/2, -1/2).
¢) Calculamos os puntos de interseccion da recta
y=2x, con g(x) = 2x* -3x?




Exemplos de resposta / Solucions

0
2

—_1
=)
e polo tanto

0 2
A= j y (2x° —3x> = 2x)dx +j0 (2x—2x° +3x)dx

X =
x(2x* -3x-2)=0=1 x=

integrando e aplicando Barrow, resulta

4 0 4 2
A:{x——xS—xz} +{x2—x—+x3}
2 Ly 2 )

Opcioén 2. a) Se f{x) ¢ unha funcion continua en [a,b]
e derivable en (a,b), enton existe polo menos un punto
c € (ab) tal que

32

fio) = LO-1@
b-a
Interpretacion xeométrica:
A

B
|

e Iy

Se f{x) ¢ unha funcion continua en [a,b] e derivable
en (a,b), entdn existe polo menos un punto intermedio
c tal que a recta tanxente a grafica de f{x) no punto
(¢, fc)) é paralela a corda que une os puntos (a, f{a))

e (b, /(b))
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b) As rectas paralelas ao eixo OX tefien pendente 0.
Como a pendente da recta tanxente a grafica dunha
funcién coincide coa derivada da funcion nese punto,
temos que encontrar os valores que anulan a derivada

de g(x).
e'(l+e") =2 (1+e") e —e
(1+e)! (I+e*)

e tendo en conta que e* # 0, Vx eR

g'x)=

g =0 - =0 (l-¢)=0
ef=l<x=0

Asi, a recta tanxente & grafica de g(x) no punto
(0, g(0)) ¢é paralela ao eixo OX e vén dada pola
ecuacion

v —g(0)=g'(0)(x - 0)
enton, como g(0) = 1/4, a ecuacion da recta tanxente

pedida sera: | y

Asintotas verticais de g(x):
1+ ¢*>0 = Non existen asintotas verticais

Asintotas horizontais de g(x):
lim ———=
o (1+¢")

= =9

X X

e . e
1 7= lim — N
oo (l4e)” e 2e(1+€Y)

asintota horizontal.

Asintotas oblicuas de g(x): Non hai.
¢) E unha integral case inmediata

x In5
j'“ﬁe_zdx{_L} IR |
0 (1+e€") 1+e" |, 6 2 3

tamén poderiamos resolvela facendo a substitucion

t=1+e"; dt =e"dx



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion

mdxima 3 puntos)

Opcién 1.
12 3
DM|=|2 m m+2=-m’+8m-16;
m 8 12
|M|=0<m=4
Polo tanto:

> m#z4=rang(M)=3

» m=4=rang(M)=1 (2" fila=2x1"fila, e 3*fila

= 4x1*fila)
-1 (=2 1)
-1) =2 1)

. Az=(° 71].(0
2 -1)\2

Como |4% = 4 # 0, existe a matriz inversa de 4% ¢
temos: A2X=B & X=(4%)"B

1 1
X=(4*) -B=—(4dj(4*)")-B=
() | A2‘< 5i(A’))
1(-1 2Y (-1 (-4 -1/4)(-1) (1/4
4l-1 2) Lo) Ly2 -12)( o) (12
Opcién 2.
) 1 -1 1
Matriz de
i =2 -1 -1|;
coeficientes
1 2 4
) 1 -1 1 0
Matriz
=2 -1 -1 0
ampliada
1 2 4 m

Calculamos os rangos da matriz de coeficientes e da
matriz ampliada:

|C|=-4-4+1+1-2+8=0

1 -1 = rang(C)=2
=1#0
2 -
‘A‘=m N m=0= rang(4)=2
rang(A4) =2 rang(C) m#0=rang(A)=3

Discusion do sistema:

e m=0 = rang(C) =2 = rang(A) < n’incognitas.
Sistema compatible indeterminado, infinitas
solucions.
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e m# 0= rang(C)=2 <3 =rang(A).
Sistema incompatible. Non ten solucion.

b) Caso . As infinitas solucions do sistema
vefien dadas por:

x=2t
X—y=-z
=|y=3t |;teR
2x—y= z
z=1

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién maxima
3 puntos)

Opcién 1.

a) Vector normal ao plano xt,: 7i_ = (1,1,1).

Vector normal ao plano m,: 7, = (0,1,-1).

<, > =0 = 1 e m, son perpendiculares.
Vector director da recta r: v = (-2,1,1)

ing( ) <V Tix 0 o
ang(r, m,) = arcsen ——— = arcsen =
29 Vi 6 V3
b) Un vector director v, darecta s € perpendicular aos
vectores i | €7i_,, polo tanto
ik
vo=n < =1 1 1|=(-2,1,1)
0 1 -1
Ve =V
P =(0,-L1)er; = Asrectas son paralelas.
P=0,-L)es
Opcién 2.

a) Como a recta e o plano son perpendiculares, un
vector director da recta ¢ o vector normal ao plano:

k
3=(-1,-2,2)
1

=1

j
2
1

S N o~

Polo tanto, a recta pedida é:

x-2 y-3 z-5

-1 -2 2

b) O punto O(-1,2,2) em, eii =(-1,-2,2) ¢ un vector
normal ao plano m. Polo tanto

nix+2y—-2z+1=0

e aplicando a formula da distancia dun punto a un

plano
24+6-10+1 1 dad
=—unidades
N1+4+4

d(P, ) = 3



Exemplos de resposta / Solucions

O punto de © mais proximo a P sera o punto de
interseccion de m coa recta perpendicular a © pasando
por P. Esta recta, xa obtida no apartado a), ten por
ecuacions paramétricas

x=2—-1
r:qy=3-2t
z=5+2t

polo tanto, un punto xenérico desta recta vén dado por
(2, 3-2t, 5+2¢) e sustituindo na ecuacion de &

2-1+6-41-10-41+1=0=9-1=0=1 ==}/

e polo tanto, o punto de © mais proximo a P ¢

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién mdxima 4

puntos)

Opcion 1. a) Teorema de Bolzano: se f{x) ¢ continua
en [a,b] e fla) - fib) <0, é dicir fla) e f(b) son de
distinto signo, entdn existe polo menos un punto
c € (a,b) tal que f{c) = 0.

Interpretacién xeométrica:

Se unha funcion continua nun intervalo pechado toma
valores de distinto signo nos extremos do intervalo,
entén a funcion corta ao eixo OX polo menos nun
punto.

f(x) continua en [—1,0]

(=1 =%—3ln2 <0 '=3ce(=1,0)/f(c)=0
£(0)=1>0

b) Para que sexa continua en x=0

li )= lip(ar+0)=b

lim /(x) = lim(sen2x +1) =1; = [b=1]
f0)=b

para que tamén sexa derivable en x=0

/)= tim fh) ;_f(O) e~ +h1 1

h=0
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sen2h

h

A0 _

h=0

sen2h+1-1 .
h

h=0"

£(0)=lim 2

de donde

2 x=0
c) L x=0= {
4 =
Asi, os puntos de corte da parabola co eixo OX son
(0,0) e (4,0)

(0,0) (4,0)
X
v:__l
Y73
y'=0=>x=2;=veértice(2,-1)-
f(2)=-1

Como ¢ a area dunha rexion situada por debaixo do
eixo OX, a area sera
16 8

3 3
Opciodn 2. a) A ecuacion da recta tanxente a grafica
de fix) = (1+x?)e™ no punto correspondente a x = 0,
vén dada por

y=A0)=f"(0)x-0)

€ como
A0)=1
S =2xe" = (1 +x)e = f1(0)=-1

a ecuacion da recta tanxente pedida é:

b) Como ¢ unha funcion racional, analizamos cando
se anula o denominador

X-1=0ex==z1
e polo tanto Dom(f) =R —{-1,1}.

o fx=-1
Asintotas verticais: {
X

Asintotas horizontais:

2
lim — ! =1= y =1 ¢ unha asintota horizontal

Xt x T —



Exemplos de resposta / Solucions

Non hai asintotas oblicuas.

2x(x* -1)-2x° . 2x
(x*-1)? (x*-1)?

f'(x)=0x=0

J'(x)=

Estudamos o signo de f”(x) nos intervalos (—e,—1),
(-1,0), (0,1) e (1,%)

x € (—o0,—1) = f'(x) > 0. A funcion ¢ crecente neste
intervalo.

x € (=1,0) = f(x) > 0. A funcion € crecente neste
intervalo

x € (0,1) = f'(x) < 0. A funcion é decrecente neste
intervalo

x € (1,0) = f'(x) < 0. A funcion ¢ decrecente neste

intervalo.
x |(=o,=1) | (-1L,0) | (0,1) | (1,0)
f'(x) >0 >0 <0 <0
f(x) | crecente | crecente |decrecente|decrecente

Para os extremos relativos, estudamos o signo da
segunda derivada nos valores que anulaban a primeira
derivada
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v 207 =1 48X (x —1) _ 6x7+2
S'(x)= -1 = -1y
/"(0)=-2<0

Polo tanto hai un maximo relativo no punto (0,0).

c¢) Se f(x) é unha funcidén continua nun
intervalo [a,b], existe un punto ¢ € (a,b) tal que

[[red=fexo-a

Interpretacion xeométrica:

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

»
|

C

| a

A area encerrada pola grafica dunha funcion continua
nun intervalo pechado, o eixo OX e as rectas x
=a,x = b ¢ igual & area dun rectangulo de base
b — a e altura f{c), o valor que toma a funciéon nun
punto intermedio c.



ciuag PAAU (LOXSE) Codigo: 21

ION INTERUNIVERSITARIA DE

XUNO 2008

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque temdtico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion méxima 3 puntos)

-2 m 0
Opcion 1. Dada amatriz 4= 0 0 m
1 -1 0

a) Calcula os valores de m para os que 4 ten inversa.
b) Para m =1, calcula a matriz X que verifica: X+ 4 + X—24 = 0.

Opciodn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

2x + 3y + z = m
x - 2y + z = 2
3x + y + 2z = 1

b) Resolve, se ¢ posible, o sistema anterior para o caso m =—1.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién mdxima 3 puntos)

Opcién 1. a) Sexan u, v dous vectores tales que |5| =3,

v‘ =4, ‘u—v‘ = 5. Calcula o angulo que forman
os vectores # e v. Calcula o produto m.ixto |#,v,uxV |, sendo #xv o produto vectorial de u e v.

x = 1 + 6L

-3 -1 +1
b) Dadas as rectas r:x3 :y2 :%; s:qy = vy
= - A

estuda a suia posicion relativa e calcula a ecuacion do plano que pasa polo punto P(1,1,1) e contén a r.
Opcibn 2. a) ;Son coplanarios os puntos 4(1,0,0), B(3,1,0), C(1,1,1) e D(3,0,-1)? En caso afirmativo, calcula
a distancia da orixe de coordenadas ao plano que os contén.

b) Calcula o punto simétrico do punto P(0,0,1) respecto do plano 7 : x — 2y +2z -1 =0.

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méaxima 4 puntos)
Opcion 1. a) Definicion e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.
ax+b sex <-1

b) Calcula os valores de a e b para que a funcion f (x)= {xz Car sex>—1

sexa continua e derivable en x =—1.

. . . 1
¢) Calcula a area do recinto limitado polas parabolas y = x> —4x; y = —Exz +2x .

Opcién 2. a) Enunciado do teorema de Weierstrass. Se unha funcion f{x) € continua en [a,b] e € estritamente
decrecente nese intervalo, jonde alcanza a funciéon o maximo e o minimo absoluto?

2
b) Calcula o valor de m para que: limw =0

=0 gen(x”)

c) Calcula j%dx .
x*+4x+
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CcCiuag PAAU (LOXSE) Cédigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE

SETEMBRO 2008

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque temdtico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién méxima 3 puntos)

-1 0 -m
Opcién 1. a) Estuda, segundo os valores de m , o rango da matriz M =|-1 0 0
2 -m m
b) Para o valor m = 1, resolve a ecuacion matricial MX = 34/, sendo 4 = (1 0 1) e A'= matriz transposta
de A. Para este valor de m, jcanto valera o determinante da matriz 2M?'?

Opcién 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

3x — ¥y = 3z = m
x + y - z = 1
mx + 3y + 2z = 3

b) Resolve, se ¢ posible, o sistema anterior para o caso m = 0.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién maxima 3 puntos)

Opcidn 1. a) Calcula a distancia da orixe de coordenadas ao plano que pasa polo punto P(1,1,2) e ¢
. 4x + y - z =0
perpendicular & recta 7 1{ y 4z =0
b) Calcula a area do triéngulo que ten por vértices os puntos de interseccion do plano w: x -2y +2z-3=0
cos eixos de coordenadas. jE un triangulo rectangulo?

x = 3 4+ 20 4+ 2p
Opcién 2. a) Dados os planos t, : x 2y +2z-1=0; n,:yy = 2 - 2u

z =1 + A - 3p
estuda a stia posicion relativa e calcula a distancia entre eles.

b) Dado o punto P(2,1,7), calcula o seu simétrico respecto ao plano x, .

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacion méxima 4 puntos)
Opcién 1. a) Enunciado e interpretaciéon xeométrica do teorema de Rolle.

b) Sexa flx) = e* (2x —1). Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento ¢ a ecuacion da recta
tanxente a grafica de f{x) no punto de abscisa x = 0.

c) Calcula: f; e’ (2x —1) dx

Opcién 2. 2) Caleul b f9)= ax’ +bx+c se x<0
pcion 2. a) Calcula a, b, ¢, para que eI+ 2?) se x50

sexa continua e derivable en R e tefia un extremo relativo en x =—2. (Nota: In = logaritmo neperiano)

b) Sexa g(x) =x(x —1), 0 <x <2.Razoa se g(x) ten maximo e¢ minimo absolutos no intervalo [0,2]. En
caso afirmativo, calculaos.

¢) Definicion de primitiva dunha funcion. Enunciado da regra de Barrow.
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Criterios de Avaliacion / Correccion
CONVOCATORIA DE XUNO

BLOQUE I (ALXEBRA LINEAL)

Opcién 1

a) 1 punto

b) 2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos por despexar X

1 punto polo célculo de (A+T)!

0,5 puntos polos calculos de 2A e 2A-(A+I)!
Opcién 2

a) 2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola obtencion do rango da matriz dos
coeficientes

0,5 puntos polo rango da matriz ampliada

0,5 puntos. Sistema Incompatible

0,5 puntos. Sistema Compatible Indeterminado
b) 1 punto, pola resolucion do sistema
BLOQUE 2 (XEOMETRIA)

Opcién 1

a) 1 punto, distribuido en

0,5 puntos por obter que os vectores son
perpendiculares

0,5 puntos polo célculo do producto mixto

b) 2 puntos, distribuidos en:

1 punto polo estudo da posicion relativa das rectas
1 punto pola obtencion da ecuacion do plano.
Opcién 2

a) 1,5 puntos, distribuidos en

0,5 puntos por probar que os puntos son
coplanarios.

1 punto polo célculo da distancia da orixe ao plano
b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola obtencion da recta perpendicular ao
plano

0,5 puntos polo punto de interseccion da recta co
plano

0,5 puntos polo calculo do punto simétrico
BLOQUE 3 (ANALISE)

Opcién 1

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos pola definicion da derivada dunha funcion
nun punto.

0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.
b) 1,5 punto, distribuido en:

0,75 puntos pola continuidade

0,75 puntos pola derivabilidade

¢) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,75 puntos pola formulacion do problema
0,75 puntos polo célculo da integral definida.
Opcién 2

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos polo enunciado do teorema de
Weierstrass

0,5 puntos pola cuestion relativa a0 maximo e ao
minimo da funcion.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

1 punto pola aplicacion da regra de L’Hopital
0,5 puntos pola obtencién de m

¢) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola descomposicién en fraccions
simples.
1 punto pola integracion

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL)
Opcién 1

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos por rang(M) = 3 se m # 0.
0,5 puntos por rang(M) = 1 se m = 0.
b) 2 puntos, distribuidos en:

1,5 puntos pola obtencion de X.

0,5 puntos polo calculo do determinante da
matriz 2M?'.

Opcién 2

a) 2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos polo rango da matriz dos coeficientes
0,5 puntos polo rango da matriz ampliada

1 punto pola discusion do sistema:

0,5 puntos. Sistema Incompatible

0,5 puntos. Sistema Compatible Determinado
b) 1 punto, pola resolucion do sistema



Criterios de Avaliacion / Correccion

BLOQUE 2 (XEOMETRIA)
Opcién 1
a) 1,5 puntos, distribuidos en

0,5 puntos pola obtenciéon do vector normal ao
plano

0,5 puntos pola obtencion do plano

0,5 puntos polo célculo da distancia

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0, 5 puntos polo calculo dos vértices

0,5 puntos polo calculo da area

0,5 puntos por ver que non ¢ rectangulo.
Opcién 2

a) 1,5 puntos, distribuidos en

1 punto polo estudo da posicion relativa.

0,5 puntos polo calculo da distancia entre os
planos.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola obtencion da recta perpendicular ao
plano

0,5 puntos polo punto de interseccion da recta co
plano

0,5 puntos polo calculo do punto simétrico
BLOQUE 3 (ANALISE)

Opcién 1

a) 1 punto, distribuido en:
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0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle.
0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:

1 punto polo céalculo dos intervalos de crecemento e
decrecemento.

0,5 puntos pola obtencion da recta tanxente.
¢) 1,5 puntos, distribuidos en

1 punto pola integracion por partes

0,5 puntos pola aplicacion de Barrow.
Opcién 2

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola obtencién de ¢ (condicion de
continuidade)

0,5 puntos pola obtencion de b (condicion de
derivable).

0,5 puntos pola obtencion de a (condicion de extremo
relativo).

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,50 puntos polo razoamento

0,50 puntos polo maximo absoluto
0,50 puntos polo minimo absoluto

¢) 1 punto, distribuido en

0,5 puntos pola definicion de primitiva.
0,5 puntos pola regra de Barrow.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién

mdxima 3 puntos)
Opcién 1.
a) A ten inversa € |4| # 0. Calculamos polo tanto o
determinante de A
-2 m 0
[4=|0
1 -1

0 m|=m>=2m=m(m-2)
0

asi, A ten inversa para os valores de m distintos de 0
e2: 3476 me R-{0,2} (1 punto)
b) [m = 1]: X4 + X =24 & X(4+]) = 2A. Para poder
despexar X estudamos se a matriz A+/ ten inversa

-1 1 0
[4+1]=[0 1 1|=—1+I1-1=-1%0= JA+D"

1 -1 1
enton, X =2A(A+I)" .
Calculamos (4+1)" :

(0,5 puntos)

t

2 1 -1
(A+I)":#(Adj(A+I))‘ =—|-1 -1 0=
[4+1]
1 1 -1
-2 1 -1
-1 1 -1 (1 punto)
1 0 1
e asi:

-4 2 0)(-2 1 -1 6 -2 2
X=]10 0 2f{-1 1 -1|=]2 0 2
2 20 1 0 1 -2

(0,5 puntos)
Opcioén 2. a)
) 2 3 1
Matriz de
. =1 21
coeficientes
31 2
. 2 3 1 m
Matriz
T W=1]1 =21 2
ampliada
1 21

Calculamos o rango da matriz de coeficientes:

2 3
=-7#0= rang(C)=2
1 -2 = rang(C)=2
|C|:—8+1+9+6—2—6:0
(0,5 puntos)

Calculamos o rango da matriz ampliada, orlando o
menor de orde 2 non nulo anterior coa columna dos
termos independentes:
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2 3 m
1 =2 2|=-4+m+18+6m—4-3=Tm+7=T(m+1)
31 1

Polo tanto
m+#—1=rang(4)=3
m=—1=rang(4)=2
(0,5 puntos)
Discusion:
m # -1, rang(C) = 2 # 3 = rang(A4), sistema
incompatible, non ten solucion (0,5 puntos)
m =—1, rang(C) = 2 = rang(A4) < 3 = n° incognitas,
sistema compatible indeterminado, infinitas
solucions. (0,5 puntos)

b) ; estamos no caso dun sistema compatible
indeterminado. Un sistema equivalente ao dado é:

2x+3y = 1=z
x=2y =2—=z
polo tanto
-1-z 3 2 -1-z
2-z 2 5 4 1 2-z| 1 5
= =——z4— = =—z-=
-7 7 1 -7 7 1
¢ as infinitas solucions son:
x:7§k+i
7 7
—lk—é' reR (1 punto)
T P
z=A

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion maxima
3 puntos)

Opcion 1. a)

lil=30ui=9

[F]=4=vv=16

‘E—V‘ =525 = (u-v)(u-v) =uu+vv-2uv
25=9+16-2uv=>uv=0

O produto escalar de u por Vénuloe polo tanto son
dous vectores perpendiculares. (0,5 puntos)

(2,7, 10xv] = [0, 14,V ]= (ixv)- (@) = x| =
[ pl sen’@y) =9-16-1 =144 (0,5 puntos)

b) A partir das ecuacions das rectas podemos comparar
os seus vectores directores:

=(32:2)
V= (64,4)

son paralelas ou coincidentes.

} = v, ¢ v, son paralelos = as rectas



Exemplos de resposta / Solucions

Pero o punto P (3,1,-1) ere P (3,1,-1) ¢s. Polo tanto
as rectas son paralelas non coincidentes (1 punto)
As coordenadas do punto P(1,1,1) non cumpren as
ecuacions da recta r, e polo tanto P(1,1,1) ¢ r.

P, Vi

P
O plano pedido quedara determinado por:
P(1,1,1), punto exterior a r;
v, = (3,2,-2), vector director de r

PP, = (2,0-2)
Asi, a ecuacion xeral do plano sera:
x-1 y-1 z-1
3 2 -2 |=0,edesenvolvendo o determinante
2 0 -2

obtense 2x —y +2z-3=0 (1 punto)

Opcion 2. a)
AB =(2,1,0)
AC=(0,1,1)
proporcionais; polo tanto, o punto 4 e os vectores

AB ¢ AC determinan un plano 7 que sera o plano
que contén aos puntos 4, Be C:

x-1 2 0
y 1 1|=0;
0 1

} son dous vectores non nulos e non

n:x-2y+2z-1=0
V4
Como as coordenadas do punto D verifican a ecuacion
anterior, os puntos son coplanarios. (0,5 puntos)
A ecuacion do plano que os contén é:
mix—2y+2z-1=0

A distancia da orixe 0(0,0,0) ao plano © sera:

Iy

l+4+4 /3
b) Sexa r a recta perpendicular a m pasando por
P(0,0,1), entdn  ten como vector director

v, = vector normal a © = (1,-2,2); polo tanto, as
ecuacions paramétricas de » son:

d(O,n)= (1 punto)

Substituindo na ecuacién de =, calculamos a
interseccion de r con 1t

At4r+2+4A—-1=06 A=-1/9
e asi, o punto de interseccion da recta co plano ¢
M(-1/9,2/9,7/9) (0,5 puntos)
Como M(—1/9,2/9,7/9) é o punto medio de P(0,0,1)
e o seu simétrico P’(x,y,z), entén

-1/9=x/2
2/9=y/2 ) = P’(-2/9,4/9,5/9) (0,5 puntos)
7/9 =z+1/2
BLOOUE 3 (ANALISE) (Puntuacion maxima
4 puntos)

Opcién 1. a) Dada a funcion y = f(x), dise que f{x) ¢
derivable en x =a, se existe ¢ ¢ finito o limite:
im £ @h)-f(@)

h

lim represéntase por f ‘(a) e chamase
.

derivada de f{a) en x = a.
A

(0,5 puntos)

1

Interpretacion xeométrica: o cociente

Slath)-f(@)
h

coincide coa pendente da recta secante que pasa por
(a,fla)) e (ath, flath)). Amedida que vai diminuindo
a amplitude do intervalo [a, a+h], os puntos de corte
determinados polas distintas secantes fanse mais e
mais proximos. No limite, a secante convértese na
tanxente.
Asi: aderivada de f{x), en x = a, coincide coa pendente
da recta tanxente a grafica de f{(x) no punto (a, f(a)).
(0,5 puntos)
b)
lim f(x)= lim (ax+b)=—-a+b
x> x>

. ) = —a+b=5 para
lim f(x)= lim (x* —4x)=5
x>-1* x>-1

= » 0.5 " que sexa continua en x = —1 (0,75 puntos)
dy= - untos . .
Y 2 oSp ) Para ser derivable en x =—1 ten que ser continua nese
z=1+22 punto, polo tanto —a + b = 5 ¢ ademais,
)= tim LEHD=SED ~A+vah+ f-F | ah_
h—0" h h—>0" h 0" h = 6=b=—1
lim,t’—2h+h2+,4—4h—;{

Fer = lim L +hz—f(—1) _

h

h—0"

=1lim(—6+h)=—-6
Jim(=6+4) (0,75 puntos)
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Exemplos de resposta / Solucions

©) puntos de corte cos eixos: (0,0), (4,0)
y=x"—4x{y'=2x-4; y'=0 & x=2

B } = minimo (2,-4)
y'=2

puntos de corte cos eixos: (0,0), (4,0)

y= 7%x2 +2x4 y'=x+2; y'=0 < x=2

"y } = maximo (2,2)
y'=-

Puntos de corte das parabolas:

y=x2-4x

y=12x2+2x
x=0

x2—4x:—lx2+2x<:>3x2—12x:02
2 x=4

Polo tanto a area da rexion limitada polas parabolas
estara dada pola integral definida

A= r[flxl +2x—x +4x)dx
o\ 2
Calculamos agora a integral anterior:

A:J.4 —lx2+2x—x2+4x dx:_[4 —éxz+6x =
o\ 2 o\ 2

s
[—lf +3x2} =-32+48=16u"
2 0

(0,75 puntos)

(0,75 puntos)

Opcioén 2. a) Teorema de Weierstrass: Se unha
funcion f{x) é continua nun intervalo pechado [a,b], a
funcion alcanza nese intervalo o maximo e o minimo
absolutos. (0,5 puntos)

Por ser f{(x) continua en [a,b], polo teorema anterior
alcanza nese intervalo o maximo e o minimo
absolutos. Enton, como por hipotese a funcion ¢é
estritamente decrecente

a <x<b= fla) > fix) = flx) alcanza 0 maximo
absoluto enx = a

a <x <b = fb) <flx) = flx) alcanza o minimo
absoluto en x = b (0,5 puntos)
b) lim m =105 ¢ nhaindeterminacion do tipo O

=0 gen(x?) 0

Utilizamos a regra de L"Hopital duas veces xa que
despois de utilizala a primeira vez segue sendo unha

indeterminacion do tipo tipo %

mx’ —1+cosx _ i 2mx —senx

=0 2x - cos(x?) -
lim sz _Cofx = 1 (1 punto)
0 2cos(x”) —4x"sen(x”) 2

=0 sen(x?)

2
entoén [y ™ —1+cosx

— P 0e2m-1=0=m=}

=0 sen(x”) A
(0,5 puntos)

¢) Factorizamos o denominador x> + 4x + 3 =0 =

—4++16— =-1 .
x= 4_’2162: {x 3 (raices simples)
Y

descompofiemos o integrando en fraccions
x+5 4 B A(x+3)+B(x+1)

Y +4x+3 x+1 x+3  (x+D)(x+3)

e calculamos 4 ¢ B
x==-1=24=24=>A4=2

x=-3=2=-2B=B=-1 (0,5 puntos)
polo tanto
xX+5 2 1
=[(—=- dx =
'[x2+4x+3x -[(x+1 x+3)x
=2lnjx+1-Ink+3/+C (1 punto)

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOOUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion

mdxima 3 puntos)

Opcién 1.
-1 0 -m
a) M|=]-1 0 O0|=-m’;|M=00m=0
2 -m m
Polo tanto: m # 0 = rang(M) =3 (0,5 puntos)
m=0=rang(M)=1
(2* e 3" columnas son de ceros) (0,5 puntos)

o) ln=1]

M matriz cadrada de orde 3 } = X 6 unha matriz

A" matriz columna de orde 3x1
columna de orde 3x1

-1 0 -1) (x) (3 -X -z =3
10 ol |yF|0l=>9 =x =0,=
2 -1 1 z 3 2x -y +z=3
0
X=1-6 (1,5 puntos)
-3

m=1=det(M)=-1.



Exemplos de resposta / Solucions

det(M?") = (1) =—1 = det@M?") =23 - (1) =-8
(0,5 puntos)

Opcién 2.

a) Calculo do rango da matriz C dos coeficientes:

3

| =4#0=rang(C)=2

1

3 -1 3

I 1 —-1=6-9+m+3m+9+2=4m+8
m 3 2
Polo tanto:

m# -2 = rang(C) =3
m=-2=rang(C) =2 (0,5 puntos)
Calculo do rango da matriz ampliada 4 (polo anterior

xa podemos dicir que ten rango 3 se m # 2), para m
=2 temos:

3 -1 2
I 1 1[{=946-2-4-943=320>
2 3 3
rang(4) =73 (0,5 puntos)

Discusion do sistema:

m=-2= rang(C) =2<3 = rang(A). Sistema incom-
patible, non ten solucion. (0,5 puntos)
m#-2=rang(C)=3=rang(A)=n’incdgnitas. Sistema
compatible determinado, solucion tinica. (0,5 puntos)

b) Estamos no caso de sistema compatible
determinado, solucion tinica. Resolvémolo por Cramer:

0 -1 -3 3 0 -3
1 1 -1 1 1 -1
3 3 2 03 2
= =5/ - _3/.
x 5 Ko v
3 -1 0
11
0 3 3
- A %)
z S 4 (1 punto)

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion mdxima
3 puntos)

Opcion 1.
a) Pofiendo z = A, obtemos as ecuacions paramétricas
darecta r:

Polo tanto, Vv = (1/2,~1,1)= vector director da recta r
= vector normal aos planos perpendiculares ar.
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Entoén o plano © perpendicular a r pasando polo punto
P(1,1,2) sera:
12(x=1) — (y-1) + (z=2) = 0; ¢ dicir
mix—2y+2z-3=0
e a distancia da orixe 0(0,0,0) ao plano 7 sera:
i

=1
Vi+4+4

b) Intersecando o plano cos eixes de coordenadas
obtemos as coordenadas dos vértices do triangulo:

A(3,0,0); B(0,-3/2,0); C(0,0,3/2) (0,5 puntos)
Polo tanto AB = (-3,-3/2,0); AC = (-3,0,3/2);

(1 punto)

dO,n) = (0,5 puntos)

! / . 9 9~ 9
ABx AC= |3 312 =-=i+=j-=k
3 3 0 7 i 5 J 5
-3 0 32
AN
] 1|—=_ — 1 (81 81 8l
Area AB :—‘ABXA ‘:f —+—+—=27/8u’
rea ABC > C| 162 2 7/8u
(0,5 puntos)
Ademais, como os produtos escalares
AB-AC #0
AB - BC #0 p=Non hai dous lados perpendiculares
AC-BC #0
e polo tanto o triangulo non ¢ rectangulo. (0,5 puntos)
Opcién 2.

a) Das ecuacions paramétricas do plano 7, deducese
que un punto deste plano ¢ (3,0,1) e dous vectores do
plano son (2,2,1) e (2,-2,-3). Podemos enton obter a
ecuacion xeral deste plano:

x-3 y z-1
2 2 1 [=0;-4(x3)+8y—8(z—1)=0;
2 -2 -3

T, ix-2y+2z-5=0
Polo tanto, comparando os coeficientes das ecuacions
xerais dos dous planos, temos:

l— ;2 = Z ;5 = Os planos son paralelos e
1 2 2 -
distintos. (1 punto)
A distancia entre 1, e , serd
5-(-1)
d(m,,m,)= |— =4 (0,5 puntos)
™) = aa %

b) Para obter as ecuacions paramétricas da recta r
perpendicular a 7, pasando por P(2,1,7), basta ter en
conta que o vector (1,-2,2) normal a 7, € un vector
director de r. Polo tanto:



Exemplos de resposta / Solucions

x=2+A
ridy=1-21% (0,5 puntos)
z=T7+2\

Substituindo na ecuacion de =, calculamos a

interseccion de r con 7,

2+A=2(120) + 2(7H21) - 5=0=2 L =1

e asi, o punto de interseccion de r con m, ¢ M(1,3,5)
(0,5 puntos)

Como M(1,3,5) ¢ o punto medio de P(2,1,7) e o seu

simétrico P’(x,),z), enton

1:x+2
2
1 .
3= % = P(0,5,3) (0,5 puntos)
5:z-d—7
2

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4

puntos)

Opcién 1.

a) Teorema de Rolle: s exa f(x) unha funcion

continua en [a,b], derivable en (a,b) e con fla) = f(b).

Enton, existe algiin punto ¢ € (a,b) no que a derivada

da funcion se anula, /(c) = 0. (0,5 puntos)
y

Interpretacion xeométrica:

Baixo as hipoteses do teorema de Rolle, podemos
garantir a existencia de polo menos un punto ¢ en (a,b)
tal que a recta tanxente & grafica de f{x) en (c,f(c)) ¢
paralela ao eixe OX. (0,5 puntos)
b) fix) =€ (2x 1)

f(x)=e"(2x—1)+2e =e"(2x +1)

=08 2x+)=06x=-1/2 (afuncion
exponencial non se anula en ningin punto)
Estudamos o signo de f’(x) nos intervalos (—o,—1/2)
e (—1/2,00): (1 punto)
x € (—o0,—1/2) = f'(x) < 0. A funcion é decrecente
neste intervalo.

x € (-1/2,~0) = f"(x) > 0. A funcion € crecente neste
intervalo.

X (—00,-1/2) | (~1/2,~0)
S <0 >0
f(x) decrecente | crecente
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A ecuacion da recta tanxente a grafica de f{x) no punto
(0, f(0)) esta dada por: y — f(0) = f"(0)(x—0). Enton,
como f(0) =—1,e f'(0) =1, a ecuacion da recta
tanxente pedida é:  y=x+1 (0,5 puntos)
¢) Calculamos a integral indefinida polo método de
integracion por partes:
Jer@x—Ddx=e"Qx-1)—]2e'dx=e"2x-3)+ C
u=2x-1=du=2dx
dv=edx=v=¢ (1 punto)
e aplicando a regra de Barrow
[ e @x—ydx=[e @x-3)],=e(-1) = (3)=3—¢
(0,5 puntos)

Opcién 2.
a)

lim f(x)=c

}E f(x)=0¢ =c¢ =0, para que sexa continua en

SO)=c

x=0 (0,5 puntos)
2
)= lim &%
S1(0)
x>0 X = b:1
, .
£0)= tim ZEOED) e 2y
x50 X 00 |4 x

para que sexa derivable en x =0 (0,5 puntos)

Finalmente, analizamos a condicién de extremo
relativo:
f'(x)=2ax+1, sex<0
f1(-2)=—4a+1
f'(-2) =0, por ser un extremo relativo

==Y

(0,5 puntos)
b) g(x) =x?—x ¢ continua no intervalo pechado [0,2]
xa que ¢ unha funcion polindmica. Polo teorema
de Weierstrass, g(x) alcanza en [0,2]o maximo ¢ o
minimo absolutos. (0,5 puntos)
g'(x)=2x-1
. . 1 1
‘N=0=x= )t = mi lat ——=
g'(x) X /2 minimo relativo en (2 4)
g'(x)=2>0
Como nos extremos do intervalo g(0)=0; g(2)=2
enton, g(x) alcanza o minimo absoluto en x = 1/2
(0,5 puntos)
e alcanza o maximo absoluto en x = 2. (0,5 puntos)
¢) Dada unha funcion f(x), dise que a funcion F(x) é
unha primitiva de f(x) se F'(x) =f{x) (0,5 puntos)
Regra de Barrow: Se f{x) ¢ unha funcion continua en
[a,b] e F(x) é unha primitiva de f(x), enton camprese
que Jﬂ Sfx)dx = F(b) — F(a). (0,5 puntos)



PAAU (LOXSE) Codigo: 21
XUNO 2007

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque tematico).

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién mdxima 3 puntos)

Opcidén 1. a) Sexan Fy, F», F3 as filas primeira, segunda e terceira, respectivamente, dunha matriz cadrada M
de orde 3, con det(M) = -2. Calcula o valor do determinante da matriz que ten por filas Fi - >, 2F1, F>+ Fj3.

b) Dada a matriz C = [ ; : ], acha duas matrices X e Y que verifican:
xX+y'=c
x-rt=c
sendo C' a matriz trasposta de C.

Opcién 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
mx + y + z =0
x - my - z =1
2x + y + z =0

b) Resolveo, se € posible, no caso m = 2.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién maxima 3 puntos)

Opcién 1. a) Os puntos A(1,1,0), B(0,1,1) e C(-1,0,1) son vértices consecutivos dun paralelogramo ABCD.
Calcula as coordenadas do vértice D e a area do paralelogramo.

b) Calcula a ecuacion do plano que pasa polo punto B(0,1,1) e ¢ perpendicular a recta que pasa polos
puntos 4(1,1,0) e C(-1,0,1).

X

Opcién 2. Dadas as rectas r:{y

>
©

x_ytl_z+42
1 2 2

I
ST NS
+ +
]

B
a) Estuda a suia posicion relativa.

b) Calcula a ecuacion do plano que contén as duas rectas.

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4 puntos)

., da a funcién £ @) ax? +1 se x<2

x) =

Opcion 1. a) Dada a funcién o210 se x32
calcula a para que f(x) sexa continua en x = 2. Para o valor obtido de a, /¢ f{x) derivable en x = 2?

b) Dada g(x) = ax* + bx + ¢, calcula os valores de a, b, ¢ para que g(x) tefia no punto (1, -1) un minimo
relativo e a recta tanxente 4 grafica de g(x), en x = 0, sexa paralela 4 recta y = 4x.

¢) Enunciado do teorema fundamental do calculo integral. Dada a funcion F (x) :f: e dt, jten F(x)puntos
de inflexion? Xustifica a resposta.
Opciodn 2. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Rolle.

b) Dada f{x) =x* - 9x, calcula para f{x): puntos de corte cos eixes, intervalos de crecemento e decrecemento,
maximos e minimos relativos, intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexion.

¢) Calcula a area da rexion do plano limitada polo eixe OX e a curva y = x* - 9x.
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PAAU (LOXSE) Coédigo: 21
SETEMBRO 2007

MATEMATICAS

(Responder so a unha das opcions de cada bloque tematico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion méxima 3 puntos)

m 0 0
Opcién 1. Dadaamatriz 4=|0 0 m
0 -1 mt+l

a) Estuda, segundo os valores de m, o rango de A

b) Para m =-1, calcula a matriz X que verifica X - A + A =2/, sendo / a matriz unidade de orde 3.

Opciodn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

x + my + mz = 1
x + my + mz = m
my + mz = 4m

b) Resolveo, se ¢ posible, no caso m = 1.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion maxima 3 puntos)
Opcién 1. a) Calcula m para que os puntos A(2,1,-2), B(1,1,1) e C(0,1,m) estean alifiados.

b) Calcula o punto simétrico do punto P(-2,0,0) respecto da recta que pasa polos puntos 4(2,1,-2) e
B(1,1,1).

x =1 + A

-1 -
Opcién 2. Dadas as rectas r :%= y—l = Z—3 psy = 3+ 2
z =1 + A

a) Estuda a sua posicion relativa .

b) Calcula a ecuacion do plano que contén 4 recta r e ¢ paralelo a recta s.

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacion mdxima 4 puntos)

e senx - x
22+ x4
b) Calcula os vértices e a area do rectangulo de area maxima que se pode construir de modo que a stia
base estea sobre o eixe OX e os vértices do lado oposto estean sobre a parabola y = -x* + 12.

Opcion 1. a) Calcula 12,%

¢) Enunciado do teorema fundamental do calculo integral. Calcula a ecuacion da recta tanxente & grafica
de F (x) =JOX [2+cos(t2) ] dt, no punto de abscisa x=0.

Opcidn 2. a) Enunciado do teorema de Bolzano. ;Podemos asegurar que a grafica de f{x) = x* + 2x* -4 corta
ao eixe OX nalgun punto do intervalo (1, 2)?

., 0 se xﬁ—ﬁ
b) Dada a funcion g(X)={_x2 42 e x>-3

E g(x) continua en x = -v22E derivable en x=-v2?

¢) Calcula a area da rexion do plano limitada polas graficas de g(x) e h(x) = | x| .
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CONVOCATORIA DE XUNO

Soamente se puntuard a primeira pregunta respondida
de cada un dos tres bloques.

Bloque 1 (Alxebra lineal) (3 puntos)
OPCION I

a) 1 punto

b) 2 puntos, distribuidos en
Calculo de X (0,5 puntos)
Calculode Y (1,5 puntos)
OPCION 2:

a) 2 puntos

b) 1 punto

Bloque 2 (Xeometria) (3 puntos)
OPCION I

a) 2 puntos, distribuidos en
Calculo do vértice D ( 1 punto)
Calculo da area (1 punto)

b) 1 punto

OPCION 2:

a) 2 puntos

b) 1 punto

Bloque 3 (Anilise) (4 puntos)
OPCION I

a) 1 punto, distribuido en

Calculo de a para que a funcioén sexa continua en x
=2 (0,5 puntos)

Estudo da derivabilidade en x =2 (0,5 puntos)

b) 1,5 puntos

¢) 1,5 puntos, distribuidos en

Enunciado do teorema fundamental do calculo
integral (1 punto)

Punto de inflexién (0,5 puntos)

OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en

Enunciado do teorema de Rolle (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema de Rolle (0,5
puntos)

b) 2 puntos, distribuidos en

Puntos de corte cos eixes (0,25 puntos)

Intervalos de crecemento e decrecemento (0,75 puntos)
Maximos e minimos relativos (0,25 puntos)
Intervalos de concavidade e convexidade (0,5 puntos)
Punto de inflexion (0,25 puntos)

¢) 1 punto

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Soamente se puntuara a primeira pregunta respondida
de cada un dos tres bloques

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (3 puntos)
Opcié6n 1.

a) 1,5 puntos

b) 1,5 puntos

Opcié6n 2.

a) 2 puntos

b) 1 punto

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (3 puntos)
Opcio6n 1.

a) 1 punto

b) 2 puntos

Opcioén 2.

a) 1,5 puntos
b) 1,5 puntos
BLOOUE 3 (ANALISE) (4 puntos)
Opcién 1.
a) 1 punto

b) 2 puntos
¢) 1 punto
Opcié6n 2.

a) 1 punto

b) 1 punto

¢) 2 punto



_ Exerplos de resposte L Solucions.

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién

mdxima 3 puntos)

Opcioén 1.

Fy
a) Sabemos que | F>| = - 2. Enton, polas propiedades
s
dos determinantes, temos que
F\-F, -Fy|  |2F, F,
2F |=|2F)|=|F,|=2|F)|=-4
Fy+Fy| | Fs Fy Fy

(1 punto)
b) Sumando membro a membro as duas ecuacions
obtemos 2X = C + C'. Polo tanto:

(1 1) (12 132
s
2 2; 21 11 32 1

(0,5 puntos)
Da primeira ecuacién obtemos:
Y":C-X:[l 1]_[1 3/2]:[0 —1/2]
2 1 32 1 %0

e tendo en conta que Y= (¥"')", s6 nos resta o calculo

da matriz inversa de Y"'. Ast; ;

1 w4 |0 12 |02
Y= Garn UG =411, o= 2 0
(1,5 puntos)

Opcioén 2.
a) Matriz de coeficientes Matriz ampliada
m 1 1 m 1 1 0
cC=|1 -m -1 A=|1 -m -1 1
2 1 1 2 1 1 0
Calculo do rango de C: (0,5 puntos)
1 -1
2 o =3#0=>rang(C)=2

ICl=-m*+3m-2; |C|=0em=1,oum=2
Polo tanto: rang(C) =2,sem=1oum=2

rang(C) = 3, nos demais casos.

Calculo do rango de A: (0,5 puntos)
m 1 0
Lol T=o_py
2 1 0

Polo tanto: rang(4) =2,sem =2
rang(C)=3,sem #2.
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Discusion: (1 punto)
Se m =1, rang(C) = 2<3 = rang(4). Sistema

incompatible. Non ten solucion.

Se m =2, rang(C) = 2 = rang(A4) < n° incognitas.
Sistema compatible indeterminado. Infinitas solucions.

Sem+#1em+2, rang(C) =3 =rang(4) = n’incog-
nitas. Sistema compatible determinado. Solucion
Unica.

b) Segundo vimos no apartado anterior, estamos
no caso dun sistema compatible indeterminado con
infinitas solucions. Neste caso, un sistema equivalente
ao dado ¢é:

x - z 1+2y

2x + z = -y
e as infinitas solucions seran:

L

3
y=t, teR
5,2
33 (1 punto)

BLOQUE2 (XEOMETRIA) (Puntuacion méxima
3 puntos)

Opcién 1.a) Se ABCD ¢éun paralelogramo, cumprirase
que AB = DC, e polo tanto, se D(x, y, z)
A B

E (-1,0,)=(-1-x,,1-2)
D C

Obtendo asi que o vértice D € a orixe de coordenadas,
D(0,0,0). (1 punto)

A area do paralelogramo vén dada polo médulo do
vector DC X DA. Enton:

i

C

X DA =|-1
1

Area=+J(-1)" + 1+ (-1 2:\/§u-’

b) Un vector normal ao plano pedido ¢ AC= (-1,0,1)
- (1,1,0) = (-2,-1,1). Como o plano pasa polo punto
B(0,1,1), podemos escribir a ecuacion xeral do plano
26-0)-(-1)+(z-1)=0
2x+y-z=0

- o~

I3
1=(¢1,1,-1)
0 .

(1 punto)

¢ dicir, (1 punto)
Opcién 2.

a) Vector director da recta r :
director darecta s : v, = (1,2,2).

v, = (0,1,2).Vector

Un punto da recta r : P, = (1,2,2). Un punto da recta



_ Exerplos de resposte L Solucions.

s:0,=(0,-1,-2)
Polo tanto, }TQ =(0,-1,-2) - (1,2,2) = (-1,-3,-4).
. . vl (o1 2
Consideramos as matrices M =| __ | = ;
v, 12 2
FO) (1 3
N=| v 0 1 2
vy 1 2

0

1
que as rectas se cortan ou cruzan. Para decidir entre
estas duas posibilidades, recorremos ao rango da
matriz N, e como

Nj=-2-6+4+4=0= rang(N)=2
as rectas cortanse.

1
5 =-1# 0 =rang(M) = 2. Xa podemos dicir

(2 puntos)
b) Como son duias rectas secantes, o plano que as
contén queda determinado por un punto dunha recta,
por exemplo P,, que sera un punto do plano e polos
vectores directores das rectas, é dicir v, e v, , que
seran dous vectores contidos no plano. Asi, a ecuacion
do plano sera:
y-2 z-2
0 1 2
1 2 2

x-1

= (; é dicir: 2x-2y+z=0 (1 punto)

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién mdxima 4

puntos)

Opcién 1.

a) lYim_f(x) = ljm_(axz +1)=4a +1;
A2)=3

Polo tanto, para que a funcion sexa continua en x =2
ten que cumprirse 4a +1 = 3. Asi, a funcion é continua
paraa=1/2. (0,5 puntos)

lim fix) = lim (e** +2) = 3;

Calculamos as derivadas laterais:

rimey i 1/2%2 -2
£@)=lim ==

—1im L -
= lxlil}j(x +2)=12;
2 ]
(2 = lim £
f@y=lm ——
Polo tanto, a funcidn non ¢é derivable en x = 2.
(0,5 puntos)
b)gx)=ax*+bx+c; g (x)=4ax*+b
gh)=-1=a+b+c=-1
g)=0=>4a+b=0
g0)=4=>b=4
(1,5 puntos)
¢) Teorema fundamental do calculo integral: Se
f(x) é unha funcion continua en [a,b], a funcién

= lim > =-
X2

= a=-1;b=4,c=4
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F(x) = f:f(t)dt ¢ derivable e a sua derivada ¢
F(x) = ). (1 punto)
F(x) = IOX etdt = F'(x)=e” = F''(x) = -2xe” =
F(x) = 2e" + 4x%e™
F=0x=0

Enx=0, hai un punto de inflexion.
F70)=2#0
(0,5 puntos)
Opcién 2.
a) Teorema de Rolle: sexa f{x) unha funcion continua
en [a,b], derivable en (a,b) e con fla) = f(b). Enton,
existe algiin punto ¢ € (a,b) no que a derivada da

funcion se anula, f'(c) = 0. (0,5 puntos)
Interpretacion xeométrica:
y
X

b >

Baixo as hipdteses do teorema de Rolle, podemos
garanti-la existencia de polo menos un punto ¢ en (a,b)
tal que a recta tanxente a grafica de f(x) en (c,f(c)) é
paralela ao eixe OX. (0,5 puntos)

a C C

x=0=>y=0
b)

y=0=>xx29)=0
0,0); (-3,0); (3,0)
Sx)=3x-9; f()=0ex=+\3
S(x) = 6x; S)=0ox=0
£(-V3)<0; f(-V3)=6V3. Méaximo relativo no punto
(-V3,6V3)
F(¥3)>0; fiN3)=-6\3. Minimo relativo no punto
(‘/3,'6\/3) (0,25 puntos)

f7(x)=6; f7(0)#0; £0)=0. Punto de inflexion
no punto (0,0) (0,25 puntos)

Puntos de corte cos eixes:

(0,25 puntos)

Crecemento e decrecemento:

(-0, -\V3) [ (-V3,V3)
>0 <0

(3, +0)

Sx) >0
fx) crecente | decrecente | crecente
(0,75 puntos)
Concavidade e convexidade: (0,5 puntos)
(-OO, O) (Oa +OO)
[(x) <0 >0
concava convexa




_ Exerplos de resposte L Solucions.

A

¢) Os resultado obtidos no apartado b) permitennos
debuxa-la rexion do plano da que queremos calcula-
la area
Area = f: (& -9x)dx -] ; (3 -9x)dx =
0
:2{&4 97} (818181,
5 4 2

4 2 2

(1 punto)

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

r

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL)

(Puntuacion maxima 3 puntos)

Opcién 1.
m 0 0

a)  |4l=|0 0 m|=m’;|4|=0=m=0
0 -1 mtl

Temos asi:

m#0 = rang(4)=3
m=0 = rang(4) =1 (4 ten duas filas de ceros)
(1,5 puntos)

b) Por a), se m = -1, |4| = 1 # 0 e existe a inversa da
matriz A. Ademais, para este valor de m
-0 0
A=|0 0 -1|=A4>=Iepolotanto, 4=4"
0o -1 0
Enton
XA+A=21=X=Q2[-A)A"'=24-1,;
-0 0 1 0 0 3 0 0
X=210 0 -1|-|]0 1 O]|-{O0 -1 -2
0o -1 0 0 0 1 0 -2 -1
(1,5 puntos)
Opcién 2.
a) Matriz de coeficientes Matriz ampliada
1 m m I m m 1
C=|1 m m A=[1 m m m
0 m m 0 m m 4m

Calculo do rango de C:
1 fila = 2* fila. Eliminamo-la 2* fila.

2" columna = 3* columna. Eliminamo-la 3* columna.
1 m

0 m

=m

Polo tanto:

m=0 = rang(C)=1

m#0 = rang(C)=2

Calculo do rango de 4:

I m 1
L m  m|=4m>+m-m?-4m>=m(l -m)
0 m 4m
Sem =0, 1‘:-1¢0‘Sem:l, ! =1#0
0 01
Polo tanto:

Sem =0, rang(4) =2
Sem =1, rang(4) =2
Nos demais casos, rang(4) =3
Discusion:
Se m =0, rang(C) =1 <2 = rang(4).
Sistema incompatible. Non ten solucion.
Se m =1, rang(C) = 2 = rang(A4) < n° incognitas.
Sistema compatible indeterminado. Infinitas solucions.
Sem#0em+# 1, rang(C) =2 <3 = rang(A).
Sistema incompatible. Non ten solucién. (2 puntos)
b) Para m = 1, temos un sistema compatible indeter-
minado. Un sistema equivalente ao dado ¢

xty+z=1

y+tz=4

Como =14#0, temos: x = -3, y = 4-z. As

infinitas solucions seran

x=-3;
y=4-t; teR
z=1;

(1 punto)
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_ Exerplos de resposte L Solucions.

BLOOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion méxima

3 puntos)
Opcioén 1. a) Calculamo-la recta » que pasa polos

puntos 4(2,1,-2) e B(1,1,1). Vector director da recta:
AB=(-1,0,3). Punto de r: A(2,1,-2)
Vector director da recta 7: A_é =(-1,0,3)

Punto de r 4(2,1,-2)

x=2-A
=r:sy=1
z=2+3\

Para que os puntos estean alifiados, C debe pertencer &
recta . Polo tanto

0=2-A
1=1 =m=4
m=2+3\

(1 punto)
b) Calculamo-lo plano © perpendicular 4 recta r, polo

tanto o vector 4B ¢ un vector perpendicular ao plano,
pasando polo punto P(-2,0,0):

AB1m=-x+3z+D=0
D=-2; mx-3z+2=0
Pemn
Calculamo-lo punto M(2-A,1,-2+31) interseccion da
recta » co plano m:

2-A-3(230)+2=0=Ar=1; M=(L,L1)

Se P'(x,y,z) €0 simétLh:o de P(-2,0,0), como M= (1,1,1)
¢ o punto medio de PP’, temos que

x-2

5 =

e asi,

Opcidén 2. a) Das ecuacidns das rectas podemos obte-
los seus vectores directores:

1

(2 puntos)

v =(1-1,3)
v =(1,2,1)
e estudando o rango da matriz formada polas compo-
-3
fentes destes vectores rang(M) = ran - =2,

xa podemos dicir que as rectas se cortan ou cruzan.
Para decidirmos entre estas duas posibilidades,
consideramos agora un punto en cada unha das rectas

P0,1,2)er; 0O(13,1)€s; [?Q.\ =(1,2,-1)
€ a matriz
@; 1 2 -1
N=| v |=[1 -1 -3
vy 1 2 1

Como |N] =-1-2-6-1+6-2=-6#0 = rang(N)=3
podemos concluir que as rectas se cruzan. (1,5 puntos)
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b) O plano esta determinado polo punto P, e os vectores
v, ¢ v; . Polo tanto, a ecuacion do plano sera

x y-1 z-2

1 -1 -3]=0;5x-4y+3z-2=0

1 2 1 (1,5 puntos)
BLOOQUE 3 (ANALISE)  (Puntuacién maxima 4
puntos)
Opcion 1.

a) E unha indeterminacion do tipo % e aplicamos a
regra de L Hopital duas veces

e senx-x . e*senx +e*cosx-1_
=0 2x% + x* 4x +4x3 -

e (senx + cosx) + e* (cosx - senx) _ 141 _ 1

x—0

lim

X0 4+ 12x7 4 2
(1 punto)
b)
A
(-x,-x+12 (x,-x>+12)
(-x,0) (x,0) -

O vértice da parabola ¢ o punto V(0,12). A funcién a
maximizar, area do rectangulo, ¢

A(x) = 2x(-x? +12) = -2x* +24x (1 punto)
Determinamo-lo maximo:
A'(x) =-6x*+24
A(x)=0=x=%2
A7 (x)=-12x; A7 (2)=-24<0
Polo tanto,
A(x) alcanza 0 maximo para x = 2. (0,5 puntos)
Vértices (-2,8),(2,8),(2,0),(-2,0) (0,25 puntos)
Area: A(2) =32 12 (0,25 puntos)

¢) Teorema fundamental do calculo integral: Se f{x) é
unha funcién continua en [a,b], a funcion F(x) = ].: Abdt
¢ derivable e a stia derivada € F'(x) = f{x). (0,5 puntos)
Ecuacion da recta tanxente 4 grafica de F(x) no punto

de abscisax =0:
¥ - F(0) = F/(0)(x-0).



_ Exerplos de resposte L Solucions.

F(0)=] g [2+cos(#?))dt=0, e polo teorema fundamental ~ c)

do célculo integral F'(x) =2 + cos(x*) = F'(0)=3 A
Polo tanto, a ecuacion da recta tanxente é: y = 3x

(0,5 puntos)

Opcién 2.

a) Teorema de Bolzano: se f(x) é continua en [a,b]
e toma valores de signo contrario nos extremos do
intervalo, ¢ dicir f{a)f(b) < 0, enton existe algun punto
¢ € (a,b) onde a funcion se anula, ¢ dicir f{c) = 0. ) )

} } >
(0,5 puntos) -1 1
A funcion f{x) = x° + 2x* -4 ¢ continua en R e polo tanto
en [1,2], por ser polindémica.
fiH=-1<0; fi2)=60>0
Enton, polo teorema de Bolzano, existe polo menos un
punto ¢ € (1,2) no que a funcion se anula, ¢ dicir f{c) =0 _]-x ose x <0
(0,5 puntos) h(x) = s x>0
by, -0
rm}z g) = Calculamo-los puntos de corte de g(x) con A(x)
. _ . _ ~ x= X
Jim, 809=0 = lim ) g2 *2:‘{,5 1
g(-V2)=0
Polo tanto, g(x) ¢ continua en x = 2. (0,5 puntos) x=1
x=-x24+2=>
g2)= lim 5 =0 =X
X2 x+ 2 I 0, 5 J-l xz x3 xz ’
R e B E Ta) Ca ) A= 1] 42 o+ ] (o0 42 x)dy = -5+ 42
(V2% = lim il = lim =212 3°2 .
£2) X2 2 X2 X2 R 1 1
adiad L »
Dado que g'(—\/2') * g'(—\/Z*), temos que g(x) non ¢ - 372 +2x , 3 u (@ puntos)
derivable en x = -\2. (0,5 puntos) P
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cCiugag PAAU (LOXSE) Cédigo: 21
XUNO 2006

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE

MATEMATICAS

(Responder soamente a unha das opcions de cada bloque temdtico).

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién mdxima 3 puntos)

m 0 1
Opcion 1. Dada a matriz 4=/ 1 0 m
0 -1 0

a) Calcula os valores do parametro m para os que 4 ten inversa.
b) Para m = 0, calcula 4° e A%.
c) Para m = 0, calcula a matriz X que verifica X- 4 =B, sendo B=(0 -1 -1)
Opciodn 2. a) Discute e interpreta xeometricamente, segundo os valores do parametro m, o sistema
2x -y + z =0
x - 2y + z = m

mx - y + z =0

b) Resolveo, se ¢ posible, para os casos m =0 e m = 2.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién maxima 3 puntos)

Opcidn 1. a) Definicion e interpretacion xeométrica do produto vectorial de dous vectores en R>.
b) Calcula os vectores unitarios e perpendiculares 6s vectores = (1,-2,2) e v=(1,0,1).

¢) Calcula a distancia da orixe de coordenadas ¢ plano determinado polo punto (1,1,1) e os vectores
u=(1,-2,2)ev=(1,0,1).

x + 2y - 2z +6 =0
7x - y - 2z =0

a) Calcula o valor de A para que a recta r e o plano © sexan paralelos. Para ese valor de A, calcula a
distancia entre 7 e 7.

Opcion 2. Dado o plano 7: 2x +Ay +3=0; e arecta :{

b) (Para algtn valor de A , a recta esta contida no plano n? Xustifica a resposta.
¢) (Para algtn valor de A , a recta e o plano m son perpendiculares? Xustifica a resposta.

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacion méxima 4 puntos)

Opcién 1. a) Calcula a ecuacion da recta tanxente & grafica de f(x) = (x + 1)e™ no punto de corte de f(x)
co eixo OX.

b) Calcula, para f(x) = (x + 1)e™: intervalos de crecemento e decrecemento, extremos relativos, puntos
de inflexion, concavidade e convexidade.

¢) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do calculo integral.
Opciodn 2. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do calculo diferencial.

b) De entre todolos tridngulos rectangulos con hipotenusa 10cm., calcula as lonxitudes dos catetos que
corresponden 6 de drea maxima

¢) Calcula o valor de m, para que a area do recinto limitado pola recta y = mx e a curva y = x*, sexa 2
unidades cadradas.
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CcCiuag PAAU (LOXSE) Codigo: 21
SETEMBRO 2006

N INTERUNIVERSITA!

MATEMATICAS

(Responder somente a unha das opcions de cada bloque tematico).

BLOOUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion mdxima 3 puntos)

Opcién 1. a) Sexan 4, B e C tres matrices tales que o produto 4-B-C é unha matriz 3x2 e o produto 4-C* é
unha matriz cadrada, sendo C’ a trasposta de C. Calcula, razoando a resposta, as dimensions de 4, B e C.

-1 0
b) Dada M :{ | I]’ obtén todas as matrices X que conmutan con M, ¢ dicir, verifican X.M = M.X.

¢) Calcula a matriz Y que verifica M"Y + Mly= 1, sendo a matriz dada en b), M a matriz inversa de
M e I a matriz unidade de orde 2.

Opciodn 2. a) Se nun sistema de tres ecuacions lineais con tres incognitas, o rango da matriz dos coeficientes
¢ 3, jpodemos afirmar que o sistema ¢ compatible? Razoa a resposta.
b) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacions lineais:
y + mz = 0
X + z =0
mx -y =m
¢) Resolve o sistema anterior para o caso m = 0.
BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién mdxima 3 puntos)
Opcién 1. a) Dados os vectores u=(1,0,-1), v=(1, 1,0), calcula os vectores unitarios de R3 que son
ortogonais 6s dous vectores dados.
b) Sexa 7 o plano determinado polo punto P(2, 2, 2) e os vectores u = (1,0,-1), v=(1, 1, 0). Calcula o
angulo que forma o plano m coa recta que pasa polos puntos O(0, 0, 0) e O(2, -2, 2).

¢) Calcula o punto simétrico de O(0, 0, 0) respecto do planox -y +z-2=0.
Opcién 2. Os lados dun tridangulo estan sobre as rectas

P 2+t _ 1 =0
oLyl ozt midy = 2 + 1: ndT Y F
1 2 2 | -

a) Calcula os vértices do triangulo. ;E un triangulo rectingulo? Razoa a resposta

b) Calcula a ecuacion do plano m que contén 6 triangulo. Calcula a interseccion do plano m cos eixes
0X, 0Y e OZ.

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4 puntos)
Opciodn 1. a) Calcula os valores de a e b para que a grafica de f(x) = ax + % tefla un minimo relativo no

punto [51 ,4], Para eses valores de « ¢ b, calcula: asintotas e intervalos de crecemento e decrecemento de f(x).

b) Calcula lim

x>0

X2 e
cos? x-1
¢) Definicion de primitiva e integral indefinida dunha funcioén. Enunciado da regra de Barrow.
Opcién 2. a) Definicion de funcion continua nun punto. ¢ Que tipo de descontinuidade ten en x = 0 a funcion

2
10===2

b) Un arame de 170 cm. de lonxitude dividese en diias partes. Con unha das partes quérese formar
un cadrado e coa outra un rectangulo de xeito que a base mida o dobre da altura. Calcula as lonxitudes
das partes nas que se ten que dividir o arame para que a suma das areas do cadrado e do rectangulo sexa
minima

¢) Calcula a area do recinto limitado polarectay=2-x;eacurvay= x2.
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CONVOCATORIA DE XUNO

Soamente se puntuard a primeira pregunta
respondida de cada un dos tres bloques.

Bloque 1 (Alxebra lineal)

OPCION I:

a) 1 punto

b) I punto, distribuido en

Calculo de A% (0,5 puntos)

Célculo de A% (0,5 puntos)

¢) 1 punto

OPCION 2:

a) 2 puntos, distribuidos en

Discusion (1 punto)

Interpretacion xeométrica (1 punto)

b) 1 punto, distribuido en

Resolucion no caso m = 0 (0,50 puntos)
Resolucion no caso m =2 (0,50 puntos)
Bloque 2 (Xeometria)

OPCION 1:

a) 1 punto, distribuido en

Definicién do producto vectorial de dous vectores
(0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do producto vectorial de
dous vectores (0,5 puntos)

b) 1 punto.

¢) 1 punto, distribuido en

Determinacion do plano (0,5 puntos)

Calculo da distancia (0,5 puntos)

OPCION 2:

a) 1,5 puntos, distribuidos en

Determinacion de A. ( 0,75 puntos)
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Calculo da distancia (0,75 puntos)
b) 0,75 puntos

¢) 0,75 puntos

Bloque 3 (Analise)

OPCION 1:

a) 1 punto, distribuido en

Calculo do punto de corte co eixo OX ( 0,25
puntos)

Calculo da derivada (0,25 puntos)

Ecuacion da recta tanxente (0,5 puntos)

b) 2 puntos, distribuidos en

Intervalos de crecemento e decrecemento (0,5
puntos)

Extremos relativos (0,5 puntos)

Puntos de inflexion (0,5 puntos)

Concavidade e convexidade (0,5 puntos)

¢) 1 punto, distribuido en

Enunciado do teorema do valor medio do calculo
integral (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema (0,5 puntos)
OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en

Enunciado do teorema do valor medio do calculo
diferencial (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema (0,5 puntos)
b) 1,5 puntos, distribuidos en

Formulacién do problema (0,5 puntos)

Obtencion dos catetos (1 punto)

¢) 1,5 puntos, distribuidos en

Formulacion do problema (0,75 puntos)

Calculo da integral e obtencion de m (0,75 puntos)



CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Soamente se puntuard a primeira pregunta
respondida de cada un dos tres bloques.
Bloque 1 (Alxebra lineal)

Opcion 1:

a) 1 punto, distribuido en

Dimension de A (0,5 puntos)
Dimension de B (0,25 puntos)
Dimension de C (0,25 puntos)

b) 1 punto, distribuido en

Formulacion das ecuacions (0,5 puntos)
Solucion (0,5 puntos)

¢) 1 punto, distribuido en

Célculo de M™! (0,5 puntos)

Calculo de Y (0,5 puntos)

Opciodn 2:

a) 1 punto

b) 1 punto, distribuido en

Sistema incompatible (0,5 puntos)
Sistema compatible indeterminado (0,5 puntos)
¢) 1 punto

Bloque 2 (Xeometria)

Opcion 1:

a) 1 punto, distribuido en

Calculo alculo de # X v (0,25 puntos)
Cilculode | u x v | (0,25 puntos)
Por cada solucion (0,25 puntos)

b) 1 punto, distribuido en

Vector asociado 6 plano (0,25 puntos)
Vector director da recta (0,25 puntos)
Calculo do angulo (0,5 puntos)

¢) 1 punto
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Opciodn 2:

a) 1,5 puntos, distribuidos en

Calculo dos vértices (1 punto)

Triangulo rectangulo (0,5 puntos)

b) 1,5 puntos, distribuidos en

Obtencion do plano (1 punto)

Interseccion cos eixos (0,5 puntos)

Bloque 3 (Analise)

Opcion 1:

a) 2 puntos, distribuidos en

Calculo de a e b (0,5 puntos)

Asintotas (0,75 puntos)

Intervalos de crecemento e decrecemento (0,75
puntos)

b) 1 punto

¢) 1 punto, distribuido en

Definicion de primitiva (0,25 puntos)

Definicion de integral indefinida (0,25 puntos)
Regla de Barrow (0,5 puntos)

Opcidn 2:

a) 1 punto, distribuido en

Definicion de funcién continua nun punto (0,5
puntos)

Tipo de discontinuidade (0,5 puntos)

b) 1,5 puntos, distribuidos en

Expresion a minimizar (0,75 puntos)

Calculo da lonxitude das dias partes nas que se
divide o arame (0,5 puntos)

Comprobacion de minimo (0,25 puntos)

¢) 1,5 puntos, distribuidos en

Formulacién do problema (0,75 puntos)
Determinacion dos limites de integracion (0,25
puntos)

Calculo da integral (0,5 punto)



_ Exerplos ce resposte L Solucionms._

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL)

(Puntuacion maxima 3 puntos)

Opcién 1.

a) |4) = m? -1. Polo tanto |4] = 0 < m = £1. Asi,
A ten inversa < m # £1. (1 punto)

b) Se m = 0, utilizando as propiedades do produto

0 -1 0

de matrices A2=A4-4=| 0 0 1 ;A3=A4%>A=-I
-1 0 0

(0,5 puntos)

AB =8 -A=I4=A. (0,5 puntos)

¢) Tendo en conta a), para m = 0, 34! e ademais, por
b), A1 = -A42. Polo tanto X°A = B < X = B-A"!,

X=0-1-1)-(-4)=(-101) (1 punto)
Opcioén 2.
2 -1 1
a) Matriz de coeficientes : C=| 1 -2 1
m -1 1
2 -1 1 -0
Matrizampliada: A= 1 -2 1 - m
m -1 1 -0
[Cl=m-2
m # 2 = rang(C) = rang(A) =3
-1l
m=2: ‘_2 I‘= 1 #0 = rang(C) =2;
-1 10
-2 1 2 |rang(A)=2
-110
Discusion: (1 punto)

m # 2, rang(C) = rang(A) =3 = n° de incognitas.
Sistema compatible determinado (S.C.D.). Solucién
unica.

m =2, rang(C) = rang(A) =2 < n° de incognitas.
Sistema compatible indeterminado (S.C.1.). Infinitas
solucions. (1punto)

Interpretacion xeométrica:

m # 2, tres planos que
se cortan nun punto P
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[+

m =2, dous planos coincidentes (o 1° ¢ 0 3°) que se
cortan co outro plano 6 longo dunha recta

b) Se m=0, estamos no caso dun S.C.D. e como ¢ un
sistema homoxéneo, a solucion tnica ¢ a trivial:
x=0; y=0; z=0; (0,5 puntos)
Se m= 2, estamos no caso dun S.C.L.

—Z.xl@ y-z =2 L:)J\
172\' bz = 2—A\'f {72}; +z= 2—/\'J lz

As infinitas solucions podense expresar:

z -X

2
= 3x 2
{x=Ay=-a-2,z=-30-2/% € R}; (0,5 puntos)

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién maxima
3 puntos)

Opcién 1.
a) Definicion do produto vectorial de dous vectores
en R3. (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do produto vectorial de
dous vectores en R3. (0,5 puntos)

b) uxv =(-2,1,2); luxv|=3

Os dous vectores unitarios e ortogonais a # e a v son

poe2 L2 5 2 1 2
w, = ('?, 3 ?), w, (3 1IR3 ) (1 punto)
x-1 y-1 z-1
¢) A ecuacion do planosera: | 1 -2 2 |=0;
I 0 1

édicirm:2x-y-2z+1=0 (0,5 puntos)

Utilizando a formula da distancia dun punto, neste
caso O = (0, 0, 0), a un plano temos:

dO,m)=1/3 (0,5 puntos)
Opcién 2.
a) Vector asociado 6 plano m: = 2,1, 0)
ik
Vector director darecta v,= | 1 2 -2 |;
7 -1 -2

v, =(-6,-12,-15)

Comorlln@\jrj_ﬁn, e \jrj_;nﬁ G,‘Z,[:O, temos
quer|m e A=-1 (0,75 puntos)

Para A = -1, temos o plano 7 : 2x - y + 3 = 0. Como



_ Exerplos ce resposte L Solucionms._

r || @, podemos calcular a distancia de » a © como a
distancia entre un punto calquera de r, por exemplo
P.=(0,-2, 1), e o plano =. Polo tanto

drm)y=d (P, m)= % =15 (0,75 puntos)

b) Vimos no apartado anterior que 7 || 1 < A =-1¢
ademais, para este valor de A, d (1, ) = V5. Polo tanto

Non existe ningtin valor de A para o que a recta r estea
contida no plano. (0,75 puntos)
)rime ;r I N, pero non existe A que faga que
0s vectores ;r =(-6,-12,-15) ¢ l;n =(2, A, 0) sexan
proporcionais. Polo tanto, non hai ningtin valor de A
para o que 7 ¢ T son perpendiculares. (0,75 puntos)

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién médxima 4 puntos)
Opcién 1.

a) Punto de corte co eixo OX: (-1,0) (0,25 puntos)
fx)y=-=xe™ f(-)=e (0,25 puntos)
Recta tanxente en (-1,0): y = e (x+1) (0, 5 puntos)
b)f(x)=0=x=0

A funcién é crecente en (-0, 0) e decrecente en

(0, ) (0,5 puntos)
f7(x)=e™(x-1); £7(0) < 0. Hai un méximo relativo no
punto (0,1) (0,5 puntos)

f7(x)=0<«< x=1. Concava en (-, 1) e convexa en
(1, ) (0,5 puntos)
F7(x)=e™(2-x); (1) #0. Haiun punto de inflexion

no punto (1, 2/e) (0,5 puntos)
¢) Enunciado do teorema do valor medio do calculo
integral. (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema do valor medio
do calculo integral. (0,5 puntos)

Opcioén 2.
a) Enunciado do teorema do valor medio do
calculo diferencial. (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema do valor medio
do célculo diferencial. (0,5 puntos)

b)

10

{100 - x2
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Funcion a optimizar:
x+/100 - x2,

100x - 2x°
Ax) =
AN TR
Puntos criticos: x =0 (non vale), x = -5\2 (non vale),
x=5\2 (0,25 puntos)
Xustificacion de que 5V2 corresponde a un maximo:
A7(5\2) <0 (0,25 puntos)
Polo tanto, de entre todolos triangulos rectangulos de

hipotenusa 10cm, o que ten drea maxima corresponde a
un triangulo rectangulo isosceles de catetos 5\2 em.

<)

A(x) = (0,75 puntos)

| =

(0,25 puntos)

—m

v

m

Abscisas dos puntos de corte das graficas

mx = x=0; x=i\/m
Como a area do recinto ten que ser 2 unidades cadradas

2= (3 -modx+]." (mx - x3)dx (0,75 puntos)
5 {;’ _omx®

’ N
4 2 .t T2 A,

e asi m = +2, pero m = -2 non vale, polo tanto
m=2 (0,75 puntos)

=

Integrando

X



_ Exerplos ce resposte L Solucionms._

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién

mdxima 3 puntos)
Opcién 1.
a) Da hipotese 4 - B - C € Msy,, dedicese que
A € M3y, B € My, C € M,,45. Polo tanto Cle Moy, e
para que 34 - C!, necesariamente m =2 e A € Miy,.
(0,5 puntos)
Da hipotese A4 - C! & unha matriz cadrada, dedicese
que n =3 e polo tanto B € M3, C € M3y,
(0,5 puntos)
b) Para que existan os produtos X - M e M - X, X ten
que ser unha matriz cadrada de orde 2. Da igualdade

e

d} deducimos que
a 0 1
b=0,a=d e polo tanto X = e /a,cERJ

(1 punto)

-1 0
o) M| =1,M1= [_1 _]}, (0,5 puntos)

M-Y+M!-Y=1eY=M+ M) ecomo
20 -12 0
M+M'=| , , | obtemosque Y= o
(0,5 puntos)
Opcioén 2.

a) Se denotamos por C a matriz dos coeficientes

e por A a matriz ampliada, temos que C € Mj3y; e
A € M3y, polo que rang(A) <3. Ademais sabemos
que sempre rang(C) < rang(A), enton

3 =rang (C) <rang (A)

g (05 = rang(C) = rang (A) =3

Polo tanto, o sistema ¢ compatible. Como o numero
de incOgnitas tamén ¢ 3, tratase dun sistema

compatible determinado (S.C.D.). (1 punto)
0 1 m
b) Matriz dos coeficientes: C=| 1 0 1|;
m -1 0
0O 1 m -0
Matriz ampliada: C=1 0 1 -0 |

m -1 0 -m
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l4l=0
0 1 = rang(C) =2
=0
10
010
J 3 se m#0
1 0 0| =-m=rang(4)=-+
12 se m=0
m -1 m
Discusion: (1 punto)

Se m # 0, rang(C) = 2 < 3 = rang(A). Sistema
incompatible. Non ten solucion.

Se m =0, rang(C) = 2 = rang(A) < n° incognitas.
Sistema Compatible Indeterminado (S.C.L). Infi-
nitas solucions

¢) Se m = 0, ¢ un sistema homoxéneo e vimos que
eraun (S.C.L). Para obter as infinitas solucions

y = Ol
v =z

= Solucions : {(-A, 0,1) /A € R} (1 punto)

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacioén
mdxima 3 puntos)
Opcién 1.
ayuxv=(1,-1,1) (0,25 puntos)
luxv|=+3 (0,25 puntos)
Enton, os dous vectores unitarios e ortogonais a # e
a v son:w :(\/—3 -\/—3 \/—3)~ w :(_ﬁ \/_3_£)
! 373737 72 3’3 3
(0,5 puntos)
b) Vector asociado 6 plano: 7z = uxv = (1, -1, 1).
(0,25 puntos)

Vector director da recta: v,= OO0 = (2, -2, 2). (0,25 puntos)
Estes dous vectores son proporcionais e polo tanto a
recta e plano son perpendiculares (0,5 puntos)

¢) Ecuacion da recta que pasa por O (0, 0, 0) e ¢ per-
pendicular a

x=t
Ssiqy=t
z=1

Punto de interseccion de S con m: P(% N —%, - %)‘
Este punto P ¢ o punto medio de O e o seusimétrico O'.

Polo tanto 0’(%, (1 punto)

3
Opcién 2.

a) Calculamos as coordenadas dos vértices facendo
a interseccion das rectas r, N7, 4 (1, 1, -1)
ry,nr:B(-1,-1,-1)  rnr,:C@3,-1,3)



_ Exerplos ce resposte L Solucionms._

Is

A&H

AB=(2, -2, 0)1§
‘47:'—(2,-2,4)j

(1 punto)
AB-AC=0=>AB1 AC

Polo tanto, o triangulo ¢ rectangulo en A (0,5 puntos)
b) Podemos calcular o plano m como o plano de-
terminado polo punto 4 e os vectores AR e AC. Asi
x-1 y-1 z+1
2 2.0
2 -2 4

e =0, édicirn:x-y-z-1=0

(1 punto)
Interseccion cos eixos OX, OY e OZ: P(1, 0, 0),
0(0,-1,0)e R(0,0,-1)respectivamente. (0,5 puntos)

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién mdxima 4

puntos)
Opcién 1.

/0 =a-2

_f‘(1/2):4©u+4/7:81 .
- =a=4,b=1 e temos asi
f12)=0=a-4p=0]

que f(x) = 4x +% (0,5 puntos)

Asintota vertical: x = 0 (0,25 puntos)

Asintota oblicua: y =mx +n

)

. . 2 +
m = lim —lim M -4

X—oo X X—00

n = lim(f (x) - mx) = lim(ﬁ -4x)=0
X090 X—oo X

Polo tanto a asintota oblicua ¢ a recta y = 4x
(0,5 puntos)

Como [’ (x)=4 -;]2-, temos que /' (x) =0 < x = :E%

(=00, -1/2)| (-172,0) | (0, 1/2)

+ - -

(1/2, )
+

7 (x)
£(x)

2 N N Ve

¢ dicir> Crecente en (-0, -1/2) U (1/2, ),
Decrecente en (-1/2, 0) u (0, 1/2) (0,75 puntos)
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2. X

2 X
.oxtee
b) lim

LX . .
= lim —— lim —-lime*=-1
x—0 o8> x-1  x-0 -sen®x x-0 -sen*x x-0
(1 punto)
¢) Definicion de primitiva (0,25 puntos)
Definicion de integral indefinida (0,25 puntos)
Enunciado da regra de Barrow (0,5 puntos)

Opcién 2.
a) Definicion de funcion continua nun punto

(0,5 puntos)
lim f(x)=0

x-0

4 /()

definindo f(0) = 0 (0,5 puntos)
b) Parte de arame para o cadrado: x cm. Parte de
arame para o rectangulo: (170 - x) cm

} Discontinuidade evitable, que se evita

X (170 -x)°. o x 170-x
ANVt o AW
170 -x
6
X 170 -x
4 3
, . 1 1
A'(x)=0<=x=80;4"(x)= <7 3>0
Solucion: 80 c¢cm para o cadrado e 90 cm para o
rectangulo. (1,5 puntos)

¢) Abscisas dos puntos de corte das graficas

x=-2
2-x=x' { 1 (0,25 puntos)
X =
A :j: (2 -x-xY)dx (0,75 puntos)
,,{2\,_L2_L3]- A=22 (0,5 puntos)
23, 2 ’

y=2-x y=x

\l A

)
v




CiuaGg PAAU (LOXSE) Codigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2005

MATEMATICAS

PRIMEIRA PARTE (Parte Comiin)

(Nesta primeira parte tédolos alumnos deben responder a tres preguntas. Unha soa pregunta de cada un
dos tres bloques tematicos: Alxebra Lineal, Xeometria e Andlise. A puntuacion maxima de cada pregunta
¢é 2.5 puntos.)

Bloque 1 (Alxebra Lineal) (Responda a unha das diias preguntas)

1. Ache todalas matrices 4 = (aii), cadradas de orde tres, tales que a, =a,,=0 e 4+ A4'=4l sendo/a
matriz identidade de orde tres e 4' a matriz trasposta de 4, das que ademais sabese que o seu determinante
vale 10.

2. Discuta e interprete xeométricamente, segtin os diferentes valores do parametro m, o seguinte sistema:

-x + y - z= -l
4x - 2y + 2z= 2m
-3x - 2y + mz= -4

Bloque 2 (Xeometria) (Responda a unha das duas preguntas)

1. Calcule a distancia entre as rectas de ecuacions 7: {x = yT—l = 27;4} e s: {x -2= yT—Z =z ; 3 }

2. Demostre que os puntos P=(0,0,4), 0=(3,3,3), R=(2,3,4) e S=(3,0,1) son coplanarios e determine o plano
que os contén.

Bloque 3 (Analise) (Responda a unha das dias preguntas)

1. A. Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do calculo integral para funcions
continuas.

-1 2
B. Sexa f :[-2,2] < R— R continua en [-2, 2] tal que _[ 5 f(t)dt :L f(t)dt, (pédese asegurar que
existen b e cen|[-2,2]talesque b<-1, ¢>-1 e f(b)= f(c)? Xustifique a stia resposta.

2. A. Enunciado da Regra de L’Hopital.

B. Calcule a relacion entre a e b para que sexa continua en toda a recta real a funcion f:R — R
definida por

ax

1
S(x)=1 2x
b se x=0

se x#0
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CiUuG PAAU (LOXSE) Cédigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2005

MATEMATICAS
SEGUNDA PARTE
Bloque 4.a. (Responderdn a unha das duas preguntas deste bloque sé aqueles alumnos que aprobaron
Matematicas I durante os cursos académicos 2003/2004 ou 2004/2005. A puntuacién maxima da pregunta

é 2.5 puntos.)

1. A. Definicién de cota superior dunha sucesion de numeros reais. Definicion de sucesion acotada
inferiormente.

4n—1

B. Demostre que a sucesion de termo xeral a, =
(xustificando que € cota inferior.)

¢ crecente e ache unha cota inferior positiva
n+

2. A. Explique BREVEMENTE o método de integracion de funcions racionais P(x)/Q(x), no caso de que
o polinomio do denominador, QO(x), tefia s6 raices reais.

B. Calcule I% dx.
x(x+

Bloque 4.b. (Estatistica) (Responderan a unha das diias preguntas deste bloque s6 aqueles alumnos que
aprobaron Matematicas Il durante o curso académico 2002/2003 ou anteriores. A puntuacion maxima da

pregunta é 2.5 puntos.)

1. A. Propiedades da funcion de densidade dunha variable aleatoria que segue unha distribucion normal.

. . . . 3
B. Se X ¢ unha variable aleatoria normal de media u>0 e varianza ¢ enton P(E <X< —“j vale:

a) cero

b) 2P(Z < %] —1, donde Z ¢ unha variable aleatoria que segue unha distribucion N(0,1).
G

¢) ningunha das anteriores.
Elixa unha das tres respostas xustificando a sua eleccion.

2. A. A media dunha variable aleatoria pode ser negativa:
(a) Nunca  (b) Sempre (c¢) SO se as probabilidades son negativas ~ (d) Ningunha das anteriores.

Escolla unha das anteriores respostas e razoe por que as outras tres opcions non son correctas.

B. Se X é unha variable aleatoria discreta de media m, demostre, (empregando a definicion de media) que
a media da variable aleatoria discreta Y, con Y = a + bX, (para calesqueira a,beR) ¢ a+bm.
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CiUG PAAU (LOXSE) Cédigo: 21

INTERUNIVERSITARIA DE

SETEMBRO 2005

MATEMATICAS

PRIMEIRA PARTE (Parte Comiin)

(Nesta primeira parte tédolos alumnos deben responder a tres preguntas. Unha soa pregunta de cada un
dos tres bloques tematicos: Alxebra Lineal, Xeometria e Andlise. A puntuacion maxima de cada pregunta
é 2.5 puntos.)

Bloque 1 (Alxebra Lineal) (Responda a unha das dilas preguntas)
1. Resolva a ecuacidén matricial: 4 - X+ C = B, sendo
4 1 1 2 0 -1 0 -1 2 1
A= , B= , C= .
[—1 0) [—2 -1 1 o] [1 0 -3 0]

2.Discuta e resolva, segundo os valores do parametro o, o seguinte sistema de ecuacions. Interpréteo
xeométricamente en cada caso:

2x-3y+z=0
x—ay—-3z=0
5x+3y-z=0

Bloque 2 (Xeometria) (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. ;Que condicion deben cumprir os coeficientes das ecuacions xerais de dous planos para que estes
sexan perpendiculares?

B. Ache o angulo que forman os planos ©:2x—y+z-7=0 e c:x+y+2z=11.

2. A. Definicion de producto mixto de tres vectores. ;Pode ocorrer que o producto mixto de tres vectores
sexa cero sen ser ningin dos vectores o vector nulo? Razoe a resposta.

B. Para u, v, w, tres vectores no espacio tales que ‘ﬁ‘ =2, ;‘ =3e |v7/| =35, ache os valores minimo e

maximo do valor absoluto do seu producto mixto.
Bloque 3 (Analise) (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Continuidade lateral dunha funcion nun punto.

X
2 -1 e x<o
X
B. Analice a continuidade, no punto x = 0, da funcién fdada por f(x)=
C(;S(x) se x>0
x“+1

2. A. Enunciado e interpretacion xeométrica do Teorema Fundamental do Calculo Integral para funcions
continuas.

B. Sexa F(x)= I : sen(t*)dt. Calcule a segunda derivada da funcion F (sen intentar resolver a integral.)
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PAAU (LOXSE) Cédigo: 21
SETEMBRO 2005

MATEMATICAS

SEGUNDA PARTE

Bloque 4.a. (Responderdn a unha das duas preguntas deste bloque sé aqueles alumnos que aprobaron
Matematicas Il durante os cursos académicos 2003/2004 ou 2004/2005. A puntuacion mdaxima da pregunta
¢é 2.5 puntos.)

1. Calcule:

. 2" -8
a) lim \/n2—5n+4—n) b) ;%(Fj

n—>0

3
2. Calcule I %x;zdx
x°+

Bloque 4.b. (Estatistica) (Responderan a unha das diias preguntas deste bloque s6 aqueles alumnos que
aprobaron Matematicas Il durante o curso académico 2002/2003 ou anteriores. A puntuacion maxima da
pregunta é 2.5 puntos.)

1. Todolos dias se seleccionan, de maneira aleatoria, 15 unidades dun proceso de taponado de botellas co
proposito de verificar a porcentaxe de taponados defectuosos. A xerencia decidiu deter o proceso cada vez
que unha mostra de 15 unidades tefia dous ou mais defectuosos. Se se sabe que a probabilidade de realizar
un taponado defectuoso ¢ p, ;cal é a probabilidade de que, un determinado dia, o proceso se detefia? (O
resultado debe expresalo en funcion de p.)

Se p =0.1, ;¢ mais probable que nunha caixa non haxa ningtin defectuoso ou que sexan todos defectuosos?
Xustifique a stia resposta.

2. Un distribuidor de cristalerias empaqueta as copas en lotes de catro copas cada un. A funcion de masa de
probabilidade do numero de copas defectuosas en cada lote vén dada por:

k 0 1 2 3 4
P(X=k) 0.9 m 0.02 0.01 0.005

Pidese:
a) Calcule o valor de m.

b) Calcule a media da variable X.
c) Calcule a probabilidade de que polo menos o 50% das copas dun lote sexa defectuoso.
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CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuacién maxima de cada bloque ¢ 2,5 puntos. O
alumno debe resolver s6 un exercicio de cada bloque
tematico e no caso de responde-los dous, soamente
se puntuara o primeiro exercicio respondido dese
bloque.

Bloque 1 (Alxebra lineal)
EXERCICIO I:
Formulacion da condicion A + A' = 41 (0, 5 puntos)

Obtencion de a, = a, =a, =2 (0,25 puntos)
Obtencion de a,, = a,, =0 (0,25 puntos)
Condicion a , +a, =0 (0,25 puntos)

Formulacién da condicion det(A) = 10 (0, 5 puntos)

2 0 1 2 0 -1
Solucion A={ 0 2 0O|ou 4=|0 2 O
-1 0 2 1 0 2
(0,75 puntos)
EXERCICIO 2:

Sexan M a matriz dos coeficientes ¢ M" a matriz
ampliada. Facemos a discusion utilizando o Teorema
de Rouché-Frobenius (tamén se poderia facer polo
método de Gauss).

det(M)= 4 — 2m. Polo tanto det(M) = 0 < m = 2
(0, 5 puntos)

Discusion:

1. m # 2, rang(M) = 3= rang(M") = n° incognitas.
Sistema compatible determinado. Solucion tnica
(0,5 puntos)

2. m = 2, rang(M) = 2 # rang(M") = 3 pois
-1 1 -1
-1 1
=240 4 -2 41=2=%0
4 -2
-3 -2 -4

temos neste caso un sistema incompatible (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica:

1. m # 2. Tres planos que se cortan nun punto (0,5
puntos)

m =2. Como non hai un par de planos paralelos, son
tres planos que se cortan dous a dous formando unha
superficie prismatica (planos que se cortan dous a dous
segun rectas paralelas.

Bloque 2 (Xeometria)
EXERCICIO I
Pode resolverse de varias maneiras: féormula que da

a distancia entre duas rectas que se cruzan; distancia
de un punto de s ao plano que contén a r ¢ a s; pola

perpendicular comun;... A puntuacion sera:
Formulacion de como calcula-la distancia (1 punto)
Determinacion da distancia (1,5 puntos)
Utilizando o primeiro dos métodos sinalados temos
A =(0,1,4); A =(2.23); 4,4, =(2,1,-1)

U, = (1,3,7); 1, =(1,3,4)

rang(u, i) = 2; rang(4
rectas que se cruzan.

U, ,U;)=3. Son duas

rAs >

det(4 4

s’

1)
Aplicamo-la formula d(7,s) = |ﬁ 17|
X
r s

¢ como |det(4, 4,,ii 7)) i xii;| = 3410,

rs?

=15;

resulta que d(r,s) = mz

EXERCICIO 2:
Este exercicio tamen se pode resolver de varias

maneiras. Por exemplo:

PO =(3,3,1); PR =(23,0; PS = (3.0,3)
rang(PQ,ﬁ ,ﬁ ) = 2. Polo tanto, os puntos son
coplanarios (1,5 puntos)

Como non se especifica cal, podemos dar a ecuacion
vectorial do plano que contén os puntos

X =(0,0,4) +1(3,3,-1) + 5(2,3,0) (1 punto)

Bloque 3 (Analise)
EXERCICIO I:
A. Enunciado do teorema do valor medio do calculo

integral (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema do valor medio
do calculo integral (0,5 puntos)

B. A aplicacion do teorema do valor medio do
célculo integral permite afirmar que 3 b € (-2,--1) tal

que J-:zlf(t)dt = f(b) (0, 5 puntos)

2
Jce(1,2) tal que .[1 F(®)dt = f(c) (0,5 puntos)
Polo tanto, tendo en conta a hipotese, podemos
concluir que
Existenb (-2,--1) e ¢ (1,2) tales que f(b) = f(c) (0,5
puntos)
EXERCICIO 2:
A. Enunciado da Regra de L’Hopital (1 punto)



B. EnR - {0}¢ continua (cociente de continuas e non
se anula o denominador) (0, 25 puntos)

Estudiamo-la continuidade en x =0. Aplicando a Regra

de L’Hopital, temos lim f(x) =a/2 (0, 75 puntos)
x—=0

e como f(0) = b, deducimos f(x) ¢ continua en

x=0 < a=2b (0,5 puntos)

Bloque 4.a

1. A. Definicion de cota superior dunha sucesion de

numeros reais (0,5 puntos)

Definicion de sucesion acotada inferiormente (0,5 puntos)

B. A sucesion ¢ crecente posto que
5
a,, —a,=———
1

T (n+)(n+2)

Como a sucesion ¢ crecente, enton a, = 3/2 ¢ cota inferior
(0,75 puntos)

2. A. Meétodo de integracion de funcions racionais, no

caso de que o polinomio do denominador sé tefia raices
reais (1 punto)

B. j 2 e
x(x+1)

>0 (0,75 puntos)

_i_'.c

x+1

x+1

X

Descomposicion en suma de fraccions (0,25 puntos).

Determinacion das constantes (0,25 puntos). Integracion
logaritmica (0,25 puntos). Integracion da potencia
(0,5 puntos). Constante de integracion (0,25 puntos).

Bloque 4.b (Estatistica)
EXERCICIO I:

A. Propiedades da funcién de densidade dunha
variable aleatoria que sigue unha distribucion normal
(1 punto)

B. b) . Tipifica-la variable aleatoria (0,75 puntos) ¢
face-las transformacions (0,75 puntos).
EXERCICIO 2:

A. O apartado B deste exercicio sirve para pofer
contraexemplos de a) e b). Ademais como as
probabilidades non son negativas, ¢) tamén ¢ falso.
(1 punto)

B. Se X ¢ unha variable aleatoria discreta que
toma valores x; con probabilidades p, i = 1,....n

E[X]=ix,p,-:m; E[Y]:i(a-ﬁ-bxi)pl

(0,75 puntos)
e polo tanto, operando, E[Y]=a+bm (0,75 puntos)

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuacion maxima de cada bloque é 2,5 puntos. O
alumno debe resolver s6 un exercicio de cada bloque
tematico e no caso de responde-los dous, soamente
se puntuard o primeiro exercicio respondido dese
bloque.

Blogque 1 (Alxebra lineal)

EXERCICIO I:
Obtenciéon de X=A"(B—-C) (1 punto)

-1
Obter A= 1 4 (0,75 puntos)

0
] (0,75 puntos)

3
CélctﬂodeA'l(B—C):[_“ T

EXERCICIO 2:

E un sistema lineal homoxéneo. Sexa M a matriz dos
coeficientes.

M ten menores de orden 2 distintos de cero, por

exemplo =21 M| =70+ 63

-3
53
Discusion e resolucion:

1. a# -9, rang(M) = 3 =n° incdgnitas. Sistema compa-

tible determinado. (0, 5 puntos)

Solucion  tnica x =0,y =0,z=0 (0,25 puntos)
2. a=-9, rang(M) = 2 <n° incognitas. Sistema compa-
tible indeterminado. (0, 5 puntos)

Infinitas solucions x = 0; y =A3; z=24; con L € R
(0,25 puntos)

Interpretacion xeométrica:

1. a#-9. Tres planos que se cortan nun punto (a orixe
de coordenadas) (0, 5 puntos)

a = -9. Tres planos distintos que se cortan nunha recta
(0, 5 puntos)
Bloque 2 (Xeometria)
EXERCICIO I:
A. O angulo o que forman os planos

IM:Ax + By + Cz +D=0

II:Ax +By + Cz+D’=0

- |-

ven dado pola expresion o = arcos |n||n/| =




|44+ BB’ +CC'|
JA2+B +CNA? + B +C”
polo tanto IT LIT" < |AA'+BB'+ cc’

ar cos

=0

(1 punto)
B. Tendo en conta a formula anterior para o angulo que

forman dous planos, resulta que oL = ar cos (%)

e polo tanto o = n/3 radians (1,5 puntos)
EXERCICIO 2:

A. Dados tres vectores libres 1 = (u,u,,u,).
¥
V=(,v,V); V= (W, W, W) o seu producto

mixto ¢ o niimero real

Uy Uy U
[17,7,171/]217~ (Vxw)=|vV, v, V3| (1 punto)
w, W, W,

Tendo en conta a expresion anterior, resulta que
[J,V,VT’]: 0 < 1, v, w son linealmente depen-
dentes (0, 5 puntos)

B. O valor minimo de |[it— V, _M:']‘ sera 0, e correspondera
6 caso de ser i, v, w linealmente dependentes (0,5
puntos)

Tendo en conta que
‘ u, v, W]‘ =[a|[v|f ‘sen(ﬁ 7v)| |cos(if, V x W)
o valor maximo de |[ﬁ v, W]‘ sera 30 (0, 5 puntos)

Bloque 3 (Anilise)
EXERCICIO I:
A. Definicion de continuidade lateral dunha funcion
nun punto (1 punto)
B. Calculamos os limites laterais
Y115? f(x)=In2 (0, 5 puntos)

lim f(x)=1 (0, 5 puntos)

x—>0"
Como os limites laterais non coinciden, a funcién non
¢ continua en x =0 (0, 5 puntos)
EXERCICIO 2:
A. Enunciado do Teorema Fundamental do Calculo
Integral para funcions continuas (1 punto)
Interpretacion xeométrica (0, 5 puntos)
B. F’(x) =sen (x?) (0,5 puntos)

F”(x) = 2xcos(x?) (0, 5 puntos)
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Bloque 4.a

1.a) im(Vn® =5n+4 —n) =-5/2 (1,5 puntos)

. [2"-8
b) lim W =1/2 (1 punto)
3
2. I%xzjxdx+]$dx
x°+3 X +3

(0,5 puntos)

Integracion da potencia (0,25 puntos)
Integracion logaritmica (0,5 puntos)
Integracion arcotanxente (1 punto)
Constante de integracion (0,25 puntos)

Solucion:
X +x+2 x N
Iﬁdx = 7-1“ (x +3)+
ﬁartg(iJJr C
3 V3

Bloque 4.b (Estatistica)

EXERCICIO I:

Sexa X = n° de tapons defectuosos nunha mostra de
15 unidades dun proceso de taponado e p = proba-

bilidade de realizar un taponado defectuoso. Enton
X e B(15; p) (0,5 puntos)
P(X>2)=1-P(X<2)=1-(1-p)*—15(1-p)* (0,75
puntos)

Casop=0.1:

P(X=0)=0,9" (0,5 puntos)

P(X=15)=0,1"" (0,5 puntos)

Polo tanto P(X =15) < P(X=0) (0,25 puntos)
EXERCICIO 2:

a) 0,9+ m+ 0,02+ 0,01 +0,005=1. Polo tanto
m = 0,065 (0,5 puntos)

b) E[X]=p=0,065x1+0,02x2 +0,01x3 + 0,005x4
=0,155 (0,75 puntos)

¢) Sexa X = numero de copas defectuosas nun lote
de 4 copas
P(X2)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-0,9-0,065=0,035
(1,25 puntos)
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COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2004

MATEMATICAS

PRIMEIRA PARTE (Parte Comiin)
(Nesta primeira parte tédolos alumnos deben responder a tres preguntas. Unha soa pregunta de cada un
dos tres bloques temdticos: Alxebra Lineal, Xeometria e Andlise. A puntuacion méxima de cada pregunta
é 2.5 puntos.)
Blogue 1 (Alxebra Lineal) (Responda a unha das diias preguntas)
1. Ache tres numeros sabendo que o primeiro menos o segundo ¢ igual a un quinto do terceiro, se 6 dobre
do primeiro lle restamos seis resulta a suma do segundo e o terceiro e, ademais, o triple do segundo menos

o dobre do terceiro ¢ igual ¢ primeiro menos oito.

2. Demostra que toda matriz cadrada 3-dimensional se pode escribir como suma dunha matriz simétrica e
outra antisimétrica.

Bloque 2 (Xeometria) (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Distancia entre dias rectas que se cruzan.
B. Ache a distancia entre as rectas 7 ¢ s de ecuacions:

xX=o x=1+p
ri{y=-1 si{y=2
z=1-a z=2B

2. A. Angulo que forman dias rectas. Condicion de perpendicularidade.
B. Determine o angulo que forman a recta que pasa polos puntos 4 = (1,0,-1) e B=(0,1,-2) e a recta de
ecuacion: y = Yi—l = %

Bloque 3 (Analise) (Responda a unha das duas preguntas)

1. Un barco B e dias cidades A e C da costa forman un triangulo rectangulo en C. As distancias do barco
as cidades A e C son 13 Km e 5 Km, respectivamente. Un home situado en A desexa chegar ata o barco B.
Sabendo que pode nadar a 3 Km/h e camifar a 5 Km/h, ja que distancia de A debe abandoar a costa para
nadar ata B se quere chegar o antes posible?

2. Demostre que a funcion f dada por f(x) = ¢ estrictamente positiva en (2, + ) e ache a area da

xX2+x-2
rexion determinada pola grafica de f, o eixe de abscisas e as rectas x =2 e x = 3.
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XUNO 2004

MATEMATICAS

SEGUNDA PARTE

Bloque 4.a. (Responderdn a unha das dias preguntas deste bloque s6 aqueles alumnos que aprobaron
Matematicas Il durante o actual curso académico 2003/2004. A puntuacion mdxima da pregunta é 2.5
puntos.)

1. A. Escriba os distintos casos de indeterminacions que poden xurdir 6 calcular limites de sucesions de
nimeros reais e pofia un exemplo sinxelo (sen resolvelo) de, polo menos, catro deses casos.

B. Calcule lim (\/n+7 -\n ) \3n+5 indicando que tipo de indeterminacion (ou indeterminacions) se presentan
6 intentar resolver este limite.

2. A. Explique BREVEMENTE (en non mais de cinco lifias) como se aplica o método de Gauss para
calcular o rango dunha matriz.

2-107

. . .1 o013

B. Determine, empregando o método de Gauss, o rango da matriz 3277
1111

Bloque 4.b. (Estatistica) (Responderdn a unha das duas preguntas deste bloque sé aqueles alumnos que
aprobaron Matematicas Il durante o curso académico 2002/2003 ou anteriores. A puntuacion maxima da
pregunta é 2.5 puntos.)

1. A. Definicion de funcion de densidade. Propiedades da funcion de densidade.
B. Obtefia a funcion de distribucion da variable aleatoria continua que tén por funcion de
densidade:
% +Bx se I<x<5

J) = ., BER)

0 en outro caso

2. A. Defina media e varianza dunha variable aleatoria binomial.

B. Lanzase unha moeda oito veces e anotamos o resultado. Repitese o proceso oitenta veces (¢ dicir,
realizanse oitenta series de oito tiradas cada unha). {En cantos casos cabe esperar que obtefiamos seis
cruces e duas caras?
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MATEMATICAS

(Nesta primeira parte tédolos alumnos deben responder a tres preguntas. Unha soa pregunta de cada un
dos tres bloques tematicos: Alxebra Lineal, Xeometria e Andlise. A puntuacion maxima de cada pregunta
é 2.5 puntos.)

Bloque 1 (Alxebra Lineal) (Responda a unha das dilas preguntas)

1. A. Enunciado da regra de Cramer.

B. Determine os coeficientes do polinomio de grao dous tal que a sua grafica pasa polos puntos (0,5),
(1, 7) e (-1,5). ; Pode haber outro polinomio de segundo grao, que pase por eses tres puntos? Razone a
sua resposta.

2. A. Exprese a condicion que tefien que cumprir dias matrices M e N para que poida realizarse a stia
suma. E, se o que pretendemos ¢ multiplicalas, ;que condicion deben cumprir as matrices?

2

1 5
B. Dadas as matrices 4 = {2 ] eB= [ s ] , ache unha matriz X tal que AX + B =0.

Bloque 2 (Xeometria) (Responda a unha das dias preguntas)

1. Comprobe que os puntos A = (1,0,3), B=(-2,5,4), C =(0,2,5) e D =(-1,4,7) son coplanarios. De todos
os triangulos que se poden construir tendo como vértices tres deses catro puntos,/cal é o de maior area?
Obtefia o valor de dita area.

2. Ache a ecuacion xeral do plano 7 que contén 4 recta r: | -1_y-1

} e ¢ paralelo a recta s que pasa

polos puntos P =(2,0,1) e O = (1,1,1). Calcule a distancia de s a 7.
Bloque 3 (Analise) (Responda a unha das dias preguntas)

1. A. Interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.

3
B. Determine as abscisas dos puntos da curvay = % -x?-3x+ 1 nos que a recta tanxente forma un angulo
de 135° co sentido positivo do eixe de abscisas. ’

2. A. Definicion de funcion continua nun punto. Explique brevemente os tipos de discontinuidades que
existen.

sen(X)  gox>0

B. Estudie a continuidade en toda a recta real da funcion fdada por: fix) ={

x+1 sex<O0
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MATEMATICAS

Bloque 4.a. (Responderdn a unha das diias preguntas deste bloque s6é aqueles alumnos que aprobaron
Matemadticas II durante o actual curso académico 2003/2004. A puntuacion maxima da pregunta é 2.5 puntos.)

1. Deixamos caer unha pelota desde unha altura de 4 metros e, tras cada rebote, a altura acadada reducese
a metade da altura anterior. ;Que altura acadara a pelota tras cada un dos cinco primeiros rebotes? ( E tras o
rebote vixésimo? (E tras o n-ésimo rebote? Se a_ denota a altura acadada tras o n-ésimo rebote, obtefia unha

cota superior e outra inferior desta sucesion. Calcule liin a.
frare

3x-2
2. Calcule fxz ) dx
Bloque 4.b. (Estatistica) (Responderdn a unha das diias preguntas deste bloque sé aqueles alumnos que
aprobaron Matematicas Il durante o curso académico 2002/2003 ou anteriores. A puntuacion mdxima da
pregunta é 2.5 puntos.)

1. A velocidade dos coches que circulan por unha cidade segue unha distribucion normal de media
40 Km./hora e varianza 100. Calcule a probabilidade de que un coche circule a unha velocidade v con
Vv € (1 - 20, p +20) donde p denota a media e ¢ denota a desviacion tipica. Utilizando a resposta anterior, ache
a porcentaxe de coches que circulan a mais de 60 Km./hora. ;Cal € a probabilidade de que un coche circule
a menos de 70 Km./hora se se sabe que circula a mais de 40 Km./hora? Pode ser ttil saber que se Z ¢ unha
variable normal estandar enton P(Z<2)=0.9772 e P(Z<3)=0.9987.

2. A vida 1til (medida en anos) dun teléfono mobil fabricado por unha determinada empresa ¢ unha

variable aleatoria con funcién de densidade: fix) =% - % xse 0 <x <5 (e cero noutro caso).

A devandita marca ofrece unha garantia de ano e medio, de xeito que se 0 mobil falla nese periodo tera que
reemplazalo por outro novo. Calcule a probabilidade de que se tefia que reemplazar un mobil no periodo de
garantia. Se un pai merca a cada un dos seus cinco fillos un mobil desa marca, determine a probabilidade

de que polo menos un deles se avarie durante o periodo de garantia.
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CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuacion maxima de cada pregunta ¢ 2.5
puntos.

Soamente se puntuard a a primeira pregunta
respondida de cada un dos catro bloques
tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que
non veflan acompafiadas dunha xustificacion.
Por cada erro cometido en calculos (que
non sexan erros conceptuais) descontarase
0.1. Entendendo que se ese valor errado
se emprega despois no mesmo exercicio e
conleva un resultado (ainda que erroneo)
consecuente con esa conta, non se penalizara
o resultado final.

Bloque 1.(Alxebra Linear)

1. Plantexamento: 1.5 puntos.
Resolucion: 1 punto.
2. Plantexamento: 1.5 puntos.

Resolucion: 1 punto.
Bloque 2.(Xeometria)

1. A. 1 punto.
1. B. 1.5 puntos.

2. A. Angulo: 0.5 puntos. Condicion de
perpendicularidade: 0.5 puntos.

2. B. 1.5 puntos.
Bloque 3.(Analise)

1. Plantexamento: 1.5 puntos. Célculo do
punto critico: 0.5 puntos. Comprobacion da
segunda derivada: 0.5 puntos.

2. Signo da funcion: 0.5 puntos. Calculo da
primitiva: 1.5 puntos. Aplicacion da regra de
Barrow: 0.5 puntos.

Bloque 4.a.
1. A. 1 punto: (0.5 polos casos de
indeterminacion e 0.5 puntos polos
exemplos).

1. B. 1.5 puntos.

2. A. 1 punto.
2. B. 1.5 puntos.

Bloque 4.b. (Estatistica)

1. A. Definicion: 0.25 puntos. Propiedades:
0.5 puntos.

1. B. Célculo do coeficiente: 0.75 puntos.
Determinacion da funcion de distribucion: 1
punto.

2. A. 1 punto (0.5 puntos cada definicion)
2. B. 1.5 puntos.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuacion maxima de cada pregunta € 2.5
puntos.

Soamente se puntuara a a primeira pregunta
respondida de cada un dos catro bloques
tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que
non vefnan acompafiadas dunha xustificacion.
Por cada erro cometido en calculos (que
non sexan erros conceptudis) descontarase
0.1. Entendendo que se ese valor errado

se emprega despois no mesmo exercicio e
conleva un resultado (ainda que erréneo)
consecuente con esa conta, non se penalizara
o resultado final.

Bloque 1.(Alxebra Linear)
1. A. 1 punto.

1. B. L.5 puntos. (Plantexamento e calculo
dos coeficientes: 1 punto. Resposta &



pregunta: 0.5 puntos)

2. A. 1 punto (0.5 puntos por cada
resposta.)

2. B.: 1.5 puntos. (Plantexamento do sistema
1 punto. Resolucion:0.5 puntos)

Bloque 2.(Xeometria)

1. Comprobacion de que son coplanarios: 1
punto. Célculo da area: 1 punto. Resposta a
pregunta: 0.5 puntos.

2. Ecuacion do plano: 1.5 puntos. Calculo da
distancia: 1 punto.

Bloque 3.(Analise)_

1. A. 1 punto se se inclue unha explicacion.
Non se considera valido un simple debuxo.

1. B. Planteamiento: 1 punto (Pos saber que
la tg(135°=-1: 0.5 puntos, Por igualar la
derivada a -1:0.5 puntos). Resolucion de la
ecuacion de segundo grado: 0.5 puntos.

2. A. Definicién: 0.75 puntos.
Discontinuidades: 0.75 puntos (0.25 por cada
tipo)

2. B. 1. punto.

Bloque 4.a.

1. Calculo dos primeiros términos: 0.5 puntos
(0.1 por cada un deles). Célculo do término
vixésimo: 0.5 puntos. Célculo do término
xeral: 0.5 puntos. Cota superior e inferior 0.5
puntos. Calculo do limite: 0.5 puntos.
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2. 2.5 puntos (Por calcular a primitiva en
términos de logaritmos:1 punto, por calcular
a outra primitiva en términos dunha funcion
arcotanxente: 1.5 puntos).

Nota: se non incluen na expresion final a
constante de integracion rebaixanse 0.25
puntos.

Bloque 4.b. (Estatistica)

1. Probabilidade de que un coche circule a
unha velocidade v € (1 - 20, p +26) 1 punto.
Célculo da porcentaxe de coches que circulan
a mais de 60 Km/h, (utilizando o resultado
anterior): 0.5 puntos. Se o calcula sen
empregar o resultado anterior, ¢ dicir, sen
utilizar a simetria : 0.4 puntos) Calculo da
ultima probabilidade: 1 punto.

2. Calculo da probabilidade de reemplazo
de un movil no periodo de garantia: 1
punto distribuido da seguinte maneira:
Plantexamento como a integral da funcién
de densidade no intevalo [0, 1.5]: 0.5 puntos.
Calculo da primitiva: 0.25 puntos. Aplicacion
da regra de Barrow: 0.25 puntos

Calculo da tltima probabilidade pedida:
1.5 puntos. (0.5 puntos polo plantexamento
dos parametros da binomial e 1 punto
polo plantexamento e calculo da citada
probabilidade).
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COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2003

MATEMATICAS

(O alumno debe responder a catro preguntas. Unha soa pregunta de cada un dos catro bloques temdticos: Alxebra,
Xeometria, Andlise Matematica e Estatistica. A puntuacion maxima de cada pregunta é de 2,5 puntos.)

Alxebra (responda a unha das diias preguntas)

32 23
1. Considéranse duas matrices A e B que verifican 4 + B = ( 0 ] ed-B= ( | 0] Calcule a matriz 4° -B°
7 R

2. Calcule, por transformacions elementales (sen emplear a regla de Sarrus) e xustificando os pasos, o determinante

2+a b c
a 2+b ¢
a b 2+c

Xeometria (responda a unha das diias preguntas)

1. A. Definicion de modulo dun vector. Propiedades.
B. Determine os valores de a e b, a > 0, para que os vectores Vl = (a,b,b), 72 =(bab)e ﬁ = (b,b,a) sexan unitarios
e ortogonales dous a dous.

2. A. Angulo que forman unha recta e un plano.

B. Determine o angulo que forman o plano w: x + 2y -3z +4 =0 e arectar: 2x-y=0

3y+2z=12

Analise matematica (responda a unha das diias preguntas)

1. A. {Que é un punto de inflexion dunha funcién?

B. Ache a condiciéon que debe cumprir A para que o polinomio x* + x* + Ax? sexa coéncavo nalgln intervalo.
Determine o intervalo de concavidade en funcion de A.

2. A. Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Bolzano.
B. ;Pddese asegurar, empregando o teorema de Bolzano, que a funcion f{x) = fg(x) ten unha raiz no intervalo

n 3n

4’ j] ? Razone a resposta. Esboce a grafica de fnese intervalo.

Nota: tg denota a funcion tanxente.

Estatistica (responda a unha das diias preguntas)

Ksen (x) se x € [0,n]
1. Determine o valor de K para o que a funcion f{x) =| noutro caso  Sexa unha funcién de densidade.

Determine para ese valor de K a expresion da funcion de distribucion e calcule a media da variable aleatoria
que ten por funcion de densidade a f.

2. O 1% dos individuos dunha poboacion supera os 185cm de estatura, mentras que o 3% non chega a 160cm.

Se se supOn que a estatura segue unha distribucion normal, calcule os parametros desa distribucion.

Nota: Pode ser util saber que se Z ¢ unha variable con distribucion N(0,1), enton P(Z < 2.33) =0.99 ¢

P(Z <1.89)=0.97.



CiU PAAU (LOXSE) Codigo: 21

INTERUNIVERSITARI

SETEMBRO 2003

MATEMATICAS

(O alumno debe responder a catro preguntas. Unha soa pregunta de cada un dos catro bloques temdticos: Alxebra,
Xeometria, Andlise Matematica e Estatistica. A puntuacion maxima de cada pregunta é de 2,5 puntos.)

Alxebra (responda a unha das diias preguntas)
21

1. Demostre que a matriz 4 = [ ] verifica unha ecuacion do tipo 4> + o4 + B/ = 0, determinando o e B
12

(I denota a matriz identidade). Utilice este feito para calcular a inversa de 4.
2. Discuta e interprete xeométricamente, segiin o0 parametro a o sistema de ecuacions:
3x —y = ax
Sx ty 2z = ay
4y +3x =az

Xeometria (responda a unha das diias preguntas)

1. A. /Que significa xeométricamente que tres vectores do espacio tridimensional sexan linealmente
dependentes?

B. Dados os vectores u, = (1,2,1), u, = (1,3,2), v, = (1,1,0) e v, = (3,8,5). demostre que os vectores u, e u,
dependen linealmente dos vectores v, ev, Determine a ecuacion xeral do plano que pasa pola orixe e
contén os vectores v, e v,, € determine a posicion relativa dos vectores u, e u, respecto a ese plano.

2. A. Definicion de producto escalar de dous vectores. Interpretacion xeométrica.
. ., . , 2x+y-z=0
B. Determine a ecuacion que satisfacen os vectores ortogonales a recta 7 : 320" Interprete
o . x-yt3z=
xeométricamente o resultado obtido.

Analise matematica (responda a unha das dilas preguntas)
1. Dada a parabola f{x) = ax? + bx + ¢, determine os valores de a, b e ¢ sabendo que f'ten un maximo no
punto de abscisa X = —% e arecta tanxente a fno punto (1,3) ¢ y=-3x + 6.

2. Determine a area da rexion limitada pola grafica da funcion f{x) = x> + x + 5, o eixe OX e as rectas
x=- % ey=x+6.

Estatistica (responda a unha das diias preguntas)

1. A. ;(Cando unha distribucion normal se considera unha aproximacion aceptable dunha distribucion
binomial?

B. A distribucion normal N(32,4) ¢ unha boa aproximacion para a distribuciéon binomial de parametros:

(a) n=32, p=4 (b) n=32, p—‘% (c) n calquera, p=q (d) n=64, p%

Escolla unha das catro opcions anteriores e xustifique a stia resposta.

2. A. Propiedades da funcién de distribucion dunha variable aleatoria continua.

0 x<1

B. A funcién F(X) ={k(x’-1) 1<x<3, (keR),é funcién de distribucion de certa variable continua X, se:
1 x>3

(a) k<0, (b) k=1, © k4. (d) nunca.

Elixa unha das opcidns anteriores e xustifique a sua resposta.



CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuacion maxima de cada pregunta é 2.5
puntos.

Somente se puntuard 4 primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non
veflan acompafiadas dunha xustificacion.

Alxebra

1. Plantexamento: 1.5 puntos. Resolucién: 1 punto.
2: 2.5 puntos.

Xeometria

1. A. Definicion de médulo dun vector: 0.5 puntos.
Propiedades: 0.5 puntos.

1. B. Plantexamento da ortonormalidade: 1 punto.
Resolucion: 0.5 puntos.

2. A. 1 punto.
2. B. 1.5 puntos.

Analise Matematica
1. A. 0.5 puntos.

1. B. Calculo da condicion para: 1 punto. Intervalo
de concavidade: 1 punto.

2. A. Enunciado: 0.5 puntos. Interpretacion xeomé-
trica: 0.5 puntos.

2. B. Resposta & pregunta: 1 punto. Grafica: 0.5
puntos.

Estatistica

1. Plantexamento da funcion de densidade: 0.25
puntos. Célculo do valor de K: 0.25 puntos. Expresion
da funcion de distribucion: 1 punto. Calculo da
media: 1 punto. (expresion da media: 0.25 puntos
0.5 polo calculo da primitiva e 0.25 pola aplicacion
da Regra de Barrow).

2. Plantexamento: 1.5 puntos. Resolucion: 1 punto.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuacion maxima de cada pregunta ¢ 2.5
puntos.

Somente se puntuara & primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non
veflan acompafiadas dunha xustificacion.

Alxebra

Plantexamento das ecuacions: 1 punto. Célculo dos
parametros: 0.5 puntos (0.25 por cada un)

Obtencion da inversa: plantexamento: 0.5 puntos.
Resolucion: 0.5 puntos.

2. Discusion: 1.5 puntos. Interpretacion xeométrica:
1 punto.

Xeometria
1. A. 0.5 puntos

B. Demostracion da dependencia lineal: 0.5 puntos.

Determinacion da ecuacion del plano: 1 punto.
Posicion relativa: 0.5 puntos.

2. A. Definicién de producto escalar: 0.75 puntos.
Interpretacion xeométrica: 0.75 puntos.

B. Determinacion da ecuacion: 0.75 punto.
Interpretacion: 0.25 puntos.

Analise Matematica
1. Plantexamento: 1.5 puntos. Resolucion: 1 punto.

2. Puntos de corte: 0.5 puntos. Plantexamento da
integral: 1 punto. Resolucion: 1 punto.

Estatistica

1. A. 1 punto.

B. 1.5 puntos. (S6 se xustifica ben).
2. A. 1 punto.

B. 1.5 puntos (S6 se xustifica ben).
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MATEMATICAS

(O alumno debe responder a catro preguntas. Unha soa pregunta de cada un dos catro bloques temdticos: Alxebra,
Xeometria, Andlise Matemdtica e Estatistica. A puntuacion mdxima de cada pregunta é 2.5 puntos.)

Alxebra (Responda a unha das diias preguntas)
1. A. Definicion de producto de matrices.

B. Dadas tres matrices 4, B e C sabese que 4-B-C ¢ unha matriz de orde 2x3 ¢ que B-C ¢ unha
matriz de orde 4x3, ;cal ¢ a orde de 4? Xustifiqueo.

2. A. Enunciado do teorema de Rouché-Frobenius.
(3x+2:=2

B. (E compatible determinado o sistema de ecuaciéns | 5x + 2y =1 ? Xustifique a stia resposta.
x=2y+4:=3

Como consecuencia da sua resposta anterior, xustifique se tén unha, ningunha ou mais dunha solucién
ese sistema.

Xeometria (Responda a unha das dias preguntas)

x=22+3u

1. Ache a distancia do plano 7 :4x—10y+2z=—1 6planoa:{ y=A+u .
z=A-u
2. Determine o vector (ou vectores) unitarios, v=(a,b.c) (con (con a >0.b=>0.c > 0). que forman
un angulo de ;) radidns co vector # = (1,1,1) e un angulo de lj radidns con 1 = (2.0.2).
Analise Matematica (Responda a unha das duas preguntas)
I. Debuxe a graficade f(x)= |.\': - 4| no intervalo [ 3. 3] e calcule a sua integral nese intervalo.
X =2x+2 . .
2. Dada f(x) = 7_‘ , escriba a ecuacion da secante a ' que une os puntos (—2_ F(=2)) e (2. F(2))
x-

¢(Existe un punto ¢ no intervalo [-2,2] verificando que a tanxente 4 grafica de F en (c. F(c)) é paralela &
secante que achou? En caso afirmativo razoe a sua resposta e calcule ¢, en caso negativo razoe porque non
existe.

Estatistica (Responda a unha das diias preguntas)
1. A. Funcion de distribucion dunha variable aleatoria continua. Propiedades.

B. Se X é unha variable aleatoria continua que segue unha distribucion normal de media p1 e desviacion
tipica ¢ calcule P(.\" < y) (Que porcentaxe de observacions se atopa no intervalo (( —@. 1+ @ )? NOTA:
Pode ser ttil saber que se Z ¢ unha variable con distribucion N(0,1), enton P(Z < 1)=0.84.

2. A. Funcién de probabilidade dunha variable aleatoria binomial. Media e varianza dunha variable
aleatoria binomial.

B. Determine os parametros dunha variable aleatoria binomial da que se sabe que a stia media € 12 e a sua

desviacion tipica é 44/0.3.
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MATEMATICAS

(O alumno debe responder a catro preguntas. Unha soa pregunta de cada un dos catro bloques tematicos: Alxebra,
Xeometria, Andlise Matemdtica e Estatistica. A puntuacion mdxima de cada pregunta é 2.5 puntos.)

Alxebra (Responda a unha das dias preguntas)

1. Discuta o seguinte sistema de ecuacions segundo o valor de o e resdlvao no caso en que sexa compati-
ble indeterminado.
xtyt+tz=o-1
ax+2ytz=ao
xtyt+toaz=1

2 -1
2. Ache, se existe, unha matriz X que verifique a ecuacion: B> X — BX+ X =B, sendo B= .

\ 3)
Xeometria (Responda a unha das duas preguntas)
1. A. Deduza as ecuacions vectorial, paramétricas e implicita (ou xeral) dun plano determinado por un

punto e dous vectores directores.

B. Dados os puntos P=(3,4,1) e 0=(7,2,7), determine a ecuacion xeral do plano que é perpendicular 6
segmento PQ e que pasa polo punto medio dese segmento.

2. A. Definicion e interpretacion xeométrica de producto vectorial de dous vectores.

B. Dado-los vectores z = (-2.0.4) e v=(-L0.a ). {para que valores de o 0 médulo do vector
(_ﬁ i \4-') [f: ;‘) vale 4?7

Analise Matematica (Responda a unha das duas preguntas)

1. Calcule a ecuacion da recta que pasa polo punto (3,1) e tal que a area do triangulo formado por esta
recta e os semieixos positivos coordenados sexa minima.
2. Calcule o niimero positivo o tal que o valor da 4rea da rexion limitada pola recta y = o e a parabola y

= (x —2)* sexa 36.
Estatistica (Responda a unha das diuas preguntas)

1. A. Definicion de variable aleatoria. Tipos de variables aleatorias. Definicion de funcion de masa de
probabilidade dunha variable aleatoria discreta.

B. Unha variable aleatoria discreta X toma os valores 2,4,6,8,10 e 12 con probabilidades 0.1, ¢, 3, 0.3, y ¢ 0.2,
respectivamente. Sabendo que P(X < 6) = 0.3 e que P(X > 6) = 0.9, ache os valores de o, S ¢ 7.

2. A. (Que relacion existe entre a distribucion binomial e a distribuciéon normal?

B. Sébese que o 10% dos alumnos de Bacharelato son fumadores. En base a isto, calcule a probabilidade
aproximada de que, polo menos, haxa 310 alumnos fumadores dos 3.000 que se presentan 6 exame de
selectividade.

NOTA: Pode ser util saber que se Z ¢ unha variable con distribuciéon N ( 0,1), entén
P(Z<0.578)=0.718.



CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuacion maxima de cada pregunta é 2.5 puntos.

Soamente se puntuard a a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non vefian
acompafiadas dunha xustificacion.

Alxebra

1. A. 1.5 puntos.

B. 1 punto.

2. A. 1 punto.

B. Analise da compatibilidade do sistema: 1 punto. Analise
do numero de soluciéns: 0.5 puntos.

Xeometria
1. 2.5 puntos.

2. Plantexamento do sistema: 1 punto. Resolucion: 1.5
puntos.

Analise Matematica

1. Grafica da funcion: 1 punto. Plantexamento da
integral: 0.75 puntos (0.25 por cada subintervalo
correcto. Se utilizase simetrias, 0.25 polo plantexamento
de cada simetria e 0.25 polo plantexamento global.)
Resolucion: 0.75 puntos (0.25 por cada integral coa
aplicacion correcta da regra de Barrow. No caso de
emprego de simetrias reparto uniforme dos 0.75 puntos)

2. Ecuacién da secante: 0.5 puntos. Razonamento da
existencia de ¢: 1 punto. Calculo de ¢: 1 punto.

Estatistica

1. A. Definicion de funcién de distribucion: 0.5 puntos.
Propiedades: 0.5 puntos.

1. B. Calculo de P(.X" < u): 0.5 puntos. Calculo da
porcentaxe pedida: 1 punto.

2. A. Funcién de probabilidade dunha variable aleatoria
binomial: 0.5 puntos. Media e varianza: 1 punto.

2. B. 1 punto.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuacion maxima de cada pregunta é 2.5 puntos.

Soamente se puntuard a a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non vefian
acompafiadas dunha xustificacion.

Algebra

1. Discusion: 1.5 puntos. Resolucion: 1 punto.

2. Planteamento: 1 punto. Resolucion: 1.5 puntos.
Xeometria

1. A: 1.5 puntos (0.5 puntos por cada ecuacidn)

B: 1 punto (calculo de p¢) e do punto mediode p):
05 puntos, ecuacion do plano: 0.5 puntos).

1. A: 1 punto (0.5 a definicion e 0.5 a interpretacion
xeométrica)

1. B. Planteamento do determinante: 0.75 puntos.
Resolucion: 0.75 puntos.

Analise Matematica

1. Planteamento da funcion area: 1 punto. Resolucion:
1.5 puntos.

2. Planteamento da integral definida: 1 punto.
Resolucion: 1.5 puntos.

Estatistica

1. A: 1 punto (definicion e tipos de variables aleatorias:
0.5 puntos; definicién de funcion de masa de
probabilidade dunha variable aleatoria discreta: 0.5
puntos)

1. B: Planteamento: 0.75 puntos. Calculo de o, B e y:
0.75 puntos (0.25 por cada unha)

2.A: 1 punto.

2. B: Planteamiento de P(X > 310) en términos da
binomial: 0.5 puntos. Planteamento da probabilidade
aproximada: 0.5 puntos. Resolucion : 0.5 puntos.
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MATEMATICAS

(O alumno debe responder a catro preguntas. Unha soa pregunta de cada un dos catro bloques temdticos: Alxebra,
Xeometria, Anadlise Matematica e Estatistica. A puntuacion maxima de cada pregunta é de 2,5 puntos.)

Alxebra (responda a unha das duas preguntas)

1. A. Propiedades do producto de matrices (s6 enuncialas).
011
B.SexanM = 0 0 1 e N =M + I, donde I denota a matriz identidade de orde n, calcule N’ e M°.
000
(Son M ou N inversibles? Razoe a resposta.
2. A. Propiedades dos determinantes (s6 enuncialas).
B. Sexan F, F,, F, e F, as filas dunha matriz cadrada P de orde 4 x 4, tal que o seu determinante vale 3.
Calcule razoadamente o valor do determinante da inversa de P, o valor do determinante da matriz P, donde

o denota un numero real non nulo, e o valor do determinante da matriz tal que as stas filas son 2F, - F,
F,.7F,¢F,.

Xeometria (responda a unha das duas preguntas)
1. A. (En que posicion relativa poden estar tres planos no espacio que non tefien ninglin punto en comin?
B. Determine a posicion relativa dos planos w:x—2y +3z=4,0:2x+y+tz+1=0e@:—2x+4y—6z=0.
2. A. Angulo que forman diias rectas.
B. Determine o angulo que forman a recta r, que pasa polo punto (1,1, 0) e tal que o seu vector director
x-7 y+t6 z

4 4 2

¢y =(-2,0,1), earectas de ecuacion:

Analise matematica (responda a unha das duas preguntas)
1. Sabendo que P(x) € un polinomio de terceiro grao cun punto de inflexion en (1, 0) e con P’ (1) =24

. . . . . . 0
donde, ademais, a tanxente 6 polinomio nese punto ¢ horizontal, calcule I ] P (x) dx.

3x x<0

egx)= { x N 0 > calcule Iol x? (gof) (x) dx. (g o fdenota a composicion desas

x - Ixl

2. Dadas f(x) = 5

funcions).

Estatistica (responda a unha das daas preguntas)

1. Un vendedor de coches estima as seguintes probabilidades para o numero de coches que vende nunha
semana:

Numero de coches 0 1 2 3 4
Probabilidade 022 | 0.35 | 0.25 0.1 0.08

Calcule o niimero esperado de coches que vendera nunha semana. Se o vendedor recibe un salario semanal
de 25.000 pesetas, mais 25.000 pesetas adicionais por cada coche vendido, ;Cal é a probabilidade de que
unha semana o seu salario sexa inferior a 100.000 pesetas no suposto de que se saiba que é superior a 25.000
pesetas?

2. A vida util dunha marca de 1ampadas segue unha distribucién normal de media 1.200 horas de desviacion
tipica 250 horas. {Que proporcion de lampadas tén un tempo de vida inferior a 1.050 horas?, ;que proporcion
de lampadas tén un tempo de vida superior a 1.350 horas? Explique brevemente o porqué da relacion entre
os resultados. ;Que proporcion de lampadas tén un tempo de vida entre 1.050 e 1.350 horas? Pode ser ttil
saber que si Z é unha variable con distribucion N (0, 1), enton P (Z < 0.6) = 0.7257.
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MATEMATICAS

(O alumno debe responder a catro preguntas. Unha soa pregunta de cada un dos catro bloques temdticos: Alxebra,
Xeometria, Andlise Matemadtica e Estatistica. A puntuacion mdxima de cada pregunta é de 2,5 puntos.)

Alxebra (responda a unha das diias preguntas)

1. Calcule o para que o seguinte sistema homoxéneo tefia mais solucions que a trivial. Resolvao para dito
valor de o e dea unha interpretacion xeométrica do sistema de ecuacions e da stia solucion.

x +2y—-2z =0

2x + y-0z=0

Xx—-y-z=20
2. Calcule os valores do parametro o para os que a matriz M non ten inversa. Calcule a matriz inversa de
M para o. = 2, se é posible.

10 -1
M= 0a 3
41 -a

Xeometria (responda a unha das dias preguntas)
1. A. Sexan 7 e y dous vectores. Comprobe que se (77 + %) (7 - %) =0enton Iz 1=l

B. Calcule os vectores unitarios que sexan perpendiculares s vectores 777 = (-3,4, 1) e 5 = (-2, 1, 0).
2. A. Definicion de distancia minima entre dtias rectas no espacio. Casos posibles.

B. Calcule a distancia entre as rectas » ¢ s, donde 7 ten por ecuacions (r - x = 3y = 5z) e arecta s pasa polos
puntos 4 =(1,1,1)e B=(1,2,-3).

Analise matematica (responda a unha das dtas preguntas)
1. A. ;Pode haber duas funcions distintas que tefian igual funcion derivada? Se a resposta ¢ afirmativa, pofia
un exemplo. Se, polo contrario, a resposta ¢ negativa, razonea.

B. Calcule a derivada da funcién f{x) = Ix - 2l en x = 2, se é posible. Represente a grafica da funcion e,
sobre ela, razoe a sua resposta.
2. A. Enunciado do Teorema do Valor Medio do Calculo Integral.

. . . . . b b
B. Sexan f'e g, dias funcions continuas, definidas no intervalo [a, b], que verifican que I f= I g.
a a

Demostre que existen o, B € [a, b] tales que f{) = g(P).

Estatistica (responda a unha das duas preguntas)
1. O tempo, en horas, que tarda un autobus en facer o percorrido entre duias cidades ¢ unha variable aleatoria
con funcion de densidade: f{x) = 0’3 (3x - x?) se x & [1, 3] (e cero noutro caso).

(a) Calcule o tempo medio que tarda en facer o traxecto.

(b) Calcule a probabilidade de que a duracion dun traxecto sexa inferior a diias horas se se sabe que
¢ superior a unha hora e media.

2. Un saltador de lonxitude salta unha media de 8 metros con desviacion tipica de 20 cm. Para poder ir 4
proxima olimpiada ¢ necesario ter unha marca de 8’30 metros, ;Que probabilidade ten de conseguir esta
marca nun salto? E, ;cal ¢ esta probabilidade se realiza dez saltos?

NOTA: Pode ser ttil saber que se Z é unha variable con distribucion N(0,1), enton P (Z < 1°5) = 0’93.



CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuacion méxima de cada pregunta ¢ 2.5 puntos.

Somente se puntuara a a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non vefian
acompafadas dunha xustificacion.

Alxebra
1. A: 1 punto.

B: Calculo de N*: 0.5 puntos. Calculo de M°: 0.5 puntos.
Resposta razoada 4 pregunta: 0.5 puntos.

2. A: 1 punto.

B: 1.5 puntos (0.5 por cada un dos determinantes
pedidos).

Xeometria

1. A: 1 punto.
B: 1.5 puntos.
2. A: 1 punto.
B: 1.5 puntos.

Analise Matematica

1. Determinacion dos coeficientes do polinomio: 1.5
puntos (plantexamento: 1 punto, resolucion: 0.5
puntos).
Calculo da integral definida: 1 punto (0.5 polo calculo
da primitiva e 0.5 pola aplicacion correcta da regra de
Barrow).

2. Calculo da funcion g o f: 1.5 puntos. Calculo da
integral definida: 1 punto (0.5 puntos polo célculo da
primitiva e 0.5 puntos pola aplicacion correcta da regra
de Barrow).

Estatistica

1. Determinacion do niimero de coches que vendera
nunha semana: 1 punto.

Célculo da probabilidade pedida: 1.5 puntos.

2. Célculo de P(X < 1050): 0.5 puntos. Calculo de
P(X < 1350): 0.5 puntos.

Explicacion da igualdade nos resultados: 0.5 puntos.

Célculo de P(1050 <X < 1350): 1 punto.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuacion méaxima de cada pregunta é 2.5 puntos.

Somente se puntuard a a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non vefian
acompaiiadas dunha xustificacion.

Alxebra

1. Célculo de a: 1 punto. Resolucion del sistema: 1

punto. Interpretacion geométrica del sistema y de la
solucion: 0.5 puntos.

2. Calculo de a=1, 3: 1 punto. Calculo de la inversa de
M cuando a=2: 1.5 puntos.
Xeometria

1. A: 1 punto.
B: Planteamento: 1 punto. Resolucion: 0.5 puntos.
2. A: 1 punto.

B: Planteamento: 0.5 puntos. Resolucion: 1 punto.

Analise Matematica
1. A: 1 punto.

B: 1.5 puntos (destes, polo calculo de cada unha das
derivadas laterais: 0.5 puntos).

2. A: 1.5 puntos.
B: 1 punto.
Estatistica

1. A: 1 punto.

B: Planteamento: 0.5 puntos. Resolucion: 1 punto (0.5
puntos polo calculo de P(1.5<X<2) e 0.5 puntos polo
calculo de P(X>1.5)).

3. Resposta a primeira pregunta: 1 punto.

Resposta 4 segunda pregunta: 1.5 puntos.





