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OPCION A

1.- a) Estudia, basado en los valores de m, el rango de la matriz A =

 ~ 3
3 3 -
w N W

b) ¢ Coincide A con su inversa para cualquier valor de m?
1 3
c) Determina una matriz simétrica de orden 2 de tal manera que X -(1 = 5 y el determinante de la

matriz
3X es-9
a)
m 1 3 |0 1-m? 3-3m
A=|1 m 2=[0 0
1 m 3 |1 m

=1 =1-m’=(1-m)(L+m)=

Si|A=0=(1-m)(+m)

1

3
1-m=0=m=1
o:,»{ = VmeR-{-1,1j=|A=0=rang (A)=3=

l1+m=0=>m=-1

Sim=-1

-1 1 3 -1 1 3 -1 1 3 -1 1 3

1 -1 2|=[0 0 5|=[{0 0 1|=/0 0 1|=rang(A)=2
1 -13 0 0 6 0 01 0 00

Sim=1

113 11 3

11 2|=[0 0 -1|=rang(A)=2

113 {00 O

b)

m=1
CmmﬂN¢O:>Vmeﬂ%%}Llh:NohmﬂmmmadeAenin_ rﬁmﬂohr%mmﬂaNO

c¢) La matriz X , que es simétrica, tiene que ser una matriz cuadrada de orden 2 para que se pueda
multiplicar

a b) (1 3 a+b 3 a+b=3
b c¢) 1 5 b+c 5 b+c=5 a=3-b
3a 3b

3{ =
|3X|=—9:>‘3b 3C‘=—9:>9ac—9b2 =—9:>9(ac—b2)=_9 c=5-b

a=3-2=1

3-b)(5-b)-b?=-1=15-3b-5b+h*-b?’=-1=-8=-16=bh=2= =
c=5-2=3

(3
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2. a) Calcular el punto simétrico del punto P(-2, 0, 2), respecto al plano 7 :3Xx+2y+z2—-3=0
b) Sea r una recta perpendicular al plano 7 :3X+ 2y + z —3 =0y que pasa por el punto P(-2, 0, 2),
2x—-y—-32=0
Xx—2-10=0
Estudia la posicion relativa de r y s. Calcular la ecuacién del plano paralelo a s que contiene r.

Considere larecta: S : {

a) Hallaremos una recta r perpendicular al plano, y por ello su vector director es el del plano 7y que pase
por el punto P.

Una vez hallada r calcularemos el punto Q de interseccion, de ella, con el plano 7, este punto es el punto
medio entre P y su simétrico P’

X=-2+31
v,=v_=(3,2,1)=r:{ y=21 =3:(-2+431)+2:24+(2+1)-3=0=
2=2+1
x=—2+3-i
2
—6+9/1+4/1+2+}t—3:0:>14}t—7=O:>14ﬂ=7:>l=%=%:>Q y:Z% =
z:2+E
. 2+XP:$—2+XPZ—L3Xp=l
2 2
Q(—l,l,Sj 1_O+yP:>yP=2 =Q(1,2,3)
2’72 2
§:2+%E35:2+%:32P:3
2 2

b) Para ello analizaremos si las rectas, de las que calcularemos sus ecuaciones paramétricas, tienen un
punto comun, si el sistema que resulta de igualar sus coordenadas es compatible determinado son secantes
y se cortan en un punto, si es compatible indeterminado las rectas coinciden. Para hallar la compatibilidad
es condicién necesaria que el determinante de la matriz de los coeficientes ampliada sea nula.

Si el sistema es incompatible y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no serlo las rectas se cruzan en el espacio.

X=-2+31
v, =(3,2,)=r:d y=21
1=2+1
X:ZI.O+y:>
Xx=10+2=2-(10+2)-y-32=0=20+22-y-32=0=>y=20-2=>s:{y=20—u
z=p
~2+32=10+u (32-p=12 3 -1 12
24=20—u = 22+u=20=|A/B|=2 1 20|=—-6-20-24-12+60-4=—6=0
2+A=u A—pu=-2 1 -1 -2

rang (A)=2 = rang (A/B)=3= Incompatible = No hay punto o puntos de inter seccion
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Continuacion del Problema 2 de la opcién A

Vr =(.2.) = 3.2 _ Noson paralelas
v,=(0,-1,1) 1 -1

Larectar ys se cruzan en el espacio

Para hallar el plano « paralelo a la recta s y que contiene a la recta r, consideramos los vectores directores
de ambas rectas y el vector RG, en donde R es un punto cualquiera de la recta r (tomamos la indicada en
su ecuacion que es el punto P) y G el punto genérico del plano. Los tres vectores son coplanarios, y debido
a ello el determinante de la matriz que forman es nulo y la ecuacion buscada del plano

v, =(3,2,1) X+2 Yy -2

v, =(1,-1,1) Sa=[3 2 1|=0>
RG=PG=(x,y,z)-(-2,0,2)=(x+2,y,2-2) 1 -1 1
2(x+2)+y-3(z-2)-2(z-2)+(x+2)-3y=0=3(x+2)-2y-5(z-2)=0=

a=3Xx-2y-52+16=0

x> —4
X2 —2x

3.- a) Define funcién continua en un punto. ¢ Qué tipo de discontinuidad tiene f (X) =

enlos puntosx =0y x =27

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica f (X) =2x*-6x%+lensu punto de inflexion.
a)

Una funcién es continua en el punto x = X, si verifica las siguientes condiciones:

. Existe f(X,), es decir, la funcién esta definida en x = X,

. Existe lim f(X)

X—>Xg

. Los dos valores anteriores coinciden, esto es, lim f(x)= f(x,)
X—Xg

2 — -—
f(0)= ﬁ _ % _, No existe funci6n => Discontinuidad en x = 0

2
f(2)==; 2774 4740\ geter minacion =
22-2.2 4-4 0
2
fim £ (x) = lim =4 i 62X+ x2 242,
X—2 X2 X —2.X  x>2 (X—Z)'X xaz X 2

Discontinuidad evitable en x = 2 en donde f(2) =2

b)
f'(x)=6x" -12x = f"(x)=12x-12 = f"(x)=0=>12x-12=0=12x =12 = x =1
f1)=2-1°-6-1°+1=2-6+1=-3

f'1)=6-1°-12-1=6-12=—6
6x+y-3=0

=—6-(x-1)= y+3=-6x+6=y=-6x+3
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4.- a) Calcula el IimM (Nota: In = logaritmo neperiano)
. x—1 X2 \/; '
1 x
b) Calcula
) cale -([ezx+3e +2
a)
1 9 2
. In (2X_1)_ In (21_1) In1 9_ Utilizando L'Hopital  __ |z 2x—-1 i 2x—1 _
lim = >=1im =lim =
o1 32 _[x 12 -1 1-1 0 ol 1 1 4x[x —1
24/x 24/x
iim 4x ~ 441 44 4
ot {ax/x -1)(2x-1)  (4-1.41-1)(2-1-1) (4-1)(2-1) 3-1 3
b)
1 X e
Ize—dX:IZL
e +3e+2 T +3t+2
_ _al_
¥ =t=efdx=dt = x_1:>t_e0_e
x=0=>t=e =1
-3+1
t= =1
B4 2-0m AT 412-120=1 SEVL 2
2.1 —-3-41
t= =2
2
2+ 1 _ALB :A(t+1)+B(t+2):>A(t+1)+B(t+2):1:>
t243t+2 (t+2)(t+1) t+2 t+1 (t+2)(t+1)
Sit=-1= A(-1+1)+B(-1+2)=1=B =1 1 1,1
- =
Sit=-2=A(-2+1)+B(-2+2)=1=-A=1=>A=-1 t243t+2 t+2 t+1
Iz a__ (_l ,ut jdt:— BCLINY LSy Y A S VI PO Tl
t°+3t+2 t+2 t+1 t+2 Jt+1 u % u t+2
t+2=u=dt=du
t+l=v=dt=dv
e+l
IZL:[”,E} B R SAE SN ST J] )
17 +3t+2 t+2), e+2 1+2 e+2 3 2 (e+2)
3
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OPCION B
1.- a) Discutir, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3X—y—-2z=m+9
mx+3y—-z=0
3X-y+52=0
b) Resolver, si es posible, el sistema anterior para el caso m = -9.
a)
3 -1 -2 0 0 -7
A=m 3 -1=m+9 0 14|=—(-1)
3 -1 5 3 -1 5
m+9=0=>m=-9

(U
m+9 14

‘:7(m+9):>8i|A|:O:7(m+9):0:>

vme R —{-9}=|A = 0= rang (A)=3 = Namero de incognitas = Sistema Compatible Deter min ado

Sim=-9
3 -1 -2 3 -1 -20 3 -1 -20 3 -1 -200
-9 3 -10(=|0 O 50|=(0 0O 10|={0 0 10|=
3 -1 500 0O 0 710 0 0 100 0 0 0
rang (A)=rang (A/B)= 2 < Ndmero de incognitas = Sistema Compatible Indeter min ado

b)

Si m = -9 = Sistema Compatible Indeter minado

3 -1 -2/0

0 0 1[0|=2z=0=3x-y-2-0=0=3x-y=0=y=3x= Solucion=(x,y,z)=(1,34,0)
0O 0 09
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2.- a) Establecer el producto vectorial de dos vectores. Dados los vectoresa = (2 , 2, 0) y \7 = (1 )1, —1)

calcula los vectores unitarios y perpendicular a los vectoresu Yy V;.

X y-2 z-2
b) Calcule el valor de a para que larecta I : 2 =—= no corte al plano 7 :5X+ay+4z=5

6 -4

Para este valor de a calcula la distancia de la linea al plano.

a) Dado los vectores U = (ul U, u3) yv= (V1 WV, Vs), llamamos producto vectorial de U por v,y lo

— — -

El vector resultante del producto vectorial de dos vectores es perpendicular a ellos

expresamos por U AV o UXxV, al vector:

U U U, Ug| Uy Uy

Vo, Vg Vi Vs

UAV=UXV=
Vi Y,

El mdédulo del producto vectorial dedos vectores es igual al area del paralelogramo definido por dos
representantes de estos vectores que tengan el mismo origen

ik
UAV=[2 2 0|=-2i+2k-2k+2j=-2i+2]=>uAv=(-2,2,0)=(1,-1,0)=
11 -
‘GA\_} = 12 +(~1)? + 0? =+/2 = Vector unitario = ‘GA\? =(i,—i,0]= ﬁ,—ﬁ,o
V2© 2 2" 2

b) La recta tiene que ser paralela al plano vy, por ello, el producto escalar de sus vectores directores, que son
perpendiculares, es nulo

{vr =(2;6’_4)E(1’3'_2):\ZL\Z:>‘Z"Z=0:>(1'3’_2)'(5’a'4):O:>5+3a_8=OZ>
v,=(5,a,4)

3a-3=0=>3a=3=a=1

Hallaremos la distancia de un punto R cualquiera de la recta (tomaremos el indicado en su ecuacién) al
plano

Siendo :>{ R(0.2,2)

T:5Xx+y+4z-5=0
_p-0+1.2+4.2-5 [10-5 5 542

v m) =R ) e T m vm e

u
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b 1
3.- @) Teniendo en cuenta la funcién f(X) = calcula los valores de a, b y ¢ sabiendo que X =—

es una asintota vertical y que y = 5x - 6 es la linea tangente en su gréafico en el punto correspondiente a x =
1. Para los valores de a, b y ¢, calcula, si f(x) posee mas asintotas?
b) Enuncia el teorema del valor medio del célculo diferencial.¢, Se puede aplicar, en el intervalo [0, 1] este

teorema a la funcion f (X) =

?. Si es asi, calcular el punto a que se refiere el teorema.
2—X
a)

1

X-1=0=>cxX=l=DxXx=—=—=c¢Cc=2

c
£1(x) = a(2x-1)-2(ax+b) 2ax-a-2ax-2b _-a-2b

(2x -1y (2x -1y’ (2x -1y
fl)=5-1-6=-1
a-l+b = a+b=-1
f(l)= a+b=-1
() 2-1-1 = =-b=4=b=-Ad=a-4=-1=
f'l)=5=>——>-=5=-a-2b=5
(2-1-1)
a:3:>f(x):3x_4
2x-1
Asintotas horizontales
x_4 3.4 4 4
y =i =4 ® i X X _jjip—X__ o _3-0_3
x>0 2X -1 o0 xow x 1 x4w2_1 _i 2-0 2
X X X o0
Existe asintota horizontal, y = g cuando X — o
_gXx_4 _g 4 5 4
g tlim XA i34 =X o T X i x e =820
x—>-0 2% =1 xaooZ(_X)_l x50 92X —1 oo x> X 1 x5 1 1 -2-0
-2—-= -2-= -2-=
X ©
Existe asintota horizontal, y = % cuando X — —oo
Asintotas oblicuas
3x—4 3L_i 3 4 3 4
_ 2 2 2 N
m—tim %) jim 21 iy ST ST AP S S G S - N
D ' X—»00 X x—=0 XS — X 00 Xow® L_l X—»00 2_1 2_£ 2 —
x2 %2 X o

No existe asintota oblicua, cuando X — o y cuando x — —oo
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Continuacion del Problema 3 de la opcién A

b) Teorema del valor medio o de Lagrange
Si f(x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe, al menos, un punto c € (a ,b)

tal que: f(b)— f(a)= f'(c)(b—a)

o . f(b)- fla
Geométricamente, como f'(c) es la pendiente de la recta tangente en el punto ¢ y % es
—-a
la pendiente de la cuerda que une los puntos [a, f(a)] y [b , f(b)], el teorema dice que dichas
rectas tienen la misma pendiente; luego si una funcion es continua en [a , b] y tiene tangente en
todos los puntos de (a, b), es decir, es derivable en (a , b), entonces existe, al menos, un punto
de (a, b) en el cual la recta tangente es paralela a la cuerda limitada por los puntos [a, f(&)] y [b ,

f(b)]

2-x=0=x=2¢[0,1]= Es continuaen [0,1] y derivable en (0, 1)

03572 1 w10 1
2-0 2 como f'(x)= - = f'(x)= — -2
f1)=-1- -1 (2-x) 1-0 (2-xf 1-0
2-1
1 2=3:>(2—x)2=2:>4—4x+x2—4=0:>x2—4x=o:>(x—4)x=o:> x=0e0.1]
(2-x) 2 x=4¢[0,1]

4.- Dibuja y calcula el &rea de la region limitada por la grafica de la parabola f(x) = - x° y la recta normal a la
gréfica de f(x) en el punto correspondiente a x = 1. (Nota: Para el dibujo de las gréficas indicar los puntos de
corte con los ejes, el vértice de la pardbola y la concavidad o convexidad)

Ecuacion de la recta normal

fll)=-1"=-1 !
f'(x)=-2x= mo_ 1 1 _1:>y—(—l):E(x—l):>2y+2:x—1:>2y:x—3:>

f'@0)  -21 2

y_x—3
2

—x*=0=>x=0

Puntos de corte con el eje OX = y_03{2x+1—0:>2x—1:> x=%

02 _
Puntos de corte con el eje OY = x=0= f(O) =0"=0
y(0)=-2-0+1=1
Maximo
Vertice de la parabdla= f'(x)=0=-2x=0=x=0= f"(x)=-2=
Convexa = VX e R

Vértice = x =0 = f(0)= 0= Maximo relativo

Puntos de corte entre funciones = —x? :XT_:J’:ZXZ +X-3=0=>A=1"-4.2.(-3)=25>0=

_—-1+5 1
~1++/25 X==y -
—_ =

2.2 _-1-5 6 3
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Continuacion del problema 4 de la opcion A

Juan Carlos Alonso Gianonatti

3
2

A:E. 1+§ _E. 1_% _1. 1+£ =§.§_£.
2 2) 4 4) 3 8 2 2 4

15,5 35_180+15-70 125 ,
4 16 24 48 48






