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OPCION A

1.- a) Sean C,, C,, C; las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz cuadrada M
de orden 3 con det(M) = 4. Calcula, enunciando las propiedades de determinantes que utilices, el
determinante de la matriz cuyas columnas primera, segunda y tercera son, respectivamente, - C,, 2C; — Cg,
C,+Cs

a 0 o0
b) Dadalamatriz A=|b 1 0], calculatodos os valores de ay b para los que A™ = A", siendo A' la
0 01

matriz traspuesta de A.

a)

M=|-C, 2C,-C; C,+Cy=|-C, 2C,-C, C,|+]-C, 2C,-C, C;|(1)=
=(-1)-|c, 2C,-C, C,|+|-C, 2C,-C, C;|(2)=(-1)-0+]-C, 2C,-C, C,(3)=
=|-C, 2C,-C, Cy=]-C, 2C, Cy+|-C, -C, C,{1)=

=(-1)-/c, 2C, Cy+(-1)-(-1)-|c, C; C4(2)=(-1):/c, 2C, C,|+1.0(3)=
—()2c, ¢ Cl@=(1-(-2)f ¢c, C@)=24=8

(1) Si todos los elementos de una fila 0 columna de una matriz cuadrada se descomponen en dos
sumandos, entonces su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha fila o
columna el primero y el segundo sumando respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los
del determinante inicial.

(2) Si multiplicamos todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada por un nimero Kk,
su determinante queda multiplicado por dicho nimero.

Como generalizacién de esta propiedad, si tenemos una fila (0 una columna) donde todos sus términos
estan multiplicados por un valor k, este se puede sacar como factor comdn.

(3) Si una matriz cuadrada tiene dos filas (o columnas) iguales, entonces su determinante es nulo.

(4) Si intercambiamos dos filas (o dos columnas) de una matriz cuadrada, su determinante cambia de signo
aunque son iguales en valor absoluto.

b)
a 00 . a b o
A= 1 o=a:>ExisteA*1siaesﬁ—{o}ybem:A*l:K-(adjAt):At: 010>
0 01 || 0 01
1 0 0
1 00 . 1 0O ab
adjA'=|-b a 0|=>A"'==-b a 0|=|-— 1 0
a a
0 0 a 0 0 a 0 0 1
1 a=-1
A 00 2 b 0 i:a:azzl:a:iﬁ:{a:l
b
-— 1 0|=|0 1 0|= b=0
a b
0 0 1 0 01 -—=0=b=0
a
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2.- a) ¢Son coplanarios los puntos A(1,0,2),B(0,-1,1),C(-1,-2,0)yD(0, 2, 2)? Si existe, calcula la
ecuacion del plano que los contiene.

b) Calcula la ecuacion general y las ecuaciones paramétricas del plano que es perpendicular al plano « : 2x
+y—3z+4 =0y contiene la recta que pasa por los puntos P(-1,1,2) y

Q(2,3,6)
éi) Los vectores AB, AC y AD para que sean coplanarios (pertenecen al mismo plano) al ser uno
combinacion lineal de los otros dos hara que el determinante de la matriz formada por ellos es nulo
AB=(0,-1,1)-(1,0,2)=(-1,-1,-1)=(1,1,1) 111
AC=(-1,-2,0)-(,0,2)=(-2,-2,-2)=(1,1,1)=|1 1 1/=0= Dos filas iguales
AD=(0,2,2)-(,0,2)=(-1,2,0) 12 0 :

Son coplanarios

plano 7, se determina por los vectores AB, AD y AG, siendo G el punto genérico del plano. Estos tres
vectores son coplanarios (pertenecen al mismo plano) y el vector AG es combinacion lineal de los otros dos,
por eso el determinante de la matriz formada por ellos es nulo y la ecuacion pedida del plano. No cogemos
C porque esta alineado con Ay B

AB=(1,1,1) x-1 'y z-2
AD=(-1,2,0) >r=/1 1 1 |=0=>
AG=(x,y,z)-(1,0,2)=(x-1,y,z-2) -1 2 0

~y+2(z-2)+(2-2)-2(x-1)=0=2(x-1)+y-3(z-2)=0=>7=2x+y-32+4=0

b) El plano £ queda determinado por el vector director del plano « , el vector PQ y por el vector PG,

siendo G el punto genérico del plano. Estos tres vectores son coplanarios (pertenecen al mismo plano) y el
vector PG es combinacion lineal de los otros dos, por eso el determinante de la matriz formada por ellos es
nulo y la ecuacién pedida del plano

v,=(2,1,-3) x+1 y-1 z-2
PQ=(2,3,6)-(-1,1,2)=(3,2,4) =p=[2 1 -3|=0=
Rg=(X,y,Z)—(—l,l,Z):(x+1,y—1,z—2) 3 2 4

4(x+1)-9(y-1)+4(z-2)-3(z-2)+6(x+1)-8(y-1)=0=10(x+1)-17(y-1)+(z-2)=0=
P =10x-17y+z2+25=0

El vector director del plano « , el vector PQ y uno cualquiera de los puntos dados (tomaremos en este caso
el punto Q, configuran la ecuacién del plano en paramétricas

v, =(2,1,-3) X=2+21-p
PQ=(2,3,6)-(-1,1,2)=(3,2,4)= =1 y=3+A+u
Q=(2,3,6) 7=6-31+2u
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3.- a) Enuncia el teorema de Rolle. Calcula el valor de k para que la funcién f(x) = x> — kx + 10 cumpla las
hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-2 , 0] y para ese valor determina un punto de intervalo en el
gue se anule la derivada de f(x).

2
X -1
b) Calcula el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: g(X) =In ( 5 J
X"+
(Nota: In = logaritmo neperiano).
a) Teorema de Rolle
Sea f(x) una funcién continua en [a , b], derivable en (a , b) y que verifica que f(a) = f(b); entonces existe, al
menos, un punto C € (a ,b) tal que f'(c) =0

{f(—Z)z(—Z) —k-(-2)+10=-8+2k +10=2k +2 _ f(L2)= £(0)= 2k + 210 2k =8 = k =4

3
f(0)=0°-k-0+10=10

f(x)=x3—4x+10:>f(x)=3x2—4:>f(c)=0:>3c2—4=0:>3c2=4:>02=%:>c=i%:>
c :¥¢ [-2,0]= No es solucién
C=—@e[—2,0]
3
b)
x2+1=0=> x? =—1= X = ++/—1 = Sin solucién real
24 . . X-1>0=x>1
X2—_1>0:>%(X1+)>0:> X+1>0=x>-1
T o X? +1>0=> Vx e R
— 0 -1 1 00
x>-1 (-) (+) (+)
x>1 () ) (+)
x°+1>0 (+) (+) (+)
Solucién (+) () (+)
Dom (f)=V¥xeR/(x<-1)u(x>1)
(x)= 1 .2x(x2+l)—2x(x2—1)_2x3+2x—2x3+2x_ 4x B 4x
A (11 T ) o)k (D) (x+1) (k2 +1)
x* +1
4>0=VXxeR

x>0
4x

Crecimiento = g'(x)> 0= (x—1)(x+1)(x? +1

)>O: X+1>0=>x>-1
X=1>0=>x>1
x> +1>0= VxeR
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— -1
4>0 (+) (+) (+) (+)
x>0 (-) (-) (+) (+)
x>-1 (-) (+) (+) (+)
x>1 (-) (-) (-) (+)
x*+1>0 (+) (+) (+) (+)
Solucién (-) No existe No existe (+)

En la zona sombreada no existe funcion

Decrecimiento VXe R/ x < -1 Crecimiento VXe R/x>1

4.- Dibuja y calcula el area de la regién limitada por la grafica de la parabola f(x) = x* — 2x + 1, y su recta
tangente en el punto (3, 4) y el eje OX (Nota: para el dibujo de la grafica de la parabola, indica los puntos
de corte con los ejes, el vértice y la concavidad o convexidad).
Ecuaci6n de la recta tan gente = f'(x)=2x-2=m=f'(3)=2-3-2=4=y-4=4(x-3)=
y=4x-12+4=y=4x-8=4x-y-8=0

4x-8=0=4x=8=x=2=(2,0)

Puntos de corte conOX = y=0= 0=x2—2x+1:>A:(—2)2—4-1-1=0:>x=§=1:>(1,0)

y=4-0-8=-8=(0,-8)
Puntos de corte con OY = x=0= )
f(0)=02-2-0+1=1=(0,1)
2>0=>VVxeR

f'(x)=2(x—-1)= Crecimient f' 0=2(x-1)>0
(x)= 2 (x—1)= Crecimiento = f'(x)>0=2(x-1)> :{x—1>0:>x>1:>

= Vértice 0 minimo relativo en x =1= f(1)=0=> De decrec. pasa a crec.

Decrece = Vxe R/ x <1
Crece=> VxeR/x>1

/ﬁu’lm"ﬂm
T R R R T B

[
[REY
Lo

N AWNRLOD
1 1 1




I.E.S. Mediterraneo de Mélaga Junio 2011 Juan Carlos Alonso Gianonatti

Continuacion del Problema 4 de la Opcién A
Puntos de corte entre funciones = x? —2x+1=4x-8=x*-6x+9=0=>A=(-6)°-4.1.9=0=

X=—=3
2
2 3 3 3
A:I(xz—2x+1)dx+j(x2—2x+1)dx I(4x 8) dx jx —2x+1) dx j(4x 8) dx
1 2 2 2
A:T(x2—2x+1)dx _3[4x 8)d [x [-2.2 [x [+[xf-4.2 [x [+8[xL
1 2
A:%~(33—13)—(32—12)+(3—1)—2-(32—22)+8~(3—2)=2—;—8+2 10+ 8—2—36—8—26;24:%u2
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OPCION B

1.- a) Discute, segun los valores del parametro m, el sistema de ecuaciones lineales:
mx—-2y+2z=1
2X+my+z=2
X+3y—-z=m
b) Resuélvelo, si es posible, en el casom =1

a)
m -2 2| [0 -2-3m 2+m
A=[2 m 1]|=0 m-6 3 =1-‘_(ritzm) 2;m=—3(2+3m)—(m—6)(2+m)=
1 3 -1 Q1 3 -1
|A=—6-9m-2m-m? +12+6m=-m* -5m+6 = Si [A/l=0=-m’ -5m+6=0=m*+5m-6=0=
m=—5+7:1
A=52—4«1~(—6)=25+24=4920:>mzﬂ: 2
2.1 me—2""_ ¢
2

vmeR-{-6,1= |A/= 0= rang (A)=3= Namero de incognitas = Sistema Compatible Deter minado

Sim=-6
-6 -2 2|1 0 16 -4-35 0 16 -4}-35 0 16 -4|-35
2 -6 1|2 |=/0 -12 3|14 |=|0 -48 12|56 |=|0 0 0 (49 |=>
1 3 -1-6 1 3 -1/-6 1 3 -1/-6 1 3 -1/-6
rang (A)= 2 = rang (A/B) =3 = Sistema Incompatible

Sim=1

1 -2 211 1 -2 211 1 -2 211

2 1 12|=|0 5 -3/0(=|0 5 -3/0|= rang(A)=rang (A/B)=2< Nimero de incognitas
1 3 -11 0 5 =30 0 0 00

Sistema Compatible Indeter minado

b)

Si m =1 = Sistema Compatible Indeter minado

solucion es la trivial = (x, y, z)=(0, 0, 0); veamoslo :

1 -2 211
0 5 -30 :>5y—32=0:>5y=3z:>y=%z:>x—2-%z+22=l:>x+1 — z=1:>x:1—£z
0O 0 O0¢fp

Solucion = (x, y, z)=(1—§1,§1 : Ajz(l—M ,31,51)
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2.- a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por el punto P(1, 2, -3) y es perpendicular a la recta

|2x+y+2=0
r { 3x-z+1=0
b) Calcula la distancia d del punto Q(-1, 0, -2) al plano f:x —2y + 3z + 12 = 0. Calcula, si existe, otro
punto de la recta r que también diste d del plano £ .

a) El vector director del plano 7 es el vector director de la recta r que es perpendicular al vector PG, donde
G es el punto genérico del plano, y debido a ello el producto escalar de ambos vectores es nulo y la
ecuacion pedida del plano.

Para calcular el vector director de la recta r hallaremos el producto vectorial de los vectores directores de los
planos que la determinan

ﬁ i j k
{1’1:(2'1’0) =SV, =V, AV, =2 1 0|=-i-3k+2j=v, =(-1,2,-3)=(,-2,3)
v,=(3,0,-1) 3 0 _1

. a):|—1—2-0+3-(—2)+12|: 5l 514
, 12+ (-2) +3° V14 14

X=A

y=-2-2x=2=1+3x=>r: y:—2—2;t:>/1_2'(_22_21)+3;'(1+23/1)+12:J_r\/5_:>
s —1434 \/1 +(-2)* +3 14
X=-1
A+4+41+3+94+12=5=141+19=5=141=-14= A=-1=Qly=-2-2-(-1)
z=1+3-(-1) -
X=-2
A+8+41+3+94+12=-5=141+19=-5=121=-24= 1=-2=S{y=-2-2-(-2)
7=1+3-(-2)

Q(-1,0,-2)

Son los puntos = {S(— 2 0 _5)
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3.- En una circunferencia de radio 10 cm., se divide en dos sus diametros en dos partes que se toman como
diametros de dos circunferencias tangentes interiores a ella. ¢, Qué longitud debe de tener cada uno de estos
dos didmetros para que sea maxima el area delimitada por las tres circunferencias (regién sombreada)?

Siendo r y R los radios respectivos de las dos circunferencias

= A=710> —ar? - 710 -r)
A= 7102 — 212 — 1R 4 7(10-r)

A =1007 — 2> — z{100 - 20r +r? )= 7100 — 21> —1007 + 2071 — 1% = —271 > + 20721 =

2
A':i—'?:—47zr+207z:>—47zr+207z:0:47zr:207r:>r:ZTf=5:> A":d 2A
r

{2'10:2r+2R:>10=r+R:>Rle—r

=-47 <0 = Max.
r=5cm
R=10-5=5cm

4.- a) Define funcién derivable en un punto. Calcula, si existen, los valores de ay b, para que sea derivable
1-x .
., — si x<0
la funcion f (X) = e*
x> +ax+b si x>0

b) Define integral indefinida de una funcién. Calcula sz cos x dx

a) La derivada de la funcion f en el punto x = a, f'(a), si existe, es el valor del limite:
. fla+h)-f(a
f'(a)=lim (@+h)-fa)
h—0 h

La derivada lateral por la izquierda de una funcion f en el punto x = a es:

. fla+h)-f(a

f'(a)=lim @+h)-fa)
h—0" h

La derivada lateral por la derecha de una funcién f en el punto x = a es:

f(a+h)-f(a)

f'(a)=lim
( ) h—0"
La funcion f es derivable en el punto x = a si existen la derivadas laterales y estas coinciden
Por lo tanto toda funcion derivable en un punto es continua en dicho punto

Continuidad de la funcién

lim f(x)=1_0 1y
x—0" e 1 = f(O): lim f(X): lim f(X):>b:1
f(0)=lim f(x)=0*+a-0+b=b -0 bt
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Continuacion del Problema 4 de la Opcion B

a) Continuacion

Derivabilidad
-e*-e*l-x) -—-e*(1+1-x) x-2 .
f'(X)= ez"( )= (eZX )= o si X<0
2x+a si x>0

ey _0-2 -2 1-x

fim £(x)= "5~ = = 2 lim f ()= lim F () ac—2= f(x)=] o 5 X<O

”'glf'(x)=2-0+a=a o e x?—2x+1 si x>0
b)

Definicion de integral indefinida

Sea F(x) una primitiva de la funcion f(x) en el intervalo | = [a, b]; llamamos integral indefinida de f(x) al
conjunto de todas sus primitivas F(x) + C, siendo C un valor constante y lo representamos por:

I f(x)dx=F(x)+C

Ixz cos x dx = x’sen x—_[sen X - 2X dx = x’sen x—2J'x sen x dx = x?sen x—2~[x (- cos x)—j(—cos x)de

x?2 =u=2xdx=du { X =U= dx =du
Por partes =

cosxdx:dv:v:jcosxdx:senx senxdx:dv:v:fsenxdx:—cosx

Ixzcosxdx:xzsen X + 2X COS x—chosxdx:xzsen X +2X €0S X — 2 sen X + K





