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OPCION A

-11 0
1.-a) Dadalamatriz, A= 0 1 O
0 1 -1

a) Si | es la matriz identidad de orden 3, calcula los valores de A paralos que A+ Al no tiene inversa.
Calcula, si existe, la matriz inversa de A — 2|
b) Calcula la matriz X tal que XA + A" = 2X, siendo A' la matriz traspuesta de A.

a) Una matriz tiene inversa siempre que su determinante no sea nulo

-11 0 100y (=11 0) (20 0) (-1+2 1 0
A+Al= 0 1 0|+4-/0 1 0[=[0 1 O[+/0 A O|=| 0 1+4 O
0 1 -1 001) {0 1 -1) |0 0 2 0 1 —1+4
| 0 P
A+All=| 0 1+1 0 =(/I—1)2(/1+1):>Si|A+/1I|=O:>(}t—1)2(/1+1)=0:>{/1___1
0 1 -1+2 -
Vle‘ﬁ—{—l,l}:>|A+/1l|¢O:>Existe(A+/1I)_l
Sid=-2=|A-2l|=(-2-1)(-2+1)=(-3)* - (-1)=-9# 0= Existe (A-21)" =
-1-2 1 0 -3 1 0
(A-21)* = [adj A-21)]=A-21=] 0 1-2 0 |=/0 -1 0=
a-21] 0 1 -1-2) (0 1 -3
-3 0 0 330 330
(A-21) =1 -1 1 |=adj(A-21)=[0 9 0|=(A-21) ﬁo 9 0
0 0 -3 0 3 3 ~lo 3 3
I S
3 3
(A-21)*= 0 -1 0
o 11
3
b)
XA-2X =—A' = X(A-21)=-A'= X(A-21)(A-21)" =-A"(A-21)" = XI =-A"(A-21)
-10 0 330 -1 0 0)(3 30
X=-AA-21)"=X=-|1 1 1 -ﬁo 9 0|==-/1 1 1[0 90
0o 0o -1 /o 33 0 0 -1){0 3 3
I
-3 -3 0 3 3
x=t|3 15 3|+ 2 1
9 3 3 3
0 -3 -3 1 1
0O -=- =
3 3
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2.- Sear larecta que pasa por el punto P(1, -1, -2) y es perpendicular al plano & : X+2y+32+6=0.
Sea s la recta que pasa por los puntos A(1,0,0)y B(-1, -3, -4).

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.

b) Calcula la distancia del punto A(1, 0, 0) al plano que pasa por el punto P(1, -1, -2) y es paralelo a

a) El vector director de la recta r es el mismo que el del plano ya que, ambos, son perpendiculares a él, el
punto P termina la definicion de la recta

El vector director de la recta s es el vector AB, siendo uno cualquiera de los puntos dados (tomaremos A) el
punto que define a la recta.

Una vez halladas las rectas analizaremos si tienen un punto comun, si el sistema que resulta es compatible
determinado son secantes, si es compatible indeterminado las rectas coinciden

Si el sistema es incompatible y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no serlo las rectas se cruzan en el espacio

- Xx=1+41
Vr=Va:(l,2,3):>r: y=-1+22
P(l,—l,—2) 1+ A=1+2u
z2=-2+31
fo1poy = | Lr2A=3u
\Z:Né:(—l,—s,—4)—(1,o,o):(—z,—s,—4)z(2,3,4):>5_ -y ~2+31=4u
A(1,0,0 '
Z2=4u
A-2u=0 |1 -2 0 1 -2/0) (1 -20) (1 -2
24-3u=1=|2 -3 1/=—6-6+4+8=0=Compatible=|2 -3[1|=[0 1[1|=/0 11
34-4u=2 |3 -4 2 3 —42) (0 22) (0 0o

rang(A) = rang(A/B)= 2 = Numero de incognitas = Compatible Deter min ado =
Son rectas que se cor tan en un punto (secantes)

1 -2 x=1+2
0 1{l|=>u=1=1-21=0=>41=2=Puntodecorte=Q{y=-1+2-2=Q(3,3,4)
0 010 7=-2+3-2

b) Si el plano 7 es paralelo al plano « , tendra como ecuacién X+ 2y + 3z + D =0y contendra al punto P
1+2-(-1)+3-(-2)+D=0=1-2-6+D=0=>D=7=7=x+2y+32+7=0=

d(A. x)= 1+2:0+3-0+7] |8 814 4ﬂu

izre 4 14T
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2
X +3X
3.- Dibuja la grafica de f(x)=

, estudiando: dominio, puntos de corte con los ejes, asintotas,

intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, puntos de inflexién e intervalos de
concavidad y convexidad.

2
X+1=0=x=-1= f(-1)= (-1 +3-(-1) 1-3 _ ~2_ Sin solucion = Dom (f)=Vvxe R -{-1}
(-1)+1 0 0
X2 + 3x X:0:>(0,0)

OX=>y=0=

=0:>x2+3x=0:>(x+3)x=0:>{
Puntos de corte con = x+1 x=-3=(-3,0)

2
oY = x=0= f(0)=239_9_5_(0,0)
0+1 1
2
lim f(X)=(_71)—+#=_—2=oo
Asintotas verticales = x = —1=>4 1)2_1 3 1 1 02
lim f(x)= CY+3-CY_-2_
x>-1" C17)+1 0"
Asintotas horizontales
2
y = lim X E3X 20 oo Lol _ iy 2X¥3 _ oy 4 3) - 2.0 13- w0
xoo X 4+1 00 I | X—>00

No existe asintota horizontal cuando x — o

y = lim X 3% _ 0 seanso vhopiat_, _ iy 2XH3 _ iy 4 3) = 9. (Ca0) 3= o

xo—o X 4+1 — o0 x—>-o ] X—>00

No existe asintota horizontal cuando x — —

Asintotas oblicuas

X2 + 3x
- f(x - E—— f X2+3X 0 . - . 2X+3 o8]
m:hm—( ):I|m—XJrl = lim—; = — = Avlieando LHopital_, _ |im =—=
am= im » x>0 2 L y 0 =0 2X +1 0
— Aplicando L'Hopital \:”mg:l
x>0 P
. .| x* +3x . XP43x=x"=X . _ 2Xx o Aplicando L Hopital
n = lim[ f (x)— mx] = lim -1.-x|=Ilim =lim—=—= > =
X>c0 xom|  x4+1 X—00 Xx+1 x>0 X+1 oo
=lim==2
x>0 ]

Existe asintota oblicua, y = x+ 2 cuando X — o
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Continuacion del Problema 2 de la Opcién A

Asintotas oblicuas (Continuacion)

x* + 3x
_f(x) . X 43x o < ando L'Hooi . 2X+3 -
m= lim L: lim X—+1: lim , - Aplicando L 'Hopital s = lim _
X—o—o X X—>—0 X X——o X° 4+ X o0 x>0 2¥X+1 —o0
Aplicando L'Hopital — ||m E — 1
X*}—ooz
. | x®+3x X2 43X-x*=Xx . 2Xx -
n=lim[f(x)-mx]= lim —1-x|= lim = lim ==
X—>—00 xo—o| X471 X—>—00 X+1 x>0 X+1 —o0
Aplicando L'Hopital | 2
>==lim—=2

X—>00

Existe asintota oblicua, y = x + 2 cuando x — —oo

£1(x) = (2x+3) (x+1)— (x* +3x)= 2x* +3x+2x+3-x" =3x _ x* +2x+3
(x+1) (x+1)° (x+1)°
x?+2x+3=0=>A=2°-4.1.3=4-12=-8< 0= Sin solucién

= f'(x)>0=> VxeR=

2 2
Creciente:>f'(x)>0:>w 0 {X +2x+3> O =H

(x+1)° (x+1)° >0=vxeR
Creciente = Vx € R = No hay maximos ni minimos relativos

(2x+2) (x+1) =2 (x+1) (x? +2x+3) _ (2x+2)(x+1)-2 (x? +2x+3)

f''(x)= =
(x) (x+1)* (x+1)°
. 2X% +2X+2X+2-2x* —4x—6 -4
f(x)= - - -
(x+1) (x+1)
Y —4<0=>VXxeR
Concavidad = f"(x)>0:>—43> ©
(x+1) X+1>0=x>-1
— 00 -1 o0
4<0 () (-)
x>-1 (-) (+)
Solucién (+) (-)
Concavidad VX e R/x< -1 Convexidad VXe R/x>-1

No hay punto de inflexidon porque en x = -1 no existe grafico ya que es el punto asintético vertical
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Continuacion del Problema 2 de la Opcién A
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4.- a) Enuncia el teorema fundamental del calculo integral.

X
Sabiendo que J. f (t) dt = X2(1+ X), con f una funcién continua en todos los puntos de la recta real, calcula
0

f(2)
2,2
X“+1
b) Caleula [ ——— dx
- X2+ X

b
a) Si f(x) es integrable en [a, b] la funcién F(t) :J‘ f(x) dx conte [a : b] recibe el nombre de funcién

a

integrable de f(x) en [a, b], de esta definicion se desprende el Teorema fundamental del calculo integral
gue determina que:

Si f(x) es continua en [a , b] entonces la funcion integral es derivable y cumple que:

F'(t)=f(t), vtela,b]

FQ):jfﬁﬁk:x2@+x):>f&):F(x}:2x@+x)+x2:>f@):2~241+2)+22:4-3+4:16

b)
x> +1 V2+x
—x* =X 1
-x+1
2
Xrl g oxrl oxel —x+l A +E=£%iEQi2:>AX+NX+ﬂ=—X+LD
X2 +X x2+x x4+ x (x+1)x x+1 x  (x+1)x

x=-1= A(-1)+B(-1+1)=(-1)+1=>-A=2= A=-2
x=0=A-0+B(0+1)=-0+1=B=1
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Continuacion del Problema 4 de la Opcién A
b)Continuacién
x> +1 2 1
> =1- +—
X“+ X X+1 X

tx2 4l 22 3 dt
!x2+xd _Idx !—1dx+ “dx= ]f—2!T+[Inx]f:(2—1)—2-[Int]2+(|n2—In1)

XxX=1l=t=2
X+l=t=>dx=dt=>
X=2=>1t=3

2 3
[> L gx=1-2.(1n3=1n 2)+(In 2=0)=1-2-In 3+3-In 2:1+In§—2=1+ln§
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OPCION B

1.- a) Discute, segun los valores del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales:
ax+2y+2z=a

X+y+2=0
2X-y+2z=a
b) Resuélvelo, si es posible, en el casoa=0
a)
a 2 2 |0 2-a 2-a
2-a 2-a .
A=1 1 1= 1 1 =(—1)-‘ a0 =-3(2-a)=Si|A=0=>-3(2-a)=0=>

2 -1 22 0 -3 0
2-a=0=>a=2
VaeR-{2}=|A #0= rang (A)=3= Nimero de incognitas = Sistema Compatible Deter minado

Sia=2
2 2 22 0 0 0]2

1 1 100|=[1 1 1/0|=rang(A)=2=rang (A/B)=3= Sistema Incompatible
2 -1 22 0 -3 0)2

b)

Si a = 0 nos encontramos con una ecuacion homogénea y como es Compatible Deter minado su

solucion es la trivial = (x, y, z)=(0, 0, 0); veamoslo :

0 2 20 0 2 20

1 1 10(=l1 1 10|=3y=0=2y=0=0+2z2=0=22=0=22z=0=x+0+0=0=x=0
2 -1 2)0 0 -3 0[0

y=1
X-2+4=0
a) Calcula la ecuacion del plano a que pasa por el punto Q(0, 2, 2) y contiene la recta r . Calcula el area
del triangulo que tiene por vértices los puntos de interseccion de ¢ con los ejes de coordenadas.

b) Calcula la ecuacion general del plano que contiene la recta r y es perpendicular al plano o

2.-Dadaarecta I : {

a) Del haz de planos generado por la recta r tomaremos aquel que pasa por Q

y-1=0
r = Haz de planos = x—z+4+A(y-1)=0=
X-2+4=0

Pasando por Q = 0-2+4+1(2-1)=0=2+1=0=>1=2=x-2+4-2(y-1)=0=
a=X-2y-2+6=0
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Continuacion del Problema 2 de la Opcién B

a) Continuacion

Los puntos de interseccién X, Y, Z con OX, OY y OZ son los puntos pedidos. El area del triAngulo XYZ es la
mitad del modulo del producto vectorial de los vectores XY y XZ

X=2 X=-6
OX :{y=0= Puntodecorte X = 1-2-0-0+6=0=>1=-6= X1 y=0 = X(-6,0,0)
z=0 z=0
x=0 Xx=0
OY :qy=u= PuntodecorteY = 0-24—-0+6=0=u=3=Y{y=3=Y(0,3,0)
z=0 z=0
x=0 x=0
OZ:{y=0=PuntodecorteZ=0-2-0-p+6=0=p=6=2{y=0=2(0,0,6)
Z=p z2=6
Azé‘XYAXZ‘:{XY=(0,3,0)—(—6,0,0):(6,3,0)3
XZ=(0,0,6)-(-6,0,0)=(6,0,6) .

_— —

—_—

k
O:18i—18k—36j:>‘XYAXZ‘:\/182+(—18)2+(—36)2:«/1944=18\/€ oL
6

O W .

[
XY AXZ =16
6

_ —

A:%-18\/€:9\/§ u?

b) La ecuacion del plano 7 queda determinada por el vector director del plano « , ya que es perpendicular a
este plano, por el vector director de la recta r y por el vector RG, siendo R un punto cualquiera del plano y G
el punto generador del plano, estos tres vectores son coplanarios (pertenecen al mismo plano) y el vector
RG es combinacion lineal de los otros dos, por eso el determinante de la matriz formada por ellos es nulo y
la ecuacion pedida del plano

r:y=L:x=—4+z:>Vf=a’0JL3
R(-4,1,0)
v, =(1,0,1) Xx+4 y-1 z
v,=(,1,-6) —z={1 0 1|=0=
RG=(x,y,z)-(-4,1,0)=(x+4,y-1,1) 1 1 -6

(y-1)+z—(x+4)+6(y-1)=0=(x+4)-7(y-1)-2=0=>7=x-Ty-z+11=0



I.E.S. Mediterraneo de Mélaga Junio 2010 Juan Carlos Alonso Gianonatti

3.- a) Define funcién continua en un punto. ¢ Cuando se dice que una discontinuidad es evitable?.¢ Para qué
X

valores de k, la funcion f (X) = es continua en todos los puntos de la recta real?

x? +k

b) Determina los valores de a, b, ¢ y d para que la funcién g(x) = ax*+ bx® + cx + d tenga un maximo
relativo en el punto (0, 4) y un minimo relativo en el punto (2, 0)

a) Una funcion es continua en el punto x = X, si, y solo si, verifica que: lim f(x)= f(x,)
X—>Xg

Desglosando el concepto de limite podremos dar una definicién de funcién continua equivalente:

Una funcion f es continua en el punto x = xq si verifica las siguientes condiciones:
- Existe f(xo), es decir la funcién esta definida en x = xq

- Existe lim f(x)

X—Xg

- Los dos valores anteriores coinciden lim f(x)= f(x,)

X—>Xg

Una funcién f tiene una discontinuidad evitable en un punto x, cuando f(x,)=lim (x)
X—>X%g

Existira continuidad de la funcién cuando k > 0 ya que al ser k positivo se cumple:
X2 +k =0= x? = -k = x = +4/—k = Sin solucion

y, por lo tanto, se cumplira la continuidad
b)

f(0)=4=a-0°+b-0°+c-0+d=4=d =4

£'(0)=0=3a-0°+2b-0+c=0=c=0 :{2a+b=—1j

f(2)=0=a-2°+b-2°+4=0=>8a+4b+4=0 |-3a-b=0

f'(2)=0=3a-2 +2b-2=0=12a+4b=0
—a=-1=a=1=21+b=-1=b=-3= f(0)=—x*-3x* +4

f'(x)=3ax? + 2bx + ¢ =

4.- Dibujay calcula el area de la regién limitada por la recta x +y = 7 y la gréfica de la parabola f(x) = x* +
5 (Nota: para el dibujo de las gréficas, indicar los puntos de corte con los ejes, el vértice de la parabola y la
concavidad o convexidad)
7-x=0=>x=7=(7,0)
0=x2+5= x? =-5 = x = +4/-5 = No hay puntos de corte
y=7-0=7=y=7=(0,7)
f(0)=0°+5=5=(0,5)
2>0=>VxefR Decreciente = Vx e R/x <0
{ Creciente = Vx e R/x >0

Puntos de corteconOX = y=0= {
Puntos de cortecon OY = x=0= {

f'(x):2x:>Creciente:>f'(x)>0:>2x>0:{ o0

Vértice y Minimo relativoen x=0= f(0)=5=(0,5)

f''(x)=2 = Concava = f'(x)>0=2>0= Concava = Vx € R
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Continuacion del Problema 4 de la Opcién B

DO PN W
|
X

Punto de corte entre funciones = x> +5=7-x=x’+x-2=0=>A=1"-4-1.(-2)=1+8=9>0=

X_—1+3_1

:—1i\/§:> 2
2-1 o173 _,

2

1 1

A= [ x)ac [ +8)ac= [o-x-x o =2. [, -5 h-g e

; 1, 1. oaK 1 1 3 9
A:2-[1—(—2)]—§-[1 “(-2) ]—5.[1 “(-2) ]=2-3—?(1—4)—5-[1—(—8)]:6+§—§
A=3+g=%u2

10





