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EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2020-2021
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2,5 puntos.

A.1. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social. Si Jimena
perdiera el 25% de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que Sara. Ademas, la mitad
de los seguidores de Sara més la quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta parte de los seguidores
de Jimena. Calcule cuantos seguidores tiene cada una de las tres amigas.

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) 1.25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:

2(1-2
a.1) (0.5 puntos) lim X ( X) a.2) (0.75 puntos) Iimi 3__2

x>0 X — 2X* — Senx X X gen

X

(Indicacion: use el cambio de variable t = 1/x donde sea necesario).
b) (1.25 puntos) Calcule las siguientes integrales:

b.1) (0.5 puntos) I 2X 1
X —

1
dx b.2) (0.75 puntos) Ixze’xdx
0

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dado el punto A(l,O,—l), larecta r=x-1=y+1= % yelplano 7=x+y—-z=6, se pide:
a) (0.75 puntos) Hallar el angulo que forman el plano m y el plano perpendicular a la recta r que
pasa por el punto A.
b) (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por A, forma un angulo recto con la recta r
y no corta al plano .

A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola al azar. Si la bola extraida
es blanca, se devuelve a la urna y se afiade otra bola blanca; si es negra, no se devuelve a la urna. A
continuacion, se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

a) (1 punto) ¢Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b) (1.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la
segunda ha sido blanca?
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) (0.75 puntos) Encuentre un unico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y, que
tenga como soluciones {x =1,y =2}y {x =0, y = 0}.
b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables X, y y z cuyas soluciones
sean, en funcion del pardmetro A eR:

X=A

y=4-2

z=1-1
c) (0.75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, x e y, que solo
tenga como solucibnax=1ey=2.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion
f(x)=x"—|x/+2
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real.
¢) (0.75 puntos) Calcule el area de la region delimitada por la grafica de f, el eje de abscisasy = 0,
ylasrectasx =-1yx = 1.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las rectas

Xx-2 y+1 z+4 _[x+z=2

1 1 -3 :{—2x+y—22=1'
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta perpendicular comunary as.
b) (1 punto) Calcule la distancia entre r y s.

r

B.4. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Segun las estadisticas meteoroldgicas, en una ciudad ndrdica llueve un promedio del 45 % de los dias.
Un climatdlogo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar entre los de los Gltimos
50 afios.
a) (1 punto) Exprese como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya llovido.
b) (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.
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Distribucién Normal

Ejemplo: si Z tiene distribucion N(0, 1), P(Z < 0,45) = 0,6736.
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SOLUCIONES

A.1. Calificacion méxima: 2.5 puntos.

Tres amigas, Sara, Cristina 'y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social. Si Jimena
perdiera el 25% de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que Sara. Ademas, la mitad
de los seguidores de Sara més la quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta parte de los seguidores
de Jimena. Calcule cuéntos seguidores tiene cada una de las tres amigas.

Llamamos “x” al nimero de seguidores de Sara, “y”” al nimero de seguidores de Cristina 'y “z”
al nimero de seguidores de Jimena.

“Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social” -
- X+Yy+z=15000

“Si Jimena perdiera el 25% (se queda con el 75 %) de sus seguidores todavia tendria el triple
de seguidores que Sara” - 0.75z = 3x

“La mitad de los seguidores de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta
. . X z
parte de los seguidores de Jimena” - ?L% =2

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y resolvemos.

x+y+z=15000] XHYTZz=10000 . 15000

0.75z 0.25z+y+z=15000
0.75z = 3x = =X = 0.252 =x =

3 10X+ 4y =5 10-0.252+4y =5z
Xy z 10x 4y _52 XTay=sr
2.5 4 20 120 20

y+1.252 215000} y =15000-1.25z

= = = -2.52+4(15000-1,252)=0=
257+4y =52 —2.52+4y=0

~ 60000

= —2.52+60000-5z =0= —7.52 = —60000 = |z =8000|=

|y =15000-1.25-8000 =5000|
- |x =0.25-8000 = 2000|

Sara tiene 2000 seguidores, Cristina tiene 5000 y Jimena tiene 8000.
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A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) 1.25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:

x? (1-2x .
a.1) (0.5 puntos) Iim# a.2) (0.75 puntos) I|mi 3.2
x-0 X — 2X° — senx SEX[ X oL
X
(Indicacion: use el cambio de variable t = 1/x donde sea necesario).
b) (1.25 puntos) Calcule las siguientes integrales:
1
b.1) (0.5 puntos) [ - Ox b.2) (0.75 puntos) [ xe "dx
X = 0

a.1)

X (1-2x 0°(1-0 .
lim (2 ) = ( ) :9:Indeterminacién(L'H(“)pltaI)=
x-0 x —2x“—senx 0-0-sen0 O

 2x(1-2x)+x*(=2) . 2x—4x?-2x* . 2x—6X’ 0-0 0
=lim =lim =lim = =—=
x=0 1-4x—cos X x>0 1—4x—cosXx *»01-4x—-cosx 1-0-cosO O
= Indet er min acion(L Haopital) = lim 21/ Ne 0 _| 1
x>0 0—-4+senx —4-+sen0
a.2)
2
Iim1 E—L =O-oo:Indeterminaciénzlim%—lim =0-lim—X*— =
XA)OOX X 1 X*)OOX X—00 X—00
sen— Xsen= sen—
X X X

2 _2
=—lim X :9:Indeterminacién(L'HﬁpitaI):—Iim%:

sen— ——-cos—

X XXX
=—lim 2___ 2 =
X—00 cos0
b.1)
X Cle2x 1,
sz L= [ ——d =ZIn|x* -1+ K
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b.2)

1
Ixze*de =...
0

Integracion por partes
J'xze’xdx =Ju=x? - du = 2xdx = x? (—e’x)—j(—e’*)Zde =
dv=edx »>v= je‘xdx =—e
Integracion por partes

=—x%e "+ ZI xe*dx ={u =X — du=dx =

X

dv=edx > v= Ie’xdx =—e

=—x% "+ Z[X(—e‘X ) —j—e‘xde =—x% 7+ 2[—xe‘X + J‘e‘xde =

=—x’e ¥ -2xe ¥ + 2'|'e‘xdx =—x%*-2xe ¥ -2 +K

L= xlet—2xe " —2e | =[-1Pet-2e"-2et |-[-0%e"-2.0e°—2¢”° |=

1
0

— sety2=[2-2
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A.3. Calificacion méxima: 2.5 puntos.
Dado el punto A(1,0,-1), larecta r=x-1=y+1= 2;22 yelplano 7=x+y—-z=6, se pide:

a) (0.75 puntos) Hallar el angulo que forman el plano 1t y el plano perpendicular a la recta r que pasa
por el punto A.

b) (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢) (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por A, forma un angulo recto con larectary
no corta al plano .

a) Hallamos la ecuacion del plano " perpendicular a la recta r que pasa por el punto A(1,0,—1).

Al ser perpendicular a la recta su vector normal es el director de la recta u—r =(11, 2) .

H':J,:(l,l,z)} A=X+y+22+D=0

i =1+0-2+D=0=>
A(l, 01 —1) ern A(l,O,—l) eEn }

= D=1=|7=x+y+22+1=0)

Hallamos el angulo que forman los planos 'y " hallando el &ngulo que forman sus vectores
normales.

T=X+y-2-6=0 } n=(11-1)
—

N (5 n-n
, . :(ﬂ,ﬂ):(n,n)zarccos
T=X+y+2z+1=0 n':(1,1,2)

{1 \

(11 -1). (112)

JUE+12+(=1)° 1 4124 27

(7,7") = arccos

= arccos(\/§ : \/6] =arccos(0)

(7[, 7[) =900
Los planos son perpendiculares.
b) Estudiemos la posicion relativa de recta y plano.

rzx—1:y+1:—z_2 u,
2 =

u, =(112)

- (11 —1)} =, -n=(112)(11-1)=1+1-2=0

T=X+Yy—2=06

Vector director de la recta r y vector normal del plano son perpendiculares, por lo que recta 'y
plano son paralelos.

La distancia de la recta al plano es la distancia de cualquier punto de la recta al plano.
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[1-1-2-6| 8
=|—=Uu

412+ (<17 V3

z-2
rex-l=y+l=—r-=F" (L-L2)er =d(rz)=d(R.7)=

T=X+y—-2-6=0

c) Una recta s que no corte el plano m debe ser una recta paralela a m. Por lo que el vector
director de la recta s es perpendicular al vector normal del plano n=(1,1,-1).

Ademas, es perpendicular a la recta r, por lo que también es perpendicular al vector director
u, =(11,2) delarectar.

Un vector director de la recta s puede ser el producto vectorial de n y Jr :

n=1-19] . . . | ] k_
=v,=nxu =1 1 -1=(3-30)
1 1 2

Hallamos la ecuacion de la recta s con vector director \75 = (3, —3,0) y que pasa por el punto
A(1,0,-1).

o)

A(L0,-1)es
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A.4. Calificacion méxima: 2.5 puntos.

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola al azar. Si la bola extraida
es blanca, se devuelve a la urna y se afiade otra bola blanca; si es negra, no se devuelve a la urna. A
continuacion, se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

a) (1 punto) ¢Cuél es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b) (1.5 puntos) ¢Cudl es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la
segunda ha sido blanca?

Realizamos un diagrama de arbol para facilitar el calculo de probabilidades.

22 bola blanca

(3 blancas y 4 negras)
12 bola blanca 3/7

(2 blancas y 4 negras)
2/6 22 bola negra

(3 blancas y 4 negras)

Una urnay dos
extracciones un
poquito raras 22 bola blanca

(2 blancas y 3 negras)
12 bola negra 2/5

(2 blancas y 4 negras)
22 bola negra

(2 blancas y 3 negras)

Llamamos B1y B2 a sacar bola blanca en 12 y 22 extraccion, Analogamente N1 y N2 a sacar negra en
12 y 22 extraccion.

a) Para sacar dos bolas de distinto color deben ser una blanca y la otra negra, pudiendo ser la 12
blanca y 22 negra o 12 negra y 22 blanca.

P (Dos bolas de distinto color) = P(BLn N2)+P(N1nB2)=
=P(B1)P(N2/B1)+P(N1)P(B2/N1)={Miramos el diagrama de arbol} =
3.f+ﬂ.3= 520_457
6 7 6 5 (35

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(Nlle)_P(NlmBZ)_ P(N1)P(B2/N1) ~
~ P(B2)  P(B1)P(B2/Bl)+P(N1)P(B2/N1)
4 2
__ 65 _|28_
28 42 |7
67 65
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) (0.75 puntos) Encuentre un unico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y, que
tenga como soluciones {x =1,y =2}y {x =0, y = 0}.
b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables X, y y z cuyas soluciones
sean, en funcion del pardmetro A eR:

X=A1

y=41-2

z=/1-1
c) (0.75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, x e y, que solo
tenga como solucibnax=1ey=2.

a) Si tiene dos soluciones tendré infinitas, por lo que debe tener las dos ecuaciones proporcionales.
Basta encontrar una ecuacion con dos incognitas que cumplan las dos soluciones que nos dicen.
Observamos que la “y” es el doble de la “x” en las dos soluciones, por lo que la ecuacion es
y = 2x y la segunda ecuacion puede ser esta multiplicada por “10” 10y = 20x .

. =2X 2x—-y=0
El sistema es y } y }

=
10y = 20x 20x-10y =0

b)

x=4 =X X =2

y:ﬂ,—2:>{y_ :>{ V=

z=X-1 Xx—-z=1

z=1-1

c)

Afiadimos una 3?2 ecuacion
x=1 y =2X 2x—-y=0 )
= = < que sea la suma de las dos ecuaciones ; =

=
y=2 y—x=1 X—y=-1 2% -y =0
x -y =-1
3x -2y =-1
2x—-y=0
=>|X-y=-1
3x—-2y=-1
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion
f(x)=x"—|x/+2
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de fen x = 0.
b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real.

¢) (0.75 puntos) Calcule el area de la region delimitada por la grafica de f, el eje de abscisasy = 0, y
lasrectasx = -1y x = 1.

a) Expresamos la funcion como una funcion definida a trozos. Por el valor absoluto de “x” cambia
de definicién en x = 0.

X}+Xx+2 si x<0
f(x):x3—|x|+2:{ X <

X3—x+2 si x>0

Comprobamos la continuidad en x = 0.
f(0)=0°—[0|+2=2
lim f (x)=limx*+x+2=2;= f(0)=lim f (x)=lim f (x)=2

x—0" x—0" x—0" x—0*
lim f (x)=limx*-x+2=2
x—0" x—0"

La funcién es continua en x = 0.

Calculamos las derivadas laterales y estudiamos la derivabilidad en x = 0.

3x>+1 si x<0

(0 = X3+x+2 si x<0
3x> =1 si x>0

X3—x+2 si x>0

:f'(x):{

Entonces tenemos que:

Y B £ 70 tie (e a1\ (1 e
£7(07)=lim f"(x)= lim (3x* +1) =30 +1=1

e = £7(07)= f(0)
f7(07) = lim f (x)=lim (3x* -1)=3-0*-1=-1
x—0" x—0"

La funcion no es derivable en x = 0.

b)
3x>+1 si x<0

f(0) = X3+x+2 si x<0
3x> -1 si x>0

xX—x+2 si x>0

= f(x) :{
Igualamos a cero las derivadas en busca de los puntos criticos.

3x2+1:0—>x2:—£—>x= f—lzNoexiste si x<0
, 3 3
f'(xX)=0=

1 .
K -1=0->X"== > x= i\/% Solo nos quedamos con el positivo, pues x>0
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El punto critico x = +\/; lo sustituimos en la segunda derivada para ver si es maximo o
minimo.

f7(x)=6x=f"|+ 1 6 i 0, por lo que se trata de un minimo relativo.
3 3

3
Como f \/i = l —\/i+2=2—& el minimo relativo tiene coordenadas
3 3 3 9
V3, 23

3 9
En x = 0 la funcion no es derivable, pero es continua, como la funcién crece antes de x =0,

pues f(07)=1>0 y después de x = 0 decrece pues f (0") =—1<0 en x =0 hay un maximo
relativo. Sus coordenadas son (0, 2).

Resumiendo: La funcidn tiene un méaximo relativo en (0, 2) y un minimo relativo en

3 9

c) Dibujamos la grafica de la funcién y la region de la cual nos piden calcular su area.

El &rea es la suma de las integréles definidasentrex=-1y x=0de f(x)=x>+x+2 y entre
x=0yx=1de f(x)=x>—x+2.

) 0 1 B 0 O L
Area:'[x3+x+2dx+jx3—x+2dx: b 42X | | ——=—+2x| =
bl 5 _4 2 » 4 2 0
4 A2 1Y (21) (14 42 402
= 0__+_0_+0 — quu_z + 1__1_+2 — O__O__+_0 —
4 2 4 2 _4 2 4 2

Y S SA SE CY
4 2 4 2

12 de 16



EBAU 2021 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid L.E.S. Vicente Medina (Archena)

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las rectas

r

X—-2 y+1 z+4 _[x+z2=2

1 1 -3 :{—2x+y—22=1'
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacién de la recta perpendicular cominary as.
b) (1 punto) Calcule la distancia entre r y s.

a) Comprobamos la posicion relativa de las rectas.

X-2 y+1 z+4 {Pr(z,—l,—4)
r = = =

1 1 -3 |y =(11-3)
X+2=2 X=2-1

S= = =-2(2-z7)+y-21=1=
—-2x+y-2z=1 -2X+y-2z=1

X=2-t QS(2,5,O)
= -4+27+y-271=1=2y=5=>s=qy=5 =4_.
v, =(-1,0,1)

z=t
Los vectores directores de ambas rectas no tienen coordenadas proporcionales.
u=(11-3)| 1 1 -3
. > —F—F—
v,=(-101)] -1 0 1
por lo que las rectas no son paralelas ni coincidentes.
Vemos si se cortan o0 se cruzan.

{E(Z’_l’_ll) PQ, =(2,5,0)~(2,-1,-4)=(0,6,4) 0 6 4
T B RN
{%(2’510) = (-10.) 10 1
v.=(-101) 7

[PQ..U,V, [=0+18+0+4-0-6-0=16%0

Las rectas se cruzan.

AN

m
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Para hallar la recta “t” perpendicular comtn a r y s vamos a hallar Wt el vector director de t
como el producto vectorial de los vectores directores de las rectas r y s. Luego hallamos el
plano 7z, que contiene a r'y con vector director w, . También el plano 7, que contiene a la recta

s y con vector director w, . La recta “t” es la interseccién de ambos planos.

Hallamos el vector perpendicular a las rectas r y s.

ml,—s)} i

Sw=uxv,=[1 1 -3=(121)

v.=(-10) 10 1
Hallamos la ecuacion de 7.
o P (2-1-4) P(2-1-4)em Xx—2 y+1 z+4
u =(11-3);=>u=u=(11-3) f=7=1 1 -3|=0
w, =(1,2,1) v=w, =(121) 1 A1

X—2-3y-34+22+8-72-4-y-1+6Xx-12=0= |7, =7x-4y+2-14=0

Hallamos la ecuacion de 7, .

. Q.(25.0) Q. (250)e7, Xx—2 y-5 z
Cv=(-10) U=V, =(-10) = ,=| -1 0 1=0
w, =(1,2,1) v=w, =(1,21) 1 2 1

y-5-22+y-5-2X+4=0=-2X+2y-22-6=0= |7, =X-y+2+3=0

La recta t perpendicular comun a las rectas r y s tiene ecuacion:

(= 7X—4y+2-14=0
T x—y+z+3=0

b) Hallamos el plano 7z, paralelo a r que contiene a s. La distancia entre las rectas sera la
distancia de cualquier punto de la recta r al plano 7, .

L

d(r,s)
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. Q,(2,5,0) Q,(25,0)ex, x-2 y-5 7z
v =(-10)t=u=v.=(-10) =z =| -1 0 1|=0
U, =(11,-3) v=u, =(11,-3) 11 3

y—-5-z-3y+15-x+2=0=

X+2y+2-12=0

73

Pr(2,—1,—4)
Ty =X+2y+2-12=0

=

_\2+2(—1)—4—12\_£_

s)=d(P,7z;)= = -
)=d(F.m) NI+ 27 +1° J6

86

=6.53u

También se puede calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan con una formula.

[R5, ]-16
v, = (1.2

Poav] 1
u, 1242247

B}

16
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Segun las estadisticas meteoroldgicas, en una ciudad nordica llueve un promedio del 45 % de los dias.
Un climatologo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar entre los de los Gltimos
50 afos.

a) (1 punto) Exprese como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya llovido.
b) (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.

a) X = El ndmero de dias que ha llovido en 100 dias.
Es una variable binomial pues la probabilidad de que llueva un dia es independiente de lo
que paso el dias anteriores o posteriores.
La probabilidad de que llueva es siempre p = 0.45, de que no llueva es q = 0.55, el nimero
de repeticiones es n = 100.

X = B(100, 0.45)

100 |
P(X =40)= 0.45% .0.55% = £0.45“° -0.55% = No es posible con calculadora
40 40!-60!

Con la herramienta "Wolfram Alpha" obtenemos = 0.0488

b) Comon-p=100-0.45=45>5yn-q=100 - 0.55 > 5 aproximamos los valores de la
probabilidad de la binomial mediante una normal de media ¢ =np=100-0.45=45y

desviacion tipica o =/npq =/100-0.45-0.55 = 4.975

X variable binomial se aproxima con una variable normal Y = N(45, 4.975)

P(X =40)=P(39.5<Y <40.5) = {Tipificamos} = P[—39'5_45 <7< —40'5‘45j -
4.975 4.975

P(-11<Z<-09)=P(09<Z<11)=
P(Z <1.1)-P(Z <0.9) = 0.8643-0.8159 =0.0484

-1.1 -0.9 0 = 0 09 1.1

2 00,00
0,0 | 05000
0,1 | 0,5398
0,2 | 05793
0.3 | 06179
0,4 | 0,6554
0.5 | 0,6915

0,6 | 0,7257
0,7 | 0,7580
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