EBAU 2021 Julio Matemadticas Il en Extremadura L.E.S. Vicente Medina (Archena)

— Prueba de Evaluacion de Bachillerato
Th para el acceso a la Universidad

: Curso 2020-2021
EX:

Materia: Matematicas Il Tiempo maximo de la prueba: 1h 30 min

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 preguntas, cuyo valor es de 2
puntos cada una. El estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningln caso debera responder a un nimero
mayor del indicado porque en la correccion del examen solo se tendréan en cuenta las cinco primeras
preguntas respondidas. Se seguira el orden en el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante.
Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente
indicado. En ese caso, ademas de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregiria la que ocupe el
siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.

PREGUNTAS
k 2k 2 11
1. Sea la igualdad matricial M- X =N,donde M=|-1 k 1|y N=|0 1
-1 1 1 11
a) ¢Cuantas filas y columnas debe tener la matriz X? (Justificar la respuesta). (0,5 puntos)
b) ¢Para que valores de k € IR es la matriz M invertible? (1 punto)
c) ¢Puede ser M - N invertible para algin valor de k e R ? (0,5 puntos)

2. Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en

funcion del pardmetro ae R : (2 puntos)
ax+ y=1
X+ay=a
ax+2y=1
X=1+1
X+y+z2=2
3. Sean lasrectasry s dadas por r:qy=2-31, s:{
X—y—-z=4
z=1
a) Obtener un plano T que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s. (1 punto)
b) Calcular la distancia entre las dos rectas. (1 punto)

4. Calcular un vector de médulo 3 que sea perpendicular a los vectores u =(1,1,-1) y v=(2,1,0).
(2 puntos)

5. a) Estudiar la continuidad de la siguiente funcion f(x) para x #0 (con ae R ): (0,5 puntos)
e —1-x
fx)=7 %
a si x=0
b) Calcular el valor de a para que la funcion f(x) sea continua en x = 0. (1,5 puntos)

si x#0

1de 15



EBAU 2021 Julio Matemadticas Il en Extremadura L.E.S. Vicente Medina (Archena)

- 2—x°
6. Sea la funcion f (x)==; 7
X —
a) Estudiar las asintotas, monotonia y puntos extremos de la funcion f(x). (1,5 puntos)
b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la gréafica de f(x). (0,5 puntos)
7. Resolver la integral jlnz (x)dx (2 puntos)

8. Dadas las funciones f (x)=3x-x"y g(x)=x*-2x, calcular el 4rea de la region limitada por sus
graficas. (2 puntos)

9. En un estudio a 1000 estudiantes europeos, 500 saben hablar inglés, 300 saben hablar espafiol, y 100
de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio:
a) Calcular la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas. (1 punto)
b) Calcular la probabilidad de que hable espafiol, sabiendo que habla inglés. (1 punto)

10. La duracién de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3 afios y desviacion tipica de 1 afio.
El fabricante da una garantia de 3,5 afios a sus Smartphone.
a) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantia. (1 punto)
b) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure mas de 5 afios. (1 punto)

0,08

0.9

0,9998

0,9998

P(Z < z)
001

0,00

F(z)

Tabla de distribucion
normal N{0,1)
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SOLUCIONES
k 2k 2 11
1. Sea laigualdad matricial M - X =N,donde M=|-1 k 1|y N=|0 1
-1 1 1 11
a) ¢Cuéntas filas y columnas debe tener la matriz X? (Justificar la respuesta). (0,5 puntos)
b) ¢Para qué valores de k € R es la matriz M invertible? (1 punto)
c) ¢Puede ser M - N invertible para algun valor de k e R ? (0,5 puntos)

a) Lamatriz X es de dimensiones m x n.
M-X=N

3><><n—>3><n

Para que sea posible el producto debe ser m = 3. Y el resultado debe ser una matriz N de
dimensiones 3 x 2 luego n = 2.

La matriz X es de dimensiones 3 x 2. Debe tener 3 filas y 2 columnas.

b) Para ser invertible debe tener determinante no nulo.

k 2k 2
IM|=]-1 k 1j=k®-2k-2+2k+2k—-k=k*+k-2
-1 1 1
—12+3:1
1+ 1P -4(-2) -1+
IM|=0= K2 +k-2=0=k = ) (2) _ 12—3= 0
1=8_,
2
El valor de k debe ser distinto de 1y de 2.
c) Miramos las dimensiones del producto M - N.
M- N
3><Ex2—)3><2

La matriz resultado del producto tiene 3 filas y 2 columnas, no es cuadrada, por lo que no es
invertible para ningun valor de k.
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2. Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en

funcion del pardmetro ae R : (2 puntos)
ax+ y=1
X+ay=ag.
ax+2y=1
a 1
La matriz de coeficienteses A=| 1 a
a 2

Y la matriz ampliadaes A/B =

» B
o

1
a
2

Calculamos el determinante de A/B e igualamos a cero.
al1
|A/B|=|1 a a|=a’+a’+2-a’-1-2a’=-a’+1
a 21
|A/B|=0=-a’+1=0=a=+1=+1

Analizamos 3 casos distintos por separado.
CASO 1l . a=-1lya=-1

En este caso el determinante de A/B es no nulo y el rango de A/B es 3. Como el rango de A es
como mucho 2, tenemos que los rangos son distintos y el sistema es incompatible.

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A/B es nulo y su rango no es 3.
111
La matriz A/B queda A/B=|1 1 1| siconsideramos el menor de orden 2 que resulta de
1 21
quitar la fila y columna 12 el menor de orden 2 que queda tiene determinante no nulo, por lo

1
que el rango de A/B es 2. 1:1—2=—1;«&0

11
La matriz Aqueda A=|1 1|y tiene rango 2, pues el menor de orden 2 que resulta de quitar
1 2

la 12 fila tiene determinante no nulo:

1
‘=2—1=1¢O.
2

Los rangos de A 'y de A/B son iguales a 2, igual que el nimero de incognitas (2), el sistema es
compatible determinado (una Unica solucion).
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Lo resolvemos.

X+ y=1
X+y=1 X=1-y
X+y=1= = =1-y+2y=1=|y=0|=[x=1-0=1
y x+2y=1} x+2y=1} yrey \y_[ x=1-0=1]
X+2y=1
La soluciénesx =1;y=0.
CASO 3. a=-1
El determinante de A/B es nulo y su rango no es 3.
-1 1 1
La matriz A/B queda A/B=| 1 -1 -1 siconsideramos el menor de orden 2 que resulta
-1 2 1
de quitar la filay columna 12 el menor de orden 2 que queda tiene determinante no nulo, por
-1 -1
lo que el rango de A/B es 2. ) 1 =-1+2=1=#0
-1 1
Lamatriz Aqueda A=| 1 -1 |y tiene rango 2, pues el menor de orden 2 que resulta de
-1 2

quitar la 12 fila tiene determinante no nulo:

_W=2—1=1¢o.
2

Los rangos de A 'y de A/B son iguales a 2, igual que el numero de incognitas (2), el sistema es
compatible determinado (una Unica solucion).

Lo resolvemos.

—Xx+y=1

X—y=-— X==-1+y
X—y=-1= = =1-y+2y=1=|y=0|=|x=-1+0=-1
x+};y—1 —x+2y=l} —x+2y=1} yrey \y_[ | |

Lasolucionesx=-1;y=0.
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Xx=1+1
X+y+z=2
3. Sean lasrectasry sdadas por r:<y=2-34, s:
L1 X—-y—-z=4

a) Obtener un plano T que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.
b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

(1 punto)
(1 punto)

a) Para definir un plano necesito un punto por el que pase y dos vectores directores. Como contiene
alarectar, nossirve unpuntoder > P, (1, 2,1) y como vectores directores del plano nos sirven

el director de larectar v, =(1,-3,0) y el de la rectass.

r<y=2-3i1=
z=1

x=1+4 P (1,2,1)
v, =(1,-3,0)

{x+y+z=2 {y:Z—x—z
S: =

: S X—24X+2-2=4=2X=6=>X=3>
X—y—-z=4

X-y—-z=4

xS Q.(3-1.0)
=>y=2-3-1=>y=-1l-1=>syy=-l-a=
u, =(0,-1,1)

I=x

Hallamos la ecuacion del plano .

u=u,=(0,-11) x-1 y-2 z-
V:\Tr:(l,—3,0) =7x: 0 -1 1 |=0=>y-2+2-1+3x-3=0=|7:3x+y+2-6=0
P(L2l)ex 1 -3 0

b) Las dos rectas no son paralelas pues las coordenadas de sus vectores directores no son
proporcionales.

Comprobamos si las rectas se cortan o se cruzan.

P (121) } __

=PQ, =(3-10)-(121)=(2,-3,-1)

Q.(3,-10)

PQ.=(2-3-1) 2 -3 -

;=(0-11)  t=[PQ.ULV]=0 -1 1|=-3-1+6=220
v, =(1,-3,0) 1 -3 0
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Al ser el producto mixto no nulo las rectas r y s se cruzan.

Os

d(r,s)

r\:l\ 7

La distancia entre las rectas es la distancia de un punto cualquiera de la recta s, por ejemplo
Q,(3,—1,0) al plano = hallado en el apartado anterior.

Q. (3,-1,0) 9-1+0-6] [2
d(r,s)=d(Q,,7)= = =0.60u
7z:3x+y+z—6:0}:> (rs)=d(Q.7) V342417 (V1L
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4. Calcular un vector de médulo 3 que sea perpendicular a los vectores u=(1,1,-1) y v=(2,1,0).

(2 puntos)

Si es perpendicular a u =(1,1,-1) y v=(2,1,0)entonces es proporcional al producto vectorial de

ambos.

El vector que nos piden es:

W= a(ﬂx\7) =(a,~2a,-a)

‘Vv‘:3

j k
1 -1=(1,-2,-1)
1 0

= Ja? +(-2a) +(-a)’ =3= V62’ =3= 6 -a=3=
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5. a) Estudiar la continuidad de la siguiente funcion f(x) para x #0 (con ae R ): (0,5 puntos)
e —1-x
F(x)=1
a si x=0
b) Calcular el valor de a para que la funcion f(x) sea continua en x = 0. (1,5 puntos)

si x#0

a) La funcion es continua en x # 0 pues es un cociente de una funcién continua en el numerador:
diferencia de una exponencial y una polindmica y el denominador es una polindmica que se anula
soloen x = 0.

La funcién f(x) es continua en R —{0} .

b)
Para que la funcion sea continua en x = 0 debe cumplirse que f (0)= I|m f(x)=lim f(x):
-0

x—0"

X _ 0_1_ X
lim f ( )= lim e-l-x_¢ % 0_0_ Indeter min aciéon(L Hopital) = lim e -1_
x—0~ x—0" X 0 x>0 2X
X 0
= -1 :9 Indeter min acion(L"Hopital) = I|m e—:e—:l
O 0 2 2 2
X_1_ 0_1q_ X _
lim f (x)=lim ° % X_¢ % 0_0_ Indeter min acion(L Hépital) = lim e -1_
x—0" x—0" X 0 0 x=0"  2X
0_ X 0
_E 1 9 Indeter min acion(L"Hépital) = lim e—:e—:1
0 x>0 2 2 2
F(0)=Jim £ (x) = lim £ (x)
f(0)=a
1
XILT F(x)= 2 2
i 1
i 1=

., . 1
El valor de a para que la funcién sea continuaenx=0es a= >

9de 15



EBAU 2021 Julio Matemadticas Il en Extremadura L.E.S. Vicente Medina (Archena)

2

- 2—
6. Sea la funcion f (x)==; X
X -4
a) Estudiar las asintotas, monotonia y puntos extremos de la funcion f(x).
b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la gréafica de f(x).

(1,5 puntos)
(0,5 puntos)

2

. . 2—X
a) El dominio de la funcion f(x)==; 2 son todos los reales menos los que anulan el
X —

denominador.

X —4=0=x2=4= x=+/4 =42
Dominio f (x)=R-{-2,2}

Asintota vertical. x=a
(X =-2?

= > — =00
X—>-2 x>-2 X° —4 (_2) —4 0
La recta x = —2 es asintota vertical.
(x=2?
lim £ (x)=lim2 X =272 _2_,,
x—2 x-2 X°—4 2 -4 O
La recta x = 2 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
2 X 2 2
- —=--1 =-1
_y? 2 2 2 _
b=lim f (x)=lim 2 = lim XX _jjm X ~_ __071_
X—>00 x>0 X — 4 X—>00 L_i X_ml_i 1_i 1_0
x> X x? o0

La rectay = —1 es asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n

No tiene, pues existe asintota horizontal.

Para la monotonia y extremos utilizamos la derivada de la funcion.

f(x)=2__X2:> f ’(x)= _ZX(X2_4)_2X(2_X2) :72{+8x—4x+2/>(f _ 4X
X2 _4 (X2—4)2 (X2—4)2 <x2_4)2
£(x)=0= —

Tenemos un punto critico en x = 0y los dos valores excluidos del dominio: x=-2y x = 2.
Vemos como evoluciona el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores.

=0=x=0

e En (—oo,—2) tomamos x = -3y la derivada vale f (-3)= 12

(9-4)

< 0. La funcién

decrece en (—o,—2).
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e En (-2,0) tomamos x = -1y la derivada vale f'(-1)= 4 o La funcion decrece
(-4

en (-2,0).

e En (0,2) tomamos x = 1y la derivada vale f’(1)=

> > 0. La funcion crece en
(1-4)

(0,2).
12
(9-4)

e En (2,+w) tomamos x = 3y la derivada vale f'(3)= ~>0. La funcion crece en

(2, +oo).
La funcidn sigue el esquema:

: : @
4 -3

-2

~N_ 7

La funcién decrece en (—o0,—2)U(—2,0) y crece en (0,2)U(2,+x).
La funcion presenta un minimo relativo en x = 0.

N2
Como f (0) = 52 04 = —% las coordenadas del punto minimo relativos son (0,—%}
b)
Asintota vértical x =-2 x =2 Asintata vertical

i 3 3 \1 4 ;

Minimo

\ y = -1 Asintgta horizontal

_: / T3 i
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7. Resolver la integral flnz(x)dx (2 puntos)

Integracion por partes

JIn* (x)dx = u=|n2(x)—>du=2In(x)§dx =xIn*(x)- [ X2In(x)

)(

dv=dx->v=jdx=x

Integracién por partes

:xlnz(x)—ZIIn(x)dx: u:ln(x)—>du:§dx =xIn*(x)- [xln .fx dx}

dv=dx—>v=Idx=x

= xIn?( [xln Idx} xIn? (x)—2[ xIn(x) - x| = |xIn* (x) - 2xIn(x) + 2x+ K
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8. Dadas las funciones f (x)=3x-x"y g(x)=x*—2x, calcular el 4rea de la region limitada por sus
gréficas. (2 puntos)

Averiguo los puntos de corte de ambas funciones para encontrar el inicio y final de la region
delimitada por sus graficas.

f(x)=g(x)=3x—x*=x*-2x=0=2x*-5x= x(2x-5)=0=10

2x—5=0:>x:g=2.5

El &rea de la region limitada por sus gréficas es el valor absoluto de la integral definida entre x =0
y x = 2.5 de f(x) — g(x).

Area = _[ f(x)—g(x)dx|= 2_[53x—x2—(x2—2x)dx = 2fo—szdx =
0 0 0

2 37%° A2 3 02 3
B LPE S (R SRR L T
2 3, 2 3 2 3 24

Aunque no lo piden ponemos el dibujo para comprobar visualmente el resultado.

x i I
&

g(x)=x"-2x
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9. En un estudio a 1000 estudiantes europeos, 500 saben hablar inglés, 300 saben hablar espafiol, y 100
de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio:

a) Calcular la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas. (1 punto)

b) Calcular la probabilidad de que hable espafiol, sabiendo que habla inglés. (1 punto)

Hacemos una tabla de contingencia.

Hablan espafiol | No hablan espaiiol

Hablan inglés 100 500
No hablan inglés

300 1000

Completamos la tabla.

Hablan espaiiol | No hablan espafiol
Hablan inglés 100 400 500
No hablan inglés 200 300 500
300 700 1000

a) Solo hay 300 de los 1000 estudiantes que no hablan ninguno de los dos idiomas, por lo que
son 700 los que hablan alguno de los dos idiomas.

700 [70 _

——=—=07
1000 |100

P (Hable alguno de los dos idiomas) =

b) Hay 500 estudiantes que hablan ingleés, de los cuales solo 100 hablan espafiol.

P (Hable espafiol/ Habla inglés) = % = % =0.2
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10. La duracién de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3 afios y desviacion tipica de 1 afio.
El fabricante da una garantia de 3,5 afios a sus Smartphone.

a) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantia. (1 punto)

b) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure mas de 5 afios. (1 punto)

X = Duracion de un smartphone en afios. X = N(3, 1)

a)
- 3.5-3
P(X <3.5)={Tipificamos} = P(Z < Tj =P(Z2<05)=
= {Miramos en la tabla} =
z [ a0
3[: : .-Id :.:.
0z | 05803 .
os | N o
b)

P(X =5)={Tipificamos} = P(Z 25—_3j= P(222)=..

0 2 = _ 0

..=1-P(Z <2)={Miroen latabla} =1-0.9772 =(0.0228
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