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Pruebas de acceso a enseñanzas 

universitarias oficiales de grado 

Castilla y León 

MATEMÁTICAS II 

EJERCICIO 
 
 

Nº Páginas: 3 

 

  
INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberá escoger libremente cinco ejercicios completos 

de los diez propuestos. Se expresará claramente cuales son los elegidos. Si se resolvieran más, sólo se 

corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada 

pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 

2.- CALCULADORA: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria para 

texto ni representaciones gráficas). 

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Los 5 ejercicios se puntuarán sobre un máximo de 2 
puntos. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilización de los conceptos, 

definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 

teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la exposición. Precisión en 
los cálculos y en las notaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que 

puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 
 

 E1.- (Álgebra)  

a) Discutir según los valores del parámetro λ el sistema de ecuaciones lineales siguiente: 

0

1

2 1

x y z

x y

x z





+ + =


− =
 + =

           (1,2 puntos) 

b) Resolverlo para 𝜆 = 1.          (0,8 puntos) 

 

E2.- (Álgebra)  

Dadas las matrices 
0 1

1 1
M

 
=  

− 
 y 

1 0

0 2
N

− 
=  
 

, hallar la matriz P que verifica que 1M PM N− =  

            (2 puntos) 

 

E3.- (Geometría)  

Dadas las rectas 
2

1
2

z
r x y

−
 = + =  y 

3 0

2 3 0

x y
s

x z

− + =
 

− + =
, se pide: 

a) Determinar la posición relativa de r y s.        (1 punto) 

b) Hallar la ecuación del plano que contiene a r y s.     (1 punto) 

 

E4.- (Geometría)  

Dada la recta 
2 1

1
1 2

y z
r x

− −
 − = =

−
 

a) Calcular el plano 
1  que pasa por A = (1,2,3) y es perpendicular a la recta r.  (0,5 puntos)  

b) Calcular el plano 
2  que pasa por B = (–1,1,–1) y contiene a la recta r.  (1,5 puntos) 
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E5.- (Análisis)  

Dada la función 5( ) 5 1f x x x= − − , determínense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus 

extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexión.   (2 puntos)  

 

E6.- (Análisis)  

Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que 
( )

20

1 cos
lim 2
x

mx

x→

−
=    (2 puntos)  

 

E7.- (Análisis)  

a) Estudiar la continuidad de la función definida por 

1 cos
, 0

( )

0 , 0

x
si x

f x x

si x

−


= 
 =

.  (1 punto) 

b) Calcular ( )2lnx x dx .          (1 punto) 

 

E8.- (Análisis)  

Se considera la función ( ) ( )cosf x x x= − . 

a) Demostrar que la ecuación f(x) = 0 tiene al menos una solución en el intervalo  0, / 2 . 

             (1 punto) 

b) Probar que la ecuación f(x) = 0 solo puede tener una solución en el intervalo  0, / 2 , de modo 

que la solución del apartado anterior es la única.       (1 punto) 

 

E9- (Probabilidad y estadística)  

Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamaño y aspecto, siendo 

algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente: 

• El 48% son blancas y entre ellas dos tercios son de madera. 

• El 24% son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera. 

• El 28% son verdes, de las cuales la mitad son de madera. 

Considerando los sucesos: 𝐵 = “ser blanca”, 𝑅 = "ser roja", 𝑉= "ser verde" y 𝑀 = "ser de madera" 

a) Indicar cuales son los valores de 𝑃(𝑀/𝐵), 𝑃(𝑀/𝑅) y 𝑃(𝑀/𝑉).     (0’3 puntos) 

b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera. 

(0’7 puntos) 

c) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, ¿cual es la probabilidad 

de que sea blanca?           (1 punto) 
 

E10.- (Probabilidad y estadística)  

Se sabe que el coeficiente intelectual de la población adulta española sigue una distribución normal de 

media 100 y desviación típica 20. 

a) ¿Qué porcentaje de españoles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre 95 y 105? 

            (1 punto) 

b) Si se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor que 160, 

calcular el porcentaje de españoles adultos que son superdotados.     (1 punto) 
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SOLUCIONES 
 

E1.- (Álgebra)  

a) Discutir según los valores del parámetro λ el sistema de ecuaciones lineales siguiente: 

0

1

2 1

x y z

x y

x z





+ + =


− =
 + =

           (1,2 puntos) 

b) Resolverlo para 𝜆 = 1.          (0,8 puntos) 

 

a) La matriz de coeficientes del sistema es 

1 1 1

1 0

2 0

A 



 
 

= − 
 
 

 

Vemos cuando se anula el determinante de A. 

( )

2 2

2

1 1 1

1 0 2

2 0

0

0 0 1 0

1

A

A o

     





   



= − = − + − = − +

=


=  − + =  − − =  
 =

 

Estudiamos tres situaciones diferentes. 
 

CASO 1. 0 1y    

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Así como el de la matriz 

ampliada e igual al número de incógnitas. 

El sistema es compatible determinado (una única solución). 
 

CASO 2. 0 =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Vemos como queda el 

sistema y lo resolvemos. 

!

0 0

1 ¡Imposib e1

2

l

1 1/ 2

x

x

x

y z x y z

x

x

+ + = + + = 
 

=  =

=


 = 

 

El sistema es incompatible (sin solución) 
 

CASO 3. 1 =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Vemos como queda el 

sistema y lo resolvemos. 
 

0 0

1 1 1 1 2 0 1

2 1 1 2 1 2

0 0

x y z x y z x t

x y y x x x x y t

x z z x z t

+ + = + + = =  
  

− =  = −  + − + − =   = −  
  + = = − = −

=

  

 

 

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) 
 

b) Resuelto en el apartado anterior. Sus soluciones son 1 ,

1 2

x t

y t t

z t

=


= − 
 = −
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E2.- (Álgebra)  

Dadas las matrices 
0 1

1 1
M

 
=  

− 
 y 

1 0

0 2
N

− 
=  
 

, hallar la matriz P que verifica que 1M PM N− =  

            (2 puntos) 

 

Hallamos la inversa de la matriz M. 

 

( )
1

0 1
1 0

1 1

0 1

1 11 1

1 01

T

M

Adj
Adj M

M
M

−

= = 
−

− 
 

−  = = =  
 

 

 

Despejamos de la expresión matricial la matriz P. 

 
1 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1 0 2 1 1

1 1 0 2 1 0 1 2 1 0

2 0

3 1

M PM N MM PMM MNM P MNM

P

P

− − − − −=  =  =

− − −      
= =      

−      

 
=  

− 
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E3.- (Geometría)  

Dadas las rectas 
2

1
2

z
r x y

−
 = + =  y 

3 0

2 3 0

x y
s

x z

− + =
 

− + =
, se pide: 

a) Determinar la posición relativa de r y s.        (1 punto) 

b) Hallar la ecuación del plano que contiene a r y s.     (1 punto) 

 

a)  Sacamos un punto y un vector director de cada recta. 

 

( )

( )

0, 1,22 0 1 2
1

2 1 1 2 1,1,2

r

r

Pz x y z
r x y r

v

 −− − + − 
 = + =   = =  

=

 

 

( )

( )

0,3,33 0 3
3

2 3 0 3 2 1,1,2
3 2

s

s

x
Qx y y x

s s y
x z z x u

z







=
− + = = +   

    = +    
− + = = + =   = +

 

 

¿Los vectores directores tienen coordenadas proporcionales? 
 

( )

( )

1,1,2 1 1 2

1 1 21,1,2

r

s

v

u

= 
 = =

= 

 

 

Las rectas son paralelas o coincidentes. Para decidir en que caso estamos vemos si la recta 

2
1

2

z
r x y

−
 = + =  pasa por el punto ( )0,3,3sQ  

( )

2
1 3 2

2 ¿0 3 1 ?
2

¿ 0,3,

¡¡No es cierto!!

3 ?s

z
r x y

Q r

− 
 = + = −

 = + =
 

 

 

Las rectas r y s tienen la misma dirección, pero no pasan por los mismos puntos, luego son 

paralelas. 
 

b) Para hallar la ecuación del plano π que contiene a ambas rectas tomamos como vectores 

directores del plano el vector director de r y el vector r sPQ . 
 

 
 

( ) ( ) ( )

( )

( )

0,3,3 0, 1,2 0,4,1 1 2

1,1,2 0 4 1 0

1 1 20, 1,2

8 1 4 8 0 7 4 9 0

r s

r

r

u PQ x y z

v v

P

x y z x x y z







= = − − = + −


= =   = 


−  

 + + − + − =   + − + =
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E4.- (Geometría)  

Dada la recta 
2 1

1
1 2

y z
r x

− −
 − = =

−
 

a) Calcular el plano 
1  que pasa por A = (1,2,3) y es perpendicular a la recta r.  (0,5 puntos)  

b) Calcular el plano 
2  que pasa por B = (–1,1,–1) y contiene a la recta r.  (1,5 puntos) 

 

a) El plano 
1  perpendicular a la recta r tendrá como vector normal el director de la recta. 

 

( )
2 1

1 1, 1,2
1 2

r

y z
r x v

− −
 − = =  = −

−
 

 

( )

( ) ( )
11

11

1

2 01, 1,2
1 2 6 0 5

2 5 0

1,2,31,2,3

r
x y z Dn v

D D

x y

A

z

A







  − + + == = −  
  − + + =  = −  

  

  − + − =

 

 

b) El plano 
2  que contiene a la recta r tendrá como uno de sus vectores directores el director de 

la recta. El otro vector director del plano puede ser el vector que une un punto cualquiera de la 

recta con el punto B. 

 
 

( )

( )

1, 2,12 1
1

1 2 1, 1,2

r

r

Py z
r x

v

− − 
 − = =  

− = −

 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2

2

1,1, 1 1,2,1 2, 1, 2 1 1 1

1, 1,2 2 1 2 0

1 1 21,1, 1

2 2

r

r

u P B x y z

v v

B

x





= = − − − = − − − + − +


= = −   − − − = 
 −− −  

 − − 2 2y− + 2 2z+ + 1 4 4 2 2z y x+ + + − − − 20 4 2 3 3 0x y z=   − + + − =
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E5.- (Análisis)  

Dada la función 5( ) 5 1f x x x= − − , determínense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus 

extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexión.   (2 puntos)  
 

Hallamos la derivada e igualamos a cero en busca de sus puntos críticos. 
 

5 4

4 4 4 4

( ) 5 1 (́ ) 5 5

(́ ) 0 5 5 0 1 0 1 1 1

f x x x f x x

f x x x x x

= − −  = −

=  − =  − =  =  = = 

 

 

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de x = –1 y x = 1. 
 

• En ( ), 1− −  tomamos x = –2 y la derivada vale (́ 2) 80 5 75 0f − = − =  . La función 

crece en ( ), 1− − . 

• En ( )1,1−  tomamos x = 0 y la derivada vale (́0) 5 0f = −  . La función decrece en 

( )1,1− . 

• En ( )1,+  tomamos x = 2 y la derivada vale (́2) 80 5 75 0f = − =  . La función crece en 

( )1,+ . 

La función es continua y sigue el esquema siguiente: 
 

 
La función crece en ( ) ( ), 1 1,− −  +  y decrece en ( )1,1− . 

La función tiene un máximo relativo en x = –1. Como 5( 1) ( 1) 5( 1) 1 3f − = − − − − =  el máximo 

relativo tiene coordenadas (–1, 3). 

La función tiene un mínimo relativo en x = 1. Como 5(1) 1 5 1 5f = − − = −  el mínimo relativo 

tiene coordenadas (1,–5). 
 

Para el estudio de la concavidad y convexidad utilizamos la derivada segunda. 
 

4 3

3

(́ ) 5 5 ´́ ( ) 20

´́ ( ) 0 20 0 0

f x x f x x

f x x x

= −  =

=  =  =

 

 

Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = 0. 

• En ( ),0−  tomamos x = –1 y la derivada segunda vale ( )
3

´́ ( 1) 20 1 20 0f − = − = −  . La 

función es cóncava (∩) en ( ),0− . 

• En ( )0,+  tomamos x = 1 y la derivada segunda vale ´́ (1) 20 0f =  . La función es 

convexa (∪) en ( )0,+  

La función es cóncava (∩) en ( ),0−  y convexa (∪) en ( )0,+ . 

La función presenta un punto de inflexión en x = 0. Como (0) 1f = −  las coordenadas del punto 

de inflexión son (0, –1).  
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E6.- (Análisis)  

Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que 
( )

20

1 cos
lim 2
x

mx

x→

−
=    (2 puntos)  

 

Calculamos el valor del límite y lo igualamos a 2. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 20 0

2

0 0

2 2

2
2

20

1 cos 1 cos 0 00
lim det min ( ´ ) lim

0 0 2

0 cos0
lim det min ( ´ ) lim

2 2·0 0 2

cos 0

2 2

1 cos
 Como lim 2 2 4 4 2

2

x x

x x

x

mx msen mx
In er ación L Hôpital

x x

msen mx msen m mx
In er ación L Hôpital

x

m m

mx m
m m

x

→ →

→ →

→

− − +
= = = = =

= = = = = =

= =

−
=  =  =  = = 

 

 

Como m > 0 el valor de m que verifica lo pedido es solo m = 2.  
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E7.- (Análisis)  

a) Estudiar la continuidad de la función definida por 

1 cos
, 0

( )

0 , 0

x
si x

f x x

si x

−


= 
 =

.  (1 punto) 

b) Calcular ( )2lnx x dx .          (1 punto) 

 

a)  En x ≠ 0 la función es continua pues es cociente de funciones continuas y el denominador solo se 

anula para x = 0.  

Solo falta comprobar la continuidad en x = 0. 

 

( )

( )

( )

( )

0 0 0

0 0 0

0

0

1 cos 1 cos 0 0
lim lim det min ( ´ ) lim 0

0 0 1

1 cos 1 cos 0 0
lim lim det min ( ´ ) lim 0

0 0 1

(0) 0

lim 0 (0) l

lim 0

x x x

x x x

x

x

x senx
f x In er ación L Hôpital

x

x senx
f x In er ación L Hôpital

x

f

f x f

f x

− − −

+ + +

−

+

−

−
→ → →

+

+
→ → →

→

→

− −
= = = = = =

− −
= = = = = =


= 


=  =


= 



( ) ( )
0 0

im lim 0
x x

f x f x
− +→ →

= =

 

 

La función es continua en x = 0 y por tanto es continua en  

 

b)   

( )2

2

2 2

Integración por partes

1
ln 2 ln 2 ln ln

2

2 ln
2

x x dx x x dx x x dx u x du dx
x

x
dv xdx v xdx

x x
x

 
 
 
 

= = = = → = = 
 
 

= → = = 
 

= −

  



1

2 x

2 2 2 2
21 1

2 ln 2 ln ln
2 2 2 2 2 2

x x x x
dx x xdx x x x K

     
= − = − = − +     
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E8.- (Análisis)  

Se considera la función ( ) ( )cosf x x x= − . 

a) Demostrar que la ecuación f(x) = 0 tiene al menos una solución en el intervalo  0, / 2 . 

             (1 punto) 

b) Probar que la ecuación f(x) = 0 solo puede tener una solución en el intervalo  0, / 2 , de modo 

que la solución del apartado anterior es la única.       (1 punto) 

 

a) La función es continua en todo  y por lo tanto es continua en  0, / 2 , como además se tiene 

que ( ) ( )0 0 cos 0 1 0f = − = −   y cos 0
2 2 2 2

f
      

= − =    
   

 aplicando el teorema de 

Bolzano se puede asegurar que existe ( )0, / 2c   tal que f(c) = 0. 

 

b) Si existiera otro valor ( )0, / 2d   tal que f(d) = 0 como la función es continua en  0, / 2  y 

también es derivable en ( )0, / 2  y además f(c) =  f(d) = 0 aplicando el teorema de Rolle debe 

existir un valor e comprendido en el intervalo (c, d) o (d, c) tal que f ´(e) = 0. 

 

Pero la derivada de ( ) ( )cosf x x x= −  es ( ) ( )´ 1f x sen x= +  y esta expresión de la derivada es 

siempre positiva en el intervalo  0, / 2 , pues el seno es positivo entre 0º y 90 º. 

 

Obtenemos una contradicción y la suposición inicial no es cierta, es decir, no existe un segundo 

valor en el intervalo ( )0, / 2  para el que se anule la función ( ) ( )cosf x x x= − . 
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E9- (Probabilidad y estadística)  

Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamaño y aspecto, siendo 

algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente: 

• El 48% son blancas y entre ellas dos tercios son de madera. 

• El 24% son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera. 

• El 28% son verdes, de las cuales la mitad son de madera. 

Considerando los sucesos: 𝐵 = “ser blanca”, 𝑅 = "ser roja", 𝑉= "ser verde" y 𝑀 = "ser de madera" 

a) Indicar cuales son los valores de 𝑃(𝑀/𝐵), 𝑃(𝑀/𝑅) y 𝑃(𝑀/𝑉).     (0’3 puntos) 

b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera. 

(0’7 puntos) 

c) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, ¿cual es la probabilidad 

de que sea blanca?           (1 punto) 

 

Tenemos que P(B) = 0.48, P(R) = 0.24 y P(V) = 0.28. 

 

a) 𝑃(𝑀/𝐵) = 2/3 = 0.66 

𝑃(𝑀/𝑅) = 3/4 = 0.75  

𝑃(𝑀/𝑉) = 1/2 = 0.5 

 

b) Aplicamos el teorema de la probabilidad total. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / /

2 3 1
0.48· 0.24· 0.28· 0.64

3 4 2

P M P B P M B P R P M R P V P M V= + + =

= + + =

 

 

c) Es una probabilidad a posteriori. Utilizamos el teorema de Bayes. 

 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

2
0.48·/ 3/ 0.5

0.64

P B M P B P M B
P B M

P M P M


= = = =  
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E10.- (Probabilidad y estadística)  

Se sabe que el coeficiente intelectual de la población adulta española sigue una distribución normal de 

media 100 y desviación típica 20. 

a) ¿Qué porcentaje de españoles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre 95 y 105? 

            (1 punto) 

b) Si se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor que 160, 

calcular el porcentaje de españoles adultos que son superdotados.     (1 punto) 

 

X = El coeficiente intelectual de un español adulto. 

X = N(100, 20). 

 

a)  

( )  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

95 100 105 100
95 105

20 20

0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 ...

P X Tipificamos P Z

P Z P Z P Z P Z P Z

− − 
  = =   = 

 

= −   =  −  − =  −  =

  

 

  =     = 

=     –    

 

 

( ) ( )( )   ( )0.25 1 0.25 Buscamos en la tabla N(0,1) 0.5987 1 0.5987

0.1974 19.74 %

P Z P Z=  − −  = = − − =

= =
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b)   

( )  

( ) ( )

 

160 100
160

20

3 1 3

Miramos en la tabla 1 0.9987 0.0013 0.13 %

P X Tipificamos P Z

P Z P Z

− 
 = =  = 

 

=  = −  =

= = − = =
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