EBAU 2021 julio Matemadticas Il en Castilla-Ledn L.E.S. Vicente Medina (Archena)

§ Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
; universitarias oficiales de grado MATEMATICAS Il
7 Castilla y Leén Ne Paginas: 3

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios completos
de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se resolvieran mas, solo se
corregiran los 5 primeros que estén resueltos (seguin el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada
pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria para
texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2
puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la exposicion. Precision en
los célculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que
puedan reconstruirse la argumentacion logica y los calculos.

E1l.- (Algebra)
a) Discutir segln los valores del parametro A el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

X+y+z=0
X—Ay=1 (1,2 puntos)
2x+ Az =1

b) Resolverlo para A = 1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)

0 1 -1 0
Dadas las matrices M =( 1 J y N :[ g ZJ' hallar la matriz P que verifica que M "PM =N
(2 puntos)
E3.- (Geometria)
- X—y+3=0 .
Dadas las rectas r=x=y+1= =2 y s= y , se pide:
2 2x—z+3=0
a) Determinar la posicion relativa de ry s. (1 punto)
b) Hallar la ecuacién del plano que contienearys. (1 punto)
E4.- (Geometria)
Dada la recta r=x—1=Y =221
-1 2
a) Calcular el plano 7z, que pasa por A = (1,2,3) y es perpendicular a la recta r. (0,5 puntos)
b) Calcular el plano 7, que pasa por B = (-1,1,-1) y contiene a la recta r. (1,5 puntos)

lde 14



EBAU 2021 julio Matemadticas Il en Castilla-Ledn I.E.S. Vicente Medina (Archena)

E5.- (Analisis)
Dada la funcion f(x)=x>—5x—1, determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus
extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexion. (2 puntos)

E6.- (Analisis)
. 1—cos(mx
Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que Img# =2 (2 puntos)
X—> X
E7.- (Analisis)
1700SX i x 20
a) Estudiar la continuidad de la funcién definida por f(x) = X : (1 punto)
0 , Si x=0
b) Calcular len(xz)dx. (1 punto)
E8.- (Analisis)

Se considera la funcién f (x)=x—cos(x).

a) Demostrar que la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una solucion en el intervalo [O, 7r/2].

(1 punto)
b) Probar que la ecuacion f(x) = 0 solo puede tener una solucion en el intervalo [O,;r/Z], de modo
que la solucion del apartado anterior es la Unica. (1 punto)

E9- (Probabilidad y estadistica)
Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamafio y aspecto, siendo
algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente:
* El 48% son blancas y entre ellas dos tercios son de madera.
* El 24% son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera.
* El 28% son verdes, de las cuales la mitad son de madera.
Considerando los sucesos: B = “ser blanca”, R = "ser roja", V= "ser verde" y M = "ser de madera"
a) Indicar cuales son los valores de P(M/B), P(MIR) y P(MIV). (0°3 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera.

(0°7 puntos)
c) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, ¢cual es la probabilidad
de que sea blanca? (1 punto)

E10.- (Probabilidad y estadistica)
Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblacion adulta espafiola sigue una distribucion normal de
media 100 y desviacion tipica 20.
a) ¢Que porcentaje de espafioles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre 95y 105?

(1 punto)
b) Si se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor que 160,
calcular el porcentaje de espafioles adultos que son superdotados. (1 punto)
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Distribucion Mormal
F=— [ e T dr
i 5 v - __::n-

000 001 0oz o2 004 00s 0.06 0.7 0.08 0.0

0.0 0.5000 05040 05080 05120 0.5150 051049 05239 05270 05310 0.5350

01 05308 05438 05478 05517 0.5557 05504 05635 0.5873 05714 0.5753
02 05793 0.5832 05871 0.5010 05048 05987 .5026 06064 06103 0.8141
03 06170 06217 0.6255 05293 105331 05368 054045 06243 06480 0.8517

04 06554 06591 06528 056454 05700 067348 0.6772 0.6808 0.6844 0.a879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7180 0.7224
0.6 0.7257 0.7201 07324 0.7357 0.7389 07422 0.7454 07256 0.7517 0.7520
T 07380 0.7611 0.7542 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 07794 0.7813 0.7852

08 07881 07910 07930 0.7047 07095 0.BO23 08051 03078 02106 0.8133
00 0150 02156 08213 08138 0.8254 08289 0B315 0.8340 0.8343 0.8380
1.0 08413 03438 084461 0.8485 0.8508 08331 08554 08577 03500 0.8621

11 0.2543 0.2563 02586 0.8708 0.8729 08749 08770 0.2790 03810 0.8830

12 0.2840 0.3850 n.aese 0.8007 0.8025 08044 08962 02980 0.3907 0.9014
1.3 0.0032 0.0040 0.0066 0.90E2 0.0000 00115 09131 00147 00141 K] W)
14 00192 0207 0921 09234 0.9251 09265 09279 00203 00306 0.9318
1.5 00331 00343 00357 09370 09382 IS 09404 nes18 ngazt 00421

14 (0452 08463 08474 09484 00405 08505 09515 00525 00535 08545

g 00554 00564 08573 09582 00591 08500 09608 00416 08425 0.0633
1.8 [d41 0.Bg40 00656 09644 00671 09678 9688 08403 08500 0.9706
19 08713 ne7e 08726 09732 00738 08742 09750 08756 08761 0.9767

0 0772 09778 0o783 00788 09793 09708 09803 Qo808 00811 0.9817
11 0.oB11 00826 00830 09834 00838 09842 098445 00850 00854 0.0857

12 0.0861 02854 0.Lee68 0.9871 0.9875 09878 09881 00854 0.0887 0.9820
13 (.0803 00896 Q.Lee08 0.9501 0.9004 0.9005 09909 nLall 0.L213 0.9018
14 f.e018 0.0920 091l 0.9025 0.9027 09029 09931 0932 00934 090346

15 00938 00940 00941 00043 00045 09045 09048 00940 00351 0.00532

14 00933 00955 00956 0.0057 0.0050 09060 09061 00941 00943 0.0044

) 00255 R 0967 00058 00050 029770 n9e71 0.ea7l 08473 0.0874
18 0ea74 00973 0ea7e 09877 09877 02978 hao7a neaTe 00920 00081
18 0eas] 00251 0e9s1 00083 00084 02082 09085 0.0ags 00924 00084
30 00987 00987 00987 0 9088 0.0088 09089 09089 Qoasoe 00900 0.9090

EN ] 0.0900 00901 00901 09091 .00 09002 09002 00903 00903 0.9093
£, (0.0903 00903 00904 0.9094 0.0094 09004 09004 00905 00903 09095
£ (0.09035 00903 009035 09094 0.00945 09005 0 9005 00906 00906 0.9097
34 00207 00907 Qo907 0.9097 0.0097 0207 09007 0caa7 00907 0.9098

35 Q.o908 00998 Q908 0.9098 0.9093 0.9008 09008 0.0008 0.908 0.9098
EX ] Q.o908 00998 Qo900 0.9090 0.9090 09009 09009 0.0o00 Q.90 0.0090
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SOLUCIONES

E1l.- (Algebra)
a) Discutir segun los valores del parametro A el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

X+y+z=0
X—Ay=1 (1,2 puntos)
2x+Az=1
b) Resolverlo para A = 1. (0,8 puntos)
1 1 1
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=|1 -1 0
2 0 4
Vemos cuando se anula el determinante de A.
1 1 1
|A|= 1 -4 0[=-A"4+21-A=-1"+1
2 0 4
A=0
|A=0=-2*+21=0=-2(1-1)=0=+0
A=1

Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASO 1 A=0yA=l

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Asi como el de la matriz
ampliada e igual al niUmero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2. 1=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Vemos como queda el
sistema y lo resolvemos.

X+y+z=0 X+y+z=0
x=1 =><x=1 = jImposible!
2x =1 x=1/2
El sistema es incompatible (sin solucion)
CASO3. 1=1

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Vemos como queda el
sistema y lo resolvemos.

X+y+2=0 X+y+z=0 Xx=t
X—-y=1 =<y=x-1 =x+x-1+1-2x=0=0=0=<:y=t-1
2x+z=1 z=1-2x z=1-2t

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

X=t
b) Resuelto en el apartado anterior. Sus solucionesson {y=t-1 ,teR
z=1-2t
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E2.- (Algebra)

} 0 1
Dadas las matrices M =( 11

-1 0 . - 4
y N= 0o 2/ hallar la matriz P que verifica que M ~"PM =N

(2 puntos)

Hallamos la inversa de la matriz M.

0
|M|:‘ J1:1;&0
-1 1

— Adj(MT) Adj(cl) _11j£1 —1}

M| 1 10

Despejamos de la expresion matricial la matriz P.

M™7PM =N = MM *PMM *=MNM *= P =MNM *
F)_01—101—1_021—1
-1 1)lo 2)l1 o) \1 2/l1 o

2 0
P =

3 -1
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E3.- (Geometria)

— — 3=0
2-2 {X y+ , se pide:

Dadas lasrectas r=x=y+1l=——y s=
2 2x-2+3=0

a) Determinar la posicion relativa de r y s.
b) Hallar la ecuacion del plano que contiene ary:s.

(1 punto)
(1 punto)

a) Sacamos un punto y un vector director de cada recta.

-2 x-0 y+1 z-2
r=x=y+l=——=r= = =
2 1 1 2

{R(Q—LZ)

v, =(11,2)

X=A1
X—y+3=0 y=3+x Q,(0,3,3)
S= = =S=qy=3+4 =<
2x—-2+3=0

¢ Los vectores directores tienen coordenadas proporcionales?
v, =(11,2
v =(112)]
u, =(1,1,2)
Las rectas son paralelas o coincidentes. Para decidir en que caso estamos vemos si la recta
z-2
r=x=y+1= — Pasapor el punto Q,(0,3,3)

rzx=y+1zz;2 3.2 _
2 :>(;0:3+1=T? iiNo es cierto!!
¢Q,(0,3,3)er?

Las rectas r y s tienen la misma direccién, pero no pasan por los mismos puntos, luego son
paralelas.

b) Para hallar la ecuacion del plano T que contiene a ambas rectas tomamos como vectores
directores del plano el vector director de r y el vector P.Q, .

l_j:PrQs:(0’3’3)_(0’_1'2):(0’4’1) X y+1 z2-2
v=v,=(112);=>7z=[0 4 1 |[=0=
P(0-12)ex 11 2

= 8x+ y+1—4z+8—x:0:>|7rs7x+ y—4z+9=0
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E4.- (Geometria)

Dada larecta r=x—1=Y =2 -2-1

-1 2
a) Calcular el plano 7, que pasa por A =(1,2,3) y es perpendicular a la recta r. (0,5 puntos)
b) Calcular el plano 7, que pasa por B = (—1,1,-1) y contiene a la recta r. (1,5 puntos)

a) Elplano 7z, perpendicular a la recta r tendra como vector normal el director de la recta.
¥

n=v,=(1-12)] m=x-y+2z+D=0
=1-2+6+D=0=>D=-5=

=
A(L23)er A(L23)er

= |7, =X-y+22-5=0

b) El plano 7, que contiene a la recta r tendra como uno de sus vectores directores el director de

la recta. El otro vector director del plano puede ser el vector que une un punto cualquiera de la
recta con el punto B.

y-2 z-1 Pr(1,2,1)
r=x-1l=—-=——=1:__
-1 2 v =(1-12)
G:ﬁ=(—1,1,—1)—(1,2,1)=(—2,—1,—2) x+1 y-1 z+
v=v, =(1,-12) >r,=-2 -1 -2|=0=
B (—1, 1,-1)er, 1 -1 2

= -2x=Z-2y+Z+22+ R+2+1+4y—-4-2x— R =0= |7, =—4x+2y+32-3=0
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E5.- (Analisis)
Dada la funcion f(x)=x>—5x—1, determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus
extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexion. (2 puntos)

Hallamos la derivada e igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

f(x)=x>-5x-1= f (x)=5x"-5

f'(x)=0=5x'-5=0=>x'-1=0=>x* =1 x=41=+1
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despuésde x = -1y x = 1.

e En (—o,—1) tomamos x = -2y la derivada vale f (-2)=80-5=75>0. La funcién
crece en (—oo,—1).
e En (—1, 1) tomamos x = 0y la derivada vale f "(0) =-5<0. La funcién decrece en
(-11).
e En (1+x) tomamos x = 2 y la derivada vale f '(2)=80-5=75>0. La funci6n crece en
(1,+0).
La funcion es continua y sigue el esquema siguiente:

o
-2

@ I L
-1 )i

La funcién crece en (—o0,—1)U(1,+0) y decrece en (-1,1).

|
[ o
[
[

La funcion tiene un maximo relativo en x = 1. Como f (-1) = (-1)° —5(-1) —1=3 el maximo
relativo tiene coordenadas (-1, 3).

La funcion tiene un minimo relativo en x = 1. Como f (1) =1° —~5-1=-5 el minimo relativo
tiene coordenadas (1,-5).

Para el estudio de la concavidad y convexidad utilizamos la derivada segunda.

f’(x)=5x*-5= f "(x) = 20x°

f’(x)=0=20x>=0=x=0
Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = 0.
e En (—,0) tomamos x = -1y la derivada segunda vale f “(~1)=20(-1)’=-20<0. La
funcién es concava (N) en (—,0).
e En (O,+oo) tomamos x = 1y la derivada segunda vale f (1) =20> 0. La funcion es
convexa (U) en (0,+x)
La funcién es concava (N) en (—,0) y convexa (U) en (0,+w).

La funcidn presenta un punto de inflexion en x = 0. Como f(0) =-1 las coordenadas del punto
de inflexion son (0, —1).
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E6.- (Analisis)
1—cos(mx)

Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que lim————==2
x—0 X

(2 puntos)

Calculamos el valor del limite y lo igualamos a 2.

0+ msen(mx) ~

1-cos(mx) 1-cos(0
li ( ): ():9:Indeterminacién(L’HOpitaI):Iing

im
X0 x? 0? 0 2X
msen(mx) msen(0 m? cos(mx
=lim ( ): ( ):gzIndeterminacic')n(L'H()pitaI):Iim#=
x—0 2X 20 O x—0 2
~ m? cos(0) -m?
22
1—cos(mx 2

Como Iing#:Z:m?:Z:m2=4:> m=x/Z:iZ

X— X

Como m > 0 el valor de m que verifica lo pedido es solo m = 2.
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E7.- (Analisis)
1700SX i x 20

a) Estudiar la continuidad de la funcién definida por f(x) = X : (1 punto)
0 , Si x=0

b) Calcular len(xz)dx. (1 punto)

a) Enx 0 la funcidn es continua pues es cociente de funciones continuas y el denominador solo se
anula para x = 0.
Solo falta comprobar la continuidad en x = 0.

lim £ (x)= lim =% _ 1050 _ 9 geter min acién(L Hopital) = lim =™ o
x—0~ x—0~ X 0 x>0 1

lim £ (x) = lim 220X _ 1760807 _ 0 _ 1 o1 o min acion(L Hopital) = lim S = 0
oo o X 0 0 o 1
£(0)=0

fim £ (x)=0p= f(0)=lim f (x)= lim f (x) =0

fim £ (x)=0

La funcion es continua en x = 0 y por tanto es continuaen R
b)

Integracion por partes
jxln(xz)dx=J2xln|x|dx:2jxln|x|dx: u=In|x — du =§dx =

2
dv:xdx—>v=dex:X—
2

2 Z 2 2 2
:2{%In|x|—jx7%dx} = 2{%In|x|—%jxdx} :2{%In|x|—%%} =|x? In|x|—X?+ K
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E8.- (Analisis)
Se considera la funcién f (x)=x—cos(x).

a) Demostrar que la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una solucién en el intervalo [O, 7r/2].

(1 punto)
b) Probar que la ecuacion f(x) = 0 solo puede tener una solucion en el intervalo [O,;r/2], de modo
que la solucion del apartado anterior es la Unica. (1 punto)

a) La funcidn es continua en todo R y por lo tanto es continua en [O, 7l 2], como ademas se tiene

que f(0)=0-cos(0)=-1<0y f (%) :%—cos[%j = % >0 aplicando el teorema de

Bolzano se puede asegurar que existe ¢ (0,7 /2) tal que f(c) = 0.

b) Si existiera otro valor d (0,7 /2) tal que f(d) = 0 como la funcién es continua en [0,7/2] y

también es derivable en (0,7;/ 2) y ademas f(c) = f(d) = 0 aplicando el teorema de Rolle debe
existir un valor e comprendido en el intervalo (c, d) o (d, c) tal que f "(e) = 0.

Pero la derivada de f (x)=x—cos(x) es f'(x)=1+sen(x) y esta expresion de la derivada es
siempre positiva en el intervalo [O, 7r/2], pues el seno es positivo entre 0° y 90 °.

Obtenemos una contradiccion y la suposicion inicial no es cierta, es decir, no existe un segundo
valor en el intervalo (0,7 /2) para el que se anule la funcién f (x)=x—cos(x).
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E9- (Probabilidad y estadistica)

Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamafio y aspecto, siendo
algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente:

* El 48% son blancas y entre ellas dos tercios son de madera.

* El 24% son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera.

* El 28% son verdes, de las cuales la mitad son de madera.

Considerando los sucesos: B = “ser blanca”, R = "ser roja", V= "ser verde" y M = "ser de madera"

a) Indicar cuales son los valores de P(M/B), P(MIR) y P(MIV). (0°3 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera.

(0’7 puntos)

c) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, ¢cual es la probabilidad
de que sea blanca? (1 punto)

Tenemos que P(B) = 0.48, P(R) = 0.24 y P(V) = 0.28.
a) P(M/B)=2/3=0.66
P(M/R) =3/4=0.75
P(M/IV)=1/2=0.5

b) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(M)=P(B)P(M/B)+P(R)P(M/R)+P(V)P(M/V)=

=O.48-§+0.24-%+0.28-%=m

c) Esuna probabilidad a posteriori. Utilizamos el teorema de Bayes.

0.48- 2

P(B/M):P(BmM):P(B)P(M/B): 3_[05

P(M) P(M) 0.64
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E10.- (Probabilidad y estadistica)
Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblacion adulta espafiola sigue una distribucion normal de
media 100 y desviacion tipica 20.
a) ¢ Qué porcentaje de espafioles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre 95y 105?

(1 punto)
b) Si se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor que 160,
calcular el porcentaje de espafioles adultos que son superdotados. (1 punto)

X = El coeficiente intelectual de un espariol adulto.
X = N(100, 20).

a)

P(95< X <105) = {Tipificamos! = P(gs —100 , 105 ‘100} _

20 20
= P(-0.25<Z <0.25)=P(Z <0.25)-P(Z <-0.25)= P(Z < 0.25)~ P(Z > 0.25) = ..

=P(Z< 0.25)—(1— P(Z <0.25)) = {Buscamos en la tabla N(0,1)} = 0.5987 —(1-0.5987) =

=0.1974=19.74%

0.00 00 002 0.02

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 05120
0.3438 05478 05317

0.6217 0.5255
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b)
P(X >160) = {Tipificamos} = P(Z > Mj = —
20 00| ofoo  ose
0l 0.3308 0.5+
0.2 093703 0.58
=P(Z >3):1—P(Z 33): 03| ofie  os
[ F] 0g5s4 0.65
05 0.g215% 0.49
={Miramos en la tabla} =1-0.9987 = 0.0013 = 0| ops7  om
0.7 iy ol 0.74
0s 0. sl 0.7%
0y DIiﬂ 0.81
10 08413 0.84
11 09543 0.84
12 0349 082
13 DFEJ 080
14 oqie2 082
15 0g:32 083
16 0452 08+
LT il 32 083
13 09541 094
19 09713 087
20 0qr 7 087
N | ogel 0e3
22 0351 0es
13 0 ge03 0es
p ¥ | 09018 0L
15 Lkt 08
26 0.ges3 0e
L7 09065 08
1.8 74 0
19 0 esl 0es
[[20 Kossr) os
31 0 0es
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