
Pruebas de acceso a enseñanzas 

universitarias oficiales de grado 

Castilla y León 

MATEMÁTICAS II 

EJERCICIO 

Nº Páginas: 3 

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberá escoger libremente cinco ejercicios completos 

de los diez propuestos. Se expresará claramente cuales son los elegidos. Si se resolvieran más, sólo se 

corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada 

pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 

2.- CALCULADORA: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria para 

texto ni representaciones gráficas). 

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Los 5 ejercicios se puntuarán sobre un máximo de 2 
puntos. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilización de los conceptos, 

definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 

teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la exposición. Precisión en 
los cálculos y en las notaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que 

puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 

 E1.- (Álgebra) 

a) Discutir según los valores del parámetro λ el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

0

0

0

x y z

x y z

x y z

− + =


+ − =
 + + =

(1,2 puntos) 

b) Resolverlo para 𝜆 = −1. (0,8 puntos) 

E2.- (Álgebra) 

Sea la matriz 
1 0

1 1

n
A

− 
=  

− 
 

a) Determinar los valores de 𝑛 para los que la matriz 𝐴2 tiene inversa. (1 punto) 

b) Para 𝑛 = 2, hallar la matriz 𝑋 que verifica la ecuación 2AX A I+ =  , siendo 𝐼 la matriz

identidad de orden 2. (1 punto) 

E3.- (Geometría) 

a) Hallar la recta perpendicular al plano 1x y z  + + =  que pasa por el punto 𝐴 = (0,0,0).

(0,8 puntos) 

b) Calcular la ecuación del plano respecto del cual los puntos 𝑃 = (1,1,1) 𝑦 𝑄 = (1,3, −1) son

simétricos. (1,2 puntos) 

E4.- (Geometría) 

Dados la recta 
1 2

1 1 2

x y z
r

+ −
 = =

− −
 y el punto P = (0,0,0), hallar la ecuación del plano π que 

contiene a r y pasa por el punto P, (2 puntos) 
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E5.- (Análisis) 

Representar la función 
( )2

( )
x

f x e= , determinando antes sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, 

sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus asíntotas. (2 puntos) 

E6.- (Análisis) 

Calcular 
( )

( )20

cos 3
lim

x

x

e x x

sen x→

− −
(2 puntos) 

E7.- (Análisis) 

a) Dadas las funciones 2 2( ) , ( ) 8f x x g x x= = − + , hallar los valores de x  para los que 

( ) ( )g x f x . (0,5 puntos) 

b) Calcular el área limitada por las gráficas de las funciones f(x) y g(x). (1,5 puntos) 

E8.- (Análisis) 

Hallar los valores de 𝑎, 𝑏 y 𝑐 para los cuales el polinomio ( ) 2P x ax bx c= + +  cumple las siguientes 

condiciones: 

• 𝑃(0) = 1

• La pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑃(𝑥) en 𝑥 = 0 es 𝑚 = 1.

• 
2

0

( ) 12P x dx = . (2 puntos) 

E9- (Probabilidad y estadística)  

En un club deportivo, el 55% de los socios son hombres y el 45 % mujeres. Entre los socios, el 60% 

de los hombres practica la natación, así como el 40% de las mujeres. 

a) Describir los sucesos y sus probabilidades, y calcular la probabilidad de que un socio elegido al

azar practique la natación. (1,25 puntos) 

b) Sabiendo que una persona practica la natación, ¿cuál es la probabilidad de que sea una mujer?

(0,75 puntos) 

E10.- (Probabilidad y estadística)  

El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar cierta enfermedad 

sigue una distribución normal de media 20 y de desviación típica 4. 

a) ¿En qué porcentaje de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos? (1 punto) 

b) ¿Cuántos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96,41% de los

test? (1 punto) 
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SOLUCIONES 

E1.- (Álgebra) 

a) Discutir según los valores del parámetro λ el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

0

0

0

x y z

x y z

x y z

− + =


+ − =
 + + =

(1,2 puntos) 

b) Resolverlo para 𝜆 = −1. (0,8 puntos) 

La matriz de coeficientes asociada al sistema es 

1 1 1

2 1 1

1 1

A



− 
 

=  
 
 

Y la matriz ampliada es 

1 1 1 0

/ 2 1 1 0

1 1 0

A B



− 
 

− 
 
 

 

Vemos cuando se anula el determinante de A. 

1 1 1

2 1 1 1 2 1 2 1 3 3

1

0 3 3 0 1

A

A

  



 

−

= − = + + − + + = +

=  + =  = −

Analizamos dos casos distintos. 

CASO 1. 1  −  

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de la 

matriz ampliada A/B y el número de incógnitas. 

El sistema es compatible determinado (solución única) 

CASO 2. 1 = −  

En este caso la matriz A queda 

1 1 1

2 1 1

1 1 1

A

− 
 

− 
 − 

 y la ampliada 

1 1 1 0

/ 2 1 1 0

1 1 1 0

A B

− 
 

− 
 − 

. 

Triangulamos la matriz A/B para establecer los rangos de A y A/B. 

Fila 2ª 2 · Fila 1ª Fila 3ª Fila 1ª

1 1 1 0 2 1 1 0 1 1 1 0

/ 2 1 1 0 2 2 2 0 1 1 1 0

1 1 1 0 0 3 3 0 0 2 2 0

Nueva fila 2ª Nueva fila 3ª

3 · Fil

1 1 1 0

0 3 3 0

0 2 2 0

A B

  − −
  

− − −    
   

= −  − − − −    
   − − −    
    

− 
 

 −  
 − 

a 3ª  2 · Fila 2ª

0 6 6 0 1 1 1 0

0 6 6 0 0 3 3 0

0 0 0 0 0 0 0 0

Nueva fila 3ª

 −
 

− −  
   

−  −   
   

  
  
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El rango de A es 2, al igual que el de A/B, pero es menor que el número de incógnitas (3). 

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). 

b) Para 1 = −  estamos en el caso 2 estudiado en el apartado anterior y podemos resolverlo a

partir del sistema triangular equivalente obtenido.

( )

1 1 1 0 1 1 1 0

/ 2 1 1 0 / ´ 0 3 3 0

1 1 1 0 0 0 0 0

0 0
00

2 0 3 3 0 0 0
0

0 0 0

A B A B

x y z x y z
x y zx y z

x y z y z x z z x
y z y z

x y z

− −   
   

= −  = −   
   −   

− + = − + = 
− + =− + =  

+ − =  − =    − + =  =   
− = =   + − = = 

La solución es x = 0, y = t, z = t, siendo t
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E2.- (Álgebra) 

Sea la matriz 
1 0

1 1

n
A

− 
=  

− 
 

a) Determinar los valores de 𝑛 para los que la matriz 𝐴2 tiene inversa. (1 punto) 

b) Para 𝑛 = 2, hallar la matriz 𝑋 que verifica la ecuación 2AX A I+ =  , siendo 𝐼 la matriz

identidad de orden 2. (1 punto) 

a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante no se anula.

( ) ( )

( )
( )

( )

2 2

2

2
22

22

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1

1 0
1

2 1

0 1 0 1 0 1

n n n n n
A A

n n

n
A n

n

A n n n

   − − −     − −
=  = = =           − − − − − −        

−
= = −

−

=  − =  − =  =

La matriz 𝐴2 tiene inversa cuando n ≠ 1. 

b) Para 𝑛 = 2 la matriz A tiene inversa pues su determinante no se anula.

1 0 1 0
1 0

1 1 1 1
A A

 
=  = = −  

− − 
 

1

1 1

1 0 1 00 1( )

1 1 1 11

T
Adj

Adj A
A

A

−

 
 

−−     = = = − =   
− −−    

Despejamos en la ecuación matricial planteada. 

( )1 1 1 12 2 2 2 2

1 0 1 0
2

1 1 0 1

2 0 1 0

2 2 0 1

1 0

2 3

AX A I AX I A X A I A A A A A I

X

X

X

− − − −+ =  = −  = − = − = −

   
= −   

−   

   
= −   

−   

 
=  

− 
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E3.- (Geometría) 

a) Hallar la recta perpendicular al plano 1x y z  + + =  que pasa por el punto 𝐴 = (0,0,0).

(0,8 puntos) 

b) Calcular la ecuación del plano respecto del cual los puntos 𝑃 = (1,1,1) 𝑦 𝑄 = (1,3, −1) son

simétricos. (1,2 puntos) 

a) La recta perpendicular al plano tiene como vector director el normal del plano.

( )1 1,1,1
,

(0,0,0)

r

x
x y z v n

r y siendo
A r

z




 



=
 + + =  = =  
  =  

   =

 

b) La situación planteada es la del dibujo.

Hallamos las coordenadas del punto medio M del segmento PQ que pertenece al plano que 

buscamos. 

Determinamos el vector PQ  que será el vector normal del plano. 

( ) ( ) ( )
( )

1,1,1 1,3, 1 2,4,0
1,2,0

2 2
M

+ −
= = =

( ) ( ) ( )1,3, 1 1,1,1 0,2, 2PQ = − − = −

( )

( ) ( )

2 2 00,2, 2
4 0 0 4

1,2,01,2,0

2 2 4 0 2 0

y z Dn PQ
D D

MM

y z y z





 

  − + == = −  
  − + =  = −  

 

  − − =   − − =
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E4.- (Geometría) 

Dados la recta 
1 2

1 1 2

x y z
r

+ −
 = =

− −
 y el punto P = (0,0,0), hallar la ecuación del plano π que contiene 

a r y pasa por el punto P, (2 puntos) 

El plano pedido tiene como vectores directores el director de la recta y el vector que une un 

punto cualquiera de la recta con el punto P. 

Hallamos el vector director y un punto de la recta r. 

( )

( )

1,1, 21

1 1 2 1, 2,0

rvx y z
r

A r

 = − −− 
 = =  

− − − 

Hallamos las coordenadas del vector AP . 

( ) ( ) ( )0,0,0 1,2,0 1, 2,0AP = − − = −

Hallamos la ecuación del plano π. 

( )

( )

1,1, 2 0 0 0

1 1 2

,

0

1 2 0

0 2 2 0 4 0 4 2 0

1, 2,0

(0,0 0)

ru

v AP

P

v x y z

y z z x x y z







= = − − − − −

  − − = 

 −


 − + − − −

= = −



=   − − + =
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E5.- (Análisis) 

Representar la función 
( )2

( )
x

f x e= , determinando antes sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, 

sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus asíntotas. (2 puntos) 

Estudiamos sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus extremos relativos. 

( ) ( )

( )

2 2

2

( ) (́ ) 2

(́ ) 0 2 0 0

x x

x

f x e f x xe

f x xe x

=  =

=  =  =

Vemos el signo de la derivada antes y después de este valor. 

En ( ),0− tomamos x = –1 y la derivada vale 1(́ 1) 2 2 0f e e− = − = −  . La función 

decrece en ( ),0−

En ( )0.+ tomamos x = 1 y la derivada vale 1(́1) 2 2 0f e e= =  . La función crece en 

( )0.+ .

La función sigue el esquema siguiente: 

La función decrece en ( ),0− y crece en ( )0.+ .

La función tiene un mínimo relativo en x = 0. Como 0(0) 1f e= =  el mínimo relativo tiene 

coordenadas (0, 1). 

Estudiamos los intervalos de concavidad y convexidad. 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

2

2

2 2 2 2

( ) (́ ) 2 ´́ ( ) 2 2 2 2 4

1
´́ ( ) !4 ¡No0 2 0 2 4 0 1 2 0 2 1

2
existe

x x x x x

x

f x e f x xe f x e x x e e x

f x x e x x x x

=  =  = + = +

=  + =  + =  + =  = −  = − =

No hay punto de inflexión y la curva de la gráfica siempre es cóncava o convexa. 

Como 
( ) ( )

2
2´́ ( ) 2 4

x
f x e x= +  tomamos x = 0 y la derivada segunda vale 

( )0´́ (0) 2 0 2 0f e= + =  . La función es siempre convexa (∪). 

Calculamos sus asíntotas 

Asíntota vertical. x a=  

No tiene, pues su dominio son todos los reales. 

Asíntota horizontal. y b=  

( )2

lim ( ) lim
x

x x
b f x e e+

→+ →+
= = = = +  
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( )2

lim ( ) lim
x

x x
b f x e e+

→− →−
= = = = +  

No tiene asíntota horizontal. 

Asíntota oblicua. y mx n= +  

( ) ( )2 2

( ) 2
lim lim Indeterminación (L´Hôpital) lim

1

x x

x x x

f x e xe
m

x x→+ →+ →+


= = = = = = +



( ) ( )

( )
( )

2 2

2

( ) 2
lim lim Indeterminación (L´Hôpital) lim

1

lim 2 2

x x

x x x

x

x

f x e xe
m

x x

xe e

→− →− →−

+

→−


= = = = = =



= = − = −

No tiene asíntota oblicua. 

La función no tiene ninguna asíntota. 

Hacemos una tabla de valores y dibujamos su gráfica. 

( )2

4

4

2 54.6

1 2.71

0 1

1 2.71

2 54.6

x
x y e

e

e

e

e

=

−

−
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E6.- (Análisis) 

Calcular 
( )

( )20

cos 3
lim

x

x

e x x

sen x→

− −
(2 puntos) 

( )

( )

( )

( )

( )( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

0

2 20

0

0 0

0

cos 3 0 cos 0 0
lim Indeterminación (L´Hôpital)

0 0

1 3 3 1 3 3 1 3 0 0
lim lim

2 cos 2 cos 2 0 cos 0 0

0 3·3 cos 3
Indeterminación (L´Hôpital) lim

2cos

x

x

x x

x x

x

x

e x x e

sen x sen

e sen x e sen x e sen

sen x x sen x x sen

e x

x

→

→ →

→

− − − −
= = = =

− − − − + − +
= = = = =

− +
= =

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

0

2 2 2 20

cos 2

9cos 3 9 cos 0 1 9
lim 5

2cos 2 2cos 0 2 0 2

x

x

x sen x sen x

e x e

x sen x sen→

=
+ −

+ + +
= = = =

− −
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E7.- (Análisis) 

a) Dadas las funciones 2 2( ) , ( ) 8f x x g x x= = − + , hallar los valores de x  para los que ( ) ( )g x f x

. (0,5 puntos) 

b) Calcular el área limitada por las gráficas de las funciones f(x) y g(x). (1,5 puntos) 

a) 2 2 2 2( ) ( ) 8 8 2 4g x f x x x x x − +     

Vemos cuando se cumple la igualdad y luego establecemos en que intervalos se cumple la 

desigualdad pedida. 
2 4 4 2x x=  = =   

En ( ), 2− −  tomo x = –5 y veo si se cumple la inecuación: ( )
2

¡No se cumple!¿4 5 ?   −  

En ( )2,2−  tomo x = 0 y veo si se cumple la inecuación: ( )
2

¡Si se cumple!¿4 0 ?    

En ( )2,+  tomo x = 5 y veo si se cumple la inecuación: 2 ¡No se cumple!¿4 5 ?   

Se cumple solo en el intervalo [–2, 2]. 

b) Como en el apartado anterior hemos visto donde se cortan las funciones: x = –2 y x = 2.

También que  ( ) ( )g x f x en el intervalo [–2, 2]. 

El área pedida se calcula con la integral definida entre –2 y 2 de g(x) – f(x). 

( ) ( )

22 2

2 2 2 3

22 2

33 2

2
8 2 8 8

3

2 2 16 16 64
2 16 2 8 2 16 16 21.3

3 3 3 3 3

Área x x dx x dx x x

u

−− −

 
= − + − = − + = − + = 

 

   
= − + − − − + − = − + − + =   
   

 

No piden el dibujo, pero dibujamos para comprobar todo lo obtenido. 
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E8.- (Análisis)  

Hallar los valores de 𝑎, 𝑏 y 𝑐 para los cuales el polinomio ( ) 2P x ax bx c= + +  cumple las siguientes

condiciones: 

• 𝑃(0) = 1

• La pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑃(𝑥) en 𝑥 = 0 es 𝑚 = 1.

• 
2

0

( ) 12P x dx = . (2 puntos) 

( )

( )

2

21 ·0 ·0 1
0 1

P x ax bx c
a b c c c

P

= + + 
 = + + =  =

= 

Que la pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑃(𝑥) en 𝑥 = 0 sea 𝑚 = 1 significa que 

( ) ´ 0 1P = .

( ) ( )

( )

2 ´ 2
1 2 ·0 1

´ 0 1

P x ax bx c P x ax b
a b b

P

= + +  = + 
 = +  =

= 

Ya tenemos que el polinomio es ( ) 2 1P x ax x= + + . Nos falta determinar el valor de “a”. 

Utilizamos la tercera condición: 
2

0

( ) 12P x dx = .

Calculamos la integral definida. 
22 2

2 3 2

00 0

3 2 3 2

1
( ) 1

3 2

1 1 8 8
2 2 2 0 0 0 2 2 4

3 2 3 2 3 3

a
P x dx ax x dx x x x

a a
a a

 
= + + = + + = 

 

   
= + + − + + = + + = +   
   

 

Como debe ser 12. 

2

0

2

0

( ) 12
8 8 24

4 12 8 3
3 3 88

( ) 4
3

P x dx

a a a

P x dx a


= 


 + =  =  = =

= +







Los valores son a = 3, b = c = 1. 
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E9- (Probabilidad y estadística)  

En un club deportivo, el 55% de los socios son hombres y el 45 % mujeres. Entre los socios, el 60% 

de los hombres practica la natación, así como el 40% de las mujeres. 

a) Describir los sucesos y sus probabilidades, y calcular la probabilidad de que un socio elegido al

azar practique la natación. (1,25 puntos) 

b) Sabiendo que una persona practica la natación, ¿cuál es la probabilidad de que sea una mujer?

(0,75 puntos) 

a) Llamamos H al suceso “Elegir un hombre”, por lo que el suceso contrario H  es el suceso “Elegir

una mujer”.

Llamamos N = “Elegir una persona que practica natación”.

Aplicando la regla de Laplace tenemos que ( )
55

0.55
100

P H = =  y ( )
45

0.45
100

P H = = . 

También sabemos que ( )
60

/ 0.6
100

P N H = =  y que ( )
40

/ 0.4
100

P N H = =  

Realizamos un diagrama de árbol. 

Observando el diagrama de árbol y aplicando el teorema de la probabilidad total tenemos que: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )/ / 0.55·0.6 0.45·0.4 0.51

P N P H N P H N

P H P N H P H P N H

=  +  =

= + = + =

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

/ 0.45·0.4 6
/ 0.35

0.51 17

P H N P H P N H
P H N

P N P N


= = = =

Hombre y mujer 
y la natación 

Hombre

0.55

Natación

0.6

No natación

0.4

Mujer

0.45

Natación

0.4

No natación

0.6
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E10.- (Probabilidad y estadística)  

El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar cierta enfermedad 

sigue una distribución normal de media 20 y de desviación típica 4. 

a) ¿En qué porcentaje de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos? (1 punto) 

b) ¿Cuántos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96.41% de los

test? (1 punto) 

X = El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test. 
X = N(20, 4). 

a) 

( )  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

16 20 26 20
16 26

4 4

1 1.5 1.5 1 1.5 1 ...

P X Tipificamos P Z

P Z P Z P Z P Z P Z

− − 
  = =   = 

 

= −   =  −  − =  −  =

  =  = 

=   – 

( ) ( )( )   ( )1.5 1 1 Buscamos en la tabla N(0,1) 0.9332 1 0.8413

0.7745 77.45 %

P Z P Z=  − −  = = − − =

= =

b) Llamemos “a” a los minutos que son necesarios para garantizar que se ha obtenido la

respuesta del 96.41% de los test.

( )  

 

20
0.9641 0.9641

4

0.9641 (0,1)

20
1.8 4·1.8 20 27.2 minutos

4

a
P X a Tipificamos P Z

Buscamos esta probabilidad en la tabla N

a
a

− 
 =    =  

 

 

−
 =  = + =
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