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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un méaximo de 4 cuestiones y no es necesario
hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestién tiene una puntuacion de 2,5 puntos. Si
se responde a mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido el
estudiante. Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras
graficas ni programables.

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro a:
X+ay—- z=0
2x+ y+az=0
X+5y—az=a+l
a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucién unica.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,75 p.] Determine para queé valor de a el sistema no tiene solucion.

. . 2 a
2: Considere la matriz A:( 1 2] .

a) [1 p.] Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su
diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor de a,

se cumple la ecuacion A? =tr(A) A—|A/I, donde I denota la matriz identidad de orden 2.

b) [0.5 p.] Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).
¢) [1 p.] Para a = -3, resuelva la ecuacion matricial AX —A' = A, donde A' denota la matriz
traspuesta de A.
3: Dada la funcion f(x) = x%e* definida para todo valor de x € R, se pide:

a) [1,5 p.] Calcule sus extremos relativos (maximos y minimos) y determine sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule lim f(x) y lim f(x)

4:
a) [1,5p.] Calcule la integral indefinida Ixsen(xz)dx utilizando el método de cambio de
variable (o método de sustitucion).

b) [1 p.] Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple Ixsen(xz)dx =1
0
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5: Considere las rectas de ecuaciones
_ X—2y=-1

r: x1_ y_z-1

1 1 -1 y+z=1
a) [0,75 p.] Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.
b) [1 p.] Determine el &ngulo que forman las dos rectas.

c) [0,75 p.] Calcule la ecuacién del plano que contiene a las dos rectas.

6: Los puntos A=(2,0,0) y B=(-1,12,4)son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice C se
encuentra en la recta r dada por
[4x+3z2=33
'{y=0
a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del tercer vértice C sabiendo que la recta r es perpendicular a
la recta que pasa por Ay C.
b) [1 p.] Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en A y calcule su area.
7: Una urna contiene cinco bolas negras, numeradas del 1 al 5, y siete bolas blancas, numeradas del 1
al 7. Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:
a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola sea blanca.
b) [0,5 p.] La probabilidad de que bola esté numerada con un nimero par.

¢) [0,5 p.] La probabilidad de que bola esté numerada con un nimero par, sabiendo que es una
bola blanca.

d) [0,5 p.] La probabilidad de que bola sea blanca y esté numerada con un nimero par.

e) [0,5 p.] La probabilidad de que bola sea blanca, sabiendo que estd numerada con un nimero
par

8: Juan es un estudiante bastante despistado y su tutora esta cansada de que llegue tarde a clase. El se
defiende diciendo que no es para tanto y que la tutora le tiene mania. Ella le propone el siguiente
trato: si en los préximo 9 dias Juan llega tarde como mucho 2 dias, la tutora le sube 1 punto en la

nota final de la evaluacion. Sabiendo que la probabilidad de que Juan llegue tarde a clase cada dia
es 0,45, determine:

a) [1 p.] El tipo de distribucion que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de dias que
Juan llega tarde a clase en los proximos 9 dias. ¢ Cuales son sus parametros?

b) [0,5 p.] ¢Cual es la media y la desviacion tipica de esta distribucién?

c) [1 p.] ¢Cual es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota
final?
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SOLUCIONES

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro a:
X+ay—- z=0
2x+ y+az=0
X+5y—az=a+l
a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica.
b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) [0,75 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.

Realizamos el estudio completo y luego respondemos a las preguntas planteadas en cada apartado.

1 a -1
Consideramos la matriz de coeficientes A=|2 1 a
1 5 -a
1 a -1 O
y la matriz ampliada A/B={2 1 a 0
1 5 -a a+l

Averiguamos donde se anula el determinante de la matriz de coeficientes A.

1 a -1
|Al=]2 1 a|=-a+a’-10+1+2a’-5a=3a’-6a-9
1 5 -a
|Al=0=3a’-6a-9=0=a’-2a-3=0=
2+4
£T7 _3
24./(=2) +12
o 2E5(2) _2+4 |2
2 2 2-4
_:_1
2

Analizamos tres casos por separado.

CASO1l.a=-1 y a=#3

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de la ampliada A/B
también es 3, asi como el nimero de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado (solucion Unica).

CASO 2. a=-1
1 -1 -1 1 -1 -10
Las matrices quedan A={2 1 -1|y A/B={2 1 -1 0].
1 5 1 1 5 1 0

Como la matriz ampliada solo tiene afiadida una cuarta columna con todo ceros el rango de Ay
de A/B van a ser el mismo, por lo que el sistema es compatible. Como el rango de A no es 3 pues
el determinante es nulo, el rango de A = Rango de A/B pero menor gque el nimero de incdgnitas

3).
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El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. a=3
1 3 -1 13 -10
Las matrices quedan A={2 1 3 |y A/B=|{2 1 3 O0].
1 5 -3 1 5 -3 4

Transformamos la matriz A/B en otra matriz triangular equivalente con el método de Gauss.

Fila22 — 2 - Fila1?| |Fila 32 — Fila 12
1 3 -10 2 1 30 1 5 -3 4
A/B=|2 1 3 0|l=><: -2 -6 2 0 -1 3 1 0;=>
15 -3 4 0 550 0 2 -2 4
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
1 3 -1 0) |1Fila2e - NuevaFilaze| (1 3 -1 0
:>0—550:>i =0 -1 1 0|=
0 2 -2 4 E-FiIaSa—)NuevaFiIaBa 0o 1 -1 2
Fila 32 + Fila 22
0 1 -1 2 1 3 -1 0
=10 -1 1 0:=(A/By=|0 -1 1
0 0 0 2 0 0
Nueva Fila 32

Obervando la matriz triangular obtenida vemos que al quitar la 4% columna nos queda una matriz
triangular con 2 filas no nulas, el rango de A es 2, pero si la miramos al completo observamos
que hay 3 filas no nulas, el rango de A/B es 3. Los rangos de A y de A/B son distintos.

Por lo que el sistema es incompatible (no tiene solucion).

a) El sistema tiene solucién Unicaparaa=-1 y a#3

b) El sistema tiene infinitas soluciones para a=-1.

Ecuacion 22 — 2 - Ecuacién 12| | Ecuacion 32 — Ecuacién 12
X—y—-12=0 2x  +y -z =0 X 45y +z =0
2X+y-2=0 = —-2X +2y +2z =0 -X +y +z =0 =
X+5y+2=0 0 3y +z =0 0 o6y +2z =0
Nueva ecuacién 22 Nueva ecuacién 32
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Ecuacioén 32 — 2 - Ecuacidn 22

X—y—-12=0 6y +2z = 0 X—y—-12=0
= 3y+z=0 = -6y -2z = 0 = y+z=0=
6y+2z=0 0 0 =20 0=0

Nueva ecuacion 32

x—y—z2=0 |X-y-2z=0
= = = X-y+3y=0=x+2y=0=|x=-2y
3y+z=0 z=-3y

Las soluciones del sistema son x = -2t; y =t, z = -3t.

c) Para a=3 el sistema no tiene solucién.
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2 a
2: Considere la matriz A=( 1 2] )

a) [1 p.] Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su diagonal
principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor de a, se cumple la ecuacion

A? =tr(A)A—|A| |, donde | denota la matriz identidad de orden 2.

b) [0.5 p.] Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).

¢) [1 p.] Para a = -3, resuelva la ecuacion matricial AX —A' = A, donde A' denota la matriz traspuesta
de A.

a) Calculamos la expresion de ambos miembros de la igualdad A* =tr (A) A—| A/l

Primer miembro = A® = 2 a2 a = 4-a 2a+2a - 4-a 4a
-1 2)l-1 2) |-2-2 -a+4 4 4-a

b
A shell A SHE

B 8-4—-a 4a-0 ) 4—-a 4a
| 4-0 8-4-a) || 4 4-a

Como se comprueba se obtiene lo mismo.

2 a) |2 a
Segundo miembro > tr(A)A—|A|I =(2+ 2)( J—

-1 2) |-1 2

b) Vemos cuando el determinante de A es no nulo.

-1 2

|Al=0=4+a=0=>a=—4

2 a
|A|=‘ =4+a

La matriz A es regular para cualquier valor de a distinto de —4.

c) Para a = -3 la matriz es invertible.

Calculamos su inversa.

Despejamos en la ecuacién la matriz X.

AX —Al = A= AX = A+ Al = X =A’1(A+A‘)
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Sustituimos y obtenemos el valor de la matriz X.

X = A’l(A+ A‘)

oS [y T | i P E b
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3: Dada la funcion f(x) = x%¢* definida para todo valor de x € R, se pide:

a) [1,5 p.] Calcule sus extremos relativos (méaximos y minimos) y determine sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule lim f(x)y lim f(x)

a) Derivamos e igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

f(x)=xe"= f'(x)=2xe™ —x%* =(2—x)xe™*

x=0

X=2

Tenemos dos puntos criticos, comprobamos el comportamiento de la funcién antes, entre y

después de estos valores.
e En (—o0,0)tomo x = -1y laderivada vale f '(-1)=(2-(-1))(-1)e ™’ =-3e<0. La

funcion decrece en (—oo,O).

f'(x)=0=(2—-x)xe™" :0:{

e En (0,2)tomox =1y laderivada vale f (1) =(2-1)(1)e™" = g >0. La funcion crece en
(0,2).
e En (2,+0)tomo x =3y la derivada vale f(3)=(2-3)(3)e”* = —e—i <0. La funcion

decrece en (2,+).
La funcion sigue el esquema siguiente:

el

0

-1

to

[ ]
w1

La funcién crece en (0,2) y decrece en (—o0,0) (2, +00).

La funcion presenta un minimo relativo en x = 0.

Como f(0)=0%" =0 las coordenadas del minimo relativo son P(0, 0).

La funcion presenta un maximo relativo en x = 2.

Como f(2)=2%"= iz las coordenadas del maximo relativo son Q(Z,iz)
e

e
b)
2

. . _ . X +00 0 . ., iAo
lim f(x)= lim x’¢™* = lim — =—=— = Indeter minacion(L"Hopital) =
X—>+00 X—>+0 X—>+0 @ e o0

. 2X o R .2 2
= lim — =— = Indeter minacion(L"Hopital) = lim —X:—:@

X—>+00 e o0 X—>+ooe o0

lim f(x) = lim x%™ = (—o0)’ & = (+o0)(+o0) =+

X—>—0 X—>—00
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4.
a) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida jxsen(xz)dx utilizando el método de cambio de variable (o
método de sustitucion).

b) [1 p.] Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple Ixsen(xz)dx =1
0

a)
X2 =t
jxsen(xz)dx ={2xdx =dt} = _|./x’sen(t)ﬂ = ljsentdt _Liost=
2X 2 2
dt
dx=—
2X
Deshacemos el cambio de variable 1 )
_ ) =|-=cos(x*)+K
X" =t 2
b)

ixsen(xz)dxﬂ:{—%cos(xz)} :1:>[—%cos(az)}{—%cos(oz)}:1:>

:—%cos(a2)+%:1:>—cos(a2)+1: 2:>cos(a2):—1: a’ =arccos(-1) =

= a’=x+2xk,siendok=0,1,2,34,...

Como nos piden el valor de a positivo mas pequefio.

al=r=la=+r
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5: Considere las rectas de ecuaciones
_ — X—2y=-1
r X 1y 271 y s: y
1 1 -1 y+z=1
a) [0,75 p.] Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.

b) [1 p.] Determine el &ngulo que forman las dos rectas.

c) [0,75 p.] Calcule la ecuacién del plano que contiene a las dos rectas.

a)
e Xty 21 Ju=(1-D)
11 -1 P =(101)
X=-1+24 —
x=2y=-1 [x=-1+2y v, =(2,1,-1)
S: _1 = S =sqy=41 = (101
y+z= = y 7=1-1 Qs_(_’ ’)

Comprobamos si sus vectores directores tienen coordenadas proporcionales.

u=LL-1)] 1 1 41
- = Z2s=
v,=(21-1) 2 1 -1

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales y por tanto las rectas no son ni
paralelas ni coincidentes.

Consideramos los vectores u, , v, y P.Q, y vemos si su producto mixto es nulo o no.

0,1)-(1,0,1)=(-2.0,0) Yo o
Y =[u.v,PQ]=|1 1 -1=2-2=0
1)

(
v, =(2

El producto mixto es nulo y las rectas son coplanarias con distinta direccion y por lo tanto se cortan
en un punto.
Averiguamos el punto de corte resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

PQ. =(-1
1-
1—

x=1+a
x-1 vy z-1 )
NN—=="=——=Sri<y=«a
1 1 -1 S 1-g l+a=-1+22 a=-2+24
]_21:: a=1 =<a=A4 > A=-2+21=>
{X—Zy:—l X=— l-a=1-2 a=A7
S: =>siy=4
y+z=1
z=1-1
Xx=-1+4=3
=2=A={y=2 C(32,-1)
z=1-2=-1

El punto de corte de las rectas es C(3,2,-1)
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b) Vemos el angulo que forman sus vectores directores.

=111 =y UV, ~1)(2,1,-1
i ( )}:cos(ur,vs) Ef v (1’1’ )( 1 ) :2+1+1: 4
u.-

v, =(2,1-1) \7 :\/12+12+(—1)2 J2Hr (-1 V3E 18

4
r,s)=(u,,v, )=arccos| —— [=19,47°
(1) =(u) =aos{
Las rectas forman un angulo de 19°.

c) El plano que contiene las dos rectas tiene como vectores directores los vectores directores de las
rectas y el punto C(3,2,—1) pertenece al plano.

G:I:(l,l,—l) X-3 y-2 7+
v=v,=(21-1)=7z=[ 1 1 -1|=0=
C(32-l)ex 2 1 -

= N -2y +4+7+41-27-2+y-2¥X A =0=>-y-7+1=0=|r=y+2z-1=0
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6: Los puntos A=(2,0,0) y B=(-1,12,4)son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice C se
encuentra en la recta r dada por

[4x+32=33

'{y=0
a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del tercer vértice C sabiendo que la recta r es perpendicular a la
recta que pasa por Ay C.
b) [1 p.] Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en A 'y calcule su area.

a) La situacion planteada es la del dibujo siguiente.
B

Sabemos que el punto C pertenece a la recta r, por lo que cumple sus ecuaciones.

{4x+3z:33 P(0,0,11)er P(0,011)er
r: = —
y=0 = Q(3,0,7)er vr:QP:(0,0,11)_(3,0,7):(_3,0,4)3

X=-3a
=r:qy=0
z=11+4«

El punto C tiene coordenadas C(—3a,0,11+ 4a).
Como el vector AC es perpendicular a la recta r, el producto escalar de AC y \7, debe ser cero.

AC =(-3a,0,11+4a)—(2,0,0)=(-3a-2,0,11+4a)
AC-v, =0=(-3a-2,0,11+4a)(-3,0,4)=0=9a+6+0+44+16a=0=

C(—3a,0,11+ 4a)
a=-2

=25a=-50—ma=-2=

}:,»c(e,o,s)

El punto C tiene coordenadas C (6,0,3)

b) Para que tenga angulo recto en A el producto escalar de los vectores AC y AB  debe ser nulo.
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AC =(6,0,3)-(2,0,0)=(4,0,3)

. }:E-ﬁ(4,0,3)(—3,12,4)—12+120
AB =(-112,4)—(2,0,0)=(-3,12,4)

El angulo en el vértice A es de 90°.

B
f

Por ser un triangulo rectangulo el area del triangulo es la mitad del producto de la base (mddulo
del vector E) por la altura (modulo del vector ﬁ).

‘E‘z 4 +0°+3 =5

— |Area = ‘E‘ ‘ﬁ‘ 318 g5y

48| = |/(-3)" +12° + 4 =13 2
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7: Una urna contiene cinco bolas negras, numeradas del 1 al 5, y siete bolas blancas, numeradas del 1 al
7. Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:

a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola sea blanca.

b) [0,5 p.] La probabilidad de que bola esté numerada con un nimero par.

c) [0,5p.] Laprobabilidad de que bola esté numerada con un nimero par, sabiendo que es una bola blanca.
d) [0,5 p.] La probabilidad de que bola sea blanca y esté numerada con un nimero par.

e) [0,5 p.] La probabilidad de que bola sea blanca, sabiendo que estd numerada con un nimero par

Nombramos y describimos los sucesos necesarios para calcular las probabilidades pedidas.
B = Sacar bola blanca = {1 blanco, 2 blanco, 3 blanco, 4 blanco, 5 blanco}

B = Sacar bola negra.
A = Sacar nimero par = {2 negro, 4 negro, 2 blanco, 4 blanco, 6 blanco}.

A = Sacar impar = {1 negro, 3 negro, 5 negro, 1 blanco, 3 blanco, 5 blanco, 7 blanco}.

a) Aplicamos la regla de Laplace.

P(B)= 7bolasblancas _| 7 _ 0.583
12 bolas 12

b) Aplicamos la regla de Laplace.

_ 5 bolas con numero par _ E: 0.417
12 bolas 12

P(A)

c) Hemos reducido los casos posibles a sélo 7 bolas blancas numeradas del 1 al 7.

Aplicamos la regla de Laplace.
N° de bolas blancas numeradas con un par _ |3 _ 0.429
N° bolas blancas 7

P(A/B)=

d) Sodlo hay 3 bolas blancas numeradas con un nimero par.
Aplicamos la regla de Laplace.

P(BNA)= %:o.zs

e) A = Sacar numero par = {2 negro, 4 negro, 2 blanco, 4 blanco, 6 blanco}
Si sabemos que es par, los casos posibles son solamente 5. De ellos favorables al suceso hay 3.

P(B/A)=§=0.6
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b) [0,5 p.] ¢(Cuél es la media y la desviacion tipica de esta distribucion?

a) [1 p.] El tipo de distribucion que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de dias que Juan
Ilega tarde a clase en los proximos 9 dias. ¢ Cuales son sus parametros?

c) [1 p.] ¢Cuél es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota final?

8: Juan es un estudiante bastante despistado y su tutora esta cansada de que llegue tarde a clase. El se
defiende diciendo que no es para tanto y que la tutora le tiene mania. Ella le propone el siguiente trato:
si en los proximo 9 dias Juan llega tarde como mucho 2 dias, la tutora le sube 1 punto en la nota final de
la evaluacion. Sabiendo que la probabilidad de que Juan llegue tarde a clase cada dia es 0,45, determine:

a) X =numero de dias que Juan llega tarde a clase en los préximos 9 dias.
X es una variable aleatoria binomial, pues la probabilidad de llegar tarde a clase es 0,45,
independientemente del dia y solo puede ocurrir dos cosas: que llegue tarde o no.
Los parametros son n = 9 que es el nimero de repeticiones y p = probabilidad de llegar tarde un

dia a clase = 0.45.
X = B(9, 0.45)

b) Lamediaesn-p=9-0.45=4.05 veces.
La desviacion tipica es o =/npg =4/9-0.45-0.55 =1.49

c) Para conseguir la subida de 1 punto debe llegar tarde a clase ninguno, uno o dos dias.

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)={Mirando en la tabla de la binomial} =

=0.0046+0.0339+0.1110 =|0.1495

p

0,01 | 0,05

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35

0,40

0.2801| 0,2025)
0,0198| 0,0050
0,0001] 00025

07225
02550,
0,0225

06400
0,3200]
0,000

00,5825
0,3750)
10,0825

0,4000
0,4200
10,0900

04444
04444
01111

0.4225)
0.4550)
0,1225)

£
0,380

0,4300)
0,1800)

0.8703| 08574
0.0294| 0,1354
0,0003| 00071
0,0000| 00001

08141
0,3251
0,0574]
0,0034]

0.5120]
03340
00880
00,0030

04210
04218
0, 1408
10,0156

0,3430
04410
0,1380
0,0270
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