PROBABILIDAD

Experimentos aleatorios y deterministas.

Decimos que un experimento es determinista si su
resultado se puede predecir a partir del conocimiento
de las condiciones en las que se realiza.

Decimos que un experimento es aleatorio si no es
posible predecir su resultado, a pesar de conocer las
condiciones en las que se realiza.

El espacio muestral asociado a un experimento alea-
torio es el conjunto formado por todos los resultados
posibles. Lo representaremos por E.

Cada uno de los resultados posibles también recibe el
nombre de suceso elemental.
Sucesos.

Cada uno de los subconjuntos del espacio muestral £
recibe el nombre de suceso y se representa mediante
una letra maylscula. También se le llama suceso
aleatorio o suceso estocastico.

Operaciones con sucesos.

Decimos que un suceso se verifica u ocurre al efec-
tuar un experimento aleatorio si el resultado obtenido
forma parte de dicho suceso.

Suceso seguro: Es el que contiene todos los resulta-
dos posibles del experimento. Este suceso se verifica
siempre y coincide con el espacio muestral E.

Suceso imposible: Es el que no contiene ningln
resultado posible del experimento. Este suceso no se
verifica nunca y coincide con el conjunto vacio &.

Llamamos sucesos elementales a los sucesos forma-
dos por un Unico elemento del espacio muestral, es
decir, por un Unico resultado del experimento.

Y llamamos sucesos compuestos a los sucesos for-
mados por dos 0 mas elementos del espacio muestral,
es decir, por dos 0 méas resultados del experimento
aleatorio.

Al conjunto formado por todos los sucesos de un
experimento aleatorio se le denomina espacio de
sucesos de E'y se le designa por AE).

UNION

INTERSECCION

DIFERENCIA

CONTRARIO

Se llama union de los
sucesos 4 y B al suceso
formado por todos los
resultados que estanen 4 o
en B. Se representa por

AUB.

El suceso AUB se verifica
si se verifica 4 o B.

Se llama interseccion de
los sucesos 4 y B al suceso
formado por todos los
resultados que estanen 4 y
en B. Se representa por

ANB.

El suceso ANB se verifica

si se verifican, simulta-
neamente, 4y B.

Se llama diferencia entre
el suceso 4 y suceso B al
suceso formado por todos
los resultados que estan en
A pero no en B. Se repre-
senta por A-B.

El suceso 4-B se verifica
si se verifica A pero no se
verifica B.

Se llama contrario o
complementario del suce-
SO A y se representa por
A€, al suceso formado por
todos los resultados del
experimento que no estan
en A, es decir, a la diferen-
cia E-A.

El suceso 4€ se verifica si
no se verifica 4.

AUB={x|xe A o xe B}

AﬂBz{x|xeA y xeB}
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Propiedades de las operaciones con sucesos

Conmutativa AUB=BUA ANB=BN4
Asociativa (AUB)UC=4U(BUC) (ANB)NC=4N(BNC)
Idempotente AUA4=4 ANA=4
Simplificativa AU(4ANB)=4 AN(4AUB)=4
Distributiva AU(BNC)=(4UB)N(4UC) AN(BUC)=(4NB)U(4NC)
Elemento neutro AU =4 ANE=4

Contrario AUAC =E ANA =0
Involucién (AC)C =4

Leyes de Morgan (AUB) =4“NB° (4NB)" = 4°UB°

AE), con las operaciones union, interseccion y complementario, constituye un algebra de Boole.
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Observaciones:
1)Puesto que (4UB)UC = 4U(BUC) podemos escribir simplemente 4UBUC .

2) Puesto que (AN B)NC =A4N(BNC) podemos escribir simplemente 4NBNC .
3)4-B = AN B¢

Sucesos compatibles y. sucesos incompatibles.
Dos 0 mas sucesos son compatibles si pueden verificarse simultaneamente. En caso contrario, son incompatibles.

Ay B compatibles < ANB=4¢ Ay B incompatibles < AN B=¢
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Tres 0 mas sucesos son incompatibles dos a dos si es incompatible cualquier pareja que se pueda formar entre
ellos.

Sistema completo de sucesos

Si E es el espacio muestral de un experimento aleatorio, los sucesos A4;, 4, ... , 4, forman un sistema completo de
sucesos si y sdlo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) 4U4,U..U4 =E
2) A, A, ..., A, son incompatibles dos a dos.

Definicién de probabilidad.
Estamos interesados en poder medir el grado de certeza de una situacion. Esta medida se denomina probabilidad.
Definicion experimental.

Dado cualquier suceso 4 asociado a un experimento aleatorio, llamamos probabilidad de 4, P(4), al nimero hacia el
que tienden las frecuencias relativas de 4 al aumentar el nimero de realizaciones del experimento.

Definicion axiomatica.
Dado el espacio muestral £ asociado a un experimento aleatorio y su espacio de sucesos A(E), llamamos probabi-
lidad a una aplicacién

P. AE)—— R

A——— P(A)

que asocia a cada suceso 4 un namero real llamado probabilidad de A, P(4), y cumple los siguientes axiomas:

Al. 0< P(4)<1, paratodo suceso 4 de AE).
A2. P(E)=1, siendo E el suceso seguro.
A3. P(4UB)= P(4)+ P(B), si Ay B son incompatibles.

Consecuencias de los axiomas.
1. Laprobabilidad del suceso A4, contrario del suceso 4, es igual a 1 menos la probabilidad del suceso 4.

Pd)=1- P(4)

2. Laprobabilidad del suceso imposible es cero.
P(p)=0
3. Laprobabilidad de un suceso 4 contenido en otro suceso B es menor o igual que la probabilidad de B.
[4cB = P(4)<P(B)|
4.  La probabilidad de la union de varios sucesos incompatibles dos a dos es igual a la suma de sus probabilidades.
A, 4, ..., A, incompatibles dos ados = P(4,UA4,U...U4,)=P(4)+P(4,)+...+ P(4,)

5. La probabilidad de la unién de dos sucesos compatibles es igual a la suma de las probabilidades de cada uno de
ellos menos la probabilidad del suceso interseccidn de ambos.

|P(4U B)= P(4)+ P(B)- P(4N B),




Regla de Laplace.

Si en un experimento aleatorio todos los sucesos elementales son equiprobables, la probabilidad de un suceso 4 se
obtiene dividiendo el ndmero de resultados que forman el suceso A (casos favorables) entre el nimero de resul-
tados posibles del experimento (casos posibles).

P( A): casos favorables
casos posibles

Probabilidad condicionada.
Dados dos sucesos 4 y B, tales que P(B) # 0, se llama probabilidad de 4 condicionada a B, P(4/B), al cociente:

P(ANB)

P(B)

P(4/B)=

Probabilidad compuesta.

De la probabilidad condicionada se deduce una expresién muy Util en el célculo de probabilidades de sucesos com-
puestos:

|P(4N B)=P(B)- P(4/ B)|

A esta expresion se le conoce como principio de la probabilidad compuesta.
Alser ANB =B A4, setiene:

|P(4N B)= P(4)- P(B/ 4)|

La probabilidad del suceso interseccién es igual a la probabilidad de uno de ellos, supuesta no nula, por la probabili-
dad del otro condicionada a la realizacion del anterior.

Propiedades de la probabilidad condicionada
1) Si un suceso B estéa contenido en un suceso C, entonces la probabilidad de B condicionada a 4 es menor o igual
que la probabilidad de C condicionada a 4.
BcC = P(B/A)<P(ClA)

2) Si un suceso B esta contenido en otro suceso 4, entonces la probabilidad del suceso B condicionada a 4 es el
cociente entre la probabilidad del suceso By la probabilidad del suceso A4.
P(B
BcAd = P(B/A)z—( )
P(4)
3) Si un suceso 4 estd contenido en otro suceso B, entonces la probabilidad del suceso B condicionada a 4 es uno.
AcB = P(Bl4)=1

Independencia de sucesos.

SUCESOS INDEPENDIENTES SUCESOS DEPENDIENTES
Ay Bindependientes < P(4/B)= P(4) Ay B dependientes < P(A/B)# P(A4)
Del principio de probabilidad compuesta se deriva:
Ay Bindependientes < P(A4NB)=P(A)-P(B) Ay B dependientes < P(ANB)# P(A)-P(B)

Teorema de la probabilidad total
Sea Aj, A, ..., A, un sistema completo de sucesos y B, un suceso cualquiera, todos ellos asociados a un mismo

experimento aleatorio. Si P(4,), P(4,), ..., P(4,) sonno nulas, se cumple que:
P(B)=P(4)-P(BI4)+P(4) -P(Bl 4)+..+ P(4,)-P(BI 4,)|

Teorema de Bayes
Sea Ai, Ay, ..., 4, un sistema completo de sucesos y B, un suceso cualquiera, todos ellos asociados a un mismo

experimento aleatorio. Si P(4,), P(4,), ... P(4,) sonno nulas, se cumple que:

P(4)-P(BI4)

) Ay P8I 4)+ P(4) P(BI &)+t P(4) P(BI4)

En una situacidn en la que sea aplicable el teorema de Bayes:
o P(4),P(4,),..., P(4,) sellaman probabilidades a priori.

e P(4)/B, P(4,/B),.., P(4,]B) sedenominan probabilidades a posteriori.
e P(Bl4), P(Bl4,),.., P(BlA,) reciben el nombre de verosimilitudes.
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