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UNIBERTSITATERA SARTZEKO 
EBALUAZIOA 

 

2020ko EKAINA 
 

MATEMATIKA II 

EVALUACIÓN PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD 

 

ORDINARIA 2020 
 

MATEMÁTICAS II 
 

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder a CUATRO de ellas. En 

cada parte debes responder a una Unica pregunta. 

En caso de responder a más preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirán en orden 

hasta llegar al número necesario. 

No olvides incluir el código en cada una de las hojas de examen. 

No se podrán usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones: 

 pantalla gráfica, posibilidad de transmitir datos, programable, 

 resolución de ecuaciones, operaciones con matrices, 

 cálculo de determinantes, 

 cálculo de derivadas e integrales, 

 almacenamiento de datos alfanuméricos. 
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PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A1 

Discutir el sistema S(a) en función de a, siendo 

2 2

( ) 2 1

2 3

ax y z

S a x y z

x y az

  


   
   

 

Resolver en función de a, mediante el método de Cramer, en los casos en que sea posible. 

 

Ejercicio B1 

Sea M (∝) la matriz dada por  

1 1

1

0 1

M



  



 
 

  
 
 

.  

a) Determinar para qué valores de   la matriz no tiene inversa. 

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para 0   , y en caso de que no sea posible razonar 

por qué no es posible. 

 

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A2 

a) Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (–1, 2, 3) y es paralelo a los vectores 

 1, 2, 3v      y  1,3,5w    

b) Hallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y 5 8Ax y z      

sean perpendiculares. 

 

Ejercicio B2 

Sea π el plano 2 0x y Az   . Sea r la recta dada por 
4 3 4 1

3 2 3

x y z
r

x y z

   
 

   
   

Hallar A para que r y π sean paralelos. Además, obtener el plano perpendicular a r y que pase por 

el origen. 
 

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A3 

Dada la función   3 2f x ax bx c    , obtener los valores de a, b y c  para que su gráfica pase por 

(0, 2) y tenga un extremo en (1, –1). ¿Tiene f más extremos? 

 

Ejercicio B3 

Sea   2 9f x x  , y P el punto exterior a su gráfica de coordenadas P = (0, 0). Calcular 

razonadamente la (o las) tangentes a la gráfica de f que pasan por el punto P. 

 

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A4 

Dibujar la región encerrada por 2( ) 2 1f x x x    y 2( ) 5g x x  , y calcular el área de dicha 

región. 
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Ejercicio B4 

Calcular las integrales indefinidas I y J explicando los métodos usados para su resolución. 

2
cos(2 ) ,

2 3

dx
I x x dx J

x x
 

     

 

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A5 

En una empresa el 70 por ciento de sus trabajadoras están satisfechas con su contrato, y entre las 

satisfechas con su contrato el 80 por ciento gana más de 1000 euros. Entre las no satisfechas solo el 20 

por ciento gana más de 1000 euros. Si se elige una trabajadora al azar: 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que gane más de 1000 euros? 

b) Si gana más de 1000 euros, ¿cuál es la probabilidad que esté satisfecha con su contrato? 

c) ¿Cuál es la probabilidad de que gane menos de 1000 euros y esté satisfecha con su 

contrato? 

 

Ejercicio B5 

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automóvil, con 

independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado 

es de 0,4, se pide: 

a) Identificar y describir este modelo de probabilidad. 

b) Hallar la probabilidad de que cierto día haya 8 automóviles aparcados. 

c) Hallar la probabilidad de que un día haya entre 10 y 20 automóviles aparcados. 
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Soluciones 

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A1 

Discutir el sistema S(a) en función de a, siendo 

2 2

( ) 2 1

2 3

ax y z

S a x y z

x y az

  


   
   

 

Resolver en función de a, mediante el método de Cramer, en los casos en que sea posible. 

 

La matriz de coeficientes asociada al sistema es 

1 2

1 2 1

1 2

a

A

a

 
 

   
 
 

 con determinante 

2 2

1 2

1 2 1 2 1 4 4 2 2 3 9

1 2

a

A a a a a a

a



              . 

Igualamos a cero el determinante y vemos cuando se anula. 

2
2

3 9 6 3

3 3 72 4 4 2
0 2 3 9 0

3 94
3

4

a

A a a a

a

 
        

         
    

 

 

Distinguimos 3 casos diferentes que analizamos a continuación. 

 

CASO 1. 
3

3
2

a y a     

En este caso el determinante es no nulo y el rango de A es 3. Al igual que el rango de 

la matriz ampliada A/B y el número de incógnitas. 

El sistema es compatible determinado. 

 Lo resolvemos por Cramer. 

1 2

1 2 1

1 2

a

A

a

 
 

   
 
 

  

1 2 2

/ 1 2 1 1

1 2 3

a

A B

a

 
 

   
 
 

  

2 2

2 1 2

1 2 1

3 2 4 3 4 12 4 23 3

1 2 2 3 9 2 3 9

1 2 1

1 2

a a a a
x

a a a a a

a
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2 2

2 2

2 2

2 2

1 1 1

1 3 2 6 2 2 3 2

1 2 2 3 9 2 3 9

1 2 1

1 2

1 2

1 2 1

1 2 3 6 1 4 4 3 2 8 10

1 2 2 3 9 2 3 9

1 2 1

1 2

a

a a a a a a
y

a a a a a

a

a

a a a
y

a a a a a

a



      
  

      

 





       
  

      

 

  

CASO 2. 3a    

En este caso el determinante es cero y el rango de A no es 3. 

¿El rango de A es 2? 

3 1 2

1 2 1

1 2 3

A

 
 

   
 
 

 Consideramos el menor que resulta de quitar la fila y columna 3ª  

3 1

1 2

 
 

 
 con determinante 

3 1
6 1 5 0

1 2


     


. 

El rango de A es 2. 

Veamos el rango de 

3 1 2 2

/ 1 2 1 1

1 2 3 3

A B

 
 

   
 
 

  

Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 1ª 

1 2 2

2 1 1

2 3 3

 
 
  
 
 

 con determinante 

1 2 2

2 1 1 3 4 12 4 12 3 14 0

2 3 3



          . 

El rango de A/B es 3. 

Rango de A = 2 ≠ 3 = Rango de A/B. 

El sistema es incompatible. 

 

CASO 3. 
3

2
a     

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

¿El rango de A es 2? 

3 / 2 1 2

1 2 1

1 2 3 / 2

A

  
 

   
  

Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y 

columna 3ª 
3 / 2 1

1 2

  
 

 
 con determinante 

3 / 2 1
3 1 4 0

1 2

 
   


. 
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El rango de A es 2. 

Veamos el rango de 

3 / 2 1 2 2

/ 1 2 1 1

1 2 3 / 2 3

A B

  
 

   
  

  

Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 1ª 

1 2 2

2 1 1

2 3 / 2 3

 
 
  
  

 con determinante 

1 2 2
3

2 1 1 3 4 6 4 12 0
2

2 3 / 2 3



        



 

El rango de A/B es 3. 

Rango de A = 2 ≠ 3 = Rango de A/B. 

El sistema es incompatible. 

 

Ejercicio B1 

Sea M (∝) la matriz dada por  

1 1

1

0 1

M



  



 
 

  
 
 

.  

a) Determinar para qué valores de   la matriz no tiene inversa. 

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para 0   , y en caso de que no sea posible razonar 

por qué no es posible. 

 

a) No tiene inversa cuando su determinante vale cero. 

 

 

2 2 2 2

2 2

1 1

1 1 1

0 1

0 1 0 1 1 1

M

M



      



   

      

          

 

 

La matriz M (∝) no tiene inversa para 1 1o      

 

b) Para 0  existe la inversa pues el determinante de M (∝) es no nulo. 

 

   

1 0 1

0 0 1 0 0 1

0 0 1

M M

 
 

   
 
 

 

 

  
 
 

1

1 0 0 0 0 11 0 0

0 1 1 1 1 00 1 0
1 0 1

(0) 0 0 1 0 1 01 0 1
0 0 1 0

0 1 1 1 1 010
0 0 1

0 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 1

T

Adj

Adj M
M

M
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SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A2 

a) Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (–1, 2, 3) y es paralelo a los vectores 

 1, 2, 3v      y  1,3,5w    

b) Hallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y 5 8Ax y z      

sean perpendiculares. 

 
a)  

 

 

 

1 2 3

1, 2, 3 1 2 3 0

1 3 51,3,5

10 10

–1,2,3

3 6 3 9 2 6 5 10 9 9 0 2 2 0

x y z

v

w

x y z z y x x y z







    


         


 

                   

 

 

b) Si el plano 5 8Ax y z    es perpendicular a 2 2 0x y z        el producto escalar 

de los vectores normales de ambos planos debe ser cero, pues los vectores son 

ortogonales. 

 

 

 
  

1,2, 1
· ´ 0 1,2, 1 , 1,5 0 2 5 0 7

´ , 1,5

n
n n A A A

n A
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Ejercicio B2 

Sea π el plano 2 0x y Az   . Sea r la recta dada por 
4 3 4 1

3 2 3

x y z
r

x y z

   
 

   
   

Hallar A para que r y π sean paralelos. Además, obtener el plano perpendicular a r y que pase por 

el origen. 

 

Para que r y π sean paralelos el vector director de la recta y el normal del plano deben ser 

ortogonales, por lo que su producto escalar debe ser cero. 

Obtenemos un punto haciendo z = 0 y un vector director de r haciendo el producto vectorial 

de los vectores normales de los dos planos que la definen. 

 

 

4 3 1 12 9 3
0

3 2 3 12 8 12

9 4 27 1 4 28 7

7, 9,0r

x y x y
z

x y x y

y x x x

P

      
   

      

           

 

  

     4, 3,4 3, 2,1 4 3 4 3 12 8 9 4 8 5 8 5,8,1

3 2 1

r

i j k

v i j k k j i i j k                



  

 

 

  

/ /

5,8,1 · 0 5,8,1 2, 1, 0 10 8 0 2

2, 1,

r r

r

v v n A A A

n A

 


            


  

 

Falta ver que la recta no está contenida en el plano. Para ello basta con ver si el punto 

 7, 9,0rP    cumple la ecuación del plano. 

 
     

2 2 0
¿2 7 9 2 0 0? ¿ 14 9 0?

7, 9,0r

x y z

P

   
         

  
 

El punto no pertenece al plano y recta y plano son paralelos. 

 

 

Obtenemos el plano perpendicular a la recta r que pasa por O(0, 0, 0). 

Al ser perpendicular a la recta el plano tiene a  5,8,1rv  como vector normal. 

 

 

 0,0,0 ´ 0,0,0 ´
0 0 0 0 0

´ 5 8 05,8,1r

O O
D D

x y z Dn v

 



    
        

      

  

 

El plano pedido tiene ecuación ´ 5 8 0x y z      
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TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A3 

Dada la función   3 2f x ax bx c    , obtener los valores de a, b y c  para que su gráfica pase por 

(0, 2) y tenga un extremo en (1, –1). ¿Tiene f más extremos? 

 

Si pasa por (0, 2) se cumple que    00 2 2f f c      

Si tiene un extremo en (1, –1) quiere decir que pasa por (1, –1) y que la derivada se anula en 

1x  . 

   1 11 2 1 3f f a b a b            . 

 

Al ser un extremo en x = 1 la derivada se anula f ´(1) = 0. 

 

   

 

3 22 ´ 3 2
3 2 0

1 0´

f x ax bx c f x ax bx
a b

f

      
  


 

 

Juntamos estas dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos. 

 

3 2 0 3 2 0
3 9 2 0 9 0 9 9 3 6

3 3

a b a b
b b b b a

a b a b

    
                 

      
 

 

La función queda   3 296 2f x x x  . 

 

Calculamos su derivada y la igualamos a cero en busca de otros extremos. 

 

   

   

2

2

3 29 18

18

6 2 ´ 18

0
´ 0 18 0 18 1 0

1 0 1

f x x x f x x x

x
f x x x x x

x x

   


       

 


 

 



 

 

El extremo en x = 1 es el que nos proporciona el ejercicio. Veamos si x = 0 es extremo. 

   

 

2´ 18 ´18 18

0 1

3

8 0

´ 6

´́

f x x x f x x

f

  

 

 


 

En x = 0 hay un máximo relativo 
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Ejercicio B3 

Sea   2 9f x x  , y P el punto exterior a su gráfica de coordenadas P = (0, 0). Calcular 

razonadamente la (o las) tangentes a la gráfica de f que pasan por el punto P. 

 

Dibujamos la gráfica de la parábola y el punto para aclarar la 

situación planteada. 

 

  2

2

9

9

2 13

1 10

0 9

1 10

2 13

f x x

x y x

 

 



  

 

La derivada de la función es  ´ 2f x x  

 

La tangente a f(x) en x = a tiene ecuación: 

 

 

 
   

2

2

( ) (́ )

( ) 9
9 2

´ 2

y f a f a x a

f a a
y a a x a

f a a

  

  
    

 

  

 

La tangente debe pasar por (0, 0) por lo que debe cumplirse: 

   2 2 2 2 2
3

0 9 2 0 9 2 9 0 9
3

a
a a a a a a a

a

 
               


 

Hay dos tangentes a   2 9f x x   que pasan por el punto P(0, 0): 

   
 

2 9 2
18 6 3 6

3

y a a x a
y x y x

a

    
       

  

 

 

   
 

2 9 2
18 6 3 6

3

y a a x a
y x y x

a
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CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A4 

Dibujar la región encerrada por 2( ) 2 1f x x x    y 2( ) 5g x x  , y calcular el área de dicha 

región. 

 

Localicemos los puntos de corte de estas dos parábolas. 

 

2 2 2 2

2

( ) ( ) 2 1 5 2 2 4 0 2 0

1 3
2

1 1 4( 2) 1 3 2

1 32 2
1

2

f x g x x x x x x x x

x

x

x

              


      

    
   



 

Se cortan en x = –1 y en x = 2.  

 

Damos una tabla de valores y dibujamos. 

 
2

2

2 9

1 4

0 1

1 0

2 1

( )

( ) 5

2 1

1 4

0 5

1 4

2 1

2 1x

x x x

f

g

x x x







 











  

 

El recinto cubre aproximadamente 9 cuadraditos. 

La calculamos con precisión haciendo uso de la integral. 

 

El área es la integral definida entre –1 y 2 de g(x) – f(x). 

 

 

 
   

2
3

2 2
2 2 2 2

1 1
1

33
22 2

5 2 1 2 2 4 2 4
3

12 16 2
2 2 8 2 1 4 1 4 8 1 4 9

3 3 3 3

x
x x x dx x x dx x x

u
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Ejercicio B4 

Calcular las integrales indefinidas I y J explicando los métodos usados para su resolución. 

2
cos(2 ) ,

2 3

dx
I x x dx J

x x
 

     

 

 

 

Integración por partes

cos(2 )

1
cos(2 ) cos(2 ) (2 )

2

1 1
(2 ) (2 )

2 2

2 1 1
cos(2 )

2 2 2

2 cos(2 )

2 4

I x x dx u x du dx

dv x dx v x dx sen x

x sen x sen x dx

xsen x
x

xsen x x
C

 
 
 

      
 
    
 

  

 
    

 

  





  

 

  

   

2

2
2 2

2

2

2 3

Descomposición en fracciones simples

2 4
1

2 2 12 2
2 3 0 2 3 1 3

2 42
3

2

1

2 3 1 3

1 3 1

1
1 1 4

4

1
3 1 4

4

1 1
1 4 4

2 3 1 3

1 1

4

1

dx
J

x x

x

x x x x x x x

x

A B

x x x x

A x B x

x A A

x B B

x x x x

x

 
 

 
    

           
    



 
   

   

    

       



 
   



 




1 1 1 1 1 14 ln 1 ln 3
3 4 1 4 3 4 4

dx dx dx x x C
x x x
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QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sólo a uno de los dos ejercicios. 

 

Ejercicio A5 

En una empresa el 70 por ciento de sus trabajadoras están satisfechas con su contrato, y entre las 

satisfechas con su contrato el 80 por ciento gana más de 1000 euros. Entre las no satisfechas solo el 20 

por ciento gana más de 1000 euros. Si se elige una trabajadora al azar: 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que gane más de 1000 euros? 

b) Si gana más de 1000 euros, ¿cuál es la probabilidad que esté satisfecha con su contrato? 

c) ¿Cuál es la probabilidad de que gane menos de 1000 euros y esté satisfecha con su contrato? 

 

Construimos un diagrama de árbol. 

 
a) Mirando el diagrama lo calculamos multiplicando y sumando. 

 Gane más de 1000 € 0,7 ·0,8 0,3·0,2 0,56 0,06 0,62P        

 

b) Es una probabilidad a posteriori, utilizamos el teorema de Bayes. 

 

 

 

Esté satisfecha con su contrato / Gana más de 1000 €

Esté satisfecha con su contrato  Gana más de 1000 € 0,7 ·0,8 28
0,903

Gana más de 1000 € 0,62 31

P

P

P




   

  

 

c)  Gane menos de 1000 € y esté satisfecha con su contrato 0,7 ·0,2 0,14P     

 

 

  

Sueldo y 
satisfacción 

Satisfecha 

0,7 

Gana más de 1000 € 

0,8 

Gana menos de 
1000 € 

0,2 

No satisfecha 

0,3 

Gana más de 1000 € 

0,2 

Gana menos de 
1000 € 

0,8 
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Ejercicio B5 

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automóvil, con 

independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado 

es de 0,4, se pide: 

a) Identificar y describir este modelo de probabilidad. 

b) Hallar la probabilidad de que cierto día haya 8 automóviles aparcados. 

c) Hallar la probabilidad de que un día haya entre 10 y 20 automóviles aparcados. 

 

a) Se trata de 30 repeticiones de un experimento “Ver si el aparcamiento está ocupado” que 

solo tiene dos posibilidades: Ocupado o vacío. Las repeticiones son independientes entre 

sí  y la probabilidad de estar ocupado es siempre 0,4. 

Este modelo de probabilidad es una distribución binomial con parámetros n = 30 y p = 

0.4. 

X = Número de aparcamientos ocupados de las 30 plazas. 

X= B(30, 0.4) 

 

b)  

    8 22
30

Haya 8 plazas ocupadas 8 0.4 ·0.6
8

30

P P X
 

    
 


·29 · 28 ·27 ·26·25· 24 ·23

8 · 7 · 6 ·5 · 4 · 3

8 220.4 ·0.6 0.05
·2



 

 

c) Para calcular esta probabilidad aproximamos a una normal. 

 X= B(30, 0.4) 

Se aproxima con una normal de media · 30·0.4 12n p     y desviación típica 

· · 30·0.4·0.6 2.68n p q    . 

 

X= B(30, 0.4) se aproxima con una N(12, 2.68). 
 

     

 

 

   

   

   

 

10 20 Ajuste de continuidad 9.5 20.5

9.5 12 20.5 12

2.68 2.68

0.9328 3.1716

3,1716 0,9328

3,1716 0,9328

3,1716 1 0,9328

0,9992 1 0,8238 0,823

P X P X

Tipificamos P Z

P Z

P Z P Z

P Z P Z

P Z P Z
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