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BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno elegira solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacidn del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simboélico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

X+y+az=1

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones < x+ay+z=1 , siendo a un parametro real,
ax+y+z=-2

obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El estudio del sistema en funcién del parametro a. (5 puntos)
b) Las soluciones del sistema cuando a = —2. (3 puntos)
c¢) La solucion del sistema cuando a = 0. (2 puntos)
x-1 y+1 z

Problema 2. Sea larecta r: - -1 7 ylos puntos P =(1,0,0)y Q = (2,1, a).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El valor de a para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar. (3 puntos)
b) La ecuacidn del plano que contienea Py Q y es paralelo a r, cuando a = 1. (3 puntos)

c¢) La distancia del punto Q al plano que pasa por Py es perpendicular a r, cuando a = 1. (4 puntos)

2
Problema 3. Se da la funcion real f definida por f(x) = 2X(—+11) .
X“(X—
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f. (3 puntos)

b) La integral J' f (x)dx , asi como la primitiva de f(x) cuya gréfica pasa por el punto (2, 0). (3+1

puntos)
c) El area de la region limitada por la curva y=f(x) ylasrectasy =0, x =2,x =4. (3 puntos)

1 2
Problema 4. Se dan las matricespa=| b 0|YB =(_i E ZJ, que dependen del parametro real b.

-1 2 - -
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. (3 puntos)
b) Los valores de b para que la matriz ATA tenga inversa, siendo AT la matriz traspuesta de A.

(3 puntos)

¢) La inversa de ATA , cuando dicha inversa exista. (4 puntos)

Problema 5. Se dan el plano 7:2x+y—-z—-5=0 y los puntos A(1,2, —1), B(2,1,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
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a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a . (4 puntos)
b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a r y pasa por A.

Encuentra dos planos cuya interseccion sea la recta r. (1+2 puntos)
c) La distancia entre el punto B y la recta r. (3 puntos)

Problema 6. En un tridngulo is6sceles, los dos lados iguales miden 10 centimetros cada uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La expresion del area A(x) del triangulo, en funcion de la longitud x del tercer lado. (4 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion A(x), 0 < x < 20. (4 puntos)
c) La longitud x del tercer lado para que el area del tridngulo sea méximay el valor de esta érea.

(2 puntos)
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Soluciones:

X+y+az=1

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones < x+ay+z=1 , siendo a un parametro real,
ax+y+z=-2

obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El estudio del sistema en funcion del parametro a. (5 puntos)
b) Las soluciones del sistema cuando a = —2. (3 puntos)
c) La solucion del sistema cuando a = 0. (2 puntos)
1 1 a
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 a 1 | con determinante
a1l 1
1 1 a
A=l a ll=a+a+a-a’-1-1=-a’+3a-2.
a 1l 1
Igualamos a cero.
|Al=0=-a’+3a-2=0
-1 0 3 =2
1 -1 -1 2 ~a’+3a-2=(a-1)(-a’-a+2)
|-1 -1 2 [0—>a=lesraiz
1+3
il B
+(-1)7 —=4(-1)2 1+ _
—a’-a+2=0=a= \/( ) 41 _1x3_) -2
-2 -2 1-3
-~ “-l=a
-2

Tenemos tres situaciones distintas a estudiar.

CASO1l. a#lya=-2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de
A/B y el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=1
El determinante de Aes 0y el rango de Anoes 3
¢El rango de A es 2? ;0 1?

111
A=|1 1 1|.Elrango de esta matriz es 1 pues las 3 filas son iguales.
111
111 1
Veamos el rangode A/B=1 1 1 1 |.Surango noes 3 pues lafila1®y 22son
111 -2

iguales. Es 2 pues tomando el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 12 y las

1
=—2-1=-320 .

1 1 1
columnas 12y 28 - (1 Zj con determinante A
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Rango de A =1 # 2 = Rango de A/B
El sistema es incompatible.

CASO 3. a=-2
En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.
¢El rango de A es 2?

1 1 -2
A= 1 -2 1 |.Sitomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la filay
-2 1 1

1 1 1
columna 3@ > [1 j tiene determinante A

1
2‘:—2—1:—37&0. El rango de A es 2.

1 1 -2 1
Veamoselrangode A/B=| 1 -2 1 1
-2 1 1 =22

Hemos afiadido una columna 42 que es igual que la 12, por lo que el rango de A/B es el
mismo que el de A.

Rango de A = Rango de A/B =2 < 3 = NUmero de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

b) Cuando a = —2 estamos en el caso 3 y tiene infinitas soluciones dependientes de un
pardmetro.

Ecuacion 22 — Ecuacion 12

X+y-2z=1 x -2y 4z =1

X-2y+z=1 = X —y 427 =-1

—2X+y+z=-2 —3y +3z =0 — Nueva ecuacion 22

Ecuacion 32 + 2 - Ecuacion 12
—2X +y +z =-2
2X 42y 41 =42
3y -3z =0 — Nuevaecuacion 32

X+y—-2z=1
= -3y+3z=0=
3y—-3z=0

Ecuacion 22 = Ecuacion 32 X+y—-2z=1
= =
Quito ecuacion 32 -3y+3z=0
X+y-2z=1 [X+y—-2z=1
0 :>x+z—22=1:>
y—z= y=z2

Lasoluciones [x=1+t; y=t; z=t|

c) Cuando a = 0 estamos en el caso 1y el sistema tiene una unica solucién. La hallamos
utilizando el método de Cramer.

110 110 1
A=1 0 1|{yA/B=l1 0 1 1
011 011 2
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1 10
1 01
-2 1 1 -2-1-1
X= = :2
1 10 -2
1 01
011
1 1 0
1 1 1
0 -2 1 1-1+2
y: = :—1
110 -2
1 01
011
11 1
1 0 1
01 -2 1+2-1
= = :—1
110 -2
1 01
011

Lasoluciones |x=2; y=-1 z=-1
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Problema 2. Sea la recta r: XT_l = yT+1 = il ylospuntos P =(1,0,0)y Q = (2,1, a).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El valor de a para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar. (3 puntos)
b) La ecuacidon del plano que contienea Py Q y es paralelo a r, cuando a = 1. (3 puntos)

¢) La distancia del punto Q al plano que pasa por Py es perpendicular a r, cuando a = 1. (4 puntos)

a) La recta que pasa por P y Q tiene como vector director PQ =(2,1,)—(1,0,0)=(11 ). El

vector director de la rectares v, = (11-1).
Para que sean paralelas deben tener vectores directores con coordenadas proporcionales

\Tr:(l’l’—l)y %Z(lla),por lo que %:%:__13 a=-1.
a

b) El plano que contiene a P y Q tiene como uno de sus vectores directores
PQ=(21,a)-(1,0,0)=(11,a)=(111). Como es paralelo a la recta r el otro vector

director del plano es v, =(11,-1).

P(l,0,0)Eﬂ' x-1 y z
u=v,=(11-1)t=>7z=l1 1 -1=0
v=PQ=(L111) 1 11

X-1-y+z-z2-y+x-1=0

2x-2y-2=0=|r=x-y-1=0

c) Elplano m" que es perpendicular a r tiene como vector normal el director de r \Tr = (1,1, —1) :
Hallamos la ecuacion de este plano.

P(10,0)ex } P(10,0)ex }
= =1+0-0+D=0=D=-1

n=v,=(11-1)| 7#=x+y-z+D=0

T=X+y-2-1=0

Aplicamos la formula de la distancia de punto a plano.

Q(2.11)

7T=X+y-2-1=0

et I IE NP

1+ (<17 3

}: distancia(Q,7") =
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2
Problema 3. Se da la funcion real f definida por f(x)= szTJrll) .
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f. (3 puntos)
b) La integral j f (x)dx , asi como la primitiva de f(x) cuya grafica pasa por el punto (2, 0). (3+1

puntos)
c) El area de la region limitada por la curva y=f(x) ylasrectasy =0,x=2,x=4. (3 puntos)

a) El dominio de una funcion racional son todos los reales menos los que anulan el
denominador.
x=0

x*(x-1)=0=
X—-1=0=>x=1
El dominio de la funcién f es R—{0,1}

Asintota vertical. x=a
¢ x=0 es asintota?

. . 2+1 1 . ,
lim f(x) =|Im2X—+=_:oo Si es asintota.
x—0 x—0 ¥ (X—l) 0

¢ x=1 es asintota?
. . 2+1 2 . ,
lim f(x) = I|m2X—+=—=oo Si es asintota.
x—1 x—>1 X (X—l) 0

x =0y x=1 son asintotas verticales.

Asintota horizontal. y=b

2 2 2
. . X +1 X+l X 101
b=lim f(x)=lim— =lim——=Ilim—=lim==—=0
X—>0 X0 ¥ (X—l) x—o X2 — X xow X X0 X 00

y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene pues hay una horizontal.
x> +1
b f(X)dx=|——=dx =
) [T sz(x_l)
Descomponemos en fracciones simples la fraccion del integrando.
X¥*+1 A B C

m_x+x2+x_—l

x*+1  Ax(x-1)+B(x-1)+Cx’

x*(x-1) x*(x-1)

x* +1= Ax(x—-1)+B(x-1)+Cx*

x=0->1=B(-1)>B=-1

x=1-52=C
X=-152=2A-2B+C 5 2=2A+2+2—>2A=-2=A=-1
X+l -1 -1 2

x*(x-1) x x? x-1
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=—In|x|—x—1+2In|x— = —In|x|+|n(x-1)2+1+|<
- X

Si la primitiva debe pasar por el punto (2, 0) se cumple:

—In2+|n(2—1)2+%+K =0=>K =In2—%
2(x—-1)°
La primitiva buscada es |F(x) =—In x+|n(x—1)2 —1+In2—%: Inu
X X

X% +1
x*(x-1)

f(x)=0=

c) Lafuncion f(x)= no corta el eje de abscisas.

x?+1

x*(x-1)
El area pedida es la integral definida de la funcién entre 2 y 4.
4

Area = J.X—Jrl)dx [ In|x|+|n(x—1)2+ﬂ =

2

—0= x2+1=0= x =~/—1 = No existe

:[—In4+ln(4—1)z+ﬂ—{—ln 2+In(2—1)2+ﬂ=

=—In4+|n9+l+ln2—ln1—1:Ing—iz Ing—£—1.254u2
4 2 4 4 2 4
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1 2

Problema 4. Se dan las matricesa=| b 01|YB :(_i S 21], que dependen del parametro real b.
-1 2 - -

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. (3 puntos)

b) Los valores de b para que la matriz ATA tenga inversa, siendo AT la matriz traspuesta de A.

(3 puntos)

c) Lainversa de ATA, cuando dicha inversa exista. (4 puntos)

a) Calculemos la expresion de ambas matrices:
1 2 -1-2 0+2b 2-2 -3 2b 0

-1 0 2
AB=|b 0 ( 1 b Jz -b+0 0+0 2b-0|=|-b 0 2b
-1 2 1-2 0+2b -2-2 -1 2b -4
1 2
-1 0 2 -1+0-2 -2+0+4 -3 2
BA: b O = 2 = 2
-1 b -1 12 -1+b°+1 -2+0-2 b -4

Para que AB tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.

3 20 0
|AB|=|-b 0 2b|=—4b?—8b%+12b% =0
-1 20 -4

No existe la inversa de AB, independientemente del valor de b.

Para que BA tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.

— 2 )
=122

12-20*=0=6-b*=0=6=b> =b=+6
Para cualquier valor de b distinto ++/6 existe la inversa de BA.

[BA/=

b) Calculamos la expresion de ATA.
1 2

1 2
A=lb 0 :AT_(]' b _]j:ATA_{l b _]j b 0 _(1+b2+1 2+0—2j_(b2+2 0

2 0 2 2 0 2 -
1 9 1 9 2+0-2 4+0+4 0 8
Averiguamos si su determinante se puede anular.
2
|ATA|:b +2 0:8(b2+2)
0 8

|ATA|=0:>8(b2+2)=0:>b2+2=0:>b=\/3=Noexiste

El determinante de A" A nunca se anula. La inversade A’ A existe siempre.

¢) La inversa existe para cualquier valor de b. La calculamos.
242 242
ATA:b+ 0:>(ATA)T:b+ 0
0 8

0 8

_ (b*+2 0) (8 0O 1
(ATA)l—AdJ((ATA)T)_AdJ( 0 8)_(0 b2+2]_ 72
A 8(b’+2)  g(b*+2) | 4 1
8
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Problema 5. Se dan el plano 7:2x+y—-z-5=0 y los puntos A(1,2, —1), B(2,1,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a . (4 puntos)

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a it y pasa por A.

Encuentra dos planos cuya interseccion sea la recta r. (1+2 puntos)
c) La distancia entre el punto B y la recta r. (3 puntos)

a) Si el plano pasa por Ay por B tiene como uno de sus vectores directores el vector
AB=(2,1,0)~(1,2,-1)=(1,-121) y al ser perpendicular al plano 7 :2x+y-z-5=0 otro de

sus vectores directores es el normal del plano 1, n = (21,-1).

B(Z,l,O)Eﬂ', X—2 y_l z
u=AB=(L-11)=7z=| 1 -1 1|=0
v=n=(2,1-1) 2 1 -

X—2+2y-2+2+22+Yy-1-x+2=0

3y+3z-3=0=|r=y+z-1=0

b) Si larecta es perpendicular al plano 7 :2x+y—2z—-5=0 tiene como vector director el normal
del plano >v, =n=(2,1,-1).

A(L2,-1)er x=1+24
. =>|r=y=2+41
v, =n=(2,1-1) 1.1

Si ponemos la ecuacidn de la recta en forma continua:
x-1 y-2 z+1
2 1 -1
Separamos esta ecuacion en dos igualdades que nos proporcionan la ecuacion de dos planos
que se cortan en esta recta. Evidentemente hay muchos pares de planos cuya interseccion es la

r

misma recta.
x-1 y-2
x-1 y-2 z+1 2 1 x—-1=2y-4 X—2y+3=0
r= = = = = =
2 1 -1 y—-2 z+1 -y+2=2z+1 -y—-z+1=0
1 -1
¢) Seguimos el procedimiento descrito en el dibujo.
Como tenemos la ecuacion del plano z:2x+y—-z-5=0y
Xx=1+21 B
delarecta r=y=2+4 ; hallamos el punto de corte de *“ '
z=-1-1
ambos (B") y la distancia pedida es el médulo del vector BB’
B’ r
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T:2X+y—-2-5=0
x=1+21

r=y=2+4
z=-1-1

:32@+Z@+2+ﬂ+l+ﬂ—5:0:@1:0:31:0

A=0
Xx=1+24
y=2+4
z=-1-1

= B'(12,-1)

BB =(1,2,-1)-(2,1,0)=(-11-1)

d(B.r)=d(B,B")=[BB]=(-1)° +1* +(-1)° =[\Bu
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Problema 6. En un triangulo isosceles, los dos lados iguales miden 10 centimetros cada uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La expresion del area A(x) del triangulo, en funcion de la longitud x del tercer lado. (4 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion A(x), 0 < x < 20. (4 puntos)
c) La longitud x del tercer lado para que el area del tridngulo sea méximay el valor de esta érea.

(2 puntos)

a) La situacion planteada es la del dibujo.

Considerando el triangulo rectangulo del dibujo:

Aplicando el teorema de Pitadgoras tenemos que:

2 2 2 2 2
10 =12+ X ] =100=h? + X = 2 =100 X - 400=X :h:,/“oo_x
2 4 4 4 4

Asi el area del triangulo es:

« 400 - x? « \J400 — x?
) AN ) S >
Area(x)z Xéh _ 4 _ 2 _ X+/400 — x

2 2 4

b) Si los dos lados miden 10 cm el lado desigual debe medir entre 0 y 20 cm.
Derivamos la funcion &rea.

Xv400-x*> 1 > , 1 —7x
A(x)= XX D J200—xF = A (x) = 2| JA00—xF + x— X
) 4 4 ) 4{ ZJ400-x?
2
(V“OO‘XZ) —x 1{(400-%)—%} 400-2¢  200—x?

1
A(x)== ==
=% J400- X 41 400 - x?

C4J200— %2 24400—X°

Igualamos a cero.
200-x°

24/400—x*

Estudiamos el cambio de signo en el intervalo [0, 20] de la derivada antes y despues de
x=+/200.

A'(x)=0= =0=>200-x* =0 = x =+/200 =14,14...cm
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e En (O, \/200) tomamos x = 10 y la derivada vale
( _200-10° 100
24/400-102  2+/300
En (\/200, 20) tomamos x =15y la derivada vale
(

A’(x) > 0. La funcidn crece en (O, \/200).

200-15° 25

A, X)= =
) 24400-152 2175

< 0. La funcién decrece en (\/200, 20).

L I I I I I I I I I I I I I - I I I
o T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12 13 14 13 16 17 18 19

200 20

c) Por el gréfico anterior se deduce que en x =/200 hay un méaximo relativo del area del
triangulo.
Como el area para x = 0 es 0 y para x = 20 también es 0 el maximo relativo lo seré
absoluto.
Dicho valor m&ximo es:

2
V200 400—(«/200) ~ 7/200+/400-200 200

4 4 4

50 cm?

Area(\/ﬁ) =
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