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0 1 1 1 2
. 11 1
1.- Dadas las matrices A= |1 0 -2|,B=|0 -1|yC= s 0 ol
0 -1 0 1 -1
a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuaciéon matricial AX + Is = BC; donde I3 es la ma-
triz identidad.

Solucion
a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

Sabemos que no existe la inversa de Aes A™ = i-Adj(A‘), si|A|=0.

|Al
0 1 1|Adjuntos
Tenemos |A|=|]1 0 -2| tercera =-(-1)(0-1) =-1# 0, luego existes AL,

0 -1 0| fila
01 0 2 -1 -2 2 -1 -2) (21 2
A'={1 0 -1|, AdjA")=|0 0 1 |,luego A'1=|—i|-Adj(A‘)=_—11- 0 0 1|50 0 -1
120 -1 0 -1 -1 0 -1){(10 1

(b)

Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + Is = BC, donde I3 es la matriz identidad.

De AX +13=BC - AX =BC - Is. Multiplicando AX = BC — Iz por Al por la izquierda tenemos:
ALAX=AL(BC-13) - IsX=A1(BC-1), luego X=A"1(BC-Iy).
1 2 100 5 1 -3)(1 00 4 1 -3
TenemosBC—-13= |0 -1 -[1 1 1}- 01052 0 2|0 1 0|5-2 -1 2 |,portanto:
1 -1 2 ) 001){-21 3){00 1 (-1 1 2

2 1
X=ALBC-lg=|0 0 -1||-2 -1 2|=1 -1 -2
10

2.- a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a 0 R:
Xx+2y+az=a
X+ay+2z=a.
X +y +z =1

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

Solucion

(@)

X+2y+az=a
Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametroa O R: <x +ay + 2z = a.
Xty +z = 1

1 2 a 1 2 a a
Sea A=|1 a 2|y A*=|1 a 2 a| lamatriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
111 1111
1 2 4 1 3 at+lAdjuntos

Tenemos |A|=|1 a 2|C,+C,=|1 a+l 3| tercera =+(-1)(9-(a+1)?) =(-1)-(9-a?-2a-1)=
-1 1 1Cc,+C, -1 0 0 fia
=a’+2a-8.
2x4+32  -2+6

De |A|=0, a?+2a-8=0, de donde a= > = > ,portanto a=-4 y a=2.

Sia#-4 y a#2,tenemos rango(A) = rango(A*) = 3 = n° de incognitas , por el Teorema de Roucheé el
sistema es compatible y determinado y tiene solucién Unica.

1
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1 2 -4 1 2 -4 -4
Sia=-4,tenemos A=| 1 -4 2|y A*=1 -4 2 -4].
11 1 11 1 1

1
En A como

2
4‘ =-4-2=-6%0,rango(A) =2

1 2 -4 1 3 -3|Adjuntos
En A*como |1 -4 -4C,+C,=|1 -3 -3| tercera =+(-1)(-9-9) =18 %0, luego rango(A*) =3
-1 1 1|C,+C, |-1 0 0] fila

Como rango(A) =2 # rango(A*) = 3, por el Teorema de Rouche el sistema es incompatible y no tiene
solucion.

1 2 2 1 2 2 2
Sia=2,tenemos A= 1 2 2|y A*=1 2 2 2|.
111 (1111
En A como 11 i =1+2=3#0,rango(A) =2
1 2 2
En A*como |1 2 2| =0, por tener dos filas iguales, luego rango(A*) = 2
-1 1 1

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < n° de incognitas , por el Teorema de Rouché el sistema es compatible
e indeterminado y tiene mas de una solucion, en nuestro caso infinitas.

(b)

Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

Por el apartado anterior el sistema es compatible e indeterminado y tiene mas de una solucion.
Como el rango es dos tomamos solo dos ecuaciones, 22y 32,
Lo resolvemos por Gauss:
X+2y+2z=2 | x+2y+2z2=2 _x+2y+2z=2
X +y +z =1(E,+E)) +3y +3z=3 (E,/3) y +z=1
ytambiénx=2-2(1-m)-2m=2-2+2m -2 =0, y la solucién del sistema pedido para el caso de
a=2es(x,y,2)=(0,1-m,m) conm [OR.

,tomandoz=m ORtenemosy=1-m

3.- a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim E
x-0"{ X sen(2x)

2D 5 x<1
b) [1,5 puntos] Dada la funcion f(x) =< x-2 si 1<x <2, donde In es el logaritmo neperiano, estudia la
Inx-1) si x=2
continuidad de la funcion f(x) en x =1y en x = 2, y clasifica el tipo de discontinuidad si las hubiera.
Solucioén
(a)

L o (1 1
Calcula razonadamente el siguiente limite: lim| —-
x-0"{ X sen(2x)

La regla de L'Hbpital (L'H) nos dice: Si “f" y “g” son funciones continuas en [a - , a + 9], derivables en

f(x) , entonces si existe lim f I(X)

9(x) 0 -2 g'(x)

(a- 9, a+d), verificando que f(a) =g(a) =0 y I se verifica que

XI|ma g ((x)) Im (( )) La regla se puede reiterar, y también es valida si tenemos o/, y Si X - .
sen(2x) - X _ {ﬂ: 0 L'H} - i cos(2x)-2 - 1 I S
X sen(2x) o X-sen(2x) 0 O x-0*1-sen(2x) + x-cos(2x)-2 0"+ 0" '

(b)
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2% & o x <1
Dada la funcién f(x)= {4 x-2 si 1<x <2, donde In es el logaritmo neperiano, estudia la continuidad de
In(x-1) si x=22
la funcion f(x) en x = 1y en x = 2, y clasifica el tipo de discontinuidad si las hubiera.
Sabemos que la funcién 2x-1 es continua en R, en particular lo es en x < 1.

La funcidon x — 2 es continua en R en particular en el abierto (1, 2).
La funcion In(x — 1) es continua en x > 1, en particular lo es en x > 2.

Falta estudiar la continuidad de f(x) enx=1y x=2.

Sabemos que fes continuaenx=1si f(1) = IirTl1_f(x) = Iir’? f(x)
f(1) = |in;l_f(X) = Iirr;_zx'1 =20=1. Iing f(x) = Iirrl1 (x-2) =-1
Como f(1) = IirT11_ fx)=1 # Iirrl1 f(x) = -1, f(x) no es continua en x = 1, y en dicho punto x = 1 presenta

un punto de discontinuidad inevitable de salto finito de amplitud 1 - (-1) = 2.

Sabemos que fes continuaenx =2 si f(2) = IirT21_f(x) = Iirg f(x)
f(2) = lim f(x) = lim (In(x - 1)) =In(1) =0. lim f(x) = lim (x-2) =0
Como f(2) = IirT21_f(x) = Iirr21 f(x) = 0, f(x) es continua en x = 2, por tanto f(x) es continua en R - {1}, y en

el punto x = 1 presenta un punto de discontinuidad inevitable de salto finito de amplitud 1 - (-1) = 2.

4 .- a) [1,5 puntos] Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin tapa
superior y con un volumen de 108 dm? para que la superficie total de la caja (formada por las caras laterales
y la base) sea minima.

b) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion f(x) = x2 + x — 1 en el punto de
abscisa x = 1.

Solucién

(@)

Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin tapa superior y con un
volumen de 108 dm? para que la superficie total de la caja (formada por las caras laterales y la base) sea
minima

La siguiente figura nos ayudara:

Funcién a Optimizar: Superficie = S(x, y) = 4 caras laterales + base = 4xy + x2.
Relacion: Volumen = 108 = (area base)- (altura) = x-y, de donde y = 108/x2
Funcion a Optimizar: Superficie = S(x) = 4x(108/x?) + x? = = 432/x + X

0 y S“(@) <0, x=aesun maximo relativo de S(x)
0 y S“(a) >0, x=aes un minimo relativo de S(x)

Sabemos que si S ‘(a)
Sabemos que si S ‘(a)

S(x) = 432/x + X2, S ‘(x) = -432/x2 + 2X.
De S ‘(x) = 0, tenemos -432/x? + 2x = 0, es decir 432/x? = 2x, por tanto x® = 216, de donde x = 3V(216) = 6.

Veamos que es minimo.
S (X) =-432/x2 + 2x = -432-x2 + 2X; S “"(X) = 864x3 + 2 = 864/x3 + 2.

3
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Como S “(6) = 864/(6)% + 2 =864/216 +2 =4+ 2 =6 >0, luego x = 6 dm es un minimo relativo.

Y las dimensiones de la cajason x =6 dm ey = 108/(6) 2dm = 3 dm, para que la superficie total de la
caja sea minima.

(b)

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = x2+x -1 en el punto de abscisa x= 1.
Larectatangenteenx =1 es“y-f(1) =f‘(1)(x - 1)".

Tenemos f(x) = x2+x-1 y f(x) =2x+ 1, luego f(1) =1 y ‘(1) = 3, por tanto:

Larectatangenteenx=1 es“y-1=3(x-1)", es decir y=3x—2.

-dx
1+eX

5.- a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: J'

(Cambio de variable sugerido: e* = t)
b) [1,25 puntos] Determina justificadamente el area acotada que encierran las graficas de las funciones
fx)=-x2+2x+4 y g(x)=x+2.

Solucion
(@)
Calcula razonadamente la siguiente integral: I -dx
1+e*
e* =t;x=In(t)
Tenemos _[ X _ dt (At {Racional} = Iidt+IB—m =AInL +1t) +B-Int) + K =
1+e* |dx= ~ (1+1)-t 1+t t

= {++, y quito cambio} = 1-In(1 + &) + (-1)-In(e) + K=1In(1 + %) - x + K.
{++} Calculamos Ay B

-1 A
L+ 1+t
Igualando numeradores:

At+B(1+1)
@+

B
+ — =
t

-1=A-t+B(t + 1). Sustituimos “x” por el valor de las raices del denominador (t=0yt=-1).

Parax=-1,-1=A(-1) - A=1

Parax=0,-1=B(1) - B=-1.

(b)

Determina justificadamente el area acotada que encierran las graficas de las funciones f(x) = -x2 + 2x + 4
y g(x)=x+2.

Veamos los cortes de f(x) con g(x) resolviendo la ecuacion f(x) = g(x).

Def(x)=g(X) » -X2+2x+4=x+2 - -X2+x+2=0 - x2-x-2=0,luego x= 1+ = ; es
decir x =-1y x = 2 y los puntos de corte de f(x) y g(x) son (-1, 1) y (2, 4).

Sabemos que la grafica de f(x) = -x2 + 2x + 4 es una parabola asi (n) porque el n° que multiplica a x? es
negativo. La abscisa de su vértice es la solucién de f ‘(x) = 0 = -2x + 2, de donde x = 1, y su vértice es el
punto V(1, f(1)) = V(1, 5).

Hemos visto antes que pasa por (-1, 1) y (2, 4).

Larectay = x + 2 hemos visto que pasa por los puntos (-1, 1) y (2, 4).

Teniendo en cuenta todo lo anterior un esbozo de las gréficas y la region que determinan es:
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72 -lw 0 1 , 3 4
iy [ N R |

; 3 2 2
Area = J-j( X2+ 2X + 4 - (x + 2))dx = .[j( X2+ X + 2)dx = {%+X7 + ZX} =
-1

= [(-83+2+4)-(+1/3 + 1/2-2) ] u2 = (10/3 + 7/6) u2 = 9/2 u? = 4'5 U2,

El area pedida es:

x-2y-2=0

y-z-2=0"

a) [1 punto] Calcula razonadamente la distancia del punto P(1, 2, -1) al plano 1t

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el area del triangulo que forman el punto interseccion de la recta r
con el plano m, y los puntos B(1, -1, 2) y C(0, 1, 1).

Solucion

(@)

Calcula razonadamente la distancia del punto P(1, 2, -1) al planot=x+2y-z-4=0(n =(1, 2, -1)).

e

(i) Calculamos la recta “s” perpendicular al plano Ttque pasa por el punto P (su vector director u es el vector
normal del plano i, n = (1, 2, -1) ). Ponemos larecta s en paramétricas o vectorial.
S=(X,Y,2)=(1+A,2+2\,-1-A)conAOR.

(i) Calculamos el punto P’ que es la proyeccion ortogonal de la recta s con el plano T, para lo cual susti-
tuimos la ecuacion de larecta s en el plano T, determinamos el valor del parametro A y con dicho valor
entrando en las ecuaciones de la recta en paramétricas obtenemos las coordenadas del punto P’

6.- Sean el plano T[Ex+2y-z-4:OyIarectarE{

P
Fle

QA+N)+22+2N)-(-1-A)-4=0=6+6A-4=0, de donde A =-2/6 = -1/3, luego el punto proyeccién P’ es
P'(1+ (-1/3), 2 + 2(-1/3), -1 - (-1/3) ) = P’(2/3, 4/3, -4/3)
(iii) La distancia buscada es d(P; ) =d(P; P’) = ||PP’|| = V( (1/3)2+(2/3)2+(1/3)? ) ul = ¥(6/9) ul=V(6)/3 ut.

PP'=(2/3- 1, 4/3 - 2, -4/3 + 1) = (-1/3, -2/3, -1/3)

También sabemos que La distancia del punto P(ps, pz, ps) al plano m=ax+ by+cz+d=0esd(P; m =
_ | apy)+ b(p,)*+ c(p)+ d |

[a2+b2+C2
En nuestro caso d(P; 1) = (D) +22)-(1)-4] ot 2] ,_2 26 . _6

== gt =222 =22 it y vemos que coincide.
3

NP+ 22+ 12 J6 J6 6
(b)

Calcula razonadamente el area del triangulo que forman el punto interseccién de la recta r con el plano 1, y
los puntos B(1, -1, 2) y C(0, 1, 1).

X-2y-2=0
Veamos el punto A, corte de la recta del pIanorE{ y2 0 conel m=x+2y-z-4=0.
y-z-2=

Un vector directo de la recta r es u = (Producto vectorial de los vectores normales de los planos que deter-
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i ] k|Adjuntos
minan larectar)=|1 -2 0| primera = i(2-0)-j(-1-0)+k(1-0)=(2,1,1).
0o 1 - fila

X-2y-2=0
Un punto de larectar E{ y 2=0 es (2, 0, -2), tomando y = 0.
y-z-2=

La ecuacion larecta r en vectorial es: r=(x,y, z) =(2+2m, m, -2+ m) conm OR.

Sustituimos la ecuacion de larecta r en el plano T, determinamos el valor del pardmetro m y con dicho
valor entrando en las ecuaciones de la recta en paramétricas obtenemos las coordenadas del punto A.

2+2m)+2(m)-(-2+m)-4=0=4+3m-4=0,dedonde m=0, luego el Aes A(2, 0, -2)
Sabemos que el area de un triangulo ABC con A(2, 0, -2), B(1, -1, 2) y C(0, 1, 1) es la mitad del area del
paralelogramo que determinan su lados AB y AC, es decir el determinado por los vectores AB y AC, luego

el Area del triangulo es = (1/2)[[JABXAC||

AB=(1-2,-1-0,2-(-2)=(-1,-1,4); AC=(0-2,1-0,1-(-2)=(-2,1,2)

i ] Kk
ABXAC = |-1 -1 4| =i(-2-4)-j(-2+8) +k(-1 - 2) = (-6, -6,-3). ||ABXAC|| = V( (6)2+(6)2+(3)?) = V(81) = 9.
2 1 2

El &rea del triangulo pedido es = (1/2) OJABXAC]|| = (1/2) @ u2=9/2 u2=4'5u?

2x-2y=4 + =

7.- Dadas las rectas r = y , S =X = y*2 o y el punto P(-1, 0, 2).
z =0 3 -2 1

a) [1,25 puntos] Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas ry s.

b) [1,25 puntos] Halla razonadamente la ecuacion general del plano que pasa por el punto P y es paralelo a

las rectas ry s.

Solucién

(@)

Determina razonadamente la posicion relativa de las rectasry s.

X=2+m
2x-2y=4 [x-y=2 .
Ponemos larectar = O: 0 es vectorial r = Jy = m,conmOR.
= zZ =
z=0

Un punto de r es A(2, 0, 0) y un vector director es u = (1, 1, 0).
Un punto de s es B(0, -2, 1) y un vector director es v = (3, -2, 1). El vector AB = (-2, -2, 1).

Como los vectores u = (1, 1, 0) de “r' y v = (3, -2, 1) de “s” no son proporcionales, los vectores u y v no son

Wy

paralelos, por tanto las rectas “r’ y “s” tampoco lo son, luego “r’ y “s” se cortan o se cruzan.

Sidet(AB, u,Vv) =0, “r"y“s” se cortan, con AB =b —a= (0, -2,1)-(2,0,0) =(-2, -2, 1).
Si det(AB, u, v) #0, “r" y “s” se cruzan.

2 21 -2 0 1]Adjuntos
Como det(AB,u,v)=|1 1 0/C,-C,=|1 0 Ojsegunda =-(1)-(0 +5) =-5# 0, luego las rectas “r'y
3 21 3 -5 1 fila

“s” se cruzan.

(b)

Halla razonadamente la ecuacion general del plano que pasa por el punto P y es paralelo a las rectas r y s.

Para un plano tnecesitamos un punto, el P(-1, 0, 2), y dos vectores independientes el u = (1, 1, 0) de la
recta r,yelv=(3,-2,1) delarecta s.
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x+1 y z-2|Adjuntos
La ecuacion del plano pedido es m=det(PX,u,v)=0= | 1 1 O | primera =
3 -2 1 fila
= xX+1)(1-0)-(y2-0)+(z-2)(-2-3)=x+1-y-52+10=0=x-y-52+11=0.

8.- a) El 70% de los usuarios de Instagram tiene menos de 34 afios, el 25% entre 34 y 54 afios (ambos
incluidos) y el 5% mas de 54 afios. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el 98% de los menores de 34
afios, el 40% de los usuarios entre 34 y 54 afios (ambos incluidos) y el 10% de los mayores de 54 afios. Si
se selecciona un usuario al azar:

a.l1) [0,5 puntos] ¢,qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?

a.2) [0,75 puntos] Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, ¢,qué probabilidad
hay de que pertenezca al grupo que tiene entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)?

b) El tiempo que un usuario de la red Instagram pasa conectado a diario a dicha red social sigue una ley
normal de media 53 minutos y desviacion tipica 10 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ¢, Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte mas de 30 minu-
tos al dia?

b.2) [0,75 puntos] ¢ Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40 y 67 minutos al dia?
Solucién

(a)

El 70% de los usuarios de Instagram tiene menos de 34 afos, el 25% entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)
y el 5% mas de 54 afios. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el 98% de los menores de 34 afios, el
40% de los usuarios entre 34 y 54 afios (ambos incluidos) y el 10% de los mayores de 54 afios. Si se selec-
ciona un usuario al azar:

(a.1) [0,5 puntos] ¢ qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?

(a.2) [0,75 puntos] Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, ¢ qué probabilidad
hay de que pertenezca al grupo que tiene entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)?

(a.1)
¢ qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?

Llamemos A, B, C, R y R, a los sucesos siguientes, “tener menos de 34 afios”, “tener entre 34 y 54 afios”,

“tener mas de 54 afios”, "acceder alared" y "no acceder a la red", respectivamente.

Datos del problema: p(A) = 70% = 0'7; p(B) = 25% = 0'25; p(C) = 5% = 0'05; p(R/A) = 98% = 0'98; p(R/B) =
=40% =04, p(R/C) =10% =01, ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

093 R

Me piden p(no acceder a diario a dicha red social) =p(R ©)
Por el teorema de la Probabilidad Total:

Tenemos p(R°) = p(A)-p(R°/A) + p(B)-p(R°/B) + p(C)-p(R°/C) =

=(0'7)-(0'02) + (0'25)-(0'6) + (0'05)-(0'9)= 209/1000 = 0'209.

(@.2)

Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, ¢ qué probabilidad hay de que perte-
nezca al grupo que tiene entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)?
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Me piden p(tener entre 34 y 54 afios, si accede a diario a dicha red social) = p(B/R)

Por la férmula de Bayes:

Me piden p(@/R) = PEOR) - PB)IPRB) _ 505 gay(1 - 0'209) = 1001791 0012642225,
P(R) 1-p(R™)

(b)

El tiempo que un usuario de la red Instagram pasa conectado a diario a dicha red social sigue una ley nor-
mal de media 53 minutos y desviacidn tipica 10 minutos.

La variable X = tiempo en minutos conectado a la red, sigue una distribucién normal N(y, o) = N(53, 10).

(b.1)
¢ Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte mas de 30 minutos al dia?
. . . - 30-53 ,
Me piden p(conectar mas de 30 minutos) = p(X = 30) = {tipificamos} = p| Z = 10 =p(Z=-23) =

= {simetria} = p(Z < 2'3) = 0'9893.
(b.2)
¢, Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40 y 67 minutos al dia?

Me piden p(porcentaje conectados entre 40 y 67 minutos) = p(40 < X < 67) = {tipificamos} =
(40 -53 30 - 67)
p <Z<
10
=p(Z<14)-(1-p(Z=<13))= 09192 -1 + 09032 = 08224 = 82’84 % se conectan entre 40 y 67 minu-
tos.

=p(-1'3<Z2<1)==p(Z<1'4) - p(Z =£-1'3) ={suceso contrario} =






