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MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una de las dos opciones
propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion elegida.

Para la realizacién de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las
siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucién de
ecuaciones, operaciones con matrices, cdalculo de determinantes, célculo de derivadas, calculo de
integrales ni almacenamiento de datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas
caracteristicas sera retirada.

CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A
Ejercicio 1 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas la matrices
1 00
1 3 4 1
010
A=|1 a 2 2-a|lyM= ; se pide:
0 0O
-1 2 a a-2
0 01

a) (1.5 puntos) Estudiar el rango de A en funcién del pardmetro real a.
b) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz AM para el caso a = 0.

Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
In(x) . . » .
Dada f(X)=——=, donde In denota el logaritmo neperiano, definida para x > 0, se pide:
X

a) (0.5 puntos) Calcular, en caso de que exista, una asintota horizontal de la curva y = f(x).

b) (1 punto) Encontrar un punto de la curva y = f(x) en el que la recta tangente a dicha curva sea
horizontal y analizar si dicho punto es un extremo relativo.

¢) (1 punto) Calcular el area del recinto acotado limitado por la curvay =f(x) ylasrectasy =0y x =e.

Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

x-1 -3
Dadas larecta I = T = y—2 = Z ylarecta s que pasa por el punto (2;-5; 1) y tiene direccion (-1; 0;-1),

se pide:

a) (1 punto) Estudiar la posicidn relativa de las dos rectas.
b) (1 punto) Calcular un plano que sea paralelo ary contenga a s.
c) (0.5 puntos) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coordenadas.

Ejercicio 4 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
La probabilidad de que un pez de una determinada especie sobreviva mas de 5 afios es del 10 %. Se pide:

a) (1 punto) Si en un acuario tenemos 10 peces de esta especie nacidos este afio, hallar la probabilidad
de que al menos dos de ellos sigan vivos dentro de 5 afos.

b) (1.5 puntos) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos este mismo
afio, usando una aproximacién mediante la distribuciéon normal correspondiente, hallar la probabilidad
de que al cabo de 5 afios hayan sobrevivido al menos 10 de ellos.



OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacion méxima: 2.5 puntos.

Una estudiante pidi6 en la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas y pagé un total de 19
euros. Al mirar la cuenta comprobdé que le habian cobrado un bocadillo y una bolsa de patatas de mas.
Reclamo y le devolvieron 4 euros.

Para compensar el error, el vendedor le ofrecié llevarse un bocadillo y un refresco por solo 3 euros, lo que
suponia un descuento del 40% respecto a sus precios originales. ¢ Cudles eran los respectivos precios sin
descuento de un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcion f(X) =+/4x*> —x* | se pide:
a) (0.5 puntos) Determinar su dominio.
b) (1.5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

. . fx) . f(X)
c) (0.5 puntos) Calcular los limites laterales lim ——= ; lim ——=
x—0" X x—=0" X

Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dados el punto A(2; 1; 0) y el plano 7 =2X+ 3y+ 4z= 36 , se pide:

a) (0.75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano .
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano ™ mas préximo al punto A.

c) (0.75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano .

Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Una compafiia farmacéutica vende un medicamento que alivia la dermatitis atdpica en un 80% de los casos.

Si un enfermo es tratado con un placebo, la probabilidad de mejoria espontanea es del 10 %. En un estudio
experimental, la mitad de los pacientes han sido tratados con el medicamento y la otra mitad con un placebo.

a) (1 punto) Determinar cudl es la probabilidad de que un paciente elegido al azar haya mejorado.
b) (1.5 puntos) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hallar la probabilidad de que haya sido tratado con

el medicamento.



SOLUCIONES:

OPCION A
Ejercicio 1 : Calificacion méxima: 2.5 puntos.
Dadas la matrices
1 00
1 3 4 1
010
A= 1 a 2 2-a|lyM= ; se pide:
0 0O
-1 2 a a-2
0 01

a) (1.5 puntos) Estudiar el rango de A en funcién del pardmetro real a.
b) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz AM para el caso a = 0.

a) La matriz A es de orden 3x4, su rango méaximo es 3, buscamos un menor de orden 3 no nulo:

METODO 1. Utilizando determinantes:

1 3 4 1
Con las tres primeras columnasde A=| 1 a 2 2-a |tenemos:
-1 2 a a-2
1 3 4
1 a 2(=a’-6+8—(4a+3a+4)=a’-6+8+4a-3a-4=a’+a-2
-1 2 a
a -1+3 1
1+ 1P -41(-2) _1+ - -
a’+a-2=0=a= ( ): 1—‘/52 2
2 2 -1-3
a=——=-2
2

Habrian tres casos posibles:
CASOl.a#lya=+-2.Rangode Aes 3
CASO 2. a =1. La matriz queda:

1 3 4 1
A=|1 1 2 1

-1 2 1 -1

1 3 4
La cuarta columna es igual a la primera con lo que rangode A=rangode | 1 1 2
-1 2 -1

En esta matriz su determinante es 0, por lo que el rango de A es menor de 3.

3
El menor 1:1—3:—2¢0 .Elrango de Aes 2

CASO 3. a =-2. La matriz queda:

1 3 4 1
A=1 -2 2 4
-1 2 -2 -4

El menor de orden 3 formado por las tres dltimas columnas vale:



3 4 1
2 2 4|=-24+32+4-(4+32-24)=0
2 -2 -4

Elrango de Anoes 3

Tomemos el menor de orden 2 =—2-3=-5#0.Elrangode Aes 2

Conclusiéon: Sia#lyva#-2elrangode Aes3.a=1o0a=-2elrango de A es 2.

METODOQ 2. También se puede estudiar utilizando el método de Gauss:
4 1
2 2-a
-1 a a-2

Si hacemos fila 22 —fila 12 . Tambien fila 32 + fila 12
1 3 4 1

Nuevafila2a + -1 -a -2 a-2
0 3-a 2 a-1
1 3 4 1

Nuevafila3® + -1 2 a a-2
0 5 4+a a-1

1 3 4 1
=A=|0 3-a 2 a-1
0 5 4+a a-1

Intercambiamos columna 22 y columna 42

3
A= a
2

1 1 4 3
A=/0 a-1 2 3-a
0 a-1 4+a 5

Hacemos fila 32 — fila 22
0 a-1 4+a 5

Nuevafila3® + 0 -a+1 -2 -3+a
0 0 a+2 a+2

1 1 4 3
A=|0 a-1 2 3-a
0 O a+2 a+2

Se observa que al ser una matriz triangular:

Sia#lya#-2. Rangode Aes3

Si a =1 la matriz equivalente queda:
1 1 4 3

A= 2 2 |que tiene rango 2 pues la fila 22 y fila 32 son proporcionales

0 0
0 0 3 3

Si a = -2 la matriz equivalente queda:



1 1 4 3
A=|0 -3 2 5
0 0 0O
Solo tiene dos filas no nulas y el rango de A es 2

b) La matriz AM es de orden 3x3 y si a = 0 la matriz producto AM quedaria:

1 00 1 00
1 3 4 1 1 3 4 1 1 3 1
010 010
AM=|1 a 2 2-a =1 0 2 2 =1 0 2
0 0O 0 0O
-1 2 a a-2 -1 2 0 -2 -1 2 2
0 0 0 01
Para ser invertible debe tener determinante no nulo:
1 3 1
|AM|=|1 0 2|=0-6+2—(0-6+4)=—4+2=-2=0
-1 2 2
Calculemos su inversa:
0 2 3 2 3 0
2 -2 1 -2 1 2
1 -1 1 -1 11
11 -1 2 -2 1 -2 12 4 8 6
Adj(3 0 2 ) 1 -1 1 -1 11 0O -1 -1
L Adj(AMT) 12 =2 0 2 3 2] 30 2 -5 -3
(AM)* = - _ -
|AM| -2 -2 -2
2 -4 3
(AM)"=| 0 1/2 1/2
-1 5/2 3/2
Ejercicio 2 : Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
Dada f(x)= L , donde In denota el logaritmo neperiano, definida para x > 0, se pide:
a) (0.5 puntos) Calcular, en caso de que exista, una asintota horizontal de la curva y = f(x).
b) (1 punto) Encontrar un punto de la curva y = f(x) en el que la recta tangente a dicha curva sea
horizontal y analizar si dicho punto es un extremo relativo.
c) (1 punto) Calcular el area del recinto acotado limitado por la curvay =f(x) ylasrectasy =0y x =e.
a) Calculemos los limites de la funcion en el infinito:
lim Inx — 2 _ Indeterminacién (Regla de L Hopital)=
X—>+0 ¥ o0
—lim X imiolog
Xx—>+0 ] X=>+0 X 00
La asintota horizontal es la recta de ecuacién Y =0 . El eje de abcisas.
b) La pendiente de la recta tangente es la derivada de la funcion en el punto de tangencia, si debe ser

horizontal la derivada debe anularse.

L Xx—=Inx-1

In(x , x 00T 1-Inx
f(x):—( )t =2 ="
X X X




1-Inx

f"(X)=0=——=0=1-Inx=0=Inx=1=x=¢e
X
_ , 1-In1 1 L
En el intervalo (0, e) tomamos elvalor 1y f (1) = T = 1 =1>0. La funcién crece
. 1-In4 -0,38
En el intervalo (e, +o) tomamos el valor 4y f “(4) = e = N =-0,02<0. La funcién
decrece
\I. 1 [l [l [l [l [l [l
SN\ Xt
e
La funcion presenta un maximo relativo en x = e.
_ , In(x)
c) Averigliemos los puntos de corte de las funciones f(X) = ey=0.
X
In(x
Q:O: In(x)=0=x=1
X
, . . iy ) In(x) .
El area pedida se calcula con la integral definida de la funcion f (x) = en el intervalo [1, e]:
X
Cambio de variable
2
In x 1 t t2 (Inx
[—dx=1lnx=t==dx=dt :I—xdtzjtdtz—:( ) e
X X X 2 2
dx = xdt
; tInx (Inx)* | (Ine)* (In1)* 1 1,
Areazj.—dx: = — ==-0==u
1 X 2 1 2 2 2 2
Ejercicio 3 : Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
x-1 y-3 : o
Dadas larecta I = T = —2 = Z ylarecta s que pasa por el punto (2;-5; 1) y tiene direccion (-1; 0;-1),

se pide:

a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las dos rectas.
b) (1 punto) Calcular un plano que sea paralelo a r y contenga a s.
¢) (0.5 puntos) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coordenadas.

a) Para estudiar la posicion relativa de dos rectas, nos planteamos si son paralelas y para ello
comprobamos si sus vectores directores son proporcionales:

\/T:(Z,—Z,l) 3;«&_—2 1

=
v,=(-10,-1)] -1 0 -1

S

No son paralelas. Estas rectas o se cortan o se cruzan.

Debemos estudiar el determinante formado por sus vectores directores y el vector que une un punto P, de la

rectary otro punto P, de la otra.



Rectas={_°

r-s

(
PP, =(2,-51)-(13,0)=(1-81)

1 -8 1
2 -2 1|=2+8+0-(2+16+0)=-8=0

-1 0

-1

Las rectas se cruzan.
b) El plano que contenga ar y es paralelo a s tendrd como vectores directores los de ambas rectas (no

c)

son paralelas) y pasara por un punto P. de larectar.

x-1 y-3 3(1’3’0)
= =1=

r=—=-——= .
2 =2 v, =(2,-2.1)

PS(2,—5,1)

Rectas=<_.
v, = (—1,0,—1)

El plano es:

x-1 y-3 z

2 -2 1/=0

-1 0o -

2x—2-y+3+0—(2z-2y+6+0)=0
T=2X+y—-22-5=0

El plano perpendicular a r y que pase por P(0,0,0) debe tener como vector normal el vector director
de larectar:

n =v,=(2,-21)=7=2x-2y+z+D=0
Como pasa por P(0,0,0) > 20—-20+0+D=0=D=0
Elplanoes 7=2Xx—-2y+2=0

Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

La probabilidad de que un pez de una determinada especie sobreviva mas de 5 afios es del 10 %. Se pide:

a)

b)

(1 punto) Si en un acuario tenemos 10 peces de esta especie nacidos este afio, hallar la probabilidad
de que al menos dos de ellos sigan vivos dentro de 5 afios.

(1.5 puntos) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos este mismo
afio, usando una aproximacion mediante la distribucién normal correspondiente, hallar la probabilidad
de que al cabo de 5 afios hayan sobrevivido al menos 10 de ellos.

Este ejercicio no se puede hacer con diagrama de arbol debido a que serian 10 ramificaciones. Hay
gue resolverlo con la binomial. X = Numero de peces que sobreviven mas de 5 afios.

n=10; p=0,10 > X=B(10;0,1).



P(X >2)=1-P(X <2)=1-(P(x=0)+P(x=1))=

10 10
1—[( 0 ]0,10 -0,9" +( 1 ]0,11 -0,99J:

=1-(0,3487+0,3874)=1-0,7361=0,2639

b)

=200 np=200.0,1=20 }

=01;=>
5_0 o o =/npq =/200-0,1-0,9 = 4,24

La distribucién binomial X = B(200;0,1) se aproxima por una normal Y = N(20;4,24)

Calculamos la probabilidad pedida usando esta aproximacion y haciendo una correccion por
continuidad de 0,5:

P(X 210)=P(Y 210-0,5)= P(

X-20, 9’5_20j= P(Z>-2,48)=P(Z <2,48)=0,9934
4,24 — 4,24



OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Una estudiante pidi6 en la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas y pag6 un total de 19
euros. Al mirar la cuenta comprobdé que le habian cobrado un bocadillo y una bolsa de patatas de mas.
Reclamo y le devolvieron 4 euros.

Para compensar el error, el vendedor le ofrecid llevarse un bocadillo y un refresco por solo 3 euros, lo que
suponia un descuento del 40% respecto a sus precios originales. ¢, Cuales eran los respectivos precios sin
descuento de un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

Llamemos b al precio de un bocadillo, r al precio de un refresco y p al precio de una bolsa de patatas.

3 bocadillos + 1 que cobraron de mas, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas + 1 que cobraron de mas costaron
19€ > 4b+2r+3p=19

Le habian cobrado un bocadillo y una bolsa de patatas de mas. Reclamo y le devolvieron 4 euros.
b+p=4

Un bocadillo y un refresco por 3 euros, con un descuento del 40% respecto a sus precios originales. Es decir,
pago el 60% de su precio original. > 0,6b+0,6r =3=6b+6r=30=b+r=5

El sistema de ecuaciones queda:

4b+2r+3p=19 4b+2r+3p=19

4(4- 2r+3p=19 16-4p+2r+3p=19
b+ p4 —b=d_p 4( M+54—p }:> 'P2r+ p }
_ - —p+r=
b+r=5 b+r=5 e P
-p+2r=3| -p+2r=3
= = =-p+2(p+1)=3=-p+2p+2=3
-p+r=1 r=p+1

> p=l=r=1+1=2=b=4-1=3

Un bocadillo ha costado 3 €, un refresco 2 € y una bolsa de patatas 1€

Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcion f(X) =+/4x*> —x* | se pide:

a) (0.5 puntos) Determinar su dominio.
b) (1.5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

100 i 100
),

x—0 X

c) (0.5 puntos) Calcular los limites laterales lim

x—0*

a) El dominio de la funcion f (X) =+4x* —x* son los valores de x que hacen positivo el radicando.
Planteamos la ecuacion correspondiente:

x*=0=x=0

4 —x* =0= x*(4-x*)=0=>
( ) 4-x2=0=xX2=4=x=4=42

Los nuameros reales se dividirian en 4 intervalos o semirrectas, veamos en cuales existe la funcion:
(~00, =2) >por ejemplo X=-4= f(-4) = m = /64256 =+/-192 = No existe
(-2, 0) > por ejemplo X=-1= f(-1) = \/m: J4-1=/3 =i existe

(0, 2) > por ejemplo Xx=1= f(1) = m= J4-1=1/3 =Si existe




(2, ) > por ejemplo X =4 => f (4) = \J4(4)? — (4)* = /64— 256 = /=192 = No existe

<« > >e—>C >
No existe Si existe Si existe No existe
% 5 3 >2%( 5 i K— 1 : §
- 0

El dominio de la funcion f (X) =+/4x* —x" es [—2 2

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento se estudian con la derivada:

8x—4x3
f(X)=Vax’—x' = " (X) = ————(8x - 4x% ) = ———
0= ) 4x% —x* ( ) 24X —x*

— 48 x=0
f'(x)=0:>M=O:>8x—4x3:O:>4x(2—x2):0:>
2-x=0=>x2=2=x=12

244x? —x*

El intervalo del dominio [—2, 2] se divide en 4 partes, estudiemos el signo de la derivada en cada una de

(—2,—\/5) - por ejemplo X=-1,5= f " (-1,5) =
2\/4( 15) —(- 15) +

funcion crece
8(-1)-4(-1)° —8+4_

(—\/5,0) - por ejemplo x=-1= f "(-1) = N TR "
(O,\/E) - por ejemplo x=1= f " (1) = 283()1)_24_(]21)4 = 8;4

8(15)-4(L5)° _12-12,5
2/4(1,5)* - (1,5)" +

decrece
N

N zé-'l : ié(;

N

La funcion f(X) =+/4x* —x* crece en (—2, —\/5) u(O,\/z) y decrece en (—\/E,O)u(\/zj)

c)
O YAXT=XT nm*’ ‘(4-¥) nmJ_\‘4 X im X“ X lim A =2

x—0" x—0" x—0"

— < 0 la funcién decrece

=+ >0 la funcion crece

— <0 la funcién

(\/5,2) > por ejemplo X=-1,5= f " (1,5) =

lim—~<

x—=>0" X x—0" x—0"



lim M = lim

x—>0" X x—0"
Como x son nimeros negativos

_ \/X_Z:—x :”m—/x/— *';_XZ:

Jax? —x* _lim \/X2(4—X2) _im NN _
X X X

x—0" x—0"

x—0"

ya que es la raiz positiva de x

= lim-4-x* =-2

x—0"

Ejercicio 3 : Calificacion méxima: 2.5 puntos.

Dados el punto A(2; 1; 0) y el plano 7 =2x+ 3y+ 4z= 36 , se pide:

a) (0.75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano .

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano ™ més préximo al punto A.

¢) (0.75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano .

a)

A(2,1,0 2:2+ 3-1+ 4-0- 36

(2.10) d(A;;z):| |: 29 =429 u
r=2x+ 3y+ 4z—- 36=0 22 4132 4 4? \J29

b) Para determinar el punto buscamos la recta perpendicular al plano que pasa por A y luego

averiguaremos el punto de corte de recta y plano.
r

2 A

—

7=2%+ 3y+ 4z= 36=n=(23,4)=v,

A(2,1,0) X=2+2t
r= 234 =>y=1+3t
v=(234) _y

El punto de corte de r y m se obtiene de resolver el sistema:

2Xx+ 3y+ 4z= 36

X=2+2t
y=1+3t = 2(2+2t)+3(1+3t)+4(4t)=36 = 4+ 4t +3+9t+16t =36
=1+
7=4t
X=2+2=4
20t=29=>t=1=y=1+3=4
=4

El punto pedido es B(4, 4, 4)



c) Para hallar el punto A" simétrico de A respecto del plano m, utilizaremos el punto B obtenido en el
apartado anterior. Asi el B es el punto medio del segmento AA” 'y por tanto:

8- ATA  (4,4,4)- (21 O)Z(X’ ¥2) _, (88,8)=(2,1,0)+(x y,2)

(8,8,8)-(2,1,0)=(x,y,z)= A=(6,7,8)

Ejercicio 4 : Calificacion méxima: 2.5 puntos.
Una compafiia farmacéutica vende un medicamento que alivia la dermatitis atépica en un 80% de los casos.

Si un enfermo es tratado con un placebo, la probabilidad de mejoria espontanea es del 10 %. En un estudio
experimental, la mitad de los pacientes han sido tratados con el medicamento y la otra mitad con un placebo.

a) (1 punto) Determinar cual es la probabilidad de que un paciente elegido al azar haya mejorado.

b) (1.5 puntos) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hallar la probabilidad de que haya sido tratado con
el medicamento.

Construyamos el diagrama de arbol que expresa los casos posibles y la probabilidad de que ocurran:

Mejora

Placebo

0’1/
% \
No mejora

Mejora
0,5 y
Medicamento
o’x

No mejora

a)
P(Mejore un paciente)=P (Toma placebo y mejora)+ P (Toma medicamento y mejora ) =
=0,5-0,1+0,5-0,8=0,05+0,4=0,45
P (Tome medicamento sabiendo que ha mejorado) = P (Tome medicamento / ha mejorado) =

b)  P(Tome medicamento y mejore) 0,5-0,8 0.89
B P (Mejore) 045






