IES Fco Ayala de Granada Titular Septiembre de 2019 (Modelo 4) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

Opcién A
Ejercicio 1 opcion A, Septiembre 2019 (modelo 4)

[2'5 puntos] Dada la funcién f: R - R definida por f(x) = 6 - %xz, calcula las dimensiones de un rectangulo

de area sea maxima, de lados paralelos a los ejes, inscrito en el recinto comprendido entre la graficade f y
larectay=0.

Solucion
Es un problema de optimizacion.
Un pequefio esbozo de la gréfica nos ayudara. f(x) = 6 - %xz es una parabola parecida a la parabola "-x?"
(ramas hacia abajo n), abscisa del vértice es la solucion de f ‘(x=) =0 = -2x/6 = -x/3 - x =0y f(0) =6,
luego el vértice en (0, 6), y corte con OX - f(x)=0= 6 - %xz - X2=36 - X==V(36) =6,y los puntos

de corte son con OX (-6, 0) y (6, 0).

Funcién a optimizar Area = (2x).y
Relacion entre las variables y = 6 — (x?)/6.
Funcién a optimizar A(x) = (2x)-(6 — (x2)/6) = (-2x3)/6 + 12x = -x3/3 + 12x.

Recordamos que si A’(a) =0 y A”(a) <0, en x = a hay un maximo relativo.
A(X) =-x3/3 + 12x. A'(X) =-x2 + 12.

De A'(x) =0, tenemos 0=-x2+12 - x2=12y sus soluciones son x = +V(12). Como son longitudes la
Unica solucion valida es x = +1(12), que sera el posible maximo.

A'(X) =-x2+12. A”’(x) = -2x.
Como A”(+V(12)) = -2-V(12) < 0, luego x = +V(12) es un maximo.
Las dimensiones del rectangulo  pedido son base = 2x = 2-V¥(12) u! yaltura y =6 — (-v(12))2/6 = 4 ul.

Ejercicio 2 opcion A, Septiembre 2019 (modelo 4)
[2'5 puntos] Determina la funcién f: (0, +o) - R sabiendo que es derivable, que su funcién derivada cum-
In(x)

ple f'(x) = I

(In denota la funcién logaritmo neperiano) y que la grafica de f pasa por (1,0).
Solucion

Por el Teorema Fundamental del Calculo Integral (TFCI).- Si f(x) es continua en [a,b] entonces la funcién

G(x) = [[ f(t) ]dt es derivable y su derivada es G “(x) = ( [ [f(t)]dt ) = f(x)

En la practica f(x) = | f ‘(x)dx; f ‘(x) = [ f “(x)dx; f “(x) = | f "(x)dx, etc.....

_ _dx
Ine) u=Inx)=du= = 2 2 dy
Una primitiva es f(x) = |f'(X)dx = | —="dx = =In(x)2— - [2—.22 =
P ™ j ()elx j \/; X V= %zv_'fx-llzdx_ L’z ) 1/2 J‘1/2 X
Jx 1/2

= 2JxIn(x) - 2 [ x*-dx = 2/x-In(x) - 2% +K = 2% In(x) - 4~/x + K.
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Tenemos f(x) = 2\/;-In(x) - 4~[x + K. Como nos dicen gue pasa por el punto (1, 0) tenemos f(1) = 0, es
decir f(1)=0= 2vLIn(1) - 4/1+K =0—4 +K, luego K= 4 y la funcién es f(x) = 2v/x-In(x) - 4~/x + 4.

Ejercicio 3 opcion A, Septiembre 2019 (modelo 4)
X +y+ 2z =0
Considera el siguiente sistema de ecuaciones {(M+2)x+y-z =m
3X+(M+2)y+z=m
a) [1'5 puntos] Discute el sistema segun los valores de “m”.
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para m = 0.
Solucion
X +y+ 2z =0
Considera el siguiente sistema de ecuaciones {(M+2)x+y-z =m
X+ (M+2)y+z=m

g)iscute el sistema segun los valores de “m”.
1 1 2 1 1 20
Matriz de los coeficientes A= |m+2 1 -1|, matrizampliadaA*= | m+2 1 -1 m|.
3 m+2 1 3 m+2 1 m
1 1 2|R+2F, |2m+5 3  O0O|Adjuntos
Tenemos det(A) = |A|=|m+2 1 - =| m+2 1 -1 tercera =

3 m+2 1| R+F m+5 m+3 O|columna
=0-(-1)[2m+5)-(m+3)-(3)-(Mm+5)]+0=2n + 11lm + 15 - 3m - 15 = 2m? + 8m.

De det(A) =0 - 2m?2+8m=0=m-(2m + 8),dedondem=0 y m = -4,

Sim#0 y m #-4,det(A) #0, rango(A) =rango(A*) =3 = numero de incégnitas, sistema compatible y
determinado, y tiene solucion Unica.  Por el Teorema de Rouche.

11 2 1120
Sim=0,A= |2 1 -1|, matrizampliadaA*=|2 1 -10].
321 3210
1
En A como 1‘ =1-2=-1#0, rango(A) = 2 = rango(A*) , porque A* tiene la cuarta columnas de ceros..
1 2 3 1 2 3

EnA*como |1 1 9| F-F =|0 -1 6| =(1)(-1)-(2) =-2# 0, rango(A*) = 3.
2 4 8FK-2-F |0 0 2

Como rango(A) = rango(A*) =2 < 3 , el sistema es compatible e indeterminado y tiene mas de una so-
lucién . Por el Teorema de Rouche.

1 1 2 1 1 20
Sim=-4,A= |-2 1 -1|, matrizampliadaA*=|-2 1 -1-4].
3 21 3 2 14
En A como jl =1+2 =3 #£0, rango(A) = 2.
1 1 0 1 1 0
EnA*como -2 1 -4 =-5 3 0| =(-4)(3+5) =-32 # 0, rango(A*) = 3.
3 -2 A4F-F |3 -2 4
Como rango(A) = 2 # rango(A*) = 3, el sistema es incompatible y no tiene solucién . Por el Teorema de
Rouche.
b)

Resuelve el sistema, si es posible, param = 0.
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Hemos visto en el apartado (a) que si m = 0, rango(A) = rango(A*) = 2 < 3, el sistema es compatible e inde-
terminado y tiene mas de una solucion.

Por tener rango 2 utilizamos sélo dos ecuaciones (las dos primeras, que son con las que hemos calculado el
menor de orden 2 de A distinto de cero)

X+y+2z=0 _ | x+y+2z=0
{2x+y -2 =0 (FZ-F1)~{X -3z =0
ecuacion 2(3m) +y + 2(m) =0, de donde y = -8m, y la solucién del sistema es (X, y, z) = (3m, -8m, m),
conm OR.

. Llamando z = m 0O R tenemos x = 3m. Entrando en la primera

Ejercicio 4 opcion A, Septiembre 2019 (modelo 4)
Sean los vectoresu = (1, 2, 3), v=(1,-2,-1) y w =(2, a, B), donde a y B son nimeros reales.
(&) [0'75 puntos] Determina los valores de a y 3 para los que w es ortogonalau y v.
(b) [0'75 puntos] Determina los valores de a y 3 para los que w y u tienen la misma direccion.
(c) [1 punto] Para o = 8, determina el valor de B para el que w es combinacion lineal de u y v.
Solucion
Sean los vectoresu = (1, 2, 3), v=(1,-2,-1) y w = (2, a, B), donde a y 3 son nimeros reales.

(@)

Determina los valores de a y 3 para los que w es ortogonal a u y v.

Si los vectores son ortogonales su producto escalar (¢) es cero.

weu =0=(2,0a,B)(1,2,3)=2+2a+33=0.

wev =0=(2, a, B)e(1,-2,-1) =2 -2a - B =0. Sumando 4 + 2p3 = 0, de donde 3 = -2.
Entrando en la segunda tenemos 2-2a-(-2)=0 - 4-2a=0, de donde a=2.
(b)

Determina los valores de a y 3 para los que w y u tienen la misma direccion.
Si w yu tienen la misma direccion sus coordenadas son proporcionales, luego 2/1 =a/2 = /3 = 2.

De a/2 =2,tenemos a =4. De (3/3 =2, tenemos 3 =6.

(c)

Para a =8, determina el valor de 3 para el que w es combinacion lineal de u y v.

Sabemos que si w es combinacién lineal de u y v, los vectores u, v y w son linealmente dependientes, por
1 2 3 1 2 3|Adjuntos

tanto det(u,vw)=0=1|1 -2 -1 F-F =0 -4 -4| primera =-8+40-16= 0= 4a - 24 = 0, de donde a = 8.
2 a B8|R-2F |0 a-4 2|columna

Opciéon B
Ejercicio 1 opcion B, Septiembre 2019 (modelo 4)
sen(x)+ax+b si x<0

[2'5 puntos] Se sabe que la funcion f: R - R, dada por f(x) = In(x + 1) i .
— si x>0
(In denota la funcién logaritmo neperiano) es derivable. Calcula ay b.
Solucién
sen(x)+ax+b si x<0
[2'5 puntos] Se sabe que la funcién f: R - R, dada por f(x) = In(x + 1)

si x>0
X
(In denota la funcion logaritmo neperiano) es derivable. Calcula ay b.

Sabemos que si una funcién es derivable también es continua, por tanto nuestra funcién f es continua y
derivable en x = 0.

Como es continuaenx =0, f(0)= x|irglf(X) = xIIrBI f(x)
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f(0) = liM f(x) = liM (sen(x) + ax + b) =sen(0) +a(0) +b=0+0+b =b
In(x + 1) _ In(0 +1) _ In(2) _0

lim f(x) = lim :

x-0* x-0" X 0 0 0’

Le aplicamos la regla de L'Hbpital (L'H): Si I|m ) _ 0 yeX|ste lim——= ') , entonces lim —= ) - = lim 09 .
2g(x) 0 xag'(x)’ xwag(x)  x-2g'(x)

[0}
La regla se puede repetir y también para — , y cuando x — co.
00}

Con lo cual tenemos

nmﬂm=|i'mx D = fim — 1 1y
x-0* x-0 x-0" (X + 1) 1 ©o+1)1 1
Igualando f(0) = |ir!)] f(x) = "rg_ f(X), resulta b = 1.
X - X
sen(xX)+ax+b si x<0
f(x) = ;
) In(x + 1) si x>0
X
cos(x) + a si x<0 cos(x) +a si x<0
f'(x) = -In(x + 1)1 = -In(x + 1)
. si x>0 |[X*ri si x>0
X X

Estudiaremos la continuidad de la derivada en x = 0, es decir f /(0-) = f /(0+) con f*(0-) = Iirgf 'X) yf{(0+) =
X
= limf'X),
x-0"

Empezamos f ‘(0-) = )!irE}f 'X) = "m_ (cos(X) +a) =cos(0) +a=1+a.

X+ D) g-1no+1) _o
f(0+) = I'mf '*®) = ||m -z 7 _6 le aplicamos la regla de L’Hépital
R ( ) X+1-X 1 1 1
n(x + By | 2 " - -
XL o s XD XA GHD XL LoD X
x-0" " 2X x-0" 2X x-0" 2% (X + 1) x-0" 2% (X + 1)2
-1 -1 -1

={Simplifico }—Xllng 0 IF . 0+ 2

Igualando f‘(0-) =f‘(0+),tenemos1+a=-1/2 . a=-1-1/2=-3/2. Portantoa= -3/2 y b=1.

Ejercicio 2 opcion B, Septiembre 2019 (modelo 4)
Sea la funcién f: R — R, dada por f(x) = x-e™*

a) [1'25 puntos] Calcula los puntos de corte de la grafica de f con los ejes coordenados y los extremos
relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

b) [1'25 puntos] Determina a > 0 de manera que sea % el area del recinto determinado por la grafica de f

en el intervalo [0, a] y el eje de abscisas.
Solucion
Sea la funcién f: R - R, dada por f(x) = x-e™’
a)
Calcula los puntos de corte de la grafica de f con los ejes coordenados y los extremos relativos de f (absci-
sas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

Puntos de corte:

Parax =0, f(0) =0-e°=0-1 = 0, punto (0,0).

Para f(x) = x-e™ = 0, tenemos x = 0 (la exponencial no se anula nunca). Punto (0, 0), el Ginico punto de corte
con los ejes es el (0, 0).
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Estudiamos los extremos con la monotonia

Tenemos f(x) = x-e* ,ysuderivadaes f'(x)=1-e* +x.€* :(-2x) = € -(1 - 2¥ ).
Recordamos que los extremos anulan la primera derivada.

De f ‘(x) = 0 tenemos 1 - 2x2 = 0 (la exponencial no se anula nunca), de donde x2 = 1/2 - x = +/(1/2) 0+ 0’707
que seran los posibles extremos.

Como f‘(-1) = (+)- (1 — 2(-1)%) = (+)-(-1) < 0, luego f(x) es estrictamente decreciente (\) en (-o,-V(1/2))
Como f‘(0) = (+)-(1 — 2-(0p) = (+)-(+1) > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/') en (-V(1/2), +V(1/2))
Como f‘(1) = (+)-(1 - 2(1)?) = (+)-(-1) < 0, luego f(x) es estrictamente decreciente (\.) en (+V(1/2), +)
Por definicion en x=-v(1/2) hay un minimo relativo que vale  f(-v1/2)=(-v1/2)-e "2’ =(-/1/2)-e™2 0 -0'43

Por definicion en x =v(1/2) hay un maximo relativo que vale  f(~/1/2) = (v'1/2)-e "2’ = (J1/2)-e™ 0 0'43
b)

Determina a >0 de manera que sea " el area del recinto determinado por la grafica de f en el intervalo

[0, @] y el eje de abscisas.
Dada f(x) = x-e* como la exponencial siempre es positiva, tenemos que si x > 0 entonces f(x) > 0.

Calculamos primero la integral indefinida.

X?=t ,
te _at _aX
jx-e‘xz-dx: 2xdx =dt = e(zdt) —%+K: e2 +K
xdx = -dt/2
X2 a a2 0 -a? } _az ) az
Area = (1/4) = © +K =€ +K-i-K=e +1,ded0nde1=e +l - 1-lze =-l
1o 2 2 2 2 4 2 2 4 2 2 4

_az

- e’ = % Como la exponencial e* es la reciproca del logaritmo neperiano - -a? =1In(1/2) 0-0'69347, de

donde a2 = -In(1/2) 00’69347 - a = +V(-In(1/2)). Como piden la solucién positiva tenemos que a =
=+ V(-In(1/2)) 00'835546

Ejercicio 3 opcion B, Septiembre 2019 (modelo 4)
[2'5 puntos] Calcula en grados los tres angulos de un triangulo sabiendo que el menor de ellos es la mitad
del angulo mayor y que la suma del angulo menor y el angulo mayor es el doble del otro angulo.
Solucion
Calcula en grados los tres angulos de un triangulo sabiendo que el menor de ellos es la mitad del angulo
mayor y que la suma del &ngulo menor y el angulo mayor es el doble del otro angulo.

Llamamos “x” al angulo menor.

Llamamos “y” al angulo mayor.

Llamamos “z” al otro angulo.

X +y+z=180° (La suma de los tres angulos de un triangulo es 180°)

De “el menor de ellos es la mitad del &ngulo mayor”, tenemos x = y/2.

De “la suma del &ngulo menor y el angulo mayor es el doble del otro angulo” tenemos x +y = 2z.
Entrando con x +y =2z en x +y+z=180° tenemos 2z + z = 180° = 3z, luego z = 60°.

Tenemos x +y =120°y ademas y = 2x, luego x + 2x = 120° = 3x, luego x = 40° e y = 2(40°) = 80°.

Los tres angulos del triangulo son x = 40° (el pequefo), y = 80° (el mayor) y z = 60° (el otro).
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Ejercicio 4 opcion B, Septiembre 2019 (modelo 4)
: -2 -k - -
Considera las rectasr= > 2 =YX - 2 y SEX+1:y 1_2-3
1 2 2 -1 1 1
(a) [1'25 puntos] Halla “k” sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.
(b) [1'25 puntos] Para “k = 17, halla la ecuacion general del plano que contiene a r y es paralelo a s.
Solucion
. -2 -k - -
ConS|deraIasrectaerX—:y—:E y SEX+1:y 1_2-3
1 2 2 -1 1 1
(a)

Halla “k” sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.

De cada recta tomamos un punto y un vector.

De la recta “r" tenemos el punto A = (2, k, 0) y el vector u = (1, 2, 2)
De la recta “s” tenemos el punto B = (-1, 1, 3) y el vector v = (-1, 1, 1).

Evidentemente los vectores u y v no son proporcionales, por tanto las rectas r y s se cruzan o se cortan. La
condicion para que se corten, es que los vectores AB, u y v sean coplanarios es decir det(AB, u, v) = 0.

-3 1-k 3|C,+C, |-83 -2-k O0|Adjuntos
Calculamos AB = (-3, 1 -k, 3), luego det(AB,u,v)=0=|1 2 2 =1 3 3| tercera =

-1 1 1C,+C, |-1 0 0 fila
=0=(1)-(-6-3k-0)-0+0=6 + 3k =0, de donde k = -2 para que las rectas se corten en un punto.

(b)

Para “k = 1", halla la ecuacion general del plano que contiene a r y es paralelo a s.

Para un plano mtnecesitamos un punto, el A = (2, 1, 0), y dos vectores independientes, uno el u = (1,2,2)
(esto e sporqur el planlo contiene a “r”), y el otro vector es el v = (-1,1,1) (al ser paralelo a la recta “s”).

La ecuacion paramétrica del plano es el conjunto de puntos X(x,y,z) del espacio que verifican:
= (x,y,2) =(2,1,0) + A-(1,2,2) + p-(-1,1,1) con A, pOR.

x-2 y-1 z-0[Adjuntos
Como nos piden la ecuacion general tenemos  m=det(AX,u,v)=0= | 1 2 2 | primera =
-1 1 1 fila
=x-2)2-2)-(y-1D)1+2)+2(1+2)=-3y+32+3=0=-y+z+1=0.
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