NUumeros complejos

Ejercicios propuestos (] 0©6 )

O Representa graficamente los siguientes nimeros complejos y di cuales son reales,

cuales imaginarios y, de estos, cuales son imaginarios puros:

3i;0;-1-i; -7; 4i

---00000---

5 - 3i; 1/2+(5/4)i; -5i; 7;
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@Imaginarios : 5—3i, % + (5/4) i, -1 —i, +/3 i, - 5i, 4i.

Imaginarios puros : J§ i, - 5i, 4i
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® Obtén las soluciones de las siguientes ecuaciones y represéntalas:

=0

a x2+ 6x+10

b) 3x2 + 27

0
0]

Cc) 3x2 -27

---00000---
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a) x* +6x +10

= +3i
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b) 3x? 427 =0 -x
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a) 3- 5i, opuesto : -3 +5i, conjugado : - 3 + 5i.
b) 5 + 2i, opuesto : - 5 — 2i, conjugado : 5 — 2i.

a) 3-5i
b) 5+ 2i
c) -1-2i
d) -2 + 3i
e) 5

g) 2i

h) -5i

© Representa graficamente el opuesto y el conjugado de:
) O
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c) —1—2i, opuesto: 1+ 2i, conjugado : -1 + 2i .



NUumeros complejos

f) 0, conjugado : 0, opuesto : 0.

g) 2i, opuesto : -2i, conjugado —2i

h) —5i, opuesto : 5i, conjugado : 5i
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RORRAEN O] Bl EI RS
4. Sabemos que 2 =-1.Calcula i@, #, F, /5, 29, 21, 22, 23 Da un criterio

para simplificar potencias de /7 de exponente natural.
---00000---

Estudiemos como evoluciona la serie de las potencias de i :
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Vemos que se repite cada cuatro, es decir es congruente, modulo cuatro, luego :

CRITERIO: Dividimos el exponente entre 4 y lo escribimos como sigue:

n _ :dcHr 4c_|r=(|4)c_|r_1c_|r=1 =

Por tanto, i" =i, donde r es el resto de dividir n entre 4)

Aplicando el criterio:

i20 = i4'5+0 - iO =1

i21 - i4'5+1 = i1 =

i22 - i4'5+2= i2 = _1
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Nameros complejos [ 5

i23 = i4'5+3 - i3 =

SO0EECEE S @

EJERCICIOS PROPUESTOS (] 0©6 )

1. Efecttia las siguientes operacionesy simplifica el resultado:
a) (6-5)+(2—i)—2(-5+6i)
b) (2-3i)—(5+ 4i) +(1/2)(6 - 4i)
c) (3+2)(4-2)
d) (2+3i)(5-6i)
e (H+1)(@B-2)(1+3i)
2 +4i
) ,
4-2i
1-4i
3+i
4 + 4
-3+5i
5+i
—-2-i
1+ 5i
3+4i
4-2i
|

) 6 —3[5 +gi]
5

3i(—4i +2)
—2+3i
(=3i)2(1-2i)
2+2i

9)

h)

i)

)

k)

---00000---

6-5)+(2-i)—2(-5+6i)=6-5i+2—-i+10-12i=18-18i
2-3i)—(5+4i)+(1/2)(6—4i))=2-3i—-5-4i+3-2i=-9i
3+2()(4-2))=12—-6i+8i—4i°=12+2i+4 =16 + 2i

2+ 3i) (5-6i) = 10 — 12i + 15i — 18i° = 10 + 3i + 18 = 28 + 3i
(—i+1)(3=2i)(1+3i)=(=3i+2i°+3-2i)(1+3i)=(3=2=5i) (1+3i)=(1=5i) (1 +3i) =
1+3i—5i—15i° =1+ 15-2i =16 — 2i

2+4i _ (2+4i)(4+2i) _8+4i+16i+8i° 8 +20i+8(-1) _8+20i-8 20i _.

.~ N~ A~

a)
b)
c)
d)
e)

f = =7 =
) 4-2i (4-2i)(4+2i) 47 - (2i)? 16 —4-(-1) 16 +4 20
_ . _ . i i . -2 _ . s _ . _ _ .
9) 1 4.| _( 4.I) (3 .I):3 [ 212|.2-l-4| _3-13i+4(-1) _3-13i-4 _ -1-13i ~(-1/10)-(13/10)i
3+i (3+i)(3-i) 3% -i 9-(-1) 9+1 10
h) 4+4i _ (4+4i)(-83-50) _ -12 -20i —12i — 20/ _ —12-32i-20-(-1) _8-32i =i—Ei

—3+5i (=3 +5i)-(-3 - 5i) (-3)2 - (5i)2 9 —25(-1) 34 17 17
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Numeros complejos [ 6

) 5+i _ (5+i)(2+i) _ —10+5i-2i+i® _ -10+3i-1_-11+3i __11,8.

—2-i (2-i)(=2+i) (22 -V 4 —(-1) 5 5 5

) 15 (1+6)(3-4) _3-4i+161-207 _3+16-20(-1) _3+11+20 _23 11,
V34~ 3+aiy3-4) 32 -4y 9-16(-1) 9+16 25 25

_ . _ N\ v 2
k)4.2|=(4 .22|)|:4| 12| - o4
| [ -

) 6 —3(5+2ij -6 -15-2j=—9-5;
5 5 5

3i(~4i+2) _ (-121° +6i)(-2-3i) _ -24 -361-12i-18i" _ -24 -48i-18(-1) _-6 _48.

m) -2+3i (2 +3i)(-2 - 3i) - (-2)% - (3i)? - 4 -9(-1) 13 13
n) (=8i)*(1-2i) _ —9(1-2i)-(2-2i) _ (-9+18i)(2-2i) _ -18 +18i+36i+36 _ 18 +54i _9.,27,
2+2i (2 +2i)-(2-2i) 22 —(2i)® 4 —4(-1) 16 8 8
QOOEECEE® ® @

® Obtén polinomios cuyas raices sean:

a)2+\/§i y2-\/§i

b) -3iy 3i
cl+2iy3-4i
(Observa que solo cuando las dos raices son conjugadas, el polinomio tiene coeficientes reales.)

---00000---
Si las raices de un polinomio son r1 y rp, el polinomio se halla : (X —ry) - ( X —r2).

a)
x €2 B 42 ~30)] dx 2) Eillx 2) +/3] =(x 2] ~(/3i)? =x2 -4x +4+3 =
=x*—4x +17.

b) (x - (-3i)) - (x=3i) =x* -9 =x"+9

c) (x—( 1+ 20))(x-(3—4i) =[x*—x(3 - 4i) - x(1+2i)+(1+2i)-(3 - 4i)] = x> (4 - 2i)x +( 3 -
4i + 6 —8i% = X? —(4 - 2i)x +( 3 +2i +8) = x? —(4 - 2i)x +( 11 +2i)

OB AEN O] Bl IR
® ;Cuanto debevaler x, real, para que (25 — xi)* seaimaginario puro?

---00000---
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Numeros complejos o 7

Primero hacemos la operacion de elevar al cuadrado y en numero complejo resultante
igualamos la parte real a cero ( imaginario puro ) :

(25 — xi)* = 625 — 50xi +(xi)* = (625 — x* ) — 50xi. Para que sea imaginario puro:
625 -x=0; x = +/625 = +25
Hay dos soluciones: x; =— 25, x, =25

SOCEECEHE® @

O Representa gréaficamentez; =3+ 2i, z, =2 + 5i, z; + z,. Comprueba que
z1 + z; esuna diagonal del paralelogramo deladosz; y z.

---00000---

Hallemos la suma zy + z, = (3 + 2i ) + (2 + 5i) = 5 + 7i y ahora representamos los tres
numeros complejos :

Par comprobar que es un paralelogramo ( en el dibujo lo parece ) hemos de comprobar
que los lados OA y BC tienen la misma pendiente ( son paralelos ) y OB y AC también tienen la
misma pendiente.

Dados dos puntos del plano P ( x4, y1 )y Q ( X2, y2 ), la pendiente de la recta que les
une ( m), se halla mediante la formula :

Y27V
X, =Xy
Pendiente del lado OA :
mizyA_y0:5_0:§
A Xpa—Xo 2-0 2
Pendiente de BC :
_Ye~Ys _7-2_5_
Mac xC—xB_5—3_§_ma
C B

Pendiente del lado OB :
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Nameros complejos 1) 8

m. =8 yo:2_0:g
% x.-x, 3-0 3
B (e}
Pendiente del lado AC :
mE_YC_YA:7_5:g:m@
Xc—Xy, 5-2 3

Otra forma de demostrarlo :

Para que dos rectas sean paralelas sus vectores directores han de ser de componentes
proporcionales ( condicion de paralelismo ) :

OA=A-0=(25)-(0,0)=(2,5;BC=C-B=(5,7)-(3,2)=(2,5) =0A, luego
son paralelos.

OB=B-0=(3,2)-(0,0)=(3,2);AC=C-A=(5,7)-(2,5)=(3,2)=0B,
también son paralelos, luego es un paralelogramo

QOEHOEE® ®®
EJERCICIOS PROPUESTOS (] 0©@ )

© Escribe en forma polar los siguientes nimer os complegos::

a) 1++/3i,b) V3 +i,c) =1 +i,d) 5 12i, e) 3i, f) -5

---00000---
Modulo =r =va? +b? ={1+[y3) =2 =2
a) 1++3i = 2400

Argumento = a = arcth = arctg@ = arctg\/§ =60°
a

r:m:ﬁZZ
1

3 +i =2,
b) B3 o = arctg— = 30° %
V3
r=y(-1)? +1° =42
c) —1+i 1 =\/§135°
a:actg—1:135°
r =452 +(-12)° =169 =14
5-12i - =14 4,057
d) o= arctg% = 292°37" 202
_ r=+3°=3
e) 3i 3 =3g00

o =arctg— =90°
g0
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r=>5
f O a:arctg%:180 = Saor
oA EO) = RRCRH

® Escribe en forma bindmica los siguientes nimer os complej os:

a) Swerad » D) 21350, C) 24950, d) 3400 , €) 51800, T) dooe
---00000---

J3 53

a) 5w = 5300 = 5( c0s30° + i sen30° ) = 5( —+(1/2) i)= T+E
b) 2435 = 2(cos 135° + i sen 135°) = 2(—£ +£|J =—J2 +4/2i

C) 24950 = 236000135 =2135° = —/2 + /2]
1 43 ij __3_33
2

d) 3400 = 3(COs 240° + i sen 240°) = 3(_5_7
e) 51g00 = 5( cos 180° +isen 180°)=5(-1+0)
f) 4900 = 4 ( c0s90° +isen 90°) =4 (0 + 1i) = 4i

So0EECEE S @

© Expresaen formapolar € opuestoy el conjugado del nUmero complegoz=r,.
---00000---

® Opuesto de z : =z = rygpo+q
® Conjugado de z: Z =1 3600.

SOOEECEHE S @@

O Escribe en forma bindmicay en forma polar el complego:z= 8 (cos 30° + i sen 30°)
---00000---

Z = 8300 = 8 (cos 30° + i sen 30°) = 8£§+%i] =4./3 + 4i

SOOEECEHE S @
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Numeros complejos 10

© Sean los nimeros complej0s z; = 4epe Y Z2 = o100

a) Expresa z; y z, en forma binémica.

b)Hallaz; - z2y z, /z; y pasa losresultados a for ma polar.

¢) Comparalosmodulosy losargumentosdez; -z, y z, /z; con losde z; y
Z; eintenta encontrar relacionesentreellos.

---00000---

a) z1 = 4¢0c = 4 (cos 60° + i sen 60°) = 4(%+§i) =2+24/3]

Z2 = 32100 = 3 (cos 210° +isen 210°) = 3 —ﬂ—li =—£—§i
2 2 2 2

b) z,z, = (2 +24/3i |)( 3‘/_—%|J =-3/3 =3i -9 -3+/3i2 =-12i=12,,,.

33 _3. 33 _3, ,
z,__ 2 2 _[ 2](2 2\/‘_):—3\/§+9i—3i—3\/§:—6\/§+6i:—3\/§+§i
Z,  2+243i (2+2\/§i)(2—2\/§i) 22— [o3if 16 8 8

y en forma polar :

27 6 3

r=+/(-33 /8 +(3/8)? _‘/— —_‘/— ==
—3v 3 \/( 64 64 8 4 (j
4'150°

=arct ———150°
f 973

C) 21°22 = 4e0° "3210° = (4- 3) s0°+2100 = 122700 ( producto de modulos y suma de argumentos)

a= arctg
Z, 3,0 _(3 (3 . o .
— === = — , s decir se dividen los modulos y se restan los argumentos.
Z1 460 4 210°-60 4 150

SOCEHECEHE® @

Ejercicios propuestos (L 0©© )

O Efectla estas operacionesy da el resultado en forma polar y en forma bindémica:

\s
a) Lasee - S, D) 6as0 : 3150, €) 2100 - Lage - 3700, d) Somv) rad © Looe, €) (1 + \/§I)

---00000---

a) 14500 * B3ge = (1 . 5)15o°+3o° =54800=5 ( cos180° + i sen180° ) =5 ( -1+i-0 ) =-5

Matematicas | - Anaya



Numeros complejos 0 11

b) 6450 . 3150 = (6:3)450-150 = 2300 = 2(00330°+isen30°) = 2(@ +%|J :\/5 +ij

C) 2100 '1400' 370o = ( 21 '3)1o°+4o°+70° = 61200 6 (cos120+|sen120 -3+ 3\/§I

513 .

d) 52T¢3 . 16O° = 512()0 . 160° = (51 )120°-60° = 560° = 5(00560°+isen60°) E+—I

e) (1 —\/§i)5, primero lo convertimos a forma polar:

()\/()\/_2

J3 = 2,000 Y @hora hacemos la potencia :
a= arctg— =300°

(25000 ) 225005 = 3245000 = 325504060 = 32600 = 32(COS60°+isen60°) = 32[% + g.} =16 +164/3i

RORRAEN O] Bl EI RS
® Dados los comple0s z; = 5450, 22 = 2150, Z3 = 4i, Obtén en forma polar:

a) 2423 =504 g0 = (94) 4504000 = 204350, Ya que Z3 = 4i = 4o

b) ﬂ = 545° = 5450 = 545° :(éj :[E)
Zg (2150)2 (22)15"'2 430° 4 45°-30° 4 15°

c)
22 (5, ( s _ 125p5 125, =(125) =[@j :(gj
Z,2; 2150( goo 2 (4 )902 2150161500 32450 32 )i350-150 32 ) goo 32 )5000
d) Z1'Zg — 5450'(2150)3 — S50 8 450 - 58 4501450 :4090° :(ﬂj =10
00
Z3 400 4900 4900 4900 4 Jooog00

SOCEHECEHE® @

© Expresa cos3a y sen 3a en funciéon de sen a y cos a utilizando la férmula de Moivre. Ten
en cuentaque (a+b)*=a®+3a?b + 3ab*+ b°.

---00000---
Vamos a realizar (14 )° de dos formas :

& En forma bindmica :

Matematicas | - Anaya



Numeros complejos 12

(15)° = 1 (cosa + i sena )® = cos®a + i 3 cos’a sena + 3i% cosa sen’a + i° sen’a = cos’q +
3cos®a sena i — 3 cosa sen‘a — isen’a = (cos’a — 3cos a sen’a ) + (3cos’a sena — sen’a)i

& En forma polar y después pasado a binémica :
(10)® = (1%)34 = 134 = c0s 3a + i sen 3a

Como los numeros complejos resultantes han de ser iguales, igualando la parte real (
fondo azul) :

cos 3a = cos’a — 3cos a sen’a
y la parte imaginaria ( fondo amarillo ) :
sen 3a = 3cos’a senq - sen’a)
QOOEEEOEE® ®®

Ejercicios propuestos (L 00O )

O Hallalas seisraices sextasde 1. Represéntalasy exprésalas en forma binémica.

---00000---
1 =1+ 0i = 1ge+360k, lUEQO :

k=0= 2z, =1, =cos0°+isen0°=1+0i

V3

k=1=2z, =14 =cosGO°+isen60°:%+7i

~1 43

k=2= 2z, =1, =€05120°+isen120°= — +—i
o = ({1 Jo-s00 =1 2 2
0°+360k 6 0k k=3=2z, =14 =cos180°+isen180° =-1+0i
-1_43,

k=42 2, =15, = 005240°+isen240°= - -

2
5,

k=5= 2z, =1,,, =cos300°+isen300° = % -

Las raices se hallan en los vértices de un hexagono regular de radio 1, en los angulos
anteriores :

b e B |
1
1

1
I RS U RS | U |

SO0EECEE S @
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Numeros complejos 13

® Resuelve la ecuacion Z° + 27 = 0. Representa sus soluciones.

---00000---

z® +27 =0,z =3/-27 =3/27 4y, = (3 27)180°+360k = 30e120« Y dando ak los valores 0,1y 2:

3

k=0= 2z, =34, =3(cos60°+isen60°) =3 1+£i =§+ﬂi
2 2 | 2 2
K =1=> 2, =3, = 3(cos180°+isen180°) =3(—1 +0i) = -3
k=2 2z, =3, =3(cos300°+isen300°) = 3[%-%@ :%%i

Ahora las tres soluciones estan dirigidas a los vértices de un triangulo equilatero de radio
3 y angulos 60°, 180°y 300° (a 120 °) :

L N N

SooNEeOEE® S P
© Calcula:
a) 3/-i, el nimero —i en forma polar es — i = 1270, luego :
k=0= 2z, =15, =c0s90°+sen90°=0+i=i
/=i =§/@= (%/5)270236% = 1904120k K =122, =15400 :COSZ10°+isen210°=—§—%i
k=2= 2z, =1,,,, =cos330°+isen330° :73 —%i

~8+8+/3i, hallemos primero el médulo del radicando para ponerlo en forma polar :

r =\/( 8)’ +(8J§)2 =+/64 +64-3 =+/256 =16
~8+843i 843 =16,
a= arctg—8 =arctg(—\/§) =120°

Matematicas | - Anaya



Numeros complejos 0 14

Ahora ya podemos hallar las raices cuartas del numero :

k=0= 2z, =255 =2(cos30°+isen30°) = 2[@ %u} =3 +i

k=1= 2z, =250 =2(cos120°+isen120°) = 2(71+§|j = —1+4/3i

m = (%)M = 2300190k

4

k=2=2z; =2,,00 =2(cos210°+isen210°) :2(_\/5 +—|J =—/3 -i

k=3=12z, =255 =2(cos300°+isen300°) = 2(— ——i} =1-/3i

c) v-25, el numero - 25 en forma polar es 25150, luego sus raices son :

k =0= 2z, =545 =5(cos90°+isen90°) = 5i

k=1=2z, =5,,5, = 5(cos270°+isen270°) = -5i

-2+2i
3

1+ 4/3i

expresar el resultado en forma polar :

r =+ —2) +22 =8 =22
—2+2i= = 24/2 1350
—2+2i _ arctg— =arctg -1=135° 2245 242 _ 2
= - _ 75°

, antes de calcular la raiz cubica vamos a hacer el cociente del radicando y

1+4/3i 1+\/_|_[r_m 7 } 20 2 1350-60°

a arctg\/g 60°

Ahora ya podemos hallar las raices cubicas:

k=0=2,= Q/Ezs‘)
\/_25°+120k° = k=1=2z, = %149

75+360k

(reda =2 (V2

3 k=2= 2z, =%2 5
RRAA N S{O) SRR
O Resuelve las ecuaciones:
ayx*+1=0
b) x®+64=0
---00000---

a) x*+1=0; x=4-1, como -1 = 1400 :

Matematicas | - Anaya



Numeros complejos 3 15

k=0=s, =14 =cos45°+isen45°:%+gi
k=1=s, =135 =c0s135°+isen135°= _f +gi
Y igoe = (%)180):?60!( = 1450400k = B B
k=2=s; =1,,;0 =C05225%isen225°= — —7i
k=3=s58, =135 = cos315°+isen315°=% —%i

b) xX*+64=0; x =¢-64; - 64 = 64450, luego :

k=0=s, =255 =2(cos30°+isen30°) =2 §+%i =3 +i
k=1=>s,, =2g = 2(cos90°+isen90°) =2(0 +i) = 2i

k=2=s, =25 =2(cos150°+isen150°) = 2[_;6 +%i} = -3 +i

8/64 500 = (,6/64 )180+360k = 2500460k = \/_
° k=3=s, =255 =2(cos210°+isen210°) =2 % —%i} =3 -i
K=4= 85 =2, =2(cos270°+isen270°) =2(0 —i) = -2i
kK =5=5g =2;555. =2(cos330°+isen330°) = 2{% _%iJ =4/3 —i
QooEECEE® @@

© Comprueba ques zy w son dos raices sextas de 1, entonces también lo son los resultados
de las siguientes operaciones; z - w, z/w, Z%, Z°.
---00000---

Sizyw son raices sextasde 1 = z°=1yw® =1

Veamos si también (z-w )f =1, (z-w)°=2°-wf =1-1=1, luego si es raiz sexta de 1.
Ha de cumplirse ( z/w)® = 1; (z/w)® = 2°w® = 1/1 = 1, luego si es raiz sexta de 1.
Veamos a qué es igual (2226 =(z%)?= 1?2 = 1, luego si es raiz sexta de 1.

Ahora veamos ( z°)° = (z)° = 1° = 1, si es raiz sexta de 1.

SOCEHECEHE® @

® El nimero 4 + 3i eslaraiz cuarta de un cierto numero complejo, z. Halla las otras tres

raices cuartasde z.
---00000---

Las raices cuartas de cualquier complejo tienen el mismo mddulo y se diferencian en
360k°/4 = 90k® en cada argumento, hallemos el médulo y argumento de la que conocemos :

r=y42 +32 =/25 =5
3

4 +3i=
o= arctgz =36°52"11"

=O3605011"

Luego las otras tres raices cuartas de z seran:

Matematicas | - Anaya



Numeros complejos L 16

536052 117 + 900 = D126 52 117 = =3 + 4i

O30 52 11" +2:90° = D 21652 11" = =4 = 3i

536052’ 117 +3.90° = O306°52' 11" = 3 —4i
SOCEHECEHE® © @

@ Calculalassiguientesraicesy representa gr aficamente sus soluciones:
---00000---

a)

k=0= 2z, =345 =3(cos90°+isen90°) =3(0 +i) = 3i
V=9 =./9.an0 180+360k P ) ) )
J1e0 ( ) 907180k {k =1=> 7, = 3,70, = 3(c0s270°+isen270°) =3(0 i) = -3i

las dos raices dlfleren en 180° ( véase el valor 180k° que se suma al argumento), la
representacion seran afijos opuestos :

1
1
T
]

B e T

i e B T |
1
1

]
|

1

1
Y
o

b)
3 343,

k =0 - z, =34y =3(cos60°+isen60°) =§+—|

-27 =§/271800 = (\3/27)180+3360k = 3500120k =1 K =1 = Z, =34g00 = 3(c0s180°+isen180°) = -3

3 33

k=2 - z5 =33y =3(cos300°+isen300°) :E_Ti

Estas tres raices difieren en 120°, es decir se representan en los vértices de un triangulo
equilatero de radio el modulo (3), a partir de la primera que forma un angulo de 60° con el eje
horizontal :

r--r-- - -r--rvr=--rv°~—-°=1T7
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
rTTr " i e
1 1 1 1
1 1
[ -7
1 1
1 1
y =T
U

1

1

]

TTIT TR T i B e |
1
1
1
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c) ¥2-2i, primero hemos de pasar el nimero 2 — 2i a forma polar :

2

a :arctg_7 =arctg —1=315°, ya que 270°< a < 360°

= 2\/5315o

2-2i=

y ahora hallamos sus tres raices cubicas :

k=0=>12z, = \/§1os° = \/5(0081 05°+isen105°) = -0'366 + 1'366i
3 \/53150 - (3 J§)315+360k = \/5105°+120k° =< k=1=>2z, = \/52250 = \/E(cos225°+isen225°) =-1-i

3 k=2=12z, = V2340 = \/E(Cos 345°+isen345°) = 1366 — 0'366i

También se dirigen a los vértices de un triangulo equilatero ( es una raiz cubica) pero de
radio raiz de dos y empezando en 105° :

d) 3 % , hemos de hacer primero la divisién y pasar el resultado a forma bindmica :
|

y ahora hallamos las tres raices cubicas :

k=0= 2z, =145 =C0s90°+isen90°=i
Varo0 = (‘"{/7)270336Ok =Tgoer1200 = 1K =1= 2, =110 =c03210°+isen210°=—§——|
k=2=2z; =15, =cos330°+isen330° = g —%i

De nuevo una raiz cubica, forman angulos de 120° con modulo 1, empezando en 90° :

EEE I e

32 . )
e) 5/-— , hacemos el cociente y lo pasamos a polar :
|
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— =-— =——=32i =324, y ahora ya podemos calcular las raices quintas :
|

k=0=12z; =25 =2(cos18°+isen18°) =190 + 0'62i

k=1= 2z, =24y =2(cos90°+isen90°) = 2i

/32400 = (5 32)90+:60k = 2igoi7ok0 =K =2 =25 =260 =2(c0s162°+isen162°) = -190 + 0'62i
k=3=12z, =2, =2(cos234°+isen234°) = -118 - 162i

k=4=2z; =25y =2(cos306°+isen306°) =118 - 162i

Ahora las raices difieren en 72° y se dirigen a los vértices de un pentagono regular de
radio 2 :

I I e R Y R R

SOOHEOEHEH® ® @
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR (] 000 )

Numeros complejos en forma binémica
O Calcula:
a) (3+2)2-i)-(1-i)(2-3i)
b) 3+2i (-1+i)—(5-4i)
c) —2i—(4-1i)5i
d) (4 —3i) (4 + 3i) — (4 —3i)>
---00000---

a)(3+2)(2-1)-(1-1)(2-31)=6-3+4i—21°-2+3i+2—3i°= 6-3i+4i+2—-2
+3i+2i+3=9+ 6i

b)3+2i(—1+i)—(5-4))=3-2i+2°-5+4i=3-2-2-5+4i=—4+2i

c) —2i — (4 — )5 = —2i — 20i + 5i% = —22 — 5 = =5 — 22i

d) (4 — 3i) (4 + 3i) — (4 — 3i)> = 16 — (3i)> —(16 + 9% - 24i) = 16 + 9 — 16 + 9 + 24i = 18 +24i
CCCHECEE® ¢
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® Calcula en forma binémica:

---00000---
a)
(3+3i)(4—2i) _12-6i+12i-6i* _ 12 +6i —6(-1) _ (18 +6i)(2 +2i) _ 36 +36i +12i +12i’ _34+6
2-2i 2-2i 2-2i (2 -2i)(2 + 2i) 22 —(2i)?
b)
-2+43i _ -2+3i _(2+3i)(-6-2) _12+4i-18i-6i> _12 -14i-6(-1) _ 18 —14i _9_ 7.
(4 +2i)(-1+i) -6+2i (-6 +2i)(-6-2i) (-6)? - (2i)? 36 —4(-1) 40 20 20
c)
2+5i(1_i):7+3i:(7+3i)(3+2i):15+23i:1_5+§i
3-2i 3-2i (3-2i)(3+2) 9+4 13 13
d)
140 -8-21_ (1+i)2+i)  (B-20)(1-3i) _ 1+3i  -9+7i _1+3i -9+7i _2+6i-9+7i __7 13
2-i  1+3i  (2-D@2+i)) (1+3)(1-3i)) 22+1 1+9 5 10 10 10 10
QOOEHECOEE® O

©Estos numer os complejos son los resultados de las operaciones que los siguen. Opera y di
cual corresponde a cudl:

---00000---
a)
(1 =i)(4 -2i)(1 +3i) =(2 -6i)(1+3i) = 20
b)
14205 s 1225 ) (1 +2i)(2 +i)2.+(1—.2i)(2—i)2 _ (1+2)(3 +4) +(1-2)(3-4) _ -5 +10i-5-10i _
2-i 2+i (2 -i)(2+i) 22 _j2 5
c)
2—i_l(1+8ij_(2—i)(3+i)_l (1+8i)(1- 3i) _7—i_l(25+5ij_7—i_5+i_7—i—5—i_l_li
3-i 5(1+3i) (3-i)3+i) 5\(1+3i)(1-3)) 10 5 10 ) 10 10 10 5 5
d)
(2+0)? +(1-0)* _ 4 +4i +i® +1-2i+i® _ 2(3+2i) _ 2(3 +2i)(2+3i) _ 2(13i) _26i _,,
1-3 2-3i (2-3)  (2-3)2+3) 4-92 13
2 2
e)
2-2, 3-51_(2-2)  B-5)@2+0) _2i+2 NM-7i _ . , 11-7 _ A0-10+11-7i _1 _17.
i 2-i i2 (2-i)2+i) -1 22_j2 5 5 5 5
QOOCEHECEHE® ¢ @

Matematicas | - Anaya



Numeros complejos 20

O Calcula:
a) i37 ’ b) i126 ) 87 d) i ) 216
---00000---
a)i’ =" =" = (("%i= 1%i = .
b) 126 _ j31.4+2 =(i )31 2-13Li2 =2 = _1
c) 87 — j441+3 _ (i )41 Bo1BoPB

d) i64 — | _ (| )16 116 1

e) i_216 :.1 :.;L :-1 :i:%:l
|

CVOOEHECEHE® @
1.3

© Dado & numero complejo z :—E+7i, pruebaque:

a)l+z+2z°=0

2
1+z +z :1+[—1+£|J {—1 _3J —1—£+£i+{1 £i+§'2J:1+—3i—i——3i:0
2 2 2 2 (4 2 4 > TS TS T
b)
ESRE S S ot ) B Lo 2 M ot U SR YO
2 1,8, 1B (A+E)1-VE) ()7 -(EP 1+3 2 2
2 2 2

RRAAENS{O) Il EI RO
® Calculamy n paraque severifiquelaigualdad: (2+ mi) + (n +5i) =7 —2i
---00000---

(2 + mi) + (n + 5i) = 7 — 2i, realizamos la suma del primer miembro : (2 + n) + (m + 5)i =
— 2i eigualamos parte real 2+n=7;n =7 -2 =5, y parte imaginariam+5=-2, m =- 7.

COCEHOEE® ®®
. : K+i . :
@ Determinak paraqued couenteF seaigual a2—i.
[

---00000---

Hagamos primero el cociente :
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K+i _ (k +1)(1-1) _ (k +1) +(1-K)i _ k+1+1—k
1+i (A+i@-i) 2 2
ambos numeros :

i, e igualamos la parte real e imaginaria de

kTﬂ =2k+1=4k=3
1k =11-k =-2k=3
2
RRAA N S{O) SRR
® Calculaay b demodo que severifique (a + bi)> = 3 + 4i.
---00000---

Desarrollamos el cuadrado:

(a + bi)?> = a® + (bi)® + 2abi = a® — b® + 2abi = 3 + 4i y ahora igualamos para tener un sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas de segundo grado :

2 _ K2 — 2
a’-b" =3 despejamos b de la 22 y sustituimosenlal? - b -4 :E;a2 —[Ej =
2ab =4 2a a a

+ + = = ‘h =
2t -4 _3at 3a?4=0mar =3EVIH16 355 [ da=s/4=i2b=sl
a 2 2 —1=a+ JO 0O

SOOEHECEE® @
© Dadosloscomplegos2—ai y 3—hi, hallaay b para que su producto seaigual a 8 + 4i.
---00000---
Hacemos el producto del primer miembro:
6 — 2bi — 3ai + abi’ = 8 + 4i; 6 — 2bi — 3ai — ab = 8 + 4i
Separamos parte real y parte imaginaria :
(6—ab) +(-2b—-3a)i=8+4i

Igualamos las parte real e imaginaria de ambos miembros para resolver un sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas de 2° grado :

)

6-ab=8 }

b=-2-2a=6 -a( 2 —Ea) =8,6 +2a +3a2 282332 +4a-4=0
-2b-3a=4 2 2

ecuacion de segundo grado que resolvemos:
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4.2 5,82
332 +4a_4:03a:—4i\/16+48 :—41«/64 :—418: _162 3 23:;3
6 6 6 —o=2=b=2-2(-2)=1
COCEECEE®
- . 2+hi
©® Calcula€el valor deay b paraqueseverifique a—3i :ﬁ
-3i

---00000---

El denominador del primer miembro lo pasamos multiplicando al primero, hacemos el
producto e igualamos las parte real e imaginaria de ambos numeros para hallar las dos
incognitas :

a-3i= §+g| ‘(@ 3i)(5 Bi) =2 +bi;5a —3ai -15i +9i* =(5a -9) +(-3a —15)i =2 +bi
-3

b =-3a -15 :—%—15:—@

5a-9=2=a=11/5
=
5

OCEECEE® Q®
00 Hallael valor deb paraqueel producto (3—-6i) (4 + bi) sea:

a) Un numeroimaginario puro.
b) Un nimeroreal.

---00000---
(3 = 6i) (4 + bi) = 12 + 3bi — 24i + 6b = (12 + 6b) + (3b — 24)i
a)l2+6b=0=>b=-2
b)3b-24=0=>b=8
QO0EECEHE® S @
00 Determinaaparaque (a—2i) 2 sea un numero imaginario puro.
---00000---

Realizamos el cuadrado :
(a—2i)? = a® + 4i° — 4ai = (@° — 4) — 4ai

Para que sea imaginario puro, ha de ser :
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a?-4=0=a=+/4=#2
RRAA N S{O) SRR
06 Calculax paraqued resultado del producto (x + 2 +ix) (x —i) seaun nimeroreal .
---00000---
& Hacemos el producto:
(X +2+iX) (X - i) = X% —Xi + 2x = 20 + X4 X = X2 = Xi + 2x = 2i + X% + x = (X2 + 3X) + (x%- x — 2) i
& Para que sea numero real la parte imaginaria ha de ser nula, resolvemos la ecuacion :

1+3

1148 _1x3 | 5,

B 2 T2 1-3 _
2

2

x> -x-2=0=x

ol
ORAEN O] Bl IR

Numeros complejos en forma polar

00 Representa los siguientes numeros complegos, sus opuestos y sus conjuga-dos, y
exprésalos en forma polar:

---00000---

Para obtener el conjugado y el opuesto en forma polar se resta el argumento de 360° y se
suma al argumento 180°, respectivamente.

a=arc tg_T1 =315°, yaque 270°< a < 360°

= \/5315o

a) 1-i

Opuesto =-1 +i= \/5315%180" :\/54950 = \/5360%1350 = \/5135o

Conjugado=1+i= \/5360"—315" = \/5450

3]

-1+

iy

+i

o =arc tgi1 =135°, yaque 90°< a <180°

= \/51350

b) —1+i
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—~QOpuesto=1-i= V2 1350800 = V23160

rConjugado =-1-i= V2 35001350 = V2 2250

i

r:m:ﬁzz
1

o =arctg—— =30°,yaque 0°< a <90°

V3

c) v/3 +i

= 23O°

OpueStO = _’\/§ _I = 230°+180° = 22100

Conjugado = /3 —i= 2 3600-300 = 23300

%

118

VA%

INERT

r=\(~3) +(-)? =4 =2

o =arc tg_—l3 =210° yaque1l80°< a <270°

d) —+/3 =i

=250

OpueStO = \/§I = 221O°+18O° :23900 = 2360°+30° = 230°

Conjugado = =+/3 +1= 2,450 5100 = 24500
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e
A§{</\
N

Py
r =,(4)? +0% =16 = 4
e) -4 0 =4 500
o =arctg— =180°
-4
Opuesto = 4 = 4o
Conjugado = - 4= 4g¢0
-4 4

+I -
4 -3 -2 - 1 ; 3 4

f) 2i = 2900, Opuesto : - 2i = 2,700 ; Conjugado : - 2i = 2,7¢0

F

B

2i

i

[iry

-2

B

o |

g) (- 3/4) i = (3/4)2700, Opuesto : (3/4)g00, coOnjugado: (3/4)goe .
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iy

T

k|
E

—

r =422 +(24/3)? =416 = 4
h) 2 +24/3i 23

a =arc thS = arctg\/§ =60°, yaque 0°< a <90°

Opuesto = -2 _2\/§i = 40011800 = A2a00

Conjugado = 2 -24/3i = 4 5600600 = 3000

- “‘ﬁ“&} 3

o

S
A

b

F.
—\i\: 2, E/ .

e

]

—l——"]

X

SOCEECEHE S @

00O Escribe en forma bindmica los nimeros :

a) 2450 = 2 (Cc0s 45° +isen 45°) = [£+I£J V2 +4/2]

V3, i)_3V3

b) 3, =3(cos30°+sen30°) :3(—+—] == gi

b 2 2

c) V21500 = \/5(003180°+isen180°) =2
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d) 17¢0=17 (cos 0° + i sen 0°) = 17.
e) 1y, =c0os 90° + i sen 90° = i.

f) 52700 = 5 (cos 270° + isen270°) = - 5i.

\/_ 1

9) 15 =C0s150°+isenl50°=-——+ EI

h) 41000 = 4( cOS 100° + isen100°) = 4( -0'1736+0'9848 i ) = - 0'6946+ 3'9392]
SOOEHHOEES® & &

00 Calculaen forma polar :

a) (-1 —i )°, pasamos el nimero —1 — i a forma polar :

r =yJ(? +(-)* =42
-1-i - - :>\/§225°

a= arctg—i =225° yaque1l80°< a < 270°

. 5 5
(_l_|)5 = ( 22250) = (\/E) 22505 = 4\/511250 — 4\/53600-3+45 = 4\/5450

b) 3\/1—\/§i , pasamos el radicando a forma polar :

r =412 +(—/3)? =J4 =2
1-+/3i= _3 = 2,000
a= arcth =300°, yaque 270°< a < 360°

k=0= 2, =%/2 1000
31 -+/3i =3/2.., :(3 )300+360k =3/2 000412000 =4 K = 1=z, =312 5200

k = 2:>Z —\/_3400

k=0=2z,=2,
k=1=2z, =2,
k=2=12z2,=2,,

c) =6/64 0+360k =2 . = 8 120
N
K=4=2z,=2,,

k=5= 2z, =2,

k=0=>12z,=2,,
d) \/_ 81 =3/8gp0 = ( )90+360k = 24500010000 = K =122, = 255

k=2=2,=2,,
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e) (— 243 + 2i)6 , pasamos la base a forma polar :

r =y(-2v3f +2% =16 =4
3

(— 2\/§ + Zi) = 2 \/_ = 4500
o =arctg =arctg ——— =150°, yaque 90°< a <180°
-243 3
A
(—2J§ +2|) = (4,500 )° =450 = 4096 g0 = 4096 5 50011000 = 409650
f) (3 — 4i)*, pasamos la base a forma polar :
_ r =32 +(-4)> =425 =5
3-4di=y -4 . = S30p052
a= arctg? =306°52',yaque 270°< a <360°
(3 — 4i)° = (53060 52)° = (5%)306°52' - 3 = 125920036 = 12500 36°
ORAAEN O] Bl IR
0@ Calculay representa gréficamente e resultado:
-7 l il4 _1
7 7 T = 14 :4.3+2 4 )3 .2 3
-7 Ty Mo iron (-1 (-1 -2
a) . - . - . - .8 4.2 - 2 - 2 - A _1
2i 2i 2i 2i 2i 2(i* 21 2

X

\"® a —arctg_l—315° =2 3
- - 3
b)( 11 J3= 1 :[@J _ {QJ _
V3 +i e r= /(\/5)2 +12 =2 , 2300 2 ) e
1= = o
o= arctgi =300| *°
V3
3
(ﬁj = [Q] = (QJ = (ﬁj = ﬁ(c03135°+isen135°) = ﬁ[——z + _ZiJ =1, li
2 2853 4 855° 4 3600241350 4 1350 4 4 2 2 4 4
1 1
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c)
12 +12 =
1+i =141 =42 = /2 450
1+] o =arctgl = 45°

3—— =
2-i r=v2% +1°

2-i=

2 _2 -
5 7133544360k 5 051010k

3

-5

a= arctg_71 =333°26'5"

= \/g 333026'5"

o
17V 5 2505118

2
k=1= Zy = 6/ —
5 14305118"

(252542

5 26305118"

=9 E(COS 23°5118''+isen23°5118'") =0'7851+0'3468i

S T
\/_3330265 S 45-333926'5" 5 71°33'54"

=9 E(COS. 14305118 '+isen143°5118'") = -0'69 + 0'51i

=9 g(COS 263°5118''+isen263°5118'"') = -0'09 - 0'85i

[ %]

-3

1
7
5 - /1
=4
iy

SooNEmEEED S S

00 Calculay representalas soluciones :

a)

e —ad5 )4 _ayi- r—\/42 4J_ =64 =8

a= arctg 3 =arctg - \/_ 300°

k

— 3/ — 3 —
- 8300° - 8300° - (\/g)w - 2100+120k

=0= 2z, =2,y5. =2(c0os100°+isenl00°) =-0'347 +197i

21000+120k0 = k = 1:> 22 = 22200 = 2(COS 2200+|Sen2200) = _1'53 - 1‘29'
k=2=2z,; =2, =2(cos340°+isen340°) =1879 - 0'68i

£

Gl

N

jiry

jiry
I
]

S/
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b) ¥-16 =4{/161500 —( 6)1—80+360k 2450490k° =

c) ¥8i ={8go. = (%)w = 23004120k =

0 30

k =0= z; =250 =2(cos 45°+isen45°) = 2(% glj —\/E +\/—|
k=1=> 22 = 21350 = 2(COS 1350+|Sen1350) 2( — 22 g ] = _'\/E + \/_
-2 42,
k=2 75 = 25550 = 2(c05 225%+i5en225°) =2 = - =i | = ~2-y2
k=3= 24 =2315 = 2(cos315%+isen315°) =2 g—g ] =242
L 11
1
—i -1 1 /J 3
1
‘3 P
2
k =0 = z; =230 = 2(cos 30°+isen30°) = 2[£+%|J =43 +i
. -3 1. .
k=1= 2z, = 24500 = 2(cos150°+isen150°) = 2 2 +EI = —\/§+|
K =2 = 73 = 2,700 = 2(COS 270°+isen270°) =2(~i) = -2i

t=4

jiry

AV

i

A
f\
=
N L/

| -

43

o |

SoomEmEEED S S

0 © Calcula pasando a forma polar :

a) (L+i\/§)5, pasamos primero la base a forma polar:
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= 1[12 + (\/E)Z = \/_ =2
1+i/3 = J3 = 24, y ahora hallamos la potencia:
o = arctg ER =60°

(1 +iy/3 ) = (2600 = (25 )0 = 325000 = 32(COS300°+i5€N300°) = 32{% - g.] =16 -16+/3i

) (—1—i\/§)6 (\/§—i), pasamos a forma polar ambos ndameros :

r =y()? +(~/3)? =44 =2
_1_i 3 = — =2 o
\/f =240°,yaque 180°< a < 27Q° 0

o =arctg
I =4 —]_)2 +(\/§)2 :\/Z:Z
V3-i= -1 = 23300
o= arctgﬁ =330°, yaque 270°< a < 360°

Ahora realizamos las operaciones en polares :

( '\/_) (\/_ ) ( 2 5400 )6 (23300) = (26240"-6 k23300) = (6414400 )(23300) = (64:2) 1440043300 = 12817700 = 128550
Y pasando a forma binémica :

128,500 =128(cos 330°+isen330°) = 128(@ - %] = 64+/3 - 64i

c) {/-2+243i, pasmos el radican do a forma polar :

s fhie Nyﬂﬁ+w3 =16 = 4

3 = 41500
a= arctg—2 =arctg —\/§ =120°,yaque 90°< a <180°

y ahora hallamos las raices :

k=0=2 = \/5300 = \/E(cos30°+isen300) = \/E[§+LJ =£+£i
k =1= 7, =+4/27500 = ¥2(c0S1200+isen120°) = 42| [?l —3i] = —£+£i

2 2 2
V-2+243i = 441500 = (%)120+360k = V2300000 = 3_1 6 _J2
) k =2 = 23 = 25100 = ¥2(c0s210°+isen210°) = \/_[ Y %] = ‘7_Ti
_ 1 4Bi]_V2 6.
k=324 = 23000 = V2(c05300°+i5en300°) = 2| - - = = = -T2
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8 =8,
d 2 - r =2 +(-)? =42 8

— 0°
(=) a= arcthl =315°, yaque 270°< a < 360° e (V23150)

89 80 _  8p _ 800 8o _[ 8

- = = = = =2 yp50 = /2(COS 225°+isen225°) = ~1-i
(\/E 3150)5 V25 gises  AV215750  A23g00asizse AV21350 (442 ]—1350

e)

k =0 = z; = 2450 = 2(COS 30°+iseN30°) = 2 g l] =3 +i
k =1= 2z, = 2900 = 2(COS 90°+isen90°) = 2(j) = 2i

K =2 = 25 = 2550 = 2(COS 1500+isen150°) = 2[—£ lj =3 +i

) 2
6&_64 = 6,641800 = (6/64 80+6360k = 230°+60k° = \/g )
K=3= 2, = 2,100 = 2(C0S 210°+isen210°) =2 ———éJ =3 -i

k =4 = zg = 2,700 = 2(C0S 270°+isen270°) =2(~i) = -2i

k=5= zg =23300 = 2(cos 330°+isen330°) = 2[—3 -

f) ¥-1-i, pasamos el radicando a forma polar :

r=y(-)? +(-1)? =42

-1-i= -
a= arctg—i =225° yaquel80°< a <270°

= \/52250

J-1-i= \[\/52250 = 422254360k = 4[2,1 550415000 = {k =0 = {21195 = {2(cos112'50+isen112'5°) = -0'46 + ]-'Jj}
2

k =1= 42,905 = 4/2(cos 292'50+is€n292'5°) = 0'46 — 11i

k=0=2; =1p =Cc0s9(P+serD0°’=i
¥-i =3 —(3 )2 04360k = =lk = = = ' __¥3_1,
g) -1 = 12701 - l 7 3 —1900+12(k0 - k—1:> 22 —12103 —COSZ].O)‘HSEI'Q].O)——7—EI
k=2=25 =133 :c05330341'ser830°:§—%i

h) ,/ 23_+2'3_ , antes de realizar la division, pasamos los numeros a forma polar, después
- |

realizamos la division y por ultimo hallamos las dos raices :
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r —,/22 +(-2)2 =8 =22
2-2i= = 2'\/53150
a= arctg— =315°,yaque 270° < a < 360° 5 o0 2\/— 2
] 23150 2
_ r -\/( -3)2 +32 =418 =342 —3+3i U 3\/_1350 315 135 (3]1800
-3+3i= = 3'\/51350
a= arctg— =135°, yaque 90°< a <180°

2

k=0=12z, = {\/Zj = \/E(cos 90°+isen90°) = Ei
I .
3 180° 3 180+360k 3 90°+180k° k=1= z, = [\/7J \/7(005 27oo+|sen2700) = _\/E
270° 3
RORRAEN O] Bl EI RS
® ® Calculam para que & nimero complejo 3 —mi tenga € mismo médulo que24/5 +/5i

---00000---

<4 Hallamos los modulos de ambos numeros complejos:

3 -mi 1 =4/3% +(-m)? =/9+m?

245 +\5i — 1 =y[2y5) +{y5f =v45+5 =y25 =5

4 Ahora igualamos ambos médulos y resolvemos la ecuacion:

2
9 +m? =5:>(\/9+m2) =52 =9+m? =25=>m? =16 = m = +/16 = 4
ORAEN O] Bl IR
® 0 Expresaen formapolar z, su opuesto —z, y su conjugado z en cada uno de estos casos:

El opuesto se diferencia en 180° del original y para el conjugado hay que restar a 360° el argumento del original. Los
madulos son iguales.

a)

— [12 _ 2 _ - -z2=2 o 0 =2 0o =2 o 0o =2 o
zzl—\/gi{ r—\/1 +( \E) =4 =2 }:23000:}{ Z = 23000+180 480 3600+120 120}

a =arctg —+/3 = 300°, ya que 270°< o < 360° Z = 23600-300° = 260°
b)

7 =-2-2i— { r =y(2)? +(-2)? =48 =22 } = 242 yp50 = {‘Z = 242 555041800 = 2v2 4050 = 22 36004450 = 2\/5450}

o =arctgl = 225°, yaque 180°< a < 270° z= 2\/53600—2250 = 2\/51350
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c)

r—\[(—z\/_) +22 =16 =4
z2=-2J3+2=i=>

o = arctg \/_ =150°, yaque 90°< a <180°
-3

=2 = 4150041800 = 43300
150 —4 —4
Z = 43600-150° = “4210°

SOCEHECEHE® @

® 0O Representa los poligonos regulares que tienen por vértices los afijos de las siguientes
raices:
k=0=12z, =153
k=1= 12z, =1y
a) i/; :M = (%)90+360k =Ligos7ok0 = k=2= Z3 =600
° k=3=2, =1
K=4=2z; =140

K=0= 2, =1y,
k=1=12z, =14
b) ¥-1= 81,000 = (%)180°+360k° o0 = K=2= 25 =Lise
~ G ) k=3=2z, =1,
k=4= 2z, =1,
K=5= 275 =13300

c) ¥ 243 +2i, pasemos el radicando a forma polar :

2\/§ +2i= (2\/_) +22 \/_ i =435
a= arctgﬁ =30°

Y ahora hallamos las raices :
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k:O:Zl:\/E7o30-
/ K=1= 2, =/2 97030
440:Mw:\/§,0 0 = 2 97°30
30 ( ) 2 7'5°+90 k:22>23=\/§187o30-
k=3= 2z, =2577030

SQ0OMEOEE® S ®

PARA RESOLVER (L) 00@ )

®®© Halla dos numeros complejos tales que su cociente sea 3, la suma de sus argumentos
(1v3) , y la suma de sus médulos 8.

---00000---

Sean los dos numeros complejos a hallar : ry y Sg, tenemos cuatro incognitas ( los dos
mddulos y los dos argumentos) necesitamos al menos cuatro ecuaciones :

r
. I r —= .
Cociente = 3, %= (—] =3=3 :{ s 3 , dos ecuaciones.
a-B

Sp \S a-B=0
Suma de sus argumentos = a+ 3 = 173 = 60°.

Suma de sus modulos =r + s = 8.

Resolvemos los dos sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas :

=r=35,33+5s=8=>5=—=2=r=32=6

NG o]

r
S
r+s=8

a-B=0
B = 0=pf=20=60°= a=p=30°
a+p3=60°

Los numeros pedidos son fg = 6300 Y Sg = 2300
VRO EEHOEE® V@

®0 EIl producto de dos nimeros complejos es 2i y € cubo de uno de €llos dividido por €
otroes 1/2. Hallalos.

---00000---

Sean los dos numeros complejos a hallar : rq y Sg:
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Resolvemos los dos sistemas :

23
rs=2 — 4
3 _2 - s _1 _ _ _2_
r’ 1l¢=r=—ysustituyendoenla22=>—==-=—=1=>s=2yr=—=
— = s s 2 st
s 2
a+B=90°
= 40 =90°= a =90°/4 =22°30'; 3 =90°-22'5°= 67°30"'
3a-p=0°

Los numeros complejos buscados son : fq = 122030 , Sp = 267030 -
RORAAEN O] EIlEI RS

®OEI producto de dos numer os complegjoses—8y uno de ellos es el cuadrado del otro.
Calculalos.

---00000---

Sean los dos numeros complejos a hallar : z; = ry y 2, = Sg, se ha de cumplir que z;-z; =
(ra )-(Sp) =-8=81g0y 21 = z,° , planteamos los sistemas :

rs=8

— 2
(rcx ).(SB) =-8= r.sa+B = 818O° = {G +B:1800} ademas (ra) = (5[3)2 = (52)2[3 = {;_:SZB}

Luego resolviendo los sistemas :

rs==8
r_52}:>52-s:s3:8:>s =¥/8 =3/2% =2;r=22=4
o +B=180° o
P - }:>2[3+[3:3B:180°:> [3:120 =60°y o = 2:60°=120°
a=

Los nimeros complejos buscados son : fa = 41200 , Sg = 2600 -

SOCEHECEHE® @
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® O De dos numer os comple os sabemos que:

* Tienen el mismo médulo.

» Sus argumentos suman 17 1t/6.

* El primero es conjugado del cuadrado del segundo.
¢JCuales son esos nimer 0s?

---00000---
Sean los dos numeros complejos a hallar : z; = rq y z, = S, Se nos dice :
¢ r=s, mismo moédulo
¢ o+ (= 171/6, ya que los argumentos suman esa cantidad.
¢ r=s?y a= 360° 2f ya que el primero es conjugado del cuadrado del segundo
Los sistemas a resolver son ahora :

s =0 Novalida
s-1=0=>s=1=r

r=s
2}:52 =s=s? —s:0:>s(s—1):o:>{
r=s

o +p =510°

o = 3600‘2[3} = 360°-23+B =510°= - =510°-360°=150°= f3 = -150° = 360°-150°= 210°,a = 300°

Los nimeros complejos buscados son : g = 13000 , Sg = 12100 -
RRAAENS{O) Il SRR

® @ Calculacos 75°y sen 75° mediante & producto 1zp - 1ys .

---00000---

Por un lado 13g0:1450 = 13004450 = 1750 = COS75°+isen75°

2

2l

Por otro : 154501450 =(cos30°+isen30°)(cos45°+isen45°) = [7 +i=

4 4 4
real e imaginaria obtenemos :

:ﬁ +£i +£i +£i2 :[\/E—\/E
4 4

]+[‘/€Z\/§]i, igualando en ambas expresiones las partes

Cos75°= y sen75°=

V6 -2 V6 +42
Y VEINE

SO0EIECEE S @
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® 0O Halla las razones trigonométricas de 15° conociendo las de 45° y las de 30° mediante €l
cociente 1gso : lape .

---00000---
Ejercicio analogo al anterior, en el hallamos por un lado el cociente el forma polar:
1450: 1300 = 1450300 = 1150 = COS15%+isen15°

y del otro el cociente en forma binémica :

V2 42 -
1450 _ COS45°+isend5° _ 7“7 _ \/E(l+% _A2@+i) \[E(1+[),(\/§—j) _ (\/€+\/§)+ \/E—\/Ei

ls50  €OS30°+isen30° \/§+i - \/§+% B (\/§+ix\/§—i) 4 4

2 2

e igualando ambas expresiones:

V6 +42 V6 -2

C0s15°= ———ysenl5°=
4 4

Obsérvese que al ser 15° y 75° dngulos complementarios : cos75° = sen15° y sen75° = cos15°.

SOEECEE® @

X+2+Xi
X+i

® 0O ;Paraquévaloresdex esimaginario puro € cociente ?

---00000---

Hagamos el cociente :

(x+2)+xi _ ((x +2)+xi)(x—i) (X +2)x —(x +2)i+x2i+x _ x2 +3x +x2 —x—2i

X+i (x +i)(x =) x? +1 x?+1  x?+1

Para que el cociente anterior sea imaginario puro, la parte real ha de ser nula :

2 =0
X X 0 X2 +3x= 0= X(x +3) =0 = X
x2 +1 x+3=0=>x=-3
RRARAEN O] Bl EI RS
© 0 Halla, en funcién de x, e moédulodez= TX! . Demuestra que |z| = 1 para cualquier
— Xl
valor dex.
---00000---
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X y1ex?

Z| = - = =1
i J1+ ()2
QSoEECOEE® ®®
X+2i octé

©0 Calcula x para que € numero complego que obtenemos al dividir T3

representado en la bisectriz del primer cuadrante.

---00000---

Hagamos la division e igualemos la parte real a la imaginaria :

X+2i _ (x+2i)(4+3i) _4x +6i2 +3xi+8i _4x-6+(3x+8)i _4x-6 +3X+8i
4-3i (4-3i)(4+3i) 42 —32j2 16 +9 25 25

4x-6 _3x+8
25

=4X -6 =3Xx+8=4x-3x =8+6=>x=14

SOOEECEHE S @

© ® L asuma de dos numeros complej os conjugados es 8 y la suma de sus médulos

es 10. ¢Cudles son esos nlimer 0s?
---00000---

Sean los nimeros z = a + bi y su conjugado z = a — bi, segtn el enunciado :

a+bi+a—-bi=2a=8=>a=8/2=4
Ademas :
12| HZ|=va? +b? +Ja? +b? =2ya? +b? =10 = a2 +b2 =5v/42 +b2 =5 = 16 +b? = 25
b? =25-16 =9 = b = +/9 = +3,por tanto z =a +hi =4 +3iy z =4 - 3i

SOOEECEHE S @

© 6 Lasumadedosnumeroscomplegoses3 +i.Lapartereal del primeroes2,y el cociente
deesteentre el segundo esun nimeroreal. Héllalos.

---00000---
Sean z =a + biy s = c + di, segun el enunciado :

z+s=a+bi+c+di=(atc) +(b+d)i=3+i,a=2,comoa+c=3,2+c=3,c=1

a+bi _(a+bi)c-di) _ac+bd+bci-adi _ac+bd  bc-ad  _ _ b+d=1]_ d=
c+di (c+di(c-di) 2 + 2 c2+d? o2 +qd? b-2d=0f " |,

wiNwW|F

Z-
s
Luegoz=2+ (2/3)iys=1+(1/3)i

SOCEHECEHE® @
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© O Representa gréaficamente los resultados que obtengas al hallar /-2 -2i y calcula e lado
del triangulo formado al unir esostres puntos.

---00000---

Para hallar las raices primero pasamos el nimero a forma polar :

| r —\/(—2) +(-2)? =8 =242
-2-2i= = 2\/52250
a= arctg—2 =225%pues 180°< a < 270°

Y ahora hallamos la raiz :

k:02>21:\/§750

V825 = [3 \/§j225°+360k° - (Q/Z_Sj =1k =1=2, =215

75°+120k°
3 k=2223:\/5315o

21
A

Para hallar la longitud de los lados aplicamos el teorema del coseno al triangulo AOB, de
Caracteristicas :

Lados OA = OB =+/2 y eldngulo comprendido a =120°

AB =VOA” +0B" - 20A0B-cos a =\ (V2| +(\2) - 2v2v2 cos120° = |2 +2—4(—%j -6

SO0EECEE S @

©0 Los afijos de las raices cubicas de 8i son los vértices de un triangulo equilatero.
Compruébalo. ¢Determinan el mismo tridngulo los afijos de ¥-8i,3/8 0 3-8 ?
Representa gr aficamente esos cuatr o triangulos que has obtenido.

---00000---

Hallemos las cuatro raices cubicas :
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¥8i =3/8gge = (§/§)9o+§,60k = 230041200 =K =1= 25 = 24500
k=2:>23 :22700

3 -8i = 3[82700 = (%)270+360k = 290°+120k° =<{k=1=> z, = 22100

3 k:2:>Z3=23300

k:o:zl =200
Y8 =3/8p0 = (%)m =2150k0 =1K=1=2, = 21500
3

k:02>21:260°

V-8 =381g00 = (%)180*3360" =2g004120k0 =K =1=2, =200

k:2:>Z3 =23000

Observamos que en los cuatro casos, las tres raices tienen el mismo modulo y estan
separadas angulos de 120° luego formaran triangulos equilateros :

o1 Z; Z,
z il I
<4
Z N
z Z,
23 23 3
e 3 i -8
SOOEEHCEE® S ®

©0 ¢Puedenser z7=2+1i,2,=-2+1i,z3=-1-2 yzz=1- 2, las raices de un nimero
complg 0? Justifica tu respuesta.

---00000---

Como son cuatro serian raices cuartas y para que sean raices cuartas de un ndamero
han de estar separadas angulos de 360°4 = 90° , la forma mas rapida de comprobarlo es
representdndolos y vemos que no forman angulos de 90° ( si cupiera alguna duda, lo
adecuado seria hallar los modulos, que si son iguales y los argumentos de los cuatro nimeros
y comprobar que los angulos no se diferencian en 90°, lo que, en este caso no es necesario
pues es evidente en el dibujo ) :
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42

i

3% ]
I
i

Zg

o |

RRAAENS{O) SRR
© @ Hallalos numer os compleg os que cor responden a los vértices de estos hexagonos

---00000---
@® Tomamos un numero que sea evidente y vamos sumando 360°6 = 60° que es el
angulo que forman :

z, =2 =2(cos0°+isen0°) =2

Zy = 2004600 = 2600 = 2(COS60°+isen60°) = 2(% +£|] =1+4/3i

Z5 = 25004600 = 21200 = 2(C0S120°+isen120°) =2{ 1,43

E+_IJ = 1+\/_

24 = 2120°+60° = 21300 = 2(COS 1800+isen1800) =2(_ 0|) ==-2
Zg = 218004600 = 22400 = 2(COS 240°+isen240°) = 2(—% ‘%‘] =-1-43

26 = 2240°+600 = 23000 = 2(COS 3000+|Sen3000) = 2(% - \/§ } 1 '\/_

@ Tomamos el numero que coincide con la parte positiva del eje vertical, que es el 2°
namero y vale 2ggo :

Z, = 2900 = 2(c0s90°+isen90°) =2(0 +i) = 2i

Z1 = 2ggo_gpo = 2300 = 2(c0s30°+isen30°) = 2[ 23 J

Z3 = 29004600 = 21500 = 2(€C0s150°+isenl150°) = 2[ l} = -3 +i
Z4 = 215004600 = 22100 = 2(C0S210°+isen210°) = £ —é =3 -i
Z5 = 251004600 = 22700 = 2(C0S270°+isen270°) = 2 =2

Zg = 257004600 = 23300 = 2(C0s330°+isen330°) = 2{ J

SO0EIECEE S @
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©0 ;Pueden ser las raices de un numero complgo z, |os nUmeros g0 , 21000 , 21720 , 22420 'Y
2316° ?
---00000---

Tienen igual mddulo, luego sélo hay que comprobar que difieren en 72° :
28° + 72° = 100°; 100° + 72° = 172° ;172° + 72° = 244°; 244° + 72° = 316°
Si son las raices quintas de un nimero complejo. Lo hallamos elevando a la quinta
cualquiera de ellas:

Z = (228)° = 321400
QOOEHEHCEHE® ®

© 0 El complejo 340 es vértice de un pentagono regular. Halla los otros vérticesy el nimero
compleg o cuyas raices quintas son esos vértices.

---00000---
Al formar un pentdgono regular, el resto de los vértices se obtienen multiplicando el
anterior por 172 0 lo que es lo mismo, sumando 72° al argumento del anterior :

Z1 = 3400, Z2 = 3age+72 =31120 , Z3 = 31120472 =31840 , Za = 31840472 =32560 , Z5 = 32560472 =3328°

Como son raices quintas de un cierto numero complejo, para hallarlo elevamos uno de
ellos a la quinta potencia :

z = (21)° = (340)° = (3°)a005 = 2432000

RORAAEN O] Bl SRR
® O Una de las raices cubicas de un numero complejo zes 1 + i. Halla z y las otras raices
cUbicas.
---00000---
Hallemos z :
Yz =1+i=z (1 4)° =1° 430 432 4% =143 -3 -i=-2+2i

Para hallar las otras dos raices, podemos hallar las raices o pasar la conocida a forma
polar y sumar 360°/3 =120° :

o =rctgl = 45°

—.12 112 =
1+i :{r =Vt +l _\/E} =\/§45° =12 =\/§45°+1200 =\/§165°;23 :\/5165°+120° =\/§285°

SOOEECEHE S @

Ecuaciones en C

O 0 Resuelvelas siguientes ecuacionesy expresa las soluciones en forma binémica:
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a) X*+4=0

b) x* +x+4=0
b) x*+3x+7=0
d x¥*-x+1=0

---00000---
a) X2 +4:03X2 =4 =X =%/—-4 =i\/z\/__1:i2i

-1+41° -44 -1+-15 -1+if15 -1 415

b) x> +x+4=0=x = = S El
2 2 2 2 2
- 2 _a7 _ _ A
0) x? +3x +7 =0 = x = 3EVZ 4T _ 3+4-19 _ 3i|\/ﬁz_§i@i
2 2 2 2 2
d) x2 Cit1o0 o lt1-4 _1xy-3 =1i|\/§=1i_3i
2 2 2 2 2
RRAA N S{O) SRR
O ® Resuelve las ecuaciones:
a) xX>+32=0
b) ix*~27=0
---00000---
k:O,X1:2360
k=1Xz =208

a) x> +32=0= x =3/-32 =§/32;5p0 = (5\/32)180+5360k = 2360472k0 = 1K =2,X5 = 2500
k = 3,X4 = 22520
k = 4,X5 = 23240

c) ix® —27 = 0, multiplicando por i : i’®- 27i=0, - x> =27i= 0, x* + 27i= 0, x> = -27i =
27,700, luego hemos de hallar las raices cubicas de 27,700 :

k =0 = X; =3gg0 =3(cos90°+isen90°) = 3i
e _[a= _ A, _ _ . _ _3/3 _3i
X = 3 272700 - 27 270+360k = 390°+120k° - k - 1:> XZ - 32100 - 3(COS 2100+|Sen2100) - _E
3
k =2 = X3 =3330 =3(cos330°+isen330°) = % —%i

SO0EIECEE S @
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O O Resuelvelas siguientes ecuacionesen C :

a) ZZ+4=0
b) Z2-22+5=0
c) 222+10=0.

---00000---
a) 722 +4=0=7 = +/-4 = +iJ4 = +2i

2+y4-20 _2+£4-16 _ 2+ 4 _
2

b) 22 -2z+5=0=z=
2 2

1+ 2i

C) 222 +10=0= 22 =-5 =z = +/-5 = +,/5i
OooEEEEE® D

@ O Obtén las cuatro soluciones de las siguientes ecuaciones.

a) 2'-1=0
b) Z*+16=0
c) 2*-8z=0
---00000---

k=0=2z; =13 =cos0°+sen0°=1
k=1= 2z, =155 =€0s90°+isen90°=i
k=2= 23 =11g90 =€0s180°+isen180°=-1
k=3= 2z, =1y790 =C€0S270°+isen270° = —i

a.) Z4 -1=0=>7z2 24\1/1 =ﬂ100 :10°+360k° =190k =

4

b)
k =0 = 21 =2450 = 2(cos 45°+isen45°) = V2 +il2

4 _ _4 _ _ _ _ | k=1= 275 =21350 = 2(c0S135%+isenl35°) = —y/2 +iy2
724 +16=0= 2z ={-16 =416,g00 =2 =250 =
1007 7 TLE0TS00K T AT T Nk =2 = 73 = 2950 = 2(c0s 2250+isen225°) = 2 - 2

k =3 = z3 = 23150 = 2(cos 315%+isen315°) =+/2 —iy/2

z, =0
k=0,2y =200 =2
2% -8=0=2 =8 =800 =250k =1k =123 =23500 = —1+4/3i
K =2,24 =29400 = —1-+/3i

c) z4-8z2=0=2(z3-8)=0=>

SOOEECEHE® @

O O Resuelve estas ecuacionesy expresa las soluciones en forma binémica:

a) Z2+8 =0
b) iz*+4=0

---00000---
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k =0 - z7 =2ggo = 2(c0s 90°+isen90°) = 2i
a) 23 +8i=0= 7 =3-8i =38o700 = 29704360k = 2000+120Kke = 1K =1 — Z5 = 2,100 = 2(coS 210°+isen210°) = —/3 —i
270 270+360k 90°+120k 2 210
3 k =2 - z3 = 23300 = 2(C0s 330°+isen330°) = /3 —i

b) iz*+4 =0, multiplicando por i: -z* +4i = 0 y cambiando de signo z*- 4i = 0, es decir :
k=0 - V2,50 = +/2(cOS 22'50+isen22'50 ) = 1'3 + 0'54i

=1 o = ‘504 '50) = ' '3
4 4=z :ﬁ 4 4ggo = (é\l/z '90+360k - \/522'5°+90k° - k=1 \/5112 5o \/E(COS 112'5 +|_sen1125 ) —054+13l.
4 k=2 - \/5202-50 = \/E(cos 202'5°+isen202'5°) = -13 - 0'54i

k =3 - V229050 = /2(C0OS 292'5°+isen292'5° ) = 0'54 —13i
oA EO) | EI RORORS

® 0 Escribe una ecuacion de segundo grado quetenga por soluciones: z; = 1+iy z,= 2 —3i

---00000---

En vez de como propone el libro vamos a usar la forma candnica de la ecuacion de 2°
grado : x> — sx + p = 0, en donde s = suma de soluciones = z; + z, y p = producto de
soluciones =z; -z :

S= 21+2, =1+i+2-3i=3-2iyp=2;-2,=(1+i)(2-3i)=5-1i, luego la ecuacion es :
X>—sx+p=x—(3=2)x+(5-i)=0
SOOHECHEY Q@
© @ Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas solucionessean 2—-3iy 2 + 3i.
---00000---
Ecuacién candnica : x> —sx + p = 0, hallemos s y p :
s=2-3i+2+3iz4yp=(2-3i)(2+3i)=22—(3)*=4-9%=4+9=13
X*—sx+p=x2—4x+13=0
SOOHECEE® @
Interpretacion grafica de igualdades entre complejos
O O Representa los nimeros complegjos z talesque z + z = -3.

---00000---

.= , - . . 3
Zz=Xx+Yyi; z=x-Yyi,luego z +z =x +yi +x—y|:2x:—3:>x:—5

Recta que representada es:
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e
13
12
71 +
-2 —:1 1 2
-1
3 172
}{=—_
213
L4
SooNEeOEE® S P

@ © Representa los niumeros complejos que verifican: a) z=-2, b) ‘z +E‘ =3,0) ‘z —E‘ =4
---00000---

Seanz =x+Vyi, z = X-Yi

a) zZ=-7=X -yi=-Xx-yi= 2x =0 = x =0, el eje vertical o de ordenadas

12
1 +
1 1
+-1
1-2
_ 2X=3=>Xx= 3
b) |z +z|3dx tyi+x —yi|942x|=3 = 33 ,dos rectas verticales

2X =-3=> X =—
2

12
1 +
-2 —:1 1 2
_ -1
:}{=_3 }(:E
2 |, 2
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0) |z —z|4x +yi—x+yi|:|2yi|:4:>|2y|:4:>{y__

2 )
% dos rectas horizontales.

£ Ve
1 +
2 1 1 2
-1
y=-2
2
SOEECEE® @

© O Escribe las condiciones que deben cumplir los nimeros complejos cuya representacion
grafica es la siguiente:

y
B =2 1 | 1
+-1
-2
{-3 .
a) La parte real del nimero ha de serigual a -3, Re(z) =- 3
1
324 | 1 2 3 o _
b) 1 La parte imaginaria ha de ser igual a 2, Im(z) = 2
-1 1
-1
L2
C) - La parte real comprendidaentre -1y 1,-1<Re(z) <1
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dy? 2 -1 | 1 2 3 |a parte imaginaria comprendida entre 0y 2,0 < Im( z) < 2
N i AT
! 1
! 12 !
: 1 :
3 2 1 | 1 @
| o
aQ % """ Parte imaginaria comprendida entre .2 y 3 y la parte real entre —

3y2: {—3 <Re(z)<2}.
-2<Im(z)<3

f) Modulo del nimero =2, |z| =2
QOQ0EECEHE® @

CUESTIONES TEORICAS (K2 000 )

© 0 ;Se puede decir que un numero complejo es real si su argumento es 0?
---00000---
No, también son reales los nUmeros negativos cuyo argumento es 180°.

SOCEHECEHE® @

©® Pruebaque|z| =« 7z
---00000---

Seaz=a + bi.

{ |21=Va? +b? }

Jzz =(a +bi)(a —bi) =va? —b?%? =+a +b? 5| z|

So0EECEES @
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00O Siz=ry4 ,¢quéreacion tienen con zlosNUMEr oS rg+1s00 Y 36000 ?

---00000---

& Z = rqs1800 = r [ cos( a+ 180°) +isen (a + 180° ] =r (-cosa —isena ) = -[r(cosa +isena)]
= -(rq ) = -z, luego son opuestos.

& Z = Ispooq = I [ cOS( 360° a) + i sen (360° a )] =r (cosa —isena ) = z luego son
conjugados.

SOCEECEHE® @

©0 Compruebaquesiendo,z=a+hi,w=c+di,:

_— . —.|z +tw =a +bi +¢ +di =(a+c)+(b+d)i=z +w =(a+c)—(b+d)
a) z+w=z+w; - _ _ _
z tw =a —bi +¢ -di =(a +c) —(b +d)i,g.e.d.

b)
zw =a +bi)(c +di) =ac +adi +bci +bdi?> =(ac —bd) +(ad +bc)i = zw =(ac —bd) —(ad +bc)i
zw =a -bi)(c -di) =ac -adi —bci +bdi® =(ac -bd) —(ad +bc)i = zw g.e.d.

c) kz =k(a +bi) =ka+kbi=>kz ka kbi kia b)) k2 K Oged.
QOEHOEE® ®®

1

|z|

© O Demuestra que 1
Y4

---00000---

Sea z = ry, entonces :

E:&:(}j :(Ej = E :1'=iq.e.d.
zZ 1y \Igg Iy lz| 1t |2Z]
QOOEHEHCEHE® ®

© 0 El producto de dos nimeros complejos imaginarios, ¢, puede ser real ? Aclaralo con un
ejemplo.

---00000---

Si, si son ambos imaginarios puros, por ejemplo z = -2i y w = 3i, su producto es z-w = (-
2i)(3i)= -6i° = 6 que es real.

SOCEHECEHE® @
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O @ Representa el numero complejo z = 4 — 3i. Multiplicalo por i y comprueba que el
resultado que obtienes es el mismo que si aplicas a z un giro de 90°.

---00000---

z=4-3i,w=iz=4i-3?=3+4diyaque siz=rq > W=iz= Lo Iy = lasoee, IO que SE
puede visualizar graficamente representando zy w :

r--r-Tr--Tv~-=-T17°-°% e B B |

Cow=3+4i s
BERSERNE
QoEECOEE® ®®

©© Halla el numero complejo z que se obtiene al transformar el complejo 2 + 3i mediante
un giro de 30° con centro en el origen.

---00000---
Un giro de 30° centrado en el origen consiste en multiplicarle por el nimero w =13 :

r=v2% +3% =413
3

= V13 5601835+ ¥ 1gg0 =COS30°+isen30° =
a =arctg =5601835" srierast Y S0

2+3i=

£+1i
2 2

Podemos hacer el producto :

3 3

En forma bindmica : (2 +3i)(73 +%i) =3 +i +%i —% =023 + 3'60i

O en forma polar : v13sge1g:3571ago = V13 ggorgiase = +/13(COS86°18'35' ' +isen86°18'35'")
RRAAENS{O)EIl SRR
00 ; Qué relacion existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto ?
---00000---

Segun hemos comprobado en el ejercicio n°® ®® un nimero complejo y su opuesto
difieren en 180°, Z = rqy = -Z = Ig+180°

SOo0EECEES @
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B0 ; Qué condicion debe cumplir un nimero complejo z = a + bi para que z = 1
V4
---00000---
_ o a=_ 2
z =a-bi B =
1_ 1 _ a-bi _a-hi . a _ b . igualandoz=1:> angz
z a+bi (a+bi)(a-bi) a®?+b®? a®+b® a®+b? ‘b=
a“+b

Resolviendo cualesquiera de las dos ecuaciones anteriores :

b b

a a . , .
= — =1=a? +b? =] z|, es decir elmédulo es unitario

—— == =1=a’ +b® qz|6b=———
a“+b a a“+b

a=

So0EECEES @

PARA PROFUNDIZAR (2! 000 )

0O 0 La suma de dos numeros complejos, z = a + bi, w = ¢ + di, dividida por su diferencia, es
un namero imaginario puro. Prueba que los dos nimeros z y w han de tener el mismo médulo

---00000---

z+w _a+bi+c+di_(a+c)+(b+d)i _[(@ +c) +(b +d)il{a-c)-(b-d)i _
z-w a+bi-c-di (a-c)+(b-d)i [@@ —c)+(b -d)i{@a-c)-(b-d

_(a #c)(a <) Ha +c)(b ~d)i +(a —c)(b +d)i ~(b +d)(b - d)i? _
(a-c)? —(b-d)?i?

(@® -c? +b% -d?) 2ad-2cd . __(@% -c? +b?-d?) _
> 5 + > 2|:>partereal—0, 5 5 =0
(@a-c)? +(b-d)?> (a-c)® +(b-d) (a-c)? +(b-d)

Luego a? — ¢ + b? —d? = 0 y trasponiendo términos a + b® = ¢? + d® es decir sus médulos
seran iguales |z| = |w]| g.e.d.

SOCEHECEHE® @

V3

®® Seaz#0uncomplejoy w = —% +7i . Prueba que los afijos de z, zw y

zw? son los vértices de un triangulo equilatero.

---00000---
Expresemos todo en forma polar :

Z="Iq4
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2
- J(_gf (EJ 3,
O 2 2 4 4 .
2 2 \/5/
a = arctg =arctg -3 =120°
-5
Luego z = =rq, Z2W = = Iy 11200 = = lg+1200 Y 7.W2 == lo '(11200)2 == Iy *1oap0 = = lg+2400 ,

como los tres numeros tiene el mismo mdédulo ( r) y sus argumentos se diferencian en 120°, (
a, a +120° a + 240°) formaran sus afijos un triangulo equilatero.

QooETOEE® ©®
®® Un pentagono regular con centro en el origen de coordenadas tiene uno de sus vértices

en el punto (\/E\/E) Halla los otros vértices y la longitud de su lado.

---00000---

El nimero en forma cartesiana le pasamos a binémica y forma polar :

(F - -2

r
2=(22) =2 +42i = 5 = 2,
arctgl = 45°

a =arctg—— =
V2

Para hallar los otros cuatro vértices giramos este 360°/5 =72° que equivale a multiplicar
por 172 , es decir sumamos 72° al argumento :
Z, =24504790 = 21170 = 2(C0s117°+isenl17°) =-0'91-3'93i =(-0'913'93)
Z3 = 291704700 = 21890 = 2(C0S189°+isenl89°) =-198 -0'31 =(-198,-0'31)
Z, = 218904720 = 29610 = 2(C0S261°+isen261°) =-0'31-0'99i =(-0'31,-0'99)
Zg = 296104790 = 23330 = 2(C0S333°+isen333°) =178 —0'91i =(1'78,-0'91)

Para hallar la longitud del lado, aplicamos el teorema del coseno a uno de los 5
triangulos formados sabiendo que dos lados miden 2 ( el modulo) y el angulo comprendido es

de 72°:

| =4/22 +22 —2.22c0572° =+/4 +4-8c0s72° = /5'527864 = 2'35
SOONEEOEE® O

® O Si el producto de dos niumeros complejos es -8 y dividiendo el cubo de uno de ellos entre
el otro obtenemos de resultado 2, ¢ cuanto valen el médulo y el argumento de cada uno?

---00000---

Seanz =rqy w = Sg, se ha de cumplir :

Matemaéticas | - Anaya



Nameros complejos L 54

zw =-8= (ra )(SB) = (rs)a+[3 = 8180O = { rs=8 }

o+ =180°
2, ) Pk _(ﬁ

w SB SB S

r3

J =200 = ?:2
3a-B 3a-B=0°

Resolvemos los sistemas formados por las ecuaciones de los médulos y los argumentos:

(7]
I

r 8 3
ﬁ_2:>s:gzsustituyendoenlazag—=2:>r4:16:>r:‘\‘/E:2:>s:g:4
S r /r
o +B=180° o
P :>30(=[3:>40(:18O°:>0(:180 =45°= [3=3:45°=135°
3a-B=0°
QOOEEEOEE® ®®

65 Calcula el inverso de los numeros complejos siguientes y representa graficamente el
resultado:

a)3y;,b)2i,c)-1+i
¢, Qué relacion existe entre el médulo y el argumento de un nimero complejo y de su inverso?

---00000---
3600 = 3(cos60°+isen60°) =15 + 2'60i

a)3:>1=—100=1 -(L1 =41 _(1 oL oy — (v Qi
" 3ape 3600 \3)ge \BJage |3 ., |3 oS 300°Hsen300°) =017 - 028

3
qj
N YU
b) 2i:2900 ji =_1i: _E
2| 2 2 270°

Matemaéticas | - Anaya



L] 55

Numeros complejos

1
1
[ e I B B |
1
K
1
1
[ i I B B |
1
1

_ Al=|Zgpe
r r & T T bl

2i

reE-r-TrT--Tv--T°-°"1

Vemos que en todos los casos los médulos son inversos y los argumentos suman 360°

es decir ;

® 0O Representa graficamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determina en cada

caso?

— |
|
—|N ™
I Il
=
N
+
3
A
o N
go oy
1 E m
® O
1_ZE __m
T = gl
IS T
% =
N
<

dulo de la diferencia respecto del (1 +i) es igual a

5, es decir los que se encuentran en una circunferencia de centro en el punto (1, 1) y

a) Todos los numeros z tal que el mo
radio5:
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b) Todos los nimeros z tal que el médulo de la diferencia respecto del (5 +2i ) es igual a
3, es decir los que se encuentran en una circunferencia de centro en el punto (5, 2) y radio 3 :

—_——— - -

E e R ]
RN | | | | |

[ R R (e e T T B |
1
1
1
1

SoomEmEEED S S

® @ Escribe la condicion que verifican todos los nimeros complejos cuyos afijos estén en la
circunferencia de centro (1, 1) y radio 3.

---00000---

Distan 3 unidades de un punto de coordenadas ( 1, 1), en el plano complejo equivalen a
los nimeros z tal que | z —(1+1) | =3

SOCEECEHE S @

PARA PENSAR UN POCO MAS (L] 000 )

® ® Demuestra, utilizando nimeros complejos, que en un paralelogramo cualquiera la suma
de los cuadrados de las diagonales es igual al doble de la suma de los cuadrados de los lados.

---00000---

i i i B N i i B |

b i B e L e |
1
1

Las diagonales miden | z + w | la mayor y | z — w| la menor, luego :
|Z4+W|%+ |z-W[P= (z W)z W) Kz -W){z W) =z +W)-(z W) HZ ~W)-(Z W) =ZZ +ZW +W-Z +
WW 4ZZ —ZW —W-Z FWW =277 +2W-W =2(Z-E +W-W):20 z |2 +|w |2)q.e.d.

SO0EIECEE S @
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