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ACTIVIDADES

Evaluacion

NoOMBRE APELLIDOS

CURSO Y GRUPO FECHA

CALIFICACION

Calcula el término general de una progresién geomé- 6 fii x> —4x+ 4\ )
trica que tiene de término a; = 2y por razén 1/2. E xI—)rnZ x+1 e
a) 227" b)2*"" )22 a) +eo b) — c)o
1—2n’ Xx+6  x+1
Ellim ————es im [—— .
L e+ n 7 E'l'ﬂ(xz—m x2~4x)es'
a) —o b) 0 c) 1/3 a) 1/32 b) c) 0
P 24 _ 2 . 1—2x\¥*4
El,,llnle (\/Sn 1-V2+6n )es. 8 Ellim < ) o
x—te \ 2 — 2X
a) —o b) +oo c) V11
a) eVe b) e c)o
Dada la funcion representada gréaficamente en la figu- . . o o y
ra 9.1, determina cual de las siguientes afirmaciones es 9 Ipd.lca las discontinuidades de la siguiente funcion de-
cierta: finida a trozos:
a) lim f(x) = —oo, asintota horizontal x = —2 X2+ 2x+1
x—2 B f—z six=3
b) lim f(x) = —2, lim_fx) = +eo fog =4 x“=x
X e X2 4 six>3
c) lim fix)=1, lim f(x) = o
e X2 a) Enx= —1, discontinuidad asintotica.
y4 ' En x = 2, discontinuidad asintética.
b) Enx=3yx= —1,discontinuidad evitable.
4+ |
! En x = 2, discontinuidad asintdtica.
37 ¢) Enx= —1, discontinuidad evitable.
27 En x = 2, discontinuidad asintética.
11 :
| 10 Ellim (\/3n2+2—\/3n2—5n)es:
. . . Il L I Il Il - n— oo
—3 -2 — X _
3 =2 11 | 1 % 3 4N\S5 6 7 a) i b) —5 <) L
! 6 2V3 2V3
A I e - R i e e
2x+3
11 Ellim ———5——— es
e (4 (x + 2)
FiGura 9.1. a) b) 0 €) 4
3\ 12 Silafuncion f(x) es tal que 3 fla) y 3 lim f(x), ¢se puede
X 7()(7 g . X—a
5 E Xl'm (5) es: asegurar que f(x) es continua en a?
a) +oo b) —o c) O a) No. b) Si. c) En algunas ocasiones.

0. Limite y continuidad @



ACTIVIDADES

Solucidén de la evaluacion

(Se indican con W las respuestas correctas)

@ 9. Limite y continuidad

Calcula el término general de una progresion geomé- 6t x> —4x+ 4\ )
trica que tiene de término a; = 2y por razén 1/2. E xl—>rnZ x+1 e
a) 27" »b) 2" c) 2" a) +o b) — »c)oO
1-2n° +6  x+1
Ellim i _ .
WL Tent+n 7 E'l'ﬂ(xz—m x274x)es'
a) —e b) 0 »c) 1/3 » a) 1/32 b) oo c) 0
Ellim (V507 —1-V2+6n%)es: 7 —2x\¥+*
,Hm( ) 8 El Iirr+1 (2—2x) es:
b a) — b) +oo c) V1
. i ) > a) eVe b) e c) 0
Dada la funcién representada graficamente en la figu-
ra 9.1, determina cual de las siguientes afirmaciones es 9 Indica las discontinuidades de la siguiente funcién de-
cierta: finida a trozos:
a) Xlez f(x) = —eo, asintota horizontal x = —2 X2+ 2%+ 1 DN
P b) lim f)==2, lim fix)=+e f)=4 x*—x—2 -
X— +oo x— 2" .
€) lim f) =1, lim f) = o= 4 six=3
N a) En x= —1, discontinuidad asintotica.
4 En x = 2, discontinuidad asintética.
Pl b) Enx=3yx= —1,discontinuidad evitable.
NI En x = 2, discontinuidad asintética.
» ¢) Enx= —1, discontinuidad evitable.
2T En x = 2, discontinuidad asintoética.
1 :
|| IR AN > 10 Ellim (\/3n2 +2-V3n - 5n> es:
-3 -2 - 1 2 3 4\5 6 7 X _
-1t 5 a) 2 b) > »c) _>_
IS A I e 6 2V3 2V3
2x+3
11 Ellim ——5——— es:
xo e (X —4) - (x+2)
FiGura 9.1. a) e » b)oO €) +eo
3 (X:an 12 Silafuncion f(x) es tal que 3 fla) y 3 X“Lna f(x), ;se puede
5 Ellim|—= es: .
x—11\2 asegurar que f(x) es continua en a?
a) +eo b) — »c)O a) No. b) Si. » c¢) Enalgunas ocasiones.
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ACTIVIDADES

SINTESIS e
—

1. Limite y continuidad

1 Sucesiones

Una sucesion de numeros reales es una aplicacion de

En una progresién aritmética cada término se obtiene del anterior

Una sucesién tal que cada término se obtiene del anterior multiplicandolo por una

cantidad constante llamada razoén, se denomina

Una sucesién convergente es una sucesion

2 Limites

El nimero e es el limite de la sucesion:

En una funcion, si lim f(x) = k, la recta y = k es una

X —> o0

de la funcion.

Cuando lim f(x) = oo, se dice que f(x) tiene una enx=a.

Se dice que una funcién, f, es continua en x = a si:

Si en x = a una funcién, f, es discontinua, pero existe lim f(x) = L, entonces la disconti-
. . —a
nuidad se denomina: ¥

Si en x = a una funcién, f, es discontinua, y el limite no existe, pueden darse estas dos
situaciones:

3 Completa las siguientes tablas:

* Limite de la sucesiéon suma

£ | dmx=a | =t | m=-e
Jim y,=b
fim y, =+
fim 3= ==
* Limite de la sucesion resta
- | Jmx=a | Jimx=e | fmx=—e
lim y,=b
"Ii_r)nw Y, = too
lim y, = —eo

0. Limite y continuidad @



idad

SINTESIS

Inu

ite y conti

mi

e

1.

* Limite de la sucesion producto

* Limite de la sucesion cociente

@ 9. Limite y continuidad
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

ACTIVIDADES

9

2. Actividades complementarias

1 Calcula el término general de las sucesiones si-
guientes e indica si son convergentes, diver-

wn

gentes u oscilantes.
a) —5,-21,3,7,11, ...
b) 2/3,3/4,4/5,5/6, ...
c) —1,4,-916,...

d) 0,3/4,8/6,15/8, ...

e) 3,2, \3/§ \4/6 \5/;

Dadas las sucesiones:

_2n°+3n 20’ +1  2-3n°
R T P n
Calcula:

a) lim(a,+b,)
b) lim(a,+c,)
c) lim(b,-c,)

d) lim(a,/b,)
e) lim(a,)"
f) lim(a,)"

Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

a) a,=(6n"—3n+1)/(—3n>+3)
b) a,=@n+2%n*+1)

_ 1_2 ' 1+2. 1—2n
da=\1"5) 3n
2n’ 1-n’

I

Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

Vot +5
n*+1
b) an:m
c) a,,=\/3n2+4—\/5n3+10n
d) a,,=\/5n2+1—\/2n2+6n

Véen’+1—(3n—2)

1—2n

f) a,=V4n’+5—(2n+3)

a) a,=

e) a,=

Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

3n+1
a) a,= ./
2n+2

b) a,,=<n+1 )3“

3+2n
<n2+5)2-”
c) a,=
6n
2n+3\°-"
vor(Z5)
2n—1
1 n+3\n-n
e) a,=|=—+
2 2n
@ —n)n+1)
f) an:< Vn )
n+1
) a =<2n2—1 _l>"
9 =\ n

6 Dadas las siguientes funciones, averigua los

limites que se indican:

a)

b)

Lvd |
sl
o |
sl
2t |
N
~4-3-2-1¢| Jn 2 3 4
E : X
R
|-
e
! —4
3 1 :
=il =5
lim f(x), lim fix)
X—> Foo X —> —oo
lim fix), lim f(x)
x—1 x——1
Yﬂ
5
4
3
2
1
—4 -3 -2 -1 1 2 3 4
5 >
-2
x| 3
fix) =x+ —4
—5

lim f(x)

x—0

0. Limite y continuidad @



ACTIVIDADES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

2. Actividades complementarias

°)

10

c)

v |
cso
|
F3
t21 1
"""" —4-3-2-1ol/ 234 ]
___________________ X
fx) = —— : |
I
13
1
1
lim fix), lim f(x)
X —> +oo X—> —oo
Im] fix), Iim1f(x)

Calcula analiticamente las asintotas horizonta-
les y verticales de las funciones representadas
en la actividad 6, en caso de que las tengan.

Calcula los siguientes limites:
a) lim [(1 =X/ + 1)(x = 2)]

b) lim (V3x+1-Vi+3)
e Jim | (V- Vi)

Calcula el limite de las funciones anteriores
cuando x — —oo,

Calcula los siguientes limites:
. 2+ 1\
a) lim
x—+e \ 1+ 3x
+ X+ 1
b) lim (1 3")
X — Foo
—+ X+ 1
c) lim < 3X)
X— — oo

d) lim (1 )
X — +oo — X

e) Imz [ +

N| = w

2x+2]

2x ( 3x )

x+1 U 2x+1 }

1+ 2x—3x* + 4x°
—x*+7x—2

lim

X— + oo

g) lim

X— —eo

@ 9. Limite y continuidad

11

12

13

Averigua los limites laterales de las siguientes
funciones en los puntos que se indican:

|x+2| S
wta T
a) fix)= enx=-2, x=1,x=3
X721
x> —3x X
|3x—1|
b) fx)= ——— enx=—2 x=1/3
) = 52 y
Calcula los siguientes limites:
2% +3x—2
a) I| —_—
-2 xX’+4x+4

. 4x? -1
) lim ————
x—>12 4x°+4x — 3
X +3x*—x
c) lim —
X2 —x
4>+ x
-2 x24+2x—1

(3x+1 )Xf’1
3x

f) |im(3x_1)H
x->2\ X+ 2

\/2x+

2+x
[x-(\/éb(T—Zx)}

Representa graficamente las funciones que
cumplan las siguientes condiciones:

a) Dom f=R —{1}

d) I|

e) lim

X +oo

h) lim

X— —oo

Rec f=[—2, t)

fl0)=1

f'(0)=3

lim_f(x) = Jij% fix) = +oo )!ILTL fix) =

b) Domf=R —{-2,2}

Recf=R

f7Y0) = {—4,0,4}
Iinj2 fix) =+ oo

lim flx) = —oo
x—=+2

Iinj fix) = —oo
lim f(x) = +o

X Foo
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ACTIVIDADES

DOCUMENTACION c
—

3. Deduccién del numero e

. . T\, .
Vamos a demostrar de manera rigurosa que la sucesion a, = (1 + — | tiene limite, cuyo valor es el nimero e.
n

Para demostrar que la sucesion de término general:

a,=1+1/n)"
tiene limite, hay que demostrar, en primer lugar, que la sucesion es creciente, y en segundo, que estd acotada.
La sucesion es creciente

Para demostrar que la sucesién es creciente de una forma rigurosa, no es suficiente ir calculando términos sucesivos y com-
probar que la sucesion crece, ya que es posible que esta crezca para algunos valores de n (que pueden ser muy grandes) y
después decrezca.

Para ver que la sucesion es creciente, sera preciso demostrar:
-I n -I n+1
(142f <(1+3)
n n
'I n
Se desarrolla (1 + ;) por el procedimiento del binomio de Newton:

L A D U A S e T A Py b N T A DR A n\ (1Y
(1) = (@) (7)1 2 (v (L] + (5 (3] + o+ (2
(1+l)”=1+£.1_+n(n—1)_1_2+n(n—1)(n—2).1_3+

n 1 n 2! n 3! n

1\ 1(n—1 1/n—1\(n—2
1+—) =1+14+— +— +...

n 2! n 3! n n

1Y 1 1 1 1 2
T+—] =1+1+— (1= |+ (1= {1 -] +...

n 2! n 3! n n

Un desarrollo andlogo se podria hacer para el binomio:

1\ 1 1 1 1 2
1+——- =1+1+=|1—-——-|+=(1- 1— +
n+1 2! n+1 3! n+1 n+1

. 1
Si se comparan ambos desarrollos, se observa que al ser (n + 1) mayor que n, 1
n

para cualquier valor de n.

1 1
es menor que — Y, por tanto, 1T——
ques v p ( n+1 )

1
es mayor que (1 - ;)

Como todos los paréntesis del desarrollo (2) son mayores que los del desarrollo (1) y, ademéds, el desarrollo (2) tiene un térmi-
no mas que el del desarrollo (1), teniendo en cuenta que este término es necesariamente positivo, se puede concluir que:

1 n —I n+1
1+—) <|14+—— sea cual sea el valor de n.
n n+1

Por tanto, la sucesion es creciente.
La sucesion esta acotada

'I n
Volviendo al desarrollo de (1 + ;) :

1\ 1 1 1 1 2
1T+— ) =1+1+=(1—-——|+=|T—=][1—— |+ ...
n 2! n 3! n n

1 2
En este desarrollo, si se sustituye (1 + ;) , (1 - ;) por 1, el resultado serd mayor que la expresion dada:

1\ 1 1 1 1
T+— ) <1+1+—+—+—+...+—
n 21 31 4] n!

0. Limite y continuidad @



DOCUMENTACION [RETIVIDADES

3. Deduccion del niumero e

°)

Teniendo en cuenta que:

1\ 1 1 1
T+— ] <1+1+—+S+...+ =
n 2 2 2
En la expresion anterior, del segundo sumando en adelante, es una progresién geométrica de primer término 1y razén 1/2.
Aplicando la expresién geometria, se obtiene:

1
i on 1==5
"2 2

N | =

1\ 1 1Y
T+— ) <1+2{1-=] = [1+—) <1+2<3
n 2 n
Todos los términos de la sucesion, sea cual sea el valor de n, tienen un valor menor que 3. La sucesidn es creciente y estd
acotada, luego tiene limite: el valor de este limite se llama ndmero e.

@ 9. Limite y continuidad
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ACTIVIDADES

AMPLIACION ()
—

4. Estudio de la continuidad
de una funciéon definida a trozos

Para estudiar la continuidad de la funcién:
—1

six<<—2
x+3
=1 Ixl si—2=x<2
X
x> —4x+5 six>2

En primer lugar calculamos su dominio: Dom f(x) = R —{-3, 0, 2}

B Para x< —2, lafuncién es racional, continua en su dominio, por lo que en x = —3 no esta definida y presentara un punto
de discontinuidad.

B Para —2<x<2,lafuncién esta definida, excepto en x = 0.
Puesto que interviene un valor absoluto, es necesario considerar que:

| -1 si—2<x<0
Xt
X 1 Sio<x<2

En x = 0 habra un punto de discontinuidad.

B Para x> 2, la funcion es continua, puesto que es polindmica.

Ademads de los puntos de abscisa x = —3 y x =0, habréd que considerar el punto de abscisa x = 2, que no es del dominio,
y el punto de unién x = —2.

Enx = -—3:
Af(—3) -1
Nim _f6) = lim [(x T 3)] = fe Alim fix)

. i —1 -
><|—I>n—13+ f) _thf [(X + 3)] B

la funcién presenta en x = —3 una discontinuidad asintdtica.

Enx=—-2:

f(—2) = —1 1

lim flx) =lim (7) =-1 )
x> =2 x>-2\x+3 Xlgnizf(x) =-1
Xliﬁm_2 fix) = —1

Puesto que el limite existe en x = —2 y es igual a la imagen f(—2), la funcidn es continua en x = —2.
Enx =0:

A10):

N O T

lim, fx) =1 -

x—0

la funcién presenta, en x = 0, una discontinuidad de salto.

Jm_ ) =1 im ) =1
lim, ) = lim_ (¢ —4x +5) =1| *~
X—2 X—2

0. Limite y continuidad @



2 la funcién presenta una discontinuidad evitable.

Enx=2:
A1f(2)
puesto que el limite existe, en x

S30au60IAILIY

Por tanto, f es continua en su dominio.

$0Z0J) e ePIULSP UQIDUNJ BUN 9P PRPINUIIUOD B 9P OIpNIST 't

NOIDVITdWY

"Y' “eueds3 ssaid AUsIaAIUN PIOXO © / 3T1EVIdOD0LOL TVINILYIN

@ 9. Limite y continuidad



SOLUCIONES DEL MHATERIAL FOTOCOPIRABLE

1. Limite y continuidad B En una funcion, si lim, la recta y = k es una asintota

horizontal de la funcion.
Kl Sucesiones

. . L B Cuando lim f(x) = se dice que f(x) tiene una asin-
B Una sucesion de numeros reales es una aplicacion X e

del conjunto de los numeros naturales en el con- tota vertical en x = a.
junto de los nimeros reales. B Se dice que una funcién, f, es continua en x = a si:
B En una progresion aritmética cada término, excepto - Existe f(a)

el primero, se obtiene del anterior sumando una

. . . . - Existe lim f(x)
cantidad constante que se denomina diferencia. X—>e

B Una sucesion tal que cada término se obtiene del an- - xlﬂ fo) = fla)
terior multiplicdndolo por una cantidad constante lla- W Sien x = a una funcién, f, es discontinua, pero existe
mada razén, se denomina progresién geométrica. lim f(x) = L, entonces la discontinuidad se denomi-
B Una sucesion convergente es una sucesion que tiene ‘na:'discontinuidad evitable.
un limite finito. B Si en x = a una funcién, f, es discontinua, y el limite
F Limites no existe, pueden darse estas dos situaciones dis-
1\ continuidad de salto finito. Discontinuidad asinté-
B El nimero e es el limite de la sucesion: (1 + ;) tica o de salto infinito.

E Completa las siguientes tablas:
Limite de la sucesién suma

+ | Jmx=a | Jimx=rte | Jinx=-e
Jﬁnwyn=b a+b +oo —oo
Jﬁnwyn=+w +oo +oo ?
e : -~

Limite de la sucesion resta

— lim x,=a lim x,=+c | lim x,=—c
n—e n—eo N
J@my"—b a-b teo ¥°
i =+ ? —
J@Nyn ) + o oo
lim y,=—c +o0 Lo ?

n—eo

Limite de la sucesién producto

x| gmx=a [ mu=0 | Jm=se | fmy=—e
e | oo | o | g | cfe
lim y,=0 0 0 ? ?
7 e e o ~
imp=e | 4o 53?@3 ! —e +oo

Limite de la sucesion cociente

- dmx=a | Jimx=0 | limx,=te | limx,=—e

— a Feo(b>0) | —oo(b>0)

i 57, =48 b 0 —eo (b<0) | +oo(b<0)
lim y,=0 2e0 ? %e0 2e0
lim y, = +oo 0 0 ? ?
lim y,=—o 0 0 ? ?

n— e

0. Limite y continuidad @



SOLUCIONES DEL

2. Actividades complementarias

H a) a,=4n-9, divergente.
b) a,=(n+1)/(n+ 2), convergente.
c) a,=(—1)"-n? oscilante.
d) a,=(n>—1)/2n, divergente.

e) a,= \/ (n + 2), convergente.
H a) lim(@,+b)=0

b) lim(a,+c,) =—c

C,) =+oo
a/b,) =
a,)=1/4
a,)"=0

c) lim
d) lim
e) lim
f) lim
Ha —
b) 9
c) —4/3
d) +eo

Aa V2
b) —o
c) —oo
d) +o
e) 3-V6)/2
f) -3
B a) V32
b) 0
c) O
e
e

(
(
(b,
(
(
(

d)
e)
f) +oo
g) e

A a) lim f(x)=—

li fix) = +oo
Jim_ ) ] lim f(x) = oo
lim () = —e ] *7"
xl!rnrf(X) N\ & ] lim f(X) o
Iimﬁf(x) — ) 77!
8) lirg } 3 lim )
lim flx) = +1 X0
c) lim fl)=—1
lim f(x) 1
xumrf()() ] ||m f(X) = oo
I|m1 fx)=—oo) *777
) s
Jim_ } lim )
Iin11+ fix) = —co) ¥

@ 9. Limite y continuidad

MATERIRAL

a) Enx=—1,a.v.

Enx=1,a.v.
b) Notienea.v, nia.h.
c) Enx=-1,a.v.

Enx=1a.v.
Eny=1,a.h.
Eny=—1,a.h.
a) —1
b) +eo
V3-1)
c) ——
2
a) —1

1
b) No existe, puesto que Dom f= [—? +°°>.

1
c) No existe, puesto que Dom f = [——3— O) U (0, too).

a) 1

lim fix) =c

X— =2

Alim f(x)

x—1/3

Alim f(x)

X—2

FOTOCOPIABLE



a) 1z b) vA

: [\, /
/1 3 \ 2 //
-5-4-3-2-10| 1 2 4 e ; \1 /
J NS / 0 >
- 4-3-2-1 2 3 /4 X
/ 1\

0. Limite y continuidad @
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