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Limites. Regla de L'Hépital

1. Calcular IimM
x@% secx +10

(Septiembre 1999)

Solucién:

m tgx- 8

da lugar a una indeterminacion del tipo i Llamemos f(x) =tgx-8 y
xe £ SECX +10 ¥

g(x) =secx +10 =

+10. Entonces f y g son derivables en su domino de definicion

COS X
(en particular en % y en un entorno suyo):
, 2 1 sen X
f'(x)=sec” x = yg( nx)=
cos® cos® X
1
f'(x) _ .. 2 . 2 X 1
De este modo, lim ( ):Ilm COS X — |im (Z:OS =lim =1
®Pg(x) x® 2 senx xo 2 COS™ X>6EN X xa P Sen X
COS” X
Al ser Ty g son derivables en un entorno de % podemos aplicar la regla de L'Hépital y se
f'(x . tgx-
tiene que I|m fx )—Ilm ) Ilmg—szl.T
x@Pg(X) xebg (x) xo P secX +10
. - senx
2. Calcular IlmL
x®0 tg X - sen X
(Septiembre 2000)
Solucién:
. X-senx . o .
IlmL es una indeterminacion del tipo 2 Llamemos f(X)=Xx- senx vy
x®0tg X - Sen x 0

g(x) =tgx- senx. Entonces f y g son derivables en su domino de definicién (en
particular en 0 y en un entorno suyo):

1 cos® x
>—=- COSX =———
COS”~ X c0s? X

f'(x) =1- cosx y g'(X) =sec® X - cosX =
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- f(x 1- cosx .. cos®x(1l- cosx
Por tanto lim ) _ =lim =lim ( - )
x®0g'(X) x®01 cos’x x®0  1-cos’X

cos® X

(1), que vuelve a ser una

. o .0
indeterminacion del tipo r

Llamemos cosX =z . Entonces 1- cos®x =1- z*. Pero, aplicando la regla de Ruffini,

1- 22 =-2+1=(z- D)(-2*- z- 1) =(1- 2)(z*+z+1). Por tanto se tiene que

1- cos®x = (1- cosx)(cos®*x+cosx +1). Luego la expresion (1) es igual a
cos® x(1- cosx) cos® X 1

=lim ==
x®0 (1- cosX)(Cos® X +Cosx+1) x®o0cos’x+cosx+1 3

Como f y g son derivables en un entorno de 0 podemos aplicar la regla de L'Hopital y se

f(x) F'() p jimXosenx _1
tiene que lim——==lim——= p liMm———==
x®0g(x) xe@o0g (X) x®0tgX- senx 3

Se puede aplicar otra vez la regla de L'Hopital pues la derivada de f(x),
f'(x) =cos® x(1- cosx) =cos’x- cos’ X, y la derivada de g(x), g'(x)=1- cos’x,
vuelven a ser derivables en un entorno de O:

f"(x) = 2cos x(- sen x) - 3cos’ X(- sen x) =sen x(3¢cos* X - 2¢os X)

g"(x) = - 3cos® X(- sen x) = 3sen x cos® X

. f"(x) _ .. senx(3cos®x-2cosx) .. 3cos’x-2cosx 3-2 1
Entonces lim——==1im > =lim : = ==

x®0g"(x) x®0 3sen x cos” X x®0 3cos” x 3 3

f'(x f"(x . -
Por tanto Ilm fx )—Ilm ( ) L p Ilmﬂzi.T
g(x) x®0 g (X) x®Og"(X) x®0 tg X - Sen X 3
3. Calcula Iiml-cﬂ
X® 0 eX _ 1
(Junio 2001)

Solucion:
. 1- cosx L .0 . Lo
Il(@rrgﬁ: [Indeterminacion del tipo 6]. Procediendo como en los dos ejercicios
e -1

anteriores, aplicamos la regla de L'Hopital, pues tanto f(X)=1- cosx como

g(x) = (e - ) son funciones derivable en todo j :
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lim ) f(x )_ - (- senx) i sen X

= ” ——— que vuelve a ser una indeterminacion del
X® 0 g (X) x®0 2(e - 1)e X® 0 2(e -

tipo % Aplicamos pues la regla de L'Hopital a f '(x) y a g'(x), que son también derivables

. f (x) _ cosx 1 1
entodo j =lim — = ==
X®°g"(x) 50 2(2e"-¢") 2(22-1) 6

Por tanto lim——=% ( ) = 'mm:“mf_(x) b ||ml-cﬂ :%-T

X® 0 g(x) x®0g'(x) x®0g"(X) x®0(ex _ 1)2

. Al _— _ . 4(x- InQ+x
4. Enuncia la regla de L'Hopital y calcula el siguiente limite: lim ( ( )
x®0  xIn(1+Xx)

(Septiembre 2001)

Solucion:
Regla de L'Hépital

Si fy g son funciones continuas y derivables en un intervalo abierto que contiene a
un punto X, verificando:

A M= g =
b) g'(x)* O encualquier X * X, del intervalo

c) Existe I|mm
x®% g'(X)

Entonces existe lim L )y lim m:Iimﬁ
@5 g(x) | e gx) e g'(x)

m 4(x- In(L+x))
x®0  xIn(l+Xx)
g(x) =xIn(L+x) son funciones derivables en sus respectivos dominios de definicion (que
en ambos casos es (-1, +o), pues el logaritmo estd definido para todo x > 0), en particular
son derivables en un entorno de cero. Aplicando la regla de L'Hopital tendremos que
N {CO . 5]
x®0 g(x) x®0 g'(x)

[Indeterminacion del tipo %]. Tanto f(x)=4(x- In(L+x)) como

£(x) :4?- 1 o_,ex 6_ 4X

o
1+Xg &l+xg 1+X

von X _(@+x)In(l+x)+x
g(x)—ln(1+x)+1+x— T
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4x
Por tanto lim—== 0o _ i 1+x =lim 4x , que vuelve a ser
g'(x) *®0 (L+X)In(L+X)+X ~ x®0 (1+x)In(L+X) + X
1+x

. o .0 . . .
una indeterminacion del tipo 6 Aplicamos ahora la regla de L'Hopital a las funciones f '(x)

y 0'(x), pues estas vuelven a ser derivables en un entorno de cero, con lo que
lim L) — g 100 _ i 00
x® 0 g(X) x®0 g (X) x®0 g"(X)

f'(x)=4

g"(xX)=In@@+x)+@Q+ x)% +1=In(l+x)+2

Asi: im0 = 4 4 _pp fimAx-Ind+X))
x®0g"(x) x®0|n(1+x)+2 0+2 x® 0 xIn(1+x)
1 10

5. Enuncia la regla de L'Hopital. Calcula el siguiente limite: lim
“OELaN) X

(L = logaritmo neperiano)
(Junio 2003)

Solucién:

El enunciado de la regla de L'Hopital se encuentra en el ejercicio anterior.

e 1 10 : L :
- —~ es una indeterminacion del tipo o - o. Operando tenemos

T X

im= 1 i(-)— Iimw, que es una indeterminacion del tipo 2 Llamemos
X®08L(1+x) Xg *®0 xX (1+Xx) 0

f(x)=x- LA+x) y g(x) =x>(L+Xx), que son funciones derivables en sus respectivos

dominios de definicion (en ambos casos es (=1, +), pues el logaritmo esta definido para
todo x > 0), y en particular son derivables en un entorno de cero. Aplicando la regla de

L'Hopital tendremos que lim ) =lim )
x® 0 g(x) x®0 g (X)

. 1 X X _(@+x)dL(@+x)+x
f 1- —=— L1+ + =
(x) =1 == g0 = LX)+ T
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X
Por tanto lim—-== 0o _ =lim 1+x =lim , que vuelve a
©0g'(x) @0 (L+X)X(L+X)+X x@0 (1+x)x (1+X)+X
1+x

. o .0 . . .
ser una indeterminacion del tipo 6 Aplicamos ahora la regla de L'Hopital a las funciones f

'X) y g'(x), pues estas vuelven a ser derivables en un entorno de cero, con lo que

lim L) — g 100 _ i 00
x® 0 g(X) x®0 g (X) x®0 g "(X)
fr(x) =1

g"(x)=L@+x)+(1+ x)ﬁﬂ: LA+x)+2

Asi: lim——= ()— lim ! L
x®0g"(X) X®OL(1+x)+2 0+2

_1 b Ilm4(x- In(1+x)):£T
2 x®0  xIn(l+Xx) 2

- senx
6. Enuncia la regla de L'Hopital. Resuelve el limite siguiente: Ilm—
x®0 tg X - sen x

(Junio 2005)

Solucion:
El enunciado de la regla de L'Hopital se encuentra en el ejercicio 4.

. X-senx . . 0
lim——————[Indeterminacién del tipo —=]. Tanto f(x)=Xx-senx como
x®0 tg X - sen X 0

g(x) =tgx - senx son funciones derivables en sus respectivos dominios de definicion (f

es derivable en todo j y g es derivable en j —{m/2+k m, ki ¢3}), en particular son
derivables en un entorno de cero. Aplicando la regla de L'Hdpital tendremos que

i £00 T
X® 0 g(X) x®0 g (X)

, , 1- cos® x
f'(x) =1- cosx, g'(x) =sec’ X - CosX = >—=- COSX =———
COS” X C0S“ X

i i 1 COSX .. CO0S?X- cos®X
Por tanto Ilim ()— =lim

x®0 g'(X) "0 1- cos’x x®0  1- cos®x
cos” X

, gue vuelve a ser una

. o ) 0 . . .
indeterminacion del tipo 6 Aplicamos ahora la regla de L'Hopital a las funciones

f'(X) y g'(x), pues estas son también derivables en un entorno de cero, con lo que
LTCORTN ORI )
x® 0 g(x) x® 0 g '(X) x® 0 g "(X)
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f"(x) = 2cos x(- sen x) - 3cos” X(- sen X) =3C0s* X >8en X - 2C0S X *6en X

g"(x) =3cos’® X(- sen x) = - 3¢0s” X >en X

. (X 3cos? x>sen X - 2cosx’senx _ .. 2 0 2 1
Asi: lim ( )—I = 1+ O:-1+_:-_
x®0 g"(X) x®0 - 3c0s? X >sen x X®08 3CosX g 3 3
p lim=%NX _ 2
x®0 tg X - Sen X 3

7. Calcula los siguientes limites:

1

8 2
. X7-8X°+TX X
a) I|m82— ; b) Ilmaéz—+cosxc_)COSX
x® 0 X° - X 8 p a
(Junio 2008)
Solucién:
. X*-8x*+7X
a) Il@)rrgz—[lndeterminacién del tipo %]. Tanto f(x)=x°-8x*+7x como
x X% - X

g(x) =x? - x son funciones derivables en todo j , en particular son derivables en un

f'(x
entorno de cero. Aplicando la regla de L'Hopital tendremos que lim LI =lim ()
®0g(x) *®0g'(x)

f'(x)=3x*-16x+7, g'(x) =2x-1

- 3 _ 2
Por tanto lim Fx )—I 3 16X+7--7b IimM:J
x®Og(X) x®0 2x -1 X®0 X - X

1
a2X Grosx . _ ¥
b) limc—+cosx= da lugar a una indeterminacion del tipo 17 . Supongamos que
X® pg p 9

L é
B2X (rosx X
—+cosX= =L, entonces limlIn eae?—+Cosx
8 P 4] X®Z é ]

I|m =InL (el logaritmo

0: SX
o
imite coincide con el

1

é 0305X
limite del logaritmo). Entonces limlIn eae?_ +COSX =
38 p

neperiano es una funcion continua, por tanto el logaritmo del

OO C'

P
®r
X®- g

In —+cosx9
&p

. 1 . L
=lim In +cosx_— lim : que es una indeterminacion del

x®g COS X X® Z COS X

X 3}
tipo % Las funciones f(x) = In?—+cosx2 y g(x) =cosx son derivables en todo
p %]
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i , en particular lo son en un entorno de % y podemos aplicar la regla de L'Hbpital:
2- psenx
1 0 2- psenx
f'(x):r%@- senx 2= 2x+pcosx == P : g'(x) =-senx.
—+cosx2 p [} P X - pCOSX
p 4] p
Entonces:
2- psenx
lim %) — jjm 2X- DCOSX _ jjyy 2 PSeNX __2:P_2:P_y 2
x®gg'(x) xo® - Senx X®g-senx(2x- pCcosX) P -p p
2
. é —u
Por tanto lim F(x) :Iimf'(x) P limin éaez+cosx2c @:1- E
x®0g(x) *x®0g'(x) x? € p g U p
2 e u
2 L 2
De este modo, InL =1- gID L :eLB y entonces Iimaez+cosxc+)COSX :el_B. +
x®%8 p %)
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