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OPCION A
Ejercicio 1.- Calificaciébn maxima: 3 puntos.
: Xx=1+24,
Dados el punto P(-1,0,2) v las rectas rs{; ZZ__ 11 S=y=4, se pide:
' z=3,

a) (1 punto) Determinar la posicién relativade ry s.

b) (1 punto) Determinar la ecuacién de la recta que pasa por Py cortaarys.

c) (1 punto) Determinar la ecuacion de la recta perpendicular cominary s.
Solucion
a) Analizaremos si las rectas tienen un punto comun, si el sistema que resulta es compatible determinado
son secantes, si es compatible indeterminado las rectas coinciden
Si el sistema es incompatible y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no serlo las rectas se cruzan en el espacio

X=1+pu
X=1+2 , 1+
== = —
y=-1+1 y # 1+ u=1+2 _3
PEH S dvu=a = "= = 1+323>
x=1+1 1+ pu=1+A=>pu=1=3
u=3
S=q y=4
z=3

Sistema Incompatible = Las rectas no son coincidentes ni secantes (no se cor tan)

v,=(1,1,1) 1 1 1 .
' = ===%—= No son proporcionales = No son paralelas
v,=(1,1,0) 1 1 0

Lasrectasr y s se cruzan en el espacio

b) Es unarectat que se apoyaenr ys y pasa por el punto P

—

Vo =@+u-1-2,-1+u-2, u-3)=(u-2,-1+u—-1, u-3)

2+ A 1
=——=(u-3)-2+A)=u-1
PasandoporP:>tzl+/1_(_1): 4-0 :3_23 /12/1 #—31
i D iR = = (u-3)A=-1+u-2
-1+pu-4 u-3

2u—6+Au-31-pu+A=0=>pu-21+Au-6=0 7
S2u-71T=0=22u=T=>u=—=

Au—31+1-pu+1=0=-pu-21+Au+1=0 2
5 5

—4+2u _, .1 T1-4
2

()]

40 +2Au-5=0= A~4+2u)=5= A=

_>
3

X=—+1lx

v, = T3 g 1 57 5 (51t =(11,5,3)=T 1422 3]5t= y:§+5a
2 3 2 3'2 6'6 2 3'3 3

z=3+3x
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Continuacion del Ejercicio 1 de la Opcién A

c) Es unarecta u que se apoyaenr y s y es perpendicular a las dos, por ello su vector director y los de las
dos rectas son perpendiculares y, por ello, sus productos escalares nulos.

La recta u buscada queda de finida por su vector y uno el punto R de corte de ella con la recta r (se podria
haber tomado el de la recta s)

v, =(1,1,1) L
v =(.1,0) :{VrJ_Vu2Vr-vu:0:(1,1,1)-(;1—/1,—l+,u—/1,,u—3):O
VeV = (A1 -2 4-3) v, Lv,=v,-v, =0=>(1,1,0)-(u—A,-1+u—4,u-3)=0

H—A-1+u-1+u-3=0=>3u-21-4=0=>
U—A-1+uy-1=0=>2u-21-1=0=>

22:5:l=§
2

>u-3=0=2uy=3=2-3-21-1=0=5-24=0

\Z:|:3—g,—1+3—§,3_3j|:(%1_%!sz(l’_l’o)

z=3

X=4+a
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Ejercicio 2.- Calificaciébn maxima: 3 puntos.
ax+7y+5z=0,
Dado el sistema de ecuaciones lineales: {x + y + z=3, se pide:
y + z=-2,
a) (2 puntos) Discutirlo segun los valores de a.

b) (0’5 puntos) Resolverlo en el caso a =4.
¢) (0’5 puntos) Resolverlo en el caso a = 2.

Solucion
a)
a 7 5
Al=|1 a 1=a’+5-a-7=a’-a-2=Si|Al=0=a’-a-2=0=A=(-1)-41.(-2)=9>0
011
a:ﬁzz
azli\@: 2 =
2-1 1-3
a=—"=-1
2

VaeR- {—1, 2} = |A| # 0 = rang (A) =3 = NUmero de incognitas = Sistema Compatible Deter minado

Sia=-1

-1 7 5|0 -1 7 5|0 -1 7 5|0 -1 7 5|0

1 -1 13(|=/0 6 6/3|=(0 2 21|=0 2 21|=
0 1 1|2 0 1 12 0 -2 -24 0 0 05

rang (A) =2 # rang (A/B) =3 = Sistema Incompatible

Sia=2

2 7 5|0 2 7 5|0 2 7 5|0 2 7 5|0 2 7 5|0

1 2 13 |=|-2 4 -26(=|0 3 3-6|=/0 1 1|-2|=/0 1 1-2|=
0 1 12 0 1 1|2 0 1 12 0 -1 -12 0 0 0f0

rang (A) =rang (A/B) =2 < Nimero de incognitas = Sistema Compatible Indeter minado
b)

Si a = 4 = Sistema Compatible Deter minado

4 7 5/0 4 7 5|10 4 7 50 4 7 50

1 4 13 |=|-4 -16 -4/-12|=|0 -9 1|-12|=|0 -9 1|-12|=10y=10=y=1=
0 1 12 0 1 1]-2 0 1 1|-2 0 10 010
91+4z2=-12=272=-3=4x+7-145-(-3)=0=4x+7-15=0=4x=8=x=2=
Solucién = (x,y ,z)=(2,1,-3)

c)
Si a = 2 = Sistema Compatible Indeter minado
2 7 5|0

01 12|=>y+z2=-"2=>y=-2-2=2x+7-(-2-2)+52=0=2x-14-72+52=0=
0 0 0f0

2x-14-2z2=0=2x=2z+14= x=7+z = Solucién = (x,y ,z)=(7+4,-2-1, 1)
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Ejercicio 3.- Calificacion méxima: 2 puntos.
X3
(x-3)*
a) (1 punto) Hallar las asintotas de su gréfica.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.
Solucion

Dada la funcion f(x) =

. Se pide:

a)

3? 27 . , ] .
x-3=0=x=3= f(3)= G-3y :F: Sin solucion = Asintota vertical en x =3
Asintotas horizontales

X3
yolim— =P jlin—— X _jp— L+ L1 _ al7)
o0 x?—6x+9 o o= x? x 9 o1 6 9 1 6 9 0-0+0
¥ x* X x x* x* o o o
No existe asintota horizontal cuando x — o«
X3
3 3 3 - T a
. X . —X . —X . 3
y=lim — =lim 2( ) —lim———— =2 lim ——X =
o X2 —BX+9 0% (=x)" —6-(=x)+9 = X +6Xx+9 oo xow X X 9
e tb gty
X X° X
=lim -1 = -1 1 l:>Sin solucion
_x—>oo£ 6 g_i E+9_0+0+0_0
X x> x} o o ©
No existe asintota horizontal cuando x — —
Asintotas oblicuas
x3 x2
o f(x) L. 2 _ . x3 . x? ) w2
X—w ¥ X—>0 X X0 X° — QXS +9X  xoo XT—BX+9 oo xow X7_6L
x? x2
. 1 1 1
=lim = = =1
le_ﬁ % 1_E+g 1-0+0
X X o0 0
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Continuacion del Ejercicio 3 de la Opcién A

a)Continuacion
Asintotas oblicuas

x® x°
2 3 2 V2
m:IimM:Iimw:Iimsx—zzimzx—zleim X -
x>e X X0 X x20 X° —BX"+9X  xo2 X°—6X+9 o0 xow X X 9
@ e
 lim S S
w6 % 16,9 1-0+0
X o O
3 33 2 2
n = lim [ f(x)—mx]= lim| — ~1-x|=lim 2 )2(+6X ) ?X P
X x> X —6X+9 X X®—6x+9 x> X —6X+9
2
KX o9 59
- X X’ - X % 6-0
=lim — =lim = =
X—m X X 9 X—>00 6 9 6 9 1-0+0
AN . 1- "4 = 1-2
x> x* X x X o 0

Existe asintota inclinada u oblicua, y = x + 6, cuando x — o

X
3 2 2 5
ML 03 SO S TR S 4« \\ € S
xomo X o X7 —BXT 49X x2m0 X7 —6X+9 o2 XT4+6X+9 oo xow X X 9
PR
. 1 1 1
= lim = = =1
x—>w1+§+% 1+E+g 1+0+0
X X o
3 33 2 2
n= lim [f(x)-mx]= lim| 5 x| = lim XX OOy OXT 9K
X0 x>0\ X° —6X+9 X—>—o X®—6x+9 x> X° —6X+9
x° X 9
. 6x% +9x . 6X7+9? . 6+; 6+; 6+0
XoHoxs X—+6L+7 14—+~ 14—+ —FUF
NG x2  x2 X X2 0 o
Existe asintota inclinada u oblicua, y = x + 6, cuando x — —oo
b)
oy 3 (x=3) —2(x=3)x* 3x*(x-3)-2x* 3x*-9x?-2x* x*-9x°
f(X): 4 - 3 - 3 - 3 =
(x-3) (x-3) (x-3) (x-3)

23 8
Oy

2°-9.2* 8-36 -28
f'(2)= = = =
( ) (2_3)3 (_ 1)3 _1

= y-8=28-(x-2)=y=28x-56+8=y=28x—48
28
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Ejercicio 4.- Calificacion méaxima: 2 puntos.
Calcular las siguientes integrales:

a) (1 punto)sz_3dx. b) (1 punto) FL:XAdx.
X +9 1 X
Solucion
a)
dt
X-3 X 3 P 3 1.dt 1 dx
| = dx = dx — dx=[2-[—2 _dx==[2-=
J.x2+9 J.x2+9 J-x2+9 -[t -[ G 2It 3 %\
9 —+1 1+ =
9 3
) dt X
X +9:t:>2xdx:dt:>xdx:? gzu:dx:Sdu
1 1¢3du 1 du 1 X
|==.Int-= ==.In(x*+9)- =In{x?+9)2 —arctgu=In+/x>*+9 —arct [—j-I-K
2 3~[1+u2 2 ( )J.1+u2 ( ) 9 9 3
b)
2 _ 2 4 2 2 2 2 4 2
I:j3 X3+X dx:I%dx—jx—adx+jx—3dx=3J‘x’3dx—I%+ X dx
1 X lX lX lX 1 1 X 1
1 ) 1 » 3[17 1
| =3. Ax7FE —[In xJP + xtt :——-{—} —(In2=In1)+=(2% -1?
U E S S EPRPOPOR T S0 EPRPOU: Y ) IO B B
2 \2 1 2 2 \4 2 2 4 2 8 2
I=£—In2
8
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OPCION B

Ejercicio 1.- Calificaciébn maxima: 3 puntos.

Dada la funcién f(x) = 2cos? x, se pide:
a) (1 punto) Determinar los extremos absolutos de f(x) en [-n/2, /2].
b) (1 punto) Determinar los puntos de inflexion de f(x) en [-n/2, ©/2]..

¢) (1 punto) Calcular Iomf(x)dx..

Solucion
a)
f'(x)=2-2-cos x-(—sen x)=—4-cos x-sen x =-2-sen 2x = f'(x)=0=-2-sen 2x = 0=
T
X=—"
kz 2
sen2x=0=>2x=kzr,keZ=>x=—keZ={ x=0 =
x=2"
2
f"(—%j:%cos2(—%)=—4-cos(—7r):—4-(—1):4:> Min.
f'(x)=—-2-2-cos 2x = —4 cos 2x = f''(0)=-4cos2.0=-4-cos 0=—4-1=—-4= Maximo

f"(%j=—4 cos 2[%j=—4-c037r:—4-(—1)=4:> Minimo
Minimo absoluto = x:—%: f (—%jzz-cosz(—%J:Z-Oz =0

Minimo absoluto = x =%:> f (%) = 2-cos{%j =2.02=0

Méximo absoluto = x = 0= f (0)=2-cos?*(0)=2-1> =2



| IES Mediterraneo de Mélaga Solucién Junio 2013 Juan Carlos Alonso Gianonatti

Continuacion del Ejercicio 1 de la Opciéon B
b)

f'(x)=—4 cos 2x = f"(x)=0:>—4-cos2x=0:>0052x=032x=%+k7r,keZ:>

T
X=—-=

=—+k— keZ = En —Z LI SN 4 posible punto de inf lexién =
472 2'2 N
4

f (— j 8sen2[ =8 sen (—zj:8-(—1):—8¢0
f'"'(x)=—4-2-(-sen 2x)=8 sen 2x = 4

{5 e~

+(3) -4

-‘\
Alﬁ \__/

Puntodeinflexién:x:—zzﬂ—” =2-c0s? ”: -
4 4 2

2
Punto de inf lexion = x = = = f| Z |=2.cos?| Z | = 2. ﬁ :le
4 4 4 4

2

c)

: 3
| = jcos xdx—lf 1.[ (2x) dx =

0 20 20

2 —

;:os x+zsen x=1 :>2coszx:1+cos(2x):>0032x=£+cos(2x)

cos® X —sen’x = cos (2x) 2 2

| = dx+1 cos
2

2 2

ot—mlN
O N | N

(2x) dx :%-[x](gZ +%£cost$:1-(£—0j+%-[—sen t]s =%—%-(sen 7z —sen0)

T
Ix=t=2dx=dt=dx= I = X=5=t=7
x=0=t=0
r 1

':E_Z'(O_O):_
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Ejercicio 2.- Calificaciébn maxima: 3 puntos.

1 2 0 01 1
Dadas las matrices: A=(1 1 2|, B=|1 0 -1}, sepide:
0 -1 -1 21 0

a) (1 punto) Hallar el valor de A para el cual la ecuacion matricial XA =B tiene solucién Unica.
b) (1 punto) Calcular la matriz X para A =4.
c) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz A’B en funcién de . .

Solucién

a) Se cumplira la ecuacion matricial siempre que exista At para ello el determinante de A no puede ser
nulo

1 2 0/ 1 4 O

1-1 2 :
A=l 1 2|=|0 1-12 2|=1. =—1+2+2=2+1=Si|A=0=>1+1=0=>1=-1
0 -1 -1 0o -1
VA eR—{-1}=|A# 0= Existe A" = Solucion nica
b)
XA=B= XAA'=BA" = Xl =A"B= X =BA™
1 4 0 110 1 4 8
|A|:4+1:5:>A’1:%-adet:A: 1 1 2|=A={4 1 -1|=adjA'=|1 -1 -2
A 0 -1 -1 02 -1 -1 1 -3
1 4 8
51
At==.1 -1 -2|=
5
-1 1 —
01 1 1 4 8 01 1)(1 4 8 0 0 -5
x=[10 -1|2)1 -1 -2|=2]1 0 -1||1 -1 -2]=1]2 3 11|=
2 1 0 -1 1 -3 21 0)(-1 1 -3 3 7 14
0 0 -1
x-|2 3 U
5 5 5
371
5 5 5
)
1 0 1+2 24
AP=1 1 2|1 1 A-1 0 |=
0 -1 -1 (0 -1 -1
1+4 22 22)(0 1 1 1434 1-2
A’B = A-1 0|1 0 -1|=|2-1 2 3-2
0 -1)210) (-2 -2 -1

1434 1-4| |64-2+24 1+34-2+24 1-4| [8A-2 5i-1 1-1
\AZB\z/l—l 2 3-A=[A-1-6+24 2-6+214 3-A=[32-7 21-4 3-2

2 -2 -1 0 0 “1 | o 0o -1
81-2 51-1
31-7 24-4
|A?B|=—4-(427 ~82~ 1 +2)+ (154 ~352~34 +7)=~164° + 364 ~8+152* ~381+7 = ~12 ~24 -1

|A%B| = (-1)- =-2(42-1)-2-(1-2)+(54-1)-(32-7)=
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Ejercicio 3.- Calificaciébn maxima: 2 puntos.
a) (1 punto) Halla los puntos de corte de la recta de direccién (2,1,1) y que pasa por el punto P(4,6,2), con
la superficie esférica de centro C(1,2,-1) y radio /26 .

b) (1 punto) Hallar la distancia del punto Q(-2,1,0) a la recta rEXT_l zy+2= 27_3 .

Solucion
a)Sean R y S los puntos buscados

E=(x—1F +(y-2) +(z2+1) = (V26

x=dval —(4+22-1P +(6+44-2P +(2+2+1f =26 =
r=<y=6+4
2=2+41

(B+24) +(4+2) +(3+4) =26 =>9+124+44* +16+81+ A* +9+64+ 1> -26=0=
6% +261+8=0=2-(307 +131+4)=0=32 +131+4=0=>A =13 —4.3.4=169-48 =121>0

X 4+2-(—1j 4—g
3 3
1 1
~13+11 2 1 (R Y=6+(—§j=6—g
A= —_c£__=
-13++/121 6 6 3
A=—%s = -13-11 24 = 2=2+(—5)=2—l -
2:3 A= T 3 3
6 6 X=4+2-(—4)=4-8
S{ y=6+(-4)=6-4
2=2+(-4)=2-4

10 17 5
Rl —,—,— S(—-4,2,-2
(3 . 3j y S( )

b) Hallaremos un plano 7 que contenga al punto Q y que sea perpendicular a la recta r, siendo el vector de
esta el del plano a hallar y como, ademas, es perpendicular al vector QG, siendo G el punto genérico del
plano, el producto escalar de ambos es nulo y la ecuacion buscada.

La distancia pedida es la que hay entre el punto de interseccién T de la recta y el plano y el punto dado Q

{ v -@.1.2)
QG=(x,y,2)-(-2,1,0)=(x+2,y-1,2)

) :ZLQ?:E-(%:O:
(2,1,2)-(x+2,y-1,2)=0=>2x+4+y-1+22=0= 7=2X+y+22+3=0

x=1+21
r={y=-2+1=200+24)+(-2+1)+2(3+21)+3=0=2+41-2+A+6+41+3=0=
2=3+22
x=1+2-(-1)
94+9=0=91=-9=>1=-1=Ty=-2+(-1) =>T(-1,-3,1)=
2=3+2-(-1)

Q?:(—l,—S,l)—(—Z,1,0):(1,—4,1):>d(Q,r)=d(Q,T)=‘Q7‘=w/12+(—4)2+12 =18
d@Q,r)=3/2u

10
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Ejercicio 4.- Calificaciébn maxima: 2 puntos.

Dados el punto P(1,0,-1), el planon=2x-y+z+1=0,ylarectar= {;2)( oy ;1 :00’ se pide:
X—Z—-0=0\,
a) (1’5 puntos) Determinar la ecuacion del plano que pasa por P, es paralelo a la recta r y perpendicular
al plano m.
b) (0’5 puntos) Hallar el &ngulo entre r y .
Solucion

a) El plano & queda determinado por el vector del plano 7, el de larectary por el vector PG, siendo G el
punto genérico del plano. Estos tres vectores son coplanarios (pertenecen al mismo plano) y por ello el
determinante de la matriz que forman es nulo y la ecuacién pedida del plano.

v, =(2,-1,9)
X=A x-1 vy z+
y =1+2x —
=>r=:y=1+24 =v,=(,2,3)=a=2 -1 1|=0=
z=-3+3X
7=-3+31 1 2 3
PG=(x,y,2)-(1,0,-1)=(x-1,y,z+1)

~3(x-1)+y+4(z+1)+(z+1)-2(x-1)-6y=0=-5(x-1)-5y+5(z+1)=0=
~(x-1)-y+(z+1)=0=>a=x+y-2-2=0

b)
\T”:(Z,—l,l)jsenﬁ: Ve Ve| (2,-1,2)-@,2,3) _[2-2+3 3 3
v, =(1,2,3) v_[-|v, \/22+(—1)2+12-,/12+22+32 JV6-414 84 2y21
senﬂ:@:@:ﬂ:arcsen(@leg%'ZB”

42 14 14

11





