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En los criterios especificos de correccion de Fisica se indica “la calificacion ...en multiplos de
0,25 puntos”’, por lo que un error resta al menos 0,25 puntos. Se comentan ideas de errores que
pueden restar, a veces son fallos habituales comentados en actas EvAU. Se comentan algunos fallos
genéricos y algunos asociados a gravitacion:

- No indicar las unidades correctamente, no pasar a SI o mezclar unidades en los calculos.

- Confundir datos y unidades: masas de varios objetos, km y m, altura y radio.

- Confusion en expresiones: poner 1/’ en Ep y V, poner 1/ren Fy g.

- No realizar la deduccion de ciertas expresiones que se suele exigir que en la respuesta se incluyan
sin ponerlas directamente (a veces en estas soluciones por abreviar no se incluyan explicitamente).
Las deducciones exigidas en gravitacion se pueden resumir en:

— Demostracion 3°ley de Kepler para orbitas circulares (relacion entre T, v y radio de orbita)

— Velocidad de lanzamiento y de escape

— Expresion de energia cinética y mecdnica en orbita circular, en general apoyadas en
conservacion de energia mecanica y en igualar igualar fuerza centripeta y gravitatoria.

— (No se pide deducir la expresion de energia potencial gravitatoria como una integral de la fuerza,

pero se puede citar que se puede obtener integrando y citar que V=E,/m)

- No citar la ley de gravitacion universal o que g=F/m.

- No citar el principio de superposicion (campo, fuerza, energia potencia, potencial)

- No indicar si se calcula el trabajo realizado por el campo o el trabajo externo.

- No plantear bien conservacion de energia, no considerando todas las energias en cada punto.

- Indicar que una magnitud vectorial es escalar o que una magnitud escalar es vectorial.

- No dar una magnitud vectorial (campo, fuerza, aceleracion, velocidad, momento lineal) como
vector al limitarse a dar solo modulo. Si enunciado indica sistema de referencia/coordenadas, se
debe dar como vector con sus componentes, y si no, al menos citar cualitativamente direccion y
sentido ademas del modulo. La posicion puede ser un vector, no solo dar su distancia a otro punto,
sino dar sus coordenadas.

- En los desarrollos igualar vectores con escalares. Hay que dejar claro que se sabe cudando se
manejan modulos (o componentes de un vector) y cuando vectores. Hay que tener cuidado de evitar
“encadenar igualdades” que realmente son igualdades distintas.

2024-Julio-Coincidentes

A.1. a) El valor pedido de distancia méaxima entre el planeta y la estrella es el radio del afelio.

El dato de distancia minima entre el planeta y la estrella es el radio del perihelio.

La 3% ley de Kepler la podemos deducir para una 6rbita circular en la que v=2nR/T, y luego
aplicarla a una orbita eliptica cambiando el radio por el semieje mayor

2 22 2 2
Fg:FC:G M—T:mv—: 4n ZRO :GM :>L3= An —=a=JT> G]V‘Z
RO RO T RO a GM 47
—-11 30
Numéricamente en este caso a=i/(7,43-365-24-36000)2 6,67-10 3’34 10 ~6,00-10" m
47

Por geometria de la elipse r,+1,=2a — r,=2a-1,=2-6,00-10" — 2,67-10"'=9,33-10" m

El valor pedido de velocidad maxima del planeta es la velocidad en el perihelio, y el dato de
velocidad minima del planeta es la velocidad en el afelio, ya que la energia mecanica se conserva y
cuando mayor es el radio y mayor la energia potencia, menor es la energia cinética y menor es la
velocidad.

Planteando la conservacion del momento angular en afelio y perihelio, en los que en ambos casos r
y v son perpendiculares, r,-8v,=I, 8V, — V,=V, T/1,=8,61-10*9,33-10'"/2,67-10"'=3,01-10* m/s

b) Planteamos la conservacion de la energia mecanica entre ese punto y otro punto del que ya
conocemos distancia y velocidad (tomamos perihelio pero también se podria hacer con afelio)

oMM L MM Lo Limom (L Ll viay= bem (- L)L)
r 2 rp2p2 rrp2p rrp2p
Numéricamente
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v:\/2(6,67-10‘“-2,34 -10%( 1 —— 1 11)+l(3,01 -10%)*)=1,9-10"m/s
5-10 2,67-10 2

B.1. a) La fuerza que actia sobre cada uno de los satélites es la fuerza gravitatoria, su peso, que al
ser una orbita circular es la fuerza centripeta. Es una fuerza radial dirigida hacia el centro de la
Tierra y de médulo segin la ley de gravitacion universal

24
FZGMT=6,67'10711' 5,97 610 250 _
r (6,37-10°+1200-10°)
Deducimos la 3% ley de Kepler para una 6rbita circular en la que v=2nR/T, con la que calculamos el
periodo de la orbita
2 4n’R 2 R}
F=F=GMM_pV 2T S0 OM g2 AT ps L poppy—0
! R Ry T R, GM GM

(0]
(6,37-10°+1200-10%)*
6,67-10""-5,97-10%
Al ser una 6rbita circular recorre 2nR en cada periodo, por lo que la distancian que recorre cada dia
es d=2m(6,37-10°+1200- 103)-% =6,26-10°m

b

=1,34-10°N

Numéricamente T=2x \/ =6,56-10s

b) Planteando la ConservaCién de el'lergia, Eérbitainferior+Esuministrada:Eérbitasuperior ) donde ROsup:RT+2'hinf
Utilizando para 6rbitas circulares la expresion v’=GM/Ro llegamos a Ensmwi=- ¥2GMm/Ro

—-1GMm ,—1GMm,_1 1 1
E_ .. = (— =—GM, —
suministrada 2 Rosup ( 2 Rojnf ) 2 m( Romf RT+2 'hinf)
Numéricamente
suministrada216:67'10_11'5a97'1024'250( 61 3 6 L 3)
2 6,37-10"+1200-10° 6,37-10"+2-1200-10
E =9,00-10%J

suministrada
2024-Julio

A.1. a) La 3? ley de Kepler la podemos deducir para una 6rbita circular en la que v=2nR/T, y luego
aplicarla a una 6rbita eliptica cambiando el radio por el semieje mayor

2 2n? 2 2
Fg:FC=>G M;‘ﬁ:mv_2>4n2Ro:GM2>13:4_TC:>a:3T2G_]V€
R, R, T R, a GM 47
—11 24
Numéricamente en este caso a:§/(12-36000)2 6,67-10 25’97 10 =2,66-10"m
47

Si la altitud del apogeo es 39700 km, el radio del apogeo es 1,=39700-10°+6,37-10°=4,607-10" m.
Por geometria de la elipse r,+r,=2a — r,=2a-1,=2-2,66-10" -4,607-10’=7,13-10° m
La altura en el perigeo sera 7,13-10%-6,37-10°=7,6-10° m
Planteando la conservacion del momento angular en apogeo y perigeo, en los que en ambos casos r
y v son perpendiculares, 1,8V, =TI, 8V, — IV =T,'Va — V,/Vo=T/1,=4,607-107/7,13-10°=6,46
(adimensional, es una proporcion)
b) Planteamiento similar a 2024-Modelo-A1l.
La velocidad en perihelio se puede plantear usando la conservacion del momento angular. Segun la
2% Ley de Kepler, la velocidad areolar es constante, dA/dt=L/2m.
Al mismo tiempo, dA/dt es igual al area de toda la elipse entre el periodo, dato del enunciado.
El area de la elipse es mab, siendo b el semieje menor, que se puede obtener con varias expresiones
b=vd’—c*=1(2,66-10"*—(2,66-10"—7,13-10°)’=1,81-10'm c es la semidistancia focal, el
semieje mayor menos la distancia al perihelio.
b=vr,r,=V4,607-10"-7,13-10°=1,81-10"m
Por lo tanto la velocidad areolar es dA/dt=r-2,66-10"-1,81-107/(12:3600)=3,5-10"’m?*/s
Por lo tanto L/m=2-3,5-10'=7-10"" m?/s
Como el momento angular es constante, si igualamos modulos en perihelio y afelio, instantes en los
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que el vector posicion y el momento lineal forman 90°, llegamos a
ro MV, =r v,
Tras simplificar ambas expresiones son L/m, por lo que podemos plantear
En perihelio que es donde se pide en este caso r, -vp:L/m:>vp:7-1010/7,13 -10°=9,82-10’m/s
También se puede plantear combinando la conservacion de energia mecénica y la conservacion del
momento angular en ambos puntos, afelio y perihelio.
Mm 1 Mm 1

r

2 2 . .

—G——+-mv,=—G——+-mV, Sicombinamos con 1, V,=r v,=>v,=—Ltv

r r 2 p a “a p 'p a r p

a p a
2
M 11, » M 1., . .

_Gr_+5 —v ,=—G r_+§V » De donde podemos despejar v, al ser r,, 1, y M conocidos.

a ra p

También se pide la velocidad asociada a una orbita circular de radio igual a la distancia al perigeo.
Utilizando el desarrollo de la 3* ley de Kepler para orbitas circulares

2 —-11 24
F,=F,=G Mf":m"—:av:ﬁ/GZ\’I:\/G’67 1093710 7 47.10°m/'s
R R, R, 7,13-10

(0]
B.1. a) En la orbita circular v=2zR/T planteamos la 3* ley de Kepler.

Mm__ v’ _47Ry_GM

Ré R_o T? R,
2 R3 2 L1113
m=tr R dn” (1,2-10") —1,14-10% kg
G T° 6,67-10" (3:365-24-3600)
Aplicando la 3" ley de Kepler a una 6rbita eliptica cambiando el radio por el semieje mayor
a=(r,+1,)/2=(1,0-10"+1,8-10')/2=1,4-10"" m
_ 47’ 3 47’ 11\3_ 8
T= a’= — ~+(1,4-10")°=1,19-10"s
GM 6,67-10 "-1,14-10

F,=F =G

T T? 3 1n1t 3
También se puede plantear —g:—gﬂTe:Tc'\/(i) :3\/(L1011) =3,78afios=1,19-10°s
R a R, 1,2-10

b) En una orbita circular igualando fuerza gravitatoria y centripeta, llegamos a

—11 29
Ji= GM Ly= 6,67 -10 1,1114 10 —7.96-10°m/s
R, 1,2-10
En una 6rbita circular sumando energia cinética y potencial y usando expresion de velocidad
— — —2E —7.(= .10%°
Em:—1 Mm_—1 v om= = 2:(-58 gg ):1,2'1023"9
2 R, 2 v (7,96-10°%)

Enunciado indica “halle la masa de los planetas”, asi que se pide también para el segundo de 6rbita
eliptica. En este caso no tenemos valores con relacion directa con la masa del segundo planeta,
como seria la energia mecanica (enunciado da el valor solo para el primer planeta de orbita circular
“su energia mecanica en su Orbita circular es”) o el momento angular. Por lo tango no hay datos
para calcular la masa del segundo planeta. Pero no hace falta, porque enunciado indica en su
primera linea “dos planetas de masas iguales ““ luego la masa del segundo es la ya calculada.
2024-Junio-Coincidentes
A.1. a) La energia mecanica se conserva en la orbita y la podemos calcular en cualquier punto, en
este caso en el afelio que es de donde se facilitan datos
30 14
E,=—CMm 16710 1IN0 2210 155 gu 900225 461077
oor 2 5,26-10" 2
El momento angular y su modulo se conserva en la 6rbita y lo podemos calcular en cualquier punto,
en este caso en el afelio que es de donde se facilitan datos, y donde r y v son perpendiculares
2
é kg-m”
s
b) La expresion de la energia mecanica la podemos deducir para una orbita circular, y luego

L=rmv=5,26-10"-2,2-10"*-900=1,04-10% J-s
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aplicarla a una 6rbita eliptica cambiando el radio por el semieje mayor
2
F,=F,=G M;ﬁ:mv—ﬁvZ:GM:Em: GMm+lsz:_1GMm:>Em: GMm
R R, R, R, 2 2 R, 2a

o
Numéricamente usando el valor de energia mecanica calculado en apartado a

4=—GMm _—6,67-10""1,99-10-2,2-10"
2E,, 2+(—5,46-10")
En este caso hemos calculado el eje mayor sin usar el dato del periodo del enunciado, y se puede
plantear de otras maneras:
Opcion 1: La 3“ley de Kepler la podemos deducir para una orbita circular en la que v=27R/T, y
luego aplicarla a una orbita eliptica cambiando el radio por el semieje mayor

=2.67-10"m

2 4R} 2 2
Fg:FC:GM—szV—: 5 O=G]\4:>L3=4Tc :>a:3T2G]V‘£
RO RO T RO a GM 41
Numéricamente en este caso
—11 30
a:~§’/(75,571-365-24-36000)2 6,67-10 P 1.99:10 _» 67-10"m
T
Opcion 2: Como tenemos el modulo del momento angular calculado en el apartado anterior,
dA _ |L
planteamos la expresion de la velocidad areolar E:% . Usando el dato de periodo, la

expresion del darea de la elipse mab y la relacién geométrica entre semieje menor b*=r,r, con
rp,=2a-r, (el calculo de r, se realiza en este mismo apartado)
nab L LT _ 1,04-10*-75,571-365-24-3600

nab ~a= - =2,6-10"m
2mnvr,r, 2-2,2-10"-7-v5,26-10%-8,00-10"

T 2m
Para calcular la velocidad orbital del cometa en el perihelio necesitamos el radio del perihelio. Lo
podemos calcular por geometria de la elipse conociendo el semieje mayor y el radio del afelio.

Por geometria de la elipse r,+r,=2a — r,=2a-1,=2-2,67-10"* — 5,26:10'*=8,00-10'° m

Planteando la conservacion del momento angular en afelio y perihelio, en los que en ambos casos r
y v son perpendiculares, I, 8V,=T, 8V, — V=V, T/1,=900-5,26-10'%/8,00-10'°=5,92-10* m/s

B.1. a) m=d-v. Utilizando el volumen de la esfera y cambiando de unidades la densidad a kg/m?

6 3

m=22r7.d=2 7(2,54-107p. 1279 _Lhg  10em _g 05 071

3 3 em 1000g 1m

A partir de la velocidad en una 6rbita circular podemos obtener el radio de la 6rbita
2 —11 25
F,=F.=G M;ﬁ:mv_:/vz:GM :RO:GZ;/I _6,67-10 8,3722 10 —6,44-10"m
R} Ry R, v (9,5-10°)
2 _1n03)2
C:"-:M:l,%m/sz
R 6,44-10

b) La nueva energia mecanica serd la suma de la energia potencial asociada al radio de la orbita y la
energia cinética asociada a la nueva velocidad, que serd 9,5+2=11,5 km/s.

25

—CMm L vi=—6,67-10.8:7210 250 1555, (11 5.10°=—6,05-10"J

r 2 6,44-10 2
La sonda con esa energia no escapara al campo gravitatorio del planeta, ya que para ello su nueva
energia mecanica deberia ser 0 o positiva; escapar supone aportar una energia suficiente para llegar
a un punto infinitamente alejado donde la energia potencial es cero.
Se indica “aumenta su velocidad orbital en 2 km/s en direccion tangencial”’, lo que supone un
aumento del modulo de la velocidad inicial 9,5 km/s en esa cantidad, ya que la velocidad es
tangencial a la orbita. Si se plantease que la nueva energia cinética es la suma de energias
cinéticas de ambas velocidades 5-250-11,5°+%-250-2° = ¥-250-(11,5°+2°) se estaria planteando
que el aumento de velocidad en 2 km/s es perpendicular a la trayectoria, y se tiene una nueva

energia cinética asociada a una nueva velocidad total v’=11,5'+2°, que no es lo que se indica.
2024-Junio

E =

m
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A.1. a) Utilizando la definicion de energia potencial, el trabajo realizado por la fuerza gravitatoria,
conservativa, es igual a la variacion de energia potencial cambiada de signo. Usamos p para
perigeo, punto mas proximo en su Orbita, y a para apogeo, punto mas distante.

—GMm [—GMm 1 1

Wp-m:_AEp:_(Ep(a)_Ep(p)):_( _( - ))ZGMm(r——r—)

a p a p

W,,,=6,67-10 "-1,02-10°-1,60 10" -(—————)=—3,89-10"J
21-10° 12-10

El trabajo realizado por el campo es negativo, es en contra del campo: esté llevando el satélite
Halimede a un punto mas lejano de Neptuno.

b) La velocidad méxima se produce en el perigeo, ya que en ese momento la energia potencial es
minima al ser la distancia minima, y ser la energia mecanica constante.

Em:Ep+EC=_GMm+lmv2
r, 2 °F
26 15
11‘1,02 107-1,60-10 +11,60'1015'V2
12-10° 2 P

1 1,02-10%-1,60-10"
12-10°

—2,5-10°=-6,67-10"

. J#
” 11,60-10"
B.1. a) En la orbita circular

2 —-11 24

F=F=GMM_pV - M =\/6’67'10 _0I7 A0 7 s 10°mls
R, R, R, 6,37-10°+630- 10

La velocidad del enunciado es mayor, luego no es una orbita circular en la que la velocidad es

constante. Como enunciado indica que la 6rbita es cerrada, la inica opcion es que sea una Orbita

eliptica.

b) Se indica que en ese instante la velocidad es perpendicular a la direccidn radial, por lo que se

trata de apogeo o perigeo; al ser la velocidad mayor que la asociada a la orbita circular, es el

perigeo.

En este caso el médulo L=r-m-v=(6,37-10°+630-10%)-200-9,92-10°=1,39-10" kg-m?*/s

Se pide la aceleracion del satélite en ese momento. De manera general en una oOrbita eliptica la

aceleracion tiene una componente tangencial y una componente normal a la trayectoria, pero la

componente normal no es siempre la gravitatoria, que es radial dirigida hacia uno de los focos. Sin

embargo en este momento que indica el enunciado la velocidad es perpendicular a la direccion

radial, de modo que solo hay aceleracion normal. Si aplicamos la 2* ley de Newton, F=ma, la tinica

fuerza es la gravitatoria y la Ginica aceleracion es la normal, por lo que la componente normal es la

asociada a la fuerza gravitatoria y, en ese instante, no hay aceleracion tangencial.

g=GM/r,”=6,67-10""-5,97-10/(6,37-10°+630-10%)°=8,13 m/s

Si se plantease a=Vv*/R, en ese caso R es el radio de curvatura, no la distancia entre el centro de la

Tierra y el satélite, por lo que a=(9,92-10°)°/(6,37-10°+630-10°)’=14,1 m/s* no seria correcto. Eso

nos permite calcular el radio de curvatura R=v*/a=(9,92-10°)*/8,13=1,21-10" m. Se puede ver que

es menor que 6,37-10°+630-10° = 7-10" m, ya que se trata del perigeo.

2024-Modelo

A.1. a) Se trata de una Orbita eliptica. El eje mayor de la elipse es la suma de la distancia del Sol al

afelio y al perihelio, por lo que su semieje mayor es
a=(1,1-10"+7,6-10")/2=5,88-10" m

(—2,5-10°+6,67-10" )=9,06-10°m/s

2
En una 6rbita circular se puede deducir la expresion de la 3* ley de Kepler T° :é—lj\r/[ R} , que para

el caso de una 6rbita eliptica es valida cambiando el radio por el semieje mayor

2 2

T:\/‘”“ a3=\/ 4. —+(5,88-10'°)’=7,78-10°s~90 dias
GM 6,67-10"-1,99-10

b) La velocidad en ambos puntos se puede plantear usando la conservacion del momento angular.

Segun la 2* Ley de Kepler, la velocidad areolar es constante, dA/dt=L/2m.
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Al mismo tiempo, dA/dt es igual al 4rea de toda la elipse entre el periodo, calculado en a.
El area de la elipse es mab, siendo b el semieje menor, que se puede obtener con varias expresiones
b=Va*—c’=+(5,88-10"°*—(5,88-10°—7,6-10°=2,89-10"°m ¢ es la semidistancia focal, el
semieje mayor menos la distancia al perihelio.
b=yr,r,=V1,1-10"-7,6-10°=2,89-10"m
Por lo tanto la velocidad areolar es dA/dt=n-5,88-10'-2,89-10'%/7,78-10°=6,85-10"* m*/s
Por lo tanto L/m=2-6,85-10""=1,37-10"> m*/s
Como el momento angular es constante, si igualamos mddulos en perihelio y afelio, instantes en los
que el vector posicion y el momento lineal forman 90°, llegamos a
ro MV, =r, v,
Tras simplificar ambas expresiones son L/m, por lo que podemos plantear
En afelio r,-v,=L/m=v,=1,37-10"/1,1-10"'=1,25-10"m/s
En perihelio r,-v,=L/m=v,=1,37-10"/7,6-10°=1,8-10"m/s
También se puede plantear combinando la conservacion de energia mecénica y la conservacion del
momento angular en ambos puntos, afelio y perihelio.

Mm 1 >, - Mm 1 ., _ : "»
-G +-mv,=—G +-mV, Sicombinamos con r,'V,=r v, =>v,=-—Lv
r, 2 r, 2 p"p r, °
2
M 11, » M 1, . .
_Gr_+_ = v,=—G r—+§VP De donde podemos despejar v, al ser r,, 1, y M conocidos.
r
a

B.1. a) Como la distancia recorrida desde el punto de caida al suelo es mucho menor que radio del
planeta, podemos asumir que la aceleracion de la gravedad es constante y se trata de un MRUA con
velocidad inicial cero. Tomamos referencia x=0 en el punto en el que se deja caer y X positivas
hacia el sentido del movimiento, por lo que la aceleracion es positiva

x= Ysat* — 2=0,5-a'1,5> — a=2/(0,5-1,5%)=1,78 m/s*

La aceleracion de la gravedad sera un vector de médulo 1,78 m/s?, direccion radial y sentido hacia
el centro del planeta.

El médulo de la gravedad es g=GM/R?, luego M=g-R*/G=1,78-(1800-10*)*/6,67-10"'=8,64-10* kg
b) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente
alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecéanica en un
lanzamiento desde un punto A a una distancia R a un punto B infinitamente alejado: la energia
mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

) M 1
A (superficie): E,=—G Tm;ECZEmvi
B(w): E,=0;E.=0
Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape
—oMm L vi=0=y,=,2 M8
R 2 R

6,67-10"'-8,64-10%

1800-10°
Como la velocidad de lanzamiento es mayor, si escapa del planeta.
Planteando la conservacion de energia mecanica, pero ahora considerando cierta velocidad inicial
no igual a la de escape y cierta velocidad final en el punto infinitamente alejado
. Mm 1
A (superficie): E,= —G?; ECZEm v

B (c0): EP:O;EC:%mv,%

Numéricamente v,= \/ 2 =2,53-10°m/s

Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape
—G%+%mvf:%m vﬁ:»vfz\/vf—z G%=\/vl~2—v§=\/(3 +10°F —(2,53-10)*=1,61-10’m/s
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2023-Julio
A.1. a) En la orbita circular es Ro=Rr+h y v=2nR/T.
Mm___ v 47TR, GM _§/6,67-10_11-5,97-1024-57102
= = >R =
‘ R; R, T? R, © Ar’
h=Ro-R1=6,90210%°6,37-10°=5,32:10° m
Planteamos la conservacion de energia entre la situacion en el punto de lanzamiento de la superficie
terrestre (A) y la situacion en la que esta en orbita (B)
Al tratarse de una orbita circular igualando Fc=Fg llegamos a v’=GM/Rzy Em(B)=Ep(B)+Ec(B)=-
2GMm/Rg siendo Rg=Rr+h
Eaportada:Em(B)_Em<A)

=6,902-10°m

-1 _ Mm Mm 1 1
Eaportada_TGRT_'_h_(_G RT )—GMm(R_T—m)
Eyporas =6,67101-5,97-10% 50 (—— L )_168-10°)

6,37-10° 2(6,902-10°)

6,67-10 "-5,97-10*
6,902-10°

La aceleracion centripeta es un vector radial y sentido hacia el centro de modulo igual al campo

gravitatorio, que también se puede calcular como

g=GM/Ro*=a,=v*/Ro=(7,60:10%)*/6,902-10°=8,37 m/s’

B.1. a) La componente x de la fuerza ejercida sobre la nave se debe solamente a la atraccion

gravitatoria del satélite, ya que el planeta solo genera fuerza en el eje y, por lo que podemos plantear

b) La velocidad en la érbitaes v z\/ =7,60-10°m/s

' . 20. . 3
F|=|F smaie -sen(a):G%~sen(a):9,5:6,67-10“-M-sen(sam")
2-10”-8-10°
R'= 6,67-10‘“-T-sen(53,13°):3,00-106m

b) La componente y de la fuerza ejercida sobre la nave se tanto a la atraccion gravitatoria del
satélite como a la atraccidn gravitatoria del planeta, por lo que podemos plantear usando
superposicion

|15,> |_|F - - M’ M
yI7 |+ Satélite

Planeta =G 2 ' COS(O{)+G E

-cos (a)+|F

1. 2-10%-8-10°

66,4=6,67-10" 53,13°)+6,67-10"
(3,00-10°) cos( ) R’
R 6,67-10 '-4-10"-8-10’ —6.00-10"m
1, 2-10%°-8-10° N
(66,4—6,67-10 "'+ =——————-cos(53,13°))

(3,00-10°F

2023-Junio-Coincidentes

A.1. a) En la orbita circular es Ro=Rr+h y v=2aR/T.
Mm_ V4R, _GM _§/6,67-10_11-4 110%-(4,363600

I RZO R, T2 R, o A’

h=Ro-R+=5,501-10°-5,00-10°=5,01-10° m

b) Si planteamos la conservacion de la energia, Em orbita + E escape = E infinito = 0

Para la energia mecanica en orbita circular igualando Fc=Fg llegamos a v’=GM/Roy Em(O)=Ep(O)

+Ec(0)=-2GMm/R,, siendo m la masa conjunta de Rocannon y su nave.

Numéricamente —/2:6,67-10""-4-10%-m/5,501-10° + 1,5-10'°=0

m=2-1,5-10""-5,501-10%6,67-10""-4-10%=6,19-10° kg

B.1. Similar a 2022-Junio-Al, pero invirtiendo (es 6,8 en lugar 8,6, unidades en cm, masa en A)

a) Llamamos A al punto (6, 8) cm. La distancia entre la masa en Ay el origen A usando Pitagoras es

\/ 6°+8°=10cm . El angulo que forma con la horizontal lo llamamos a, y €l vector

=5,501-10°m
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campo estara dlrlgldo hacia el punto A.

-

g=g,i+g,j=g-cos(a)i+gsen(a)j
El médulo es g=GM/R*=6,67-10""-5-10%/0,1*=3,335-10"* m/s*

§=3,335-10"* (1—60 7+1%}'):2,00-10“‘?+2,67-10“‘}m/s2

b) Solamente actua la fuerza gravitatoria y se conserva la energia mecénica. Llamamos B al punto
en el que se detiene, en el que la energia cinética sera nula.

_ _ Mm 1 5 Mm
E'm<14)_E'm(B):>E'p(14)+E'c(14)_E’p(B):> G RA 2 mv=—G RB
. . 711.5'104'25'10_6 l N . 711'5.104.25.10—6
6,67-10 0.1 +5°25-10 (5-10°)°=—6,67-10 R,
— . —11
Rp= 8,3375: 10 =0,160m=16cm

—8,3375-10 ""+3,125-10"°
Se pide la distancia maxima respecto de la primera, no las coordenadas del punto.
2023-Junio
A.1. a) La energia potencial en la orbita circular es Ro=Rr+h
. 24
E,=-G M 6.67-10711 27 10150 _ 7 89-10°)
Ry+h 6,37-10°+1200-10
Utilizamos directamente la relacion entre energia cinética y energia potencial en orbita circular, que
habria que deducir. Ec = -%4Ep=3,95-10"J
También se podria calcular la velocidad igualando Fc=Fg llegando a a v’=GM/R,
b) Planteamos la conservacion de energia entre la situacion en el punto de lanzamiento de la
superficie terrestre (A) y la situacion en la que esta en orbita (B)
Al tratarse de una orbita circular igualando Fe=Fg llegamos a v’=GM/Rz y Em(B)=Ep(B)+Ec(B)=-
2GMm/Rg siendo Rg=Rr+h

E =E,(B)—E,(A)

aportada
-1 _Mm Mm 1 1
E =— —(— =GMm|— ————
aportada 2 GRT'l‘h ( G RT ) G m(RT 2(RT+h))
E portada =667 10 1+5,97-10* - 150 1 —— 61 —)=5,43-10°J
6,37-10° 2(6,37-10°+1200-10°)
2 —11 24
Mm_ v _ > GM _ _ 66710 : 5,97 12 —7.07-10°m/s
R, R, R, 6,37-10°+1,6- 10
2nR
v=—-=T=2n(6,37-10°+1,6-10°)=7,08-10’s

b) Igualamos modulos de fuerzas gravitatorias de la Tierra y la Luna, que tendran sentido opuesto.
2
gMim_ g Mum My x 3\/%: X (1 %W%

X (d=x? M, (d—xf VM, d—x M, M,
5,97-10*
22
x=3,84-10° Li_?,,%-lo"m
5,97-10*
1 22
7,35-10

2023-Modelo

A.1. a) Planteamos la conservacion de energia entre la situacion en el punto de lanzamiento de la
superficie terrestre (A) y la situacion en la que estad en orbita (B)

Al tratarse de una orbita circular igualando Fe=Fg llegamos a v’=GM/Rzy Em(B)=Ep(B)+Ec(B)=-
2GMm/Rg siendo Rg=Rr+h
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Eapor[ada:Em(B)_Em(A)
—1  Mm Mm 1 1
Fomrse=" O Ry O R, MM R, 5 R )
E poriada=6,6710""1+5,97 -10* - 400 1 1 )=2,13-10"°J

6,37-10° 2(6,37-10°+15000-10°)
Se pide también el periodo: conociendo el radio se puede obtener a partir de 3* ley de Kepler, que se

2
F=F-cMM_nV  g_GMqp
I 2 Ry 47
puede deducir
470 5 47’ 6 7\3 4
T=y—=—Ry= — —~+(6,37-10°+1,5-10")°=3,11-10"s
GM 6,67-10"""-5,97-10

b) Planteamos la conservacion de energia entre la situacion en oOrbita (B) y un punto infinitamente
alejado, que es infinito, donde la energia potencial es cero, al que llegue con velocidad nula (para
que la energia aportada sea la minima como se pide)

Eaportada:Em(oo)_Em(B)

-1 _Mm
Eaportada_o_(TG RT+h)
24
aportada:l6:67'10_1l' >.97 610 100 3 :3:73'109J
2 2(6,37-10°+15000-10°)

B.1. Similar a 2008-Mod-C1 pero con 2 masas en lugar de con cuatro.
a) La fuerza total sera la suma de las fuerzas aplicadas por cada masa, aplicando superposicion, o
también el campo total, calculado por superposicion, multiplicado por la masa.
La masa 1 genera una fuerza atractiva solo en el eje y, de modulo
—11
|: GA/zlm _6,67-10 -15 5:5’00_1079]\[

12

|F2y

La masa 2 genera una fuerza atractiva con componente X y componente y, ambas negativas, que
podemos calcular de dos maneras:
A. Por trigonometria, utilizando el angulo que forma r, con el eje X, cuya tangente es /2

La distancia de la masa 1 al punto (2, 1) usando Pitagorases d 12\/ 2°+1°=5m

—11
|F7x=%cos(arctan(%)):6’67'105 10-5 ) 894=5.97.10"° N
r
—11
|F7y|=G—Wsen(arctan(%)):6’67'105 '10'5-0,447:2,98-10‘1°N
r

Sumando vectores tomando signos del diagrama, la fuerza total es
F=-597-10""{-530-10"j N

. LT = —GMm
B. Teniendo presente que u,.ZH y F=——7—1,
r
> - - —-GM'm _, GM;m
Fr=F +Fy=———u,——— U,
ry ry
- —6,67-10"-10-5 (27+1]) —6,67-107"-15-5~
FT: + 5 ]
5 V5 1

Se llega al mismo resultado  F=—5,97-10"""7—5,30- 10°)N

b) El trabajo realizado por el campo gravitatorio, que es conservativo, solo depende del punto
inicial y final, no de la trayectoria, asi que es el mismo por los tres caminos A, B y C del diagrama.
Sin estar la masa de 5 kg presente, el campo lo genera m; y se mueve m,.
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ml ml
Campo(Z,O)-)(O,l):_AEp:_mZAV:_m2(_Gd _(_G d ))
(00)7(0 1) (00)7(2,0)
—11 -9
W campo(2.0)5(0.1)= 156,67 - 10 10(l 2) 5,00-10°J

El trabajo realizado por el campo es positivo y es a favor del campo: la masa pasa a una posicién
mas cercana.

2022-Julio-Coincidentes

A.1. a) Calculamos el radio de la 6rbita planteando la tercera ley de Kepler igualando fuerza
gravitatoria y centripeta en orbita circular y usando v=2nR/T. Al ser geoestacionario T=24 h.

Mm v R—GMT

"R 4x’

GM > _ i/ 6,67:10" /5,97 10"
45’ 47
b) Planteamos la conservacion de energia entre ambas Orbitas: la diferencia sera la energia aportada.
Llamamos A a la orbita inicial y B a la orbita con radio 3 veces mayor.
En la Orbita la energia es la suma de potencial y cinética: E,=-GMm/R + mv?, y teniendo en
cuenta que v’=GM/R, llegamos a E,,= - ~GMm/R.

Em(A)+Eaportada:Em(B)2E :Em<B)_Em<A)

~1 11.5,97-102“-500_(—1 711.5,97-102“-500)

~-6,67-10" ~26,67-10
aportada— 3-4,22-10’ 2 4,22-10"

24

aportada 21 6 67- 10_11 M(l_l) 1,57109J
42210 3

B.1. a) Conociendo la energia mecanica y la velocidad podemos calcular la energia potencial.

Ep=Em-Ec=9,9-10"%- % -2:10%-(107)*=-10"" J

El potencial es la energia potencial por unidad de masa, V=Ep/m=-10"/2-10"=-5-10" J/kg

b) El potencial calculado en apartado a esta generado por la tinica masa M

V=-GM/d —» M=-V-d/G=-(-5-10"°-5)/6,67-10"'=375 kg

2022-Julio

A.1. a) Planteamos la deduccion de la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y

centripeta y usando v=2mt/T ya que es una trayectoria circular (usamos r como en enunciado)

M m V' 3 GM .
=m—=r=—-T
r’ r 47

R= 24-3600)°=4,22-10"m

aportada

2

T= \/4“ : 3—\/ 74“ -(6,37-10°+700-10%)*=5,92-10°s~1,64 h
GM 6,67-10"-5,97-10*

b) En la orbita la energia es la suma de potencial y cinética: E,=-GMm/R + Y4mv?, y teniendo en

cuenta que v’=GM/R, llegamos a E,= - "GMm/R.

Numéricamente

E="Lee7-10". 5,97-1(?2“-2300 :

2 6,37-10°+700-10

B.1. a) Llamamos P al origen (0, 0) y Q al punto (0, 2). Solamente acttia la fuerza gravitatoria y se

conserva la energia mecanica. La distancia del punto A al Q es J22+12=5m y la distancia del

punto Aal Pes 1 m.

=—6,48-10""J
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m m
WCampoP-)Q:_AEp:_mBAV:—mB(—Gd—A—(—Gd_A))
AQ AP
—2’95'101°=—m3(—6,67-10”-2(%_5)
1n-10
-2,95-10 : —4.0kg
—6,67-10 "2 (—=—1
(ﬁ )

b) a) El campo en el punto Q estara dirigido hacia el punto A. El vector que va y (m)
desde el punto Q a A es (1, -2) m y su mddulo usando Pitdgoras es

\/ 2’+1*=y5m . El angulo que forma el vector campo con la horizontal lo 2Q
llamamgs a, y_}tendré componente X pos_i}iva € y negativa. o

g=g,i—g,j=g-cos(a)i—gsen(a) ]
El médulo es g=GM/R*=6,67-10""-2/5=2,67-10""" m/s*

§G=2,67-10 “(% i —%j):1,19 1077 -2,39-10"" jm/s*6 N/kg
2022-Junio-Coincidentes
A.1. a) Calculamos el radio de la 6rbita planteando la tercera ley de Kepler igualando fuerza
gravitatoria y centripeta en orbita circular y usando v=2aR/T
Mm N 4 3_ GM

=m—=R =

T
R’ R A’

—-11 23
R:S/G_J"-iﬁ:f/&m 10639107 (15 .3600)=1,263-10m
47 47

Se pide altura h=R-Ry\=1,263-10"-3,39-10°=9,24-10° m

b) Planteamos la conservacion de energia mecénica entre la situacion en la que la velocidad orbital
es cero (mientras estan funcionando los retrocohetes no se conserva) y el momento de impacto en el
suelo lunar. En el punto superior (A) solo tiene energia potencial, y en el punto inferior (B), tiene
energia potencial y energia cinética.

mg=

A

P| lxﬁ

F,=F =G

Mm:_GMm_'_l 2

E.(A)=E,(B)=E,(A)=E,(B)+E(B)=>-G R B tymy
A B
1023 1023
—6,67'10711- 6,39-10 72—6,67'10711'6’39 106 +1V2
1,263-10 3,39-10° 2

v=v2(—3,375-10°+1,257-107)=4,29-10> m/s
B.1. a) El campo en el punto Q estara dirigido hacia el punto P. El vector que va desde el punto P a
Q es (100, -20) m y su médulo usando Pitigoras es | 100%+20°=102m . El angulo que forma el
vector campo con la horizontal lo llamamos a, y tendra componente x negativa e y positiva.

-
- .

g:—gX7+gy7:—g-cos(a)?+gsen(a)]
El modulo es g=GM/R*=6,67-10™""-5/102=3,2-10"* m/s*

§=3,2 -10‘”(ﬂ7+£}):—3,14 10 7 +6,28-10 " m/s’

102 102

b) El punto (50, 10) m esta en la recta que une los puntos Py Q: el vector velocidad estara
contenido en dicha recta y su vector unitario sera el mismo que el vector unitario del campo.
Solamente actia la fuerza gravitatoria y se conserva la energia mecanica. Llamamos R al punto en
(50, 10) m.

E,(Q)=E,(R)= EP(Q):EP(R)+EC(R):>—G$:—G $+1 mv’
Q R
—6,67-10_”-i:—6,67.10‘11.i+lv2
102 51 2

v=y2(=3,27-10 2+6,54-10 %)=2,56-10"°m/s
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Se pide vector, asi que no basta solo el modulo v, hay que dar coordenadas.
v=2,56-10°(——— 1097, 20 - £Zj)=-2,51-10"°7+5,01-10 " jm/s

102 102
2022-Junio
A Apartado a similar a 2021-Junio-A1
a) Llamamos A al punto (8, 6) m. La distancia entre la masa en el origen y el punto A usando
Pitagoras es V6’ +8°=10m .El angulo que forma con la horizontal lo llamamos a, y el vector
campo estara dlI‘lgldO hacia el origen.

e -

g__gxl_g j=—g- COS( )l—gsen(a)j
El modulo es g=GM/R’=6,67-10""-20/10>=1,334-10"" m/s’

G=-1,334-10 (2 7+ 2 5)=—1,07-10 "7 -8,00- 102} m/s*

10 10
F=mg=-321-10"i-2,4-10 "jN
b) Solamente actua la fuerza gravitatoria y se conserva la energia mecénica. Llamamos B al punto
en el que se detiene, en el que la energia cinética serd nula.

_ _ Mm 1 > - Mm
E,(A)=E,(B)=E,(A)+E,(A)=E,(B)=>-G R, tomvi==G R,
—6,67-10"-223, L.3.(12.10%P=—6,67-10". 222
10 2 R,

-9
—4-10 =21,74m

B:

—~4-10"°+2,16-10""°
Rg es distancia al origen y se pide el punto: sera (21,74:8/10; 21,74:6/10) — B=(17,4 ; 13,04) m
B.1. a) Utilizamos directamente la expresion de velocidad de escape, que habria que deducir.
Si el didmetro de Marte es la mitad que el de la Tierra, su radio también es la mitad.
2G M,
Vo R, \/ M, R,

Vem - \/ 26 M,, My RT
Ry
b) Solamente actua la fuerza gravitatoria y se conserva la energia mecanica. Usamos directamente
expresion de velocidad de escape que habria que deducir.
A (superficie antes del lanzamiento):
M M;/10)m M;m
Mm gL Lo Mu_ o (M/10)m_1 o M,
R,’ 2 2 R,, R./2 5 R;
Se puede usar resultado de apartado para llegar a misma expresion para la energia cinética

\/10 L B=v, =5v,,

E=-G

2 M M. m
E=tmi=ini Ly, =lnelo Mol
2 2 45 5 Ry 5 R;
. Mm
B (méxima altura): Ep=—GRf;Ec:0
M—m M-=m M—m _
E,(A)=E,(B)=-6—+16—=—G—mo-2=—LoR =2R,
RT 5 RT Rmdx 5RT Rméx 4
Se pide altura h=Rx-R1=(5/4-1)R1=R1/4=1,59-10° m
2022-Modelo

A.1. a) Llamamos A al afelio y B al perihelio
Wrealizado campoA —B — 'AEp:'M AV_'M (V(B) V(A))
—~GM 1 1,99 1030

V(B)= — =—6,67-10 =-9,03-10"J/kg
’ 30
V(A)= gM —6,67-10"- 2310 ___g73.10°1/kg

1,52-10"
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W reatizadocampo a . 5=—5,97 -10** (= 9,03-10°—(—8,73-10°))=1,79 - 10 J
b) La energia mecanica se conserva durante toda la orbita, y es la suma de energia cinética y
potencial. La energia potencial es méxima en el afelio y minima en el perihelio, por lo que la
energia cinética es minima en el afelio y maxima en el perihelio. Planteamos en perihelio

E = —GMm +lmv2=M-V(B)+lmv2
R 2 2
1

-2,65-10”=-5,97-10*-9,03- 108+5

5,97-10**V*

=3,03-10"m/s

(—2,65-10"+5,97-10*-9,03-10°)
V=42 N
5,97-10
B.1. a) Planteamos usando la ley de gravitacion universal, aplicando
Pitagoras para calcular la distancia entre C y A

M M M M- M M
Fey= 110FBA:>6 d2 AZOJG 52 A:>d2 CD2:0’ dzB
+
CA BA

Aplicando la condicién del enunciado Mg=Mc

d’=0,1(d*+D*)=0,9d°=0,1 D°= D=3d
b) El peso de A sobre la superficie terrestre es la fuerza gravitatoria usando la masa de la Tierra y su
radio, datos del enunciado.

B M, M; , M. M: 10 . _,597-10%
F..=10""F 66— 4106 Ao —=10" 22 — _
BA Tierrasobre10 kg d2 R?‘ d2 (6,37 . 106 )2
10+(6,37-10°)°
\/ ( 2)4 0,26m
10775,97-10
2021-Julio

A.1. a) Calculamos el radio de la orbita, sabiendo que describe un movimiento circular uniforme
v=21R/T — R=v-T/27=(25000/3,6)-5-3600/27=1,9894:10" m
Planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y centripeta y usando v=2nR/T

2
v—=>R3:—GM T?
R 47’
2.3 2. . 7\3
m=2TR _ 4m (1;191894 10) ~=1,4383-10%kg
GT® 6,67-10 "+(5-3600)
25
b M=2aRpop=R=y M L3880 g gaa5.00,
) 3 4 4
—p —m 16150
3 3
25
g=G %26,67'10711'&10“:26:93122
R (5,9685-10°) s

B.1. a) El vector campo esta dirigido hacia la masa en el centro de coordenadas.

La distancia entre la masa y el punto (2, 2) usando Pitagoras es /2°+22=22m~2,83m

o_r~m 1
El modulo de la componente x del campo sera ‘g X‘=|g|cos 45 Gd_ E

m_ 1 m=L18 45 5~200kg

(2427 2 6,67
b) Llamamos A al punto (4, 0) y B al punto (2, 2)
Wrealizado campoA —B — 'AE =-M-AV=-M- (V(B) V(A))
-GM u, 2 _—667 . -
V(B)=———=—-6,67-10 -——
(B)= R 22 V2

V(A)= “GM __ 667102 =-3335-10" "J/kg
R 4

1,18-10"=6,67-10-1-
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—6,67
V2

Trabajo realizado por el campo positivo, es a favor del campo: estamos llevando una masa a
potenciales menores, la acercamos a la inica masa que genera el campo.
2021-Junio-Coincidentes
A.1. a) Planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y centripeta y usando
v=2nR/T ya que es una trayectoria circular

M m v GM

SR=22T°
R ant

_ \/ A7 s _ \/ 47 3_ 6
T=y—— R'=/—————+(2,5/°=1,24-10"s

GM 6,67-10"'"-6
b) La energia minima a suministrar al perdigon para que escape del campo gravitatorio de la bola
(llega a una posicion infinitamente alejada con velocidad nula) es la diferencia de energia entre
ambas situaciones: E orbita + E suministrada = E infinito
En el infinito la energia potencia y cinética es nula.
En la orbita la energia es la suma de potencial y cinética: Em=-GMm/R + 4mv?, y teniendo en
cuenta que v’=GM/R, llegamos a Em= - AGMm/R, de modo que la energia a suministrar, positiva,
sera AGM/R=0,5-6,67-10""-6-0,35-107/2,5=2,8-10"* J
B.1. a) Planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y centripeta y usando
v=2nR/T para trayectorias circulares

Mm oV pnGM o

"R 47
Como se indica el periodo de revolucion de Jupiter y la masa del Sol, podemos calcular el radio de
la 6rbita de Jupiter, para obtener a partir de ¢l el radio de 51 Pegasus b. Tomamos 1 afio = 365 dias.

11 30
R= ﬂjM _§/667 104 '1,99-107 (12365243600 *=7,838-10"'m
T TC

Aplicamos ahora la 3? ley para calcular la masa de la estrella respecto a la que orbita 51 Pegasus b,
del que ya conocemos radio, 100 veces menor que el de Jupiter calculado, y periodo, dato, 4 dias.
_47°R’_ 47°(7,838-10''/100)
" GT*> 6,67-10 "-(4-24-3600)
b) En la orbita la energia es la suma de potencial y cinética: E,=-GMm/R + Y4mv?, y teniendo en
cuenta que v’=GM/R, llegamos a E,= - AGMm/R. Numéricamente
1 n 2,39-10"+(51-1,90-10%) _

w —5+(

1 —(-3,335-107"))=6,91-10""J

realizado campo A — B

=2,39-10"kg

E,=—6,67-10 —~ —9,85-10*J
2 7,838-10/100

2021-Junio
A.1. a) La distancia entre la masa y el punto A usando Pitagoras es

{62+8°=10m y (m)
V(A)=-GM/R=-6,67- 10'“-5_Q~10’3/10=-3,_’34~10’13 J/kg A

g=9g,i—g,j=g-cos(a)i—gsen(a)j 6 o
El médulo es g=GM/R*=-6,67-10""-50-107/10°=-3,34-10""* m/s*

G=-3,34-10""(—= 87 6 j)=2,67-10""1—-2,00-10 "] m/s’

10 10 M

b) Wrealizado campoA — B — 'AEp_'mAV:'m(V(B)_V(A))
V(B)=-GM/R=-6,67-10""-50-10"/8=-4,17-10" J/kg

W tealizado campo A — B = -20-107+(-4,17-107" -(-3,34-107°))=1,66-10" J
Trabajo realizado por el campo positivo, es a favor del campo: estamos llevando una masa a
potenciales menores, la acercamos a la inica masa que genera el campo.

B.1. a) Calculamos el radio de la orbita, planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza
gravitatoria y centripeta y considerando orbita circular por lo que v=2nR/T

B| 8 x (m)
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2
F=F,=»cMM-pY p=CMqp
R R 47

—-11 26

R:i’/ 6,67:19 ?’68 107 (36-3600)°~2,53-10°m
47

8
y=27R_27253°10° | 0 o
T 36-3600

Dado que en 6rbita circular v’=GM/R
E,=E+E=—5MM 1,2 —15Mm

myv =——
R 2 2 R

Numéricamente Em:—EC:%lBSOO-(1,23-104)2N—2,65-10“]

=>FE =—E

[

b) La energia a suministrar es la diferencia de energia entre ambas situaciones. La situacion final
seria un punto infinitamente alejado en el que no tendria energia potencial ni cinética, por lo que su
energia mecanica seria cero. La energia a aportar para que la energia total sea cero, teniendo energia
mecanica en Orbita negativa, es el mismo valor numérico pero en positivo.
Esuministrada:Eﬁnal'Einicial — EsuministradaZO-Em (’)rbita:2,65' 10“ J
2021-Modelo
A.1. a) Asumiendo 6rbita circular, y al ser un periodo tan largo de tiempo consideramos los afios de
27 _ 272,4-10%

T  203-10°-365,25-24- 3600
b) Planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y centripeta y llamamos M a la
masa del centro galactico y m a la del Sol.

=235-10°m/s

365,25 dias (para contabilizar bisiestos) V=

2 2 105\2.9 4.1020
F,=F.>G MT _ V= V'R _(235-10°) 2_,?1 107, o9 10" kg
R R G 6,67-10
B.1. a) Utilizamos directamente la expresion de velocidad de escape, que habria que deducir.
5 GM,
R S M,V
V.= 2@:«R=2 GJE/I o Yo - v"’T=360 -i:10
R vi R GM; My 62
VﬁT
GM,
R, M, R;
b L= =B roggp. 136
gr GM, M. R; 10
R;

2020-Septiembre
A.1. a) Para calcular masa nos basta con el dato de densidad y el dato de radio que nos permite
calcular el volumen asumiendo que es esféricos. Pasamos datos a Sistema Internacional.

M =p-V=p%nR3 =1830-§n (2410-10°)’~1,07-10%kg

Calisto Calisto

La aceleracion de la gravedad es un vector, que sera radial, dirigido hacia el centro, y su modulo

MCaliso —11 1’07.1023
sera 9calisto— G 2 t :6’67 10 . m

Calisto

b) Para calcular el radio de la 6rbita, planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza
gravitatoria y centripeta y considerando 6rbita circular por lo que v=2nR/T

~1,23m/s’

2
Fg:FC:>G ]\142?1 :m%z R3:%T2
T
—-11 27
R=§’/ 6,67-10 }90 10 (16,89-24-3600)*~1,898-10"m
4n
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Dado que en 6rbita circular v’=GM/R
—GMm + 1 mv2 —1 . Mm

E =E +E.= =G =E=—FE,
b 2 R
Numéricamente
27 23
E,=—E,=—t6,67-10 " 29010 L0710 557 4%,
2 1,898-10
B.1. a) La tnica fuerza que actia sobre el satélite es la gravitatoria que es centripeta.
Mm v ST 4 An ps
R GM
_ Ax’ 6 3\3 3
T= — —(3,39-10°+290-10°)’~6,68-10" s
6,67-10 -6,42-10
27(3,39-10°+290-10°
Al ser la rbita circular v=27R =271 : ) <3.46-10°m/s
T (6,68-10°)

b) La energia a suministrar es la diferencia de energia entre los dos puntos

—GMm 1 > —1_.Mm
+—mv=—-G——

2 2 R

A (6rbita, antes de suministrar la energia): E,=FE +E =
B(w): E,=0;E.=0

—1 GMm 1 . Mm
i i E(B)-E(A)=0—(——7)==G——
La diferencia es ( ) ( ) ( 7 R ) > R
23
%6,67'10_11' 6,42-107-1031 ~6,0-10°J

2+(3,39-10°+290-10°)

Numéricamente E(B)—E(A)=

2020-Julio-Coincidentes

A.1. a) Usamos la definicion de g, y simplificamos sabiendo que My=Mr.
gp=2g ﬁeﬁz 6%2 R2:lR2 =R :i_R :L

P T Iai 12? P 2 T p \/2 T \ﬁi

b) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente

alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecénica en un

lanzamiento desde un punto A a una distancia R a un punto B infinitamente alejado: la energia

mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

. M 1
A (superficie): E,=—G—— m ;E,==mv’

R 2
B (oo); EPZO;ECZO
Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape

oMm L =0y =2 M
R 2 R

-6370-10°~4,5-10°m

6,67-10""'-5,97-10*
4,5-10°

B.1. a) La tinica fuerza que actia sobre ¢l satélite es la gravitatoria que es centripeta. Al ser la

orbita circular v=2nR/T

2 23 2 1063
Mm mL:G:4nRZ __4nm (%97 10°) ~6,6710"N kg2
R MT? 5,98-10°-(96,5-60)
b) Usamos directamente la expresion de energia potencial gravitatoria (la deduccidon implica
integrar) y obtenemos la expresion de energia mecanica en orbita

—GMm_'_l 2_—GMm 1 GM _ —1GMm

=1,33-10"m/s

Numéricamente v,= \/ 2

E =F +E = mv = +=m =
m poe R 2 R 2 R 2 R
—-11 24
Numéricamente E, = 6,67-10 5,98 160 6000=—1,72-1011J
2:6,97-10
2020-Julio
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A.1. a) La tinica fuerza que actia sobre el satélite es la gravitatoria que es centripeta
2 27
Mm_ Y wv=,G %:\/6,67 0. L0105 gr 104 mis

R’ R 1,59-10%-10°
5 3
b) Al ser una orbita circular v ~27R T= 27R _ 271,59 10 2 10 =3,54-10"s
T % 2,82-10
Al ser una 6rbita sincronica, el periodo del satélite calculado es el periodo de rotacion pedido.
25
B1.a) ¢g=G %:6,67-10_“-Mm43m/52

(5500-10°)
b) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente
alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecéanica en un
lanzamiento desde un punto A a una distancia R a un punto B infinitamente alejado: la energia
mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

. Mm 1
A (superficie): E,= —GT; EC:Emvi
B (0): EPZO;ECZO
Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape

R 2 R

6,67-10''-1,95-10%

——— =2,17-10*m/s

Numéricamente v,= \/ 2

2020-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) La unica fuerza que actla el satélite es la gravitatoria y es radial si asumimos Orbita circular.
Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando orbita circular.

2
F=F>GMM_pV  _2%R_ g CM 12 p_3CM p
R’ R T 47 47

Si completa 15 oOrbitas en 24 h, el periodo es T=24/15 h. Sustituyendo valores numéricos

Rzi/ 6,67:10"":5,97 10 243600,

47’ 15
Como se pide altura, h=R-R1=6,94-10°-6371-10°=5,69-10° m
b) Usamos directamente la expresion de energia potencial gravitatoria (la deduccion implica
integrar) y obtenemos la expresion de energia mecanica en orbita
_ _—GMm 1 > —-GMm 1 GM _—-1GMm
E,=E,+E = +—mv = +—m =
2 R 2 R 2 R
11 24

Numéricamente E, = —6,67-10 -5,97-107-5800 _ 1,66-10'"J

2-6,94-10°

=6,94-10°m

B. Pregunta 1.-.
a) La unica fuerza que actua el planeta es la gravitatoria y es radial al ser la drbita circular.

Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando orbita circular.

2

F,=F, GMH‘I Fﬁv— v:2nR=>R3— GM 3G1\42T2

R’ R T 4-° 47

Si completa 1 vuelta en 3 afios terrestres, el periodo son los 3 afios terrestres (usamos 365,25 dias)

3 6,67-10*”~6,0-1o3°(

47’

Sustituyendo valores numéricos R= 3%365,25-24- 3600)224,5 10"'m

gt =M,

superficie
superficie g

b) Usando la definicion de campo gravitatorio g=G
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Usamos directamente la expresion de velocidad de escape, que se podria deducir

2
vV,= \/ZG——ML >M = Mﬁc_w
Rsuperfzae b 2 G

R—f (11,2-10%)7

Sustituyendo M, R’ erficie = —gYe e =4,18-10°m
p 296 2-15
R2 . 1062
M — g superfwle 15 (4’ ]-8 %?1 ) — 3’93 . 1024 kg
G 6,67-10

2019-Julio-Coincidentes

A. Pregunta 1.-

a) La unica fuerza que actiia la nave es la gravitatoria y es radial en una orbita circular. Deducimos
la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los modulos,
igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando orbita circular.

Mom _ v\ _27R GM \/GM

v= R——T =>R=
R T 47 47

En un satélite geoestacionario el periodo son 24 h. Sustituyendo valores numéricos
—-11 24
Rzi/ 667:10 59710
47

T’

24-3600)’=4,22-10"m

2-74,22:10’

(24-3600)
b) En la nueva 6rbita varia radio, periodo y velocidad. Se puede resolver de varias maneras, todas
son validas.

La velocidad orbitales v= =3,1-10°m/s

GM M

Y 24
-La mas rapida seria utilizar v’= R >V :\/G R \/6,67 107 597107

199107 =2,17-10’m/s

Otra opcidn, sabiendo radio, es calcular periodo, que se puede hacer de varias maneras
-Con el mismo planteamiento del apartado anterior:

[ 2
v= 2nR SR _GM T'T= 47 AR p3
T 410 GM

4’
6,67-10 "'-5,97-10*
-Usando la tercera ley de Kepler teniendo en cuenta que ambas drbitas son sobre mismo objeto
centrales

T, _T; R
== T, =T, - 5=24-3600- +2°=2,44-10°s
1

R R,

Numéricamente T:\/ (2-4,22-107)°=2,44-10°s

. . 2-7+2-4,22-10
La nueva velocidad orbitales v= T 3 =2,17- 10°m/s
(2,44-10%)

B. Pregunta 1.-

a) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente
alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecéanica en un
lanzamiento desde un punto A a una distancia R a un punto B infinitamente alejado: la energia

mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

. M 1
A (superficie): E,=—G—— m E_E mv>

R
B (): E,=0;E.=0
Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape

—Gm+lmv =0=>v,= 2ﬂ
R 2 R
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6,67-10 "-5,97-10*
2-6,37-10°
b) La energia adicional requerida es la diferencia de energia entre los dos puntos

Numéricamente para R=2Rr v,= \/ 2 =7,906-10°m/s

—GMm_'_l z_—_lG Mm

mv =
R 2 2 R

A (orbita, antes de aportar la energia): E,=E,+E =
B (w): E,=0;E,=0

i i E(B)—E(A)=0— =
La diferencia es (B)—E(A) ( > R >G R

24 3

Numéricamente E(B)—E(A) 216,67-10711-M
2 2-6,37-10

2019-Julio

A. Pregunta 1.-

a) La unica fuerza que actua sobre el satélite es la gravitatoria y es radial al ser la orbita circular.

Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los

modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando 6rbita circular.

—_1GMm) 1 . Mm

=1,56-10"J

2 2
F,=F,>G MT:mL V:ZER:>R3: GM2T2=>T: 47 R’
R R T 4.1 GM

47*-(6,37-10°+5900-10%)°

6,67-10 "'-5,97-10*
b) La energia requerida es la energia a aportar, que es la diferencia de energia entre ambas
situaciones.

=1,35-10"s

Sustituyendo valores numéricos T :\/

) i Mm
A (superficie antes del lanzamiento): E,=—G R

;E.=0

T

B (¢rbita): De igualar fuerza gravitatoria y centripeta en una Orbita circular se llega a
EmZEm+Ep=_GMm 1 > —1_.Mm

+—mv=—-0G

R, 2 2 VR,
—1 GM —GMi 1 1
La diferencia es E(B)—E(A)=7 Rom —( RTm):GMm(R_T_ZRO)
Numeéricamente
1 1

E(B)-E(A)=6,67-10"":597-10**-405( )=1,87-10"J

6,37-10° 2(6,37-10°+5900-10°%)
B. Pregunta 1-.
a) La unica fuerza que actlia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial al ser la érbita circular.
Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando orbita circular.
2 2 p3

Mm: v v:2nR:>R3: GM T2:>M:4TER

R’ R T 4-7° GT
_ 4x°-(671100-10°)

6,67-10""+(3,55-24-3600 )

b) Deducimos la expresion de la velocidad de escape aplicando el principio de conservacion de la
energia mecanica en un lanzamiento desde un punto A en la superficie del planeta a un punto B
infinitamente alejado: la energia mecénica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas
como el rozamiento.

F,=F.>G

=1,9-10"kg

Sustituyendo valores numéricos (radio de orbita)

. M 1
A (superficie): E,=—G Tm;ECZEmvi

B (): E,=0;E.=0
Igualando energia mecanica en A y en B y despejando la velocidad de escape
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oMm L =0y =2 CM
R 2 R

Numéricamente (radio de planeta) v,= \/ 2

6,67-10""-1,9-10”
69911-10°

=6-10"m/s

2019-Junio-Coincidentes
A. Pregunta 1.-
a) Igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta en orbita circular.
Mm_ v’ _ |GM _ |667-10 "-7,35-10%
=M =v= - 3 3
R’ R R 1737-10°+250-10
La energia total del satélite en orbita es la energia mecéanica
_ _—GMm 1 >, —-GMm 1 _GM_—-1GMm_-1_ >
E =E +E_ = +—mv = +=-m = ———=—myv
P 2 R 2 R 2 R 2
-11 22
Numéricamente Em__l 6,67-10"-7,35-10”-1,6-10" ——197-10"J

2 1737-10°+250-10°
b) Deducimos la expresion de la velocidad de escape aplicando el principio de conservacion de la
energia mecanica en un lanzamiento desde un punto A en la superficie del planeta a un punto B
infinitamente alejado: la energia mecénica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas
como el rozamiento.

=1,57-10’m/s

M 1
A (superficie): E,=—G Tm E.= =5m v

B(w): E,=0;E =0

Igualando energia mecanica en A y en B y despejando la velocidad de escape

R 2 R

—11 22
Numéricamente ve:\/26’67 10_-7,35-10 =2,38-10°m/s

1737-10°
Usando la definicion de gravedad como fuerza por unidad de masa y la ley de gravitacion universal

M, 6,67-10 "-735-10%

) ) - 2
9,=G R = (173710°) =1,62m/s
B. Pregunta 1.-
a) La distancia desde el punto A (0, 0) al punto B (2, -2) es y (m)
V2242°=18=2V2m A 2
Se pide fuerza que masa en A ejerce sobre masa en B. Lo podemos x (m)

plantear de dos maneras.
A. Por trigonometria, utilizando el angulo que forma r con el ¢je x,

que son 45°

|13|:6,67-10”-38;5:1,25 10°°N

Calculamos las componentes multiplicando médulo por coseno y
seno, tomando signos de diagrama

F=—|Floos457 +|F|send57=—1,25-10"" 2741251071 j=—8,84-10 "' 7+8,84-10 "' N
V2 2
ici ; o . . e Mm .,
B. Usando la definicion vectorial de la ley de gravitacion universal F=—G——U,
r
— 2 e 2 -,
El vector unitario que va desde el punto A (0, 0) al punto B (2, -2) es ur:ﬁ i 55 j
F=-667-10"22(-L7-—])=-884-10"7+884-10 "' N
8 W2 2

b) Consideramos el trabajo realizado por el campo y llamamos C al punto (2, 0)
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3
242
El trabajo realizado por el campo es positivo: es favor del campo atraer la masa de 5 kg desde la
posicion B a la posicion C mas cercana a la masa A

2019-Junio

A. Pregunta 1.-

a) La distancia desde el punto (4, 3) al origen es Va’+32=5m

Lo podemos plantear de dos maneras

A. Por trigonometria, utilizando el angulo que forma r con el eje x, cuyo coseno 4/5 y seno 3/5.

[g1=6,67-10"" 53_1 33-10 "' m/s*6 N/kg

13

Woye=—mAV=—m(V(C)-V(B))=—5-(—6,67-10 "= —(-6,67-10" "' —=))=1,47""°J

Calculamos las componentes multiplicando méddulo por coseno y seno, tomando signos de diagrama

néd- “n3-

g=|8|cosa i +g|sena j=1,33-10" §z+133 107 5j=1,07-10" "7+8,00-10"% 7 ml/s’6 Nlkg

B. Usando la definicion vectorial 9=—G — U,
r

Lo . ~_—4-+ 3=
El vector unitario que va desde el punto (4,3) al origen es U=—=1=cJ
Usando la definicion vectorial de campo

g=—6,67-10"" 3(?41—21) 1,07-10 " 7+8,00-10 " jm/s*6 N/kg
5

Consideramos el trabajo realizado por el campo
w =—mAV=—m(V (origen)—V{ee})=—0,5-(—6,67 - 10‘“%):3,34 1071

co->origen

El trabajo realizado por el campo es positivo: es favor del campo atraer una masa desde el infinito
acercandola a otra masa.

b) Llamando x a la distancia medida desde el origen en la linea que une el origen con el punto (4,
3), podemos plantear que ambos campos tendran misma direccion en esa linea pero sentido
opuesto, y para que el campo total resultante por superposicion sea nulo, deben tener ambos el
mismo moédulo.

= =g~ |= M rigen \ My, 3) - 0,5 :L
‘gorlg€n| ‘9(4,3)| S 2 G(d(“’g)_x)z P (5 X)Z
_ 5701
1+ m
Matematicamente hay dos soluciones, pero solamente tiene sentido la que estad mas cerca de la masa
de 0,5 kg.
B. Pregunta 1.-
a) La unica fuerza que actiia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial en una 6rbita circular.
Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando orbita circular.

2
Mm mL v:2nR2R3_ GM 3GZ\/.£T2
R T 41 47

En un satélite geoestacionario el periodo son 24 h. Sustituyendo valores numéricos
e §/6,67-10” 5.97:10%,
47
Como se pide altura, h=R-R1=4,22-107-6,37-10°=3,58-10" m
2-74,22-10
(24-3600)

0,1(5—x)’=x’=0,1(5—x)=x=(1+/0,1)x=5+0,1=x ~1,2m

24-3600)°=4,22-10"m

La velocidad orbitales v= =3,1-10>m/s
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? 3,1-10°)
b) La fuerza centripetaes F_,=m Y_=5900 -M: 1,34-10°N
R 4,22-10

La energia total del satélite en Orbita es la energia mecéanica

E—p+p——GMm 1 >, —GMm 1 GM _—1GMm
" L 2 R 2 R 2 R
—11 23
Numéricamente Em=—1 6,67:10 5,97 710 5900 =—-2,78-10"J
2 4,22-10
2019-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) La tinica fuerza que actlia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial. Planteamos la ley
fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los médulos, igualando
fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.

2 2
Fg:FcﬁG Ml;ﬁ :mv—ﬁM:v R
R R G
. 2R -T
Al ser de una orbita circular v= i :>R:;7

viT (2,3:10%)°:30-60
2:nG  2-7-6,67-10""
b) Usamos directamente la expresion de energia potencial gravitatoria (la deduccion implica
integrar) y obtenemos la expresion de energia mecanica en orbita

Sustituyendo M= =5,226-10"kg

E —FE +E :—GMm_i_lmvz:—GMm_}_lmGM:—_lGMm
mopoe R 2 R 2 R 2 R
—11 25
Numéricamente Em:—l GMm-2-n _ 6,67-10 ~-5,226-107-150 n:_3’97.1010J

2 vT 2,3-10%-30-60
B. Pregunta 1.-
a) Planteamos que en una caida de una altura de 10 m con un radio de 8,5:-10° m el valor de la

gravedad es constante, y describe un MRUA

29 _g01mls
58

b

x:x0+v0t+%at2:« 10:%gC 1,58°= gc=

Conociendo la gravedad y utilizando la ley de gravitacion universal
_gcR*8,01:(8,5:10°)
G 667101

b) La tnica fuerza que actia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial. Planteamos la ley

fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los médulos, igualando
fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.

M
9c.=G ?‘::MC =8,68-10" kg

M,m e V'R
Fg:FCzG RZ :mE:MA: G
. 2nR
Al ser de una oOrbita circular v= J,}
2 3 2 L1013
ZAr R 421(1,8 10") =2,96-10%kg
GT® 6,67-10 "+(395-24-3600)
2018-Julio

A. Pregunta 1.-

a) La masa del objeto no depende del punto en el que se encuentra, y en este caso sigue siendo de
50 kg.

El peso del objeto en la superficie de Mercurio es la fuerza gravitatoria que realiza Mercurio: sera
un vector en la direccion de la linea que pasa por el centro de Mercurio y con sentido dirigido hacia
Mercurio al ser la fuerza gravitatoria atractiva. Su méddulo segun la ley de gravitacion universal serd
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M, -m 23
Psuperﬁcie:m'gM:GLz:6367'10_11 M 184 85N

R, (2,44-10°
b) Si llamamos R=Ry+h a la distancia a la la que el peso se reduce a la tercera parte, planteamos
con modulos
1 My-m 1
Py=-P =26——;
R 3

3 superficie

M—
e

P 3R, =R’=V3-R,=R,+h
M
=(vV/3-1)R,,=1,78-10°m
Validamos que modulo del peso a esa distancia y es '3 del calculado en a). También se podria haber
planteado numéricamente partiendo de ese valor 184,85/3=61,6

M . 23.
P=G—tm M 667101 — 23010750 g gy

(2,44-10°+1,78-10°)

B. Pregunta 1.-
a) La tinica fuerza que actlia sobre el satélite artificial es la gravitatoria y es radial. Planteamos la
ley fundamental de la dinamica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los modulos,
igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.

M m v 2 GM

=m—=>V=—

R R
El radio de la orbita es R=R++h=6,37-10°+694-10°=7,064:10° m

—11 24
:\/6,67 10 15.97-10" o0
7,064 -10
6
Al tratarse de una Orbita circular v:2TER=>T:2 T ;300684 i =5912s

b) La energia necesaria a aportar para trasladarlo es la diferencia de energias mecanicas entre ambas
orbitas, que son la suma de energia cinética y potencial. Usamos directamente la expresion de
energia potencial gravitatoria (la deduccidon implica integrar) y obtenemos la expresion de energia

mecanica en orbita
—GMm+1 z_—GMm+1 GM —1GMm

E =E +E_ = —mvi= 8 —_—16Mm
P R 2 R 2 R 2 R
La diferencia solicitada es
-1 GMm ,—1GMm, 1 1 1
A E — E . — E L. =2 —_ | — -_ GM _
m, 6rbita1000 km 1 m,6rbita 694 km 2 R 1000k ( 2 ?694 o ) 2 m ( feg4 o R 1000k )
- AE=%6,67-10""5,97-10*-712 — =8,33-10°J
Sustituyendo 2 ( 7.064-10° 6.37-10°+1000-10° )

2018-Junio-coincidentes

A. Pregunta 1.-

a) La tinica fuerza que acttia sobre la nave (que pasa a ser un satélite al orbitar) es la gravitatoria y
es radial. Planteamos la ley fundamental de la dinamica, segunda ley de Newton, en modo escalar

con los moddulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.
2
Mm R GM
R v

2ntR
Al tratarse de una orbita circular Vv —TCT , que sustituyendo nos lleva a la expresion asociada a
T= \/ A7’ R
GM

-(5000-10°)’=10735 5

la tercera ley de Kepler R’= E—M T°=
T

47
6,67-10""-6,42-10%
Considerando afios de 365 dias, 10-365-24-3600/10735=29377 vueltas.

b) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente

Numéricamente T = \/
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alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecénica en un
lanzamiento desde un punto A en la superficie del planeta a un punto B infinitamente alejado: la

energia mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

M 1
A (superficie): E,=—G vm ;E.=—mv’

R © 2
B (0): EPZO;ECZO
Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A y en B y despejamos la velocidad de escape

R 2 R

-11 23
Numéricamente v, = \/2 06710 64210 _502-10°mis
3397,5-10
B. Pregunta 1.-
- M. .
a) El campo generado por una tnica masa puntual es radial 9g=—G— U, siendo el vector unitario
r

saliente desde la masa. Si llamamos Q al punto (4, 0) en el que se encuentra la masa, el vector
unitario lo que lo podemos plantear como el vector QP (-4, 3) dividido por su mddulo, que es 5 m,

-~ —4- 3=
= +=
de modo que u,= = I 5 J
Por lo tanto g=—6,67-10" ”5i(?4 i +g j)m-s °=8,5376-10 %1 —6,4032-10 > jm-s
b) Planteamos el trabajo realizado por el campo (no el trabajo externo), por lo que usamos la
definicién de energia potencial W oampo origens p=—AE,=—mAV=—m(V,=V . )
M M 4 1 1 _
Wcampo,origen-)P:_ (_Gd__(_Gd_))zlo (6’67 10 114(§_Z>):_]—,334 10 10]
QP QP

El trabajo realizado por el campo es negativo: se trata de un trabajo que hay que aportar
externamente, es en contra del campo, porque estamos alejando una masa (inicialmente estaba a 4
my luego esta a 5 m), llevandola a potenciales mayores.

2018-Junio

A. Pregunta 1.-

mm, , . .
5— U, direccion la

a) Seglin la ley de gravitacion universal, la fuerza es un vector F,,=—G

linea que une ambas masas, sentido atractivo: al ser la fuerza que m, ejerce sobre m; esta dirigida
desde m, hacia m;. (el vector unitario va desde m; a m,). Su modulo es

F=6,67-10 120201 33.10 N

El peso P, es la fuerza que la Tierra ejerce sobre m, , tendré direccion la linea que une el centro

de masas de m; con el centro de la Tierra, sentido dirigido hacia el centro de la Tierra, y modulo

(tomamos como distancia la del radio de la Tierra)

115,97-10*-20
(6,37-10°)°

Aungque no es dato g, podemos validar el resultado, es aproximadamente P=m-g=20-9,8=196 N

b) La fuerza gravitatoria depende de las masas (linealmente) y de la distancia (con el inverso del

cuadrado). Aunque entre m; y m, la distancia sea mucho menor (1 m frente a 6,37-10° m), que

entre m, y la Tierra, la masa de la Tierra es mucho mayor que la de m,. (5,97-10* kg frente a 10 kg)

B. Pregunta 1.-

a) Si la orbita es geoestacionaria, su periodo es T=24 h, por lo que si queremos que el periodo sea el

doble sera de 48 h.

Al indicarse radio asumimos oOrbita circular. La unica fuerza que actua sobre el satélite es la

gravitatoria y es radial. Planteamos la ley fundamental de la dinamica, segunda ley de Newton, en

modo escalar con los modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.

|P,|=6,67-10 =196 N
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F,=F,=GXM_pV :R:Gﬁ/f
R R %
Lo 2nR ) ., .
Al tratarse de una orbita circular Vv =7 - que sustituyendo nos lleva a la expresion asociada a
la tercera ley de Kepler R’= GMZ T°=R=} GMZ T’
4n 47
—-11 24
Sustituyendo valores numéricos R::\g/ 6,67-10 5’97 10 (48-3600)°=6,7-10"m
4r

b) Planteamos la diferencia de energias mecénicas, que son la suma de energia cinética y potencial.
Usamos directamente la expresion de energia potencial gravitatoria (la deduccion implica integrar)
y obtenemos la expresion de energia mecanica en Orbita

E =E +E,= —GMm+lmvz:—GMm+lm GM:—_I GMm
p 2 R 2 R 2 R
La diferencia solicitada es
—1 GMm ,—-1 GMm 1 1 1
AE=E__. . __..—FE .  =—— —(— =—-GMm —
m, orbitaT =48 h m, orbitaT =24 h 2 RT:4gh ( 2 RT:24h) 2 (RT:24h RT:48h)

El radio de la orbita con T=24 h no lo tenemos calculado pero lo hacemos con el mismo
planteamiento de apartado a

_36,67-10""-5,97-10"
47

R (24-3600)°=4,2-10"m

Sustituyendo

1

AE:56,67-10*11 5,97-10°*-10%( 1 1

4,2-10" 6,7-10
El valor es positivo, ya que es energia aportada al tener més energia en la segunda 6rbita (el radio es
mayor y tiene una energia mecanica mayor, nimero negativo de menor valor absoluto).
2018-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) Al tener dos masas utilizamos el principio de superposicion. En el eje x entre las masas se puede
ver que el campo tiene sentidos opuestos y hay un punto intermedio en el que se cancelara, mas
cercano a X; que a X al ser m, mayor que m;. Lo planteamos como moédulos, llamamos x para la
coordenada del punto donde se cancelan medida desde x,=0. Asumimos X,-x positivo (x entre las

2
|
m= X
= 5
Sutituyendo y expresando con cuatro cifras significativas V5x=5—x= x= Torl ~1,545m

)=1,77-10°J

m m
2 o 2=

(x,—x)* m

> > _ 1_ Xa—X
dos masas) ¢,+9,=0=¢g,=¢,>6—=6G

m
2
X

X

Nota: enunciado pide “el punto en el eje X”, y podriamos plantear si hay puntos fuera del segmento
que une las masas en las que también se cancela. Podemos ver que en el eje X fuera de ese
segmento los campos gravitatorios tienen mismo sentido, por lo que no se cancela.

b) Aplicando el principio de superposicion

_ _ m, m, 1
V. =V 4V,=—G—-t—G—2=—6,67-10
4, 4,

2 10

+ =—279-10 " J/k
1545 5-1,545 ’ g

total

B. Pregunta 1.-
a) En una orbita circular la unica fuerza que actia sobre el planeta es la gravitatoria y es radial.
Planteamos la ley fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los

modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.
Mm _ v’ _GM
=_m—=>R=

F,=F =G e R %

o 27 R ) ., .
Al tratarse de una orbita circular Vv :T , que sustituyendo nos lleva a la expresion asociada a
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la tercera ley de Kepler R3:G—N£T2: R= f/G—NiTZ
47 47

—1 30
Sustituyendo valores numéricos R= i/ 6,67-10 21’3 10
47

b) El campo gravitatorio en un punto intermedio lo obtenemos por superposicion. Tendra sentidos
opuestos, calculamos los médulos y comprobamos cual es mayor a esa distancia (aunque a priori
podemos asumir que el campo de la estrella serd mayor)

M 1 1,3-10%
estrella =G —5——=6,67-10 -
Jestell 2 (8,98-10'°—4,6-10°)

estrella

:G szlaneta :6,67 . 107 11 5 ‘ 10_6' 1,38' ]2_030

planeta (4’6 ) 10 )
Vemos que es mayor el gampo generado por la estrella en ese punto, luego tendra sentido hacia
dentro de la estrella, y el mddulo serd la diferencia. Definimos como vector unitario el dirigido
hacia fuera de la estrella

Grotar= Jestretia+ I pianeta=—0,0108637—0,0020489 ) i, ~ —0,00881i.m/s*6 N /kg

2017-Septiembre
A. Pregunta 1.-
a) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente
alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecéanica en un
lanzamiento desde un punto A en la superficie del planeta a un punto B infinitamente alejado: la

energia mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

. M 1
A (superficie): E,=—G Tm;ECZEmVZ

(210-24-3600)°=8,98-10""m

~=0,0108637m/s’6 N kg

=0,0020489m/s°6 N /kg

g planeta

B (): E,=0;E._=0
Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A y en B y despejamos la velocidad de escape
Mm 1 > GM

G mvi=0v,=42 2
R 2 R

b) Utilizamos la definicidon de aceleracion de la gravedad para averiguar el radio
—-11 23
g=GM2:>R= /GM:\/6,67 10 -3,30-10 =2.44-10°m
R g 3,70
_ |,GM _ |, 6,67-10"""-3,30-10"
V,=4/2 =4/2 S
2,44-10

. R =4,25-10’m/s a) La velocidad de escape es la que debe
tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente alejado con velocidad nula. Aplicamos el
principio de conservacion de la energia mecéanica en un lanzamiento desde un punto A en la
superficie del planeta a un punto B infinitamente alejado: la energia mecanica se conserva dado que

no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

M, 1
A (superficie): E,=—G Tm;ECZEm v
B(w): E,=0;E =0
Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A'y en B y despejamos la velocidad de escape

Mm+lmv§=0:>ve: 2—GM
2 R

b) Utilizamos la definicion de aceleracion de la gravedad para averiguar el radio

—11 23
=M /GM:\/6,67 103,30410% _, 40 40
R g 3,70

_|.GM _ |,6,67-10""-3,30-10"
vV, =42 =4|2 S
2,44-10

-G

. =4,25-10°m/s
R

B. Pregunta 1.-
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a) En una orbita circular la unica fuerza que actia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial.
Planteamos la ley fundamental de la dinamica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.

2
FooFeG MMV J@
R R R
o . GM
b) Utilizando el mismo desarrollo de apartadoa R=—;
v

e 27 R ) . .
Al tratarse de una orbita circular Vv =7 - que sustituyendo nos lleva a la expresion asociada a

la tercera ley de Kepler R3=G—MZT2=> R= 13/G—MZT2
4n 4n

6,67-10"-6,42-10%
4’
La energia mecénica es la suma de energia cinética y potencial. Usamos directamente la expresion
de energia potencial gravitatoria (la deduccion implica integrar) y obtenemos la expresion de
energia mecanica en oOrbita y el valor pedido
_ _—GMm 1 > —GMm 1 GM _—-1GMm
E =E +E_= +—mv = +—m =
P R 2 R 2 R 2 R

—11 23
Em:—_l 6,67-10 " -6,42 -710 21 ——2.202-10"J
2 2,042-10
2017-Junio-coincidentes
A. Pregunta 1.-
a) Planteamos conservacion de energia mecanica entre los dos puntos
Mm

R

Sustituyendo valores numéricos R= ‘i’/ (24,62-3600)*=2,042-10"m

] 1
A. Punto de lanzamiento E.= 5 MVionamiento s Ep=—G

Tierra
Mm
R __+h

G

2
lanzamiento R

B. Punto de altura h EFO;Ep:_G

Em(A):Em(B):%mv

Tierra
Mm _ Mm

-G
R +h

Tierra Tierra

1 1
vlanzamienm: \/2 GM ( - R + h )

Tierra Tierra

1 1
6,37-10° 6,37-10°+150-10’
b) La energia adicional a aportar es la energia cinética asociada a la velocidad que tiene que tener
para tener una Orbita estable a esa altura.

Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una Orbita circular estable
Mm v . GM
CG—F=m—=>v =—-—
R R R

o

)=1696m/s

Vlanzamiento :\/2 : 6)67 ) 10711 . 5,97 p 1024' (

o o

1 21 Mm

La energia cinética adicional a aportar sera E= Fmv =5 GT

o

(se podria haber llegado a la misma expresion restando la energia mecénica en una 6rbita circular
con ese radio y la energia potencial esa altura)

16,67-107"-5,97-10*-120
2 6,37-10°+150-10°

Sustituyendo E= =3,66-10"J
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B. Pregunta 1.-

Aunque los puntos se dan con 3 coordenadas (x, y, z) la coordenada z
siempre es 0, por lo que se trata de un problema en el plano XY.
Realizamos un diagrama en z=0 representando los puntos P(1,0), P»(3,4)

yA P (9/2,6)

y P3(9/2,6) P (3.4)
a) Se plantea utilizando la relacion AE,=m-AV aunque se podria haber | °
usando directamente AE,.

El trabajo realizado por el campo para mover m; es 1

Whpsp,=—mAV=—m,(V, =V, )

M M
WPl—)PZZ_Z.(_Gd__(_G?))
2 1

“y

L L 5336-107°s MT P
32,42 1 - P (1,0)
El trabajo es negativo, es en contra del campo: estamos alejando una masa de M y el campo
tenderia a atraerla.

b) Se pide la energia cinética de la particula partiendo del reposo, que por el teorema de las fuerzas
vivas es igual al trabajo total realizado AE =W

(También se puede plantear mediante conservacion de E mecanica). En este caso el tnico trabajo lo

realiza el campo, y el trabajo realizado por el campo para mover m; es

WP3->P2:_3'(_GM_(_GM)>:3'6s67'10_11'50(\/321_'_42_\/(9/21)2+6

Wpp=26,67-10""-50(

=6,67-10"°J
d, d, 2)
El trabajo es positivo, es a favor del campo: estamos acerando una masa a M, la masa m, esta
ganando energia cinética.

2017-Junio

A. Pregunta 1.-

a) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie del asteroide
en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica
entre el punto de lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente.

V.= 2—GM
\“ R
M:p-V:p-§ER3:3000~%n30003:3,39-10“kg

La densidad y el radio los expresamos en unidades del Sistema Internacional como G . La densidad
—11 14
es 3000 kg/m* y el radio 3000 m. v, ,=,/2 %:\/2- 6,67-10 -3,39-10 =3,88m/s

3000
b) Planteamos la conservacion de energia mecénica entre el punto de lanzamiento en superficie a la
velocidad de escape y el punto a 1000 m de altura.

1 Mm
A. Punto de lanzamiento Eczzmvi JE,.=—G
asteroide
1 2 Mm
E==-mv ;E =—G
B. Punto a 1 km de altura E. ) p (Roorot 1000)
E (A)=E,(B)=<mvi-g MM Ly g Mm
2 Rasteroide 2 (Rasteroide+ 1000)
14 14
1(3,88)2—6,67 1071 3,39-10 :l v2—6,67 071 3,39-10
2 3000 2 (3000+1000)
v=+2-5,642925~3,36 m/s
B. Pregunta 1.-
M 0,12-M _ . -10%°
a) g=G——srde s =g,67-10 " 212 LI yeeg 0
Restrella (0’14 ) RS) (0’14 "7 10 )
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, . . e 2mr
b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una orbita circular, y usando Vv =T

G MPréxima Centauri m _ 4 nz Rczirbita - _ i/ G 0112 ) MST2
2 - 2 érbita™ 2
Rérbita T Rérbita 4n
36,67-107"-0,12:1,99-10%+(11,2-24-3600)° o
Rerpita= P =7,23-10"m
T

Comentario: son datos reales aproximados del exoplaneta Proxima Centauri b
2017-Modelo

A. Pregunta 1.-

Resolucion idéntica a 2016-Modelo-A1

B. Pregunta 1.-

Resolucion idéntica a 2016-Modelo-B1

2016-Septiembre

A. Pregunta 1.-

a) Planteamos conservacion de energia mecanica entre los dos puntos

1 Mm
A. Punto de lanzamiento E.= 5m Vi vamiono 3 E ,=—G
planeta
Mm
B. Punto de altura maxima E.=0;E,=—G——7 =R 0™ R
Em(A):Em(B)21mvlzanzamlento_G Mm :_GMm
2 r .
planeta mdx
23 23
1(2 '103)2—6,67 107! '&1032—6,67 107! w
2 4500 * ]_0 rmdx

T max= 5:697 : 106 m= hmdx = 1,197 . 106m
b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una 6rbita circular

2 —11 23
GMm Vs, GM _ \/ 667:10 642107, ¢
r r ro’rbim 5,697 '10

Srbita orbita

>Comentario: la masa del enunciado es aproximadamente la de Marte, que tiene una velocidad de
escape de unos 5 km/s

B. Pregunta 1.-

2wtr

a) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una orbita circular, y usando Vv :T

Mm =m 431:2 ri’rbita :M _ 4ﬂ:zr2rbim _ 43‘[2(0’45 . 108 '103)3
2 - 2 =
r Tr

orbita orbita

= =9,2-10"k
GT*  6,67-107"(28-24-3600) J

-1 9,2 10% _
(100-10°)?

>Comentario: si calculamos la velocidad de escape podemos ver que es proxima a la velocidad de

-11 30
la luz, sin llegar a ser un agujero negro v =4/2 %z 2 6,67-10 9’32 10 =1,11-10°m/s
100-10

G

M
b) Si didgmetro=200 km, R=100 km |gl=G E=6,67- 10 6,14-10"" m/s’

2016-Junio

A. Pregunta 1.-

a) En la orbita eliptica el momento angular se conserva, por lo que su modulo es el mismo en todos
los puntos. Dado que en en perihelio y afelio vector posicion y velocidad forman 90°, podemos
igualar los modulos y llegamos a
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|L - _|L - - . _ Cn . N _ . rperihelio
perihelio| — |~ perihelio rperihelio m Vperihelio_rafelio m vafelio vafelio_ vperihelio
afelio
9
3 206,7-10

Vigelio =26,50° 10 =2——~21980ms "'
249,210

Se puede citar que la velocidad es un vector tangente a la trayectoria y se indica solamente su
modulo. Validacion fisica: en afelio debe llevar una velocidad menor que en perihelio.

b) Con datos de afelio obtenidos en a)

MM

Rt Ll TR Vi
2

a

E =F +FE =—G
ma pa ca r

30 23
n 199-10 642107 | 1 05 10(21,98-10°=—1,869-10"
249,2-10 2
Con esto bastaria, pero hacemos validaciones:
-La energia mecanica también es constante en la orbita, la podemos calcular en cualquier punto.
Para el perihelio con los datos del enunciado
MMy, +1MMV2

p
r, 2

E,=—6,67-10

E,=E,+E =—G

30 23
n,199°10 64210 g 15 .10%(26,50-10°)=—1,869- 10" J

206,7-10 2

-Si usamos expresion general para la energia mecanica en orbita eliptica, en la que se usa el valor

del semieje mayor que es a=(206,7-10°+249,2-10°)/2=2,2795-10" m

E,,=—6,67-10"

£ =l MsMu
2 a
30 23
Emp:—16,67'10_11'1’99 10 6,421110 :—1,869-10321
2 2,2795-10

B. Pregunta 1.-
a) Usamos la ley de Hooke F=kAL, y como el muelle es el mismo, el cociente entre pesos que son

las fuerzas que realizan la deformacion, es igual que el cociente entre alargamientos

P, kAL, AL, 3
= :>PT: PM:
P, kAL, AL, M 1,13

Al ser P=mg y haberse usado la misma masa, la relacion es la misma entre los valores de
aceleraciones de la gravedad.
Si queremos que una masa tenga en Marte el mismo peso que en la Tierra, la masa total hay que

90~239kg . Como se pide la

PM

aumentarla en el mismo factor que la diferencia de pesos m=

1,13

masa adicional, serian 239-90=149 kg.

Planteamiento directo Mg, =(m+M . .ooa) 931= M siicionas =M 3—T —m=90( 1—?3 —1)~149kg
M )

b) Utilizando la constante elastica del muelle, calculamos el valor de la gravedad en la Tierra

g:B:E: k-AL :327.0’03:9,81m/s2
m m m 1
Usamos la definicion de gravedad
M gR; 9,81:(6,37-10°)
T )
2016-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) La distancia entre los centros de ambos cuerpos es la suma del radio de Urano (Ry) mas la
distancia entre sus superficies, mas el radio de Titania (R).

Los radios de Urano y Titania los podemos calcular a partir de g y los datos dados:
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M M . 25
gu=G R—szU:\/Gg—U:\/6,67-10“-%:2,58-10%
U U )

0,37

La distancia entre ambas superficies es d=c-t=3,0-10°-1,366=4,10-10°m
El radio de la orbita de Titania es Ry giania=2,58 - 10"+7,98-10°+4,10-10°=4,37-10° m
b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la 6rbita circular de Titania:

2 2
GMT:mV—2V2:GM=>(2n2R) :GM T _475 R
R R R T R GM

0 o 4 4

M M . 21
g[:GR—;:«R[:\/G?‘:\/6,67-1O‘H-M:7,98-105m
t

t

2
T:\/ 4m =(4,37-10°°=7,54-10°s
6,67-10 " -8,69-10
s ldiaterrestre ,
T=17,54-10"s 243600 5 =8,73 dias terrestres

B. Pregunta 1.-

a) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie de un planeta
en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica

entre el lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente:

GM
V=42 ——
R
Sustituyendo y teniendo en cuenta que Mpiane=2Mrierra, ¥ qQU€ Rpiancta= %2 Rrierra
GM Planeta
vePIanem — RPlaneta _ 2 MTierra RTierra _\/7_ )

= T =
ver, ,,,, \/ GM Tierra M Tierra /2 R Tierra
—

Tierra

MPIane[a
R} 2M . (Rpa)
b) 9 planeta — Planeta — Tierra ( Tlerra) - =8= J plancta= 8 ITierra= 8- 9,8]_ = 78,5 m/ SZ
9 Tierra G M Tierra M Tierra (1/2 RTierra)
RZ

Tierra

La aceleracion de la gravedad es un vector: la direccion es una linea radial a partir del centro del
Planeta, y el sentido dirigido hacia el centro del planeta.

2015-Septiembre

A. Pregunta 1.-

M Rgu erficie
gsuperficie =G SN =M= gsuperficie ’ z; :
superficie
_2-10°
a) 2: 10 =2 4e Rsuperfzae Rsuperficie_ 2 T
L)
M=3-—1—-——=456-10"kg
6,67-10
b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la 6rbita circular del planeta:
2 2
GMT:mV—:vzzGM 2(27521?) :GM e 47 R
Ro RO RO T Ro GM
2
T:\/ 4m (19 30.10%) =5,54-10%5= 15,4
6,67-10 " -4,56-10

B. Pregunta 1.-
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4 3
M p- § T Rsuperficie
gsuperficie = G 2 = G 2 = G p g Yt Rsuperficie
a) superficie Rsuperficie

=6,67-10""-5500- 2 1-5-10°=7.68-10 > m/s’
3

g superficie

b) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie de un planeta
en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica
entre el lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente:

[ GMm Gp%”RB 4
V=2 = 2 2\/2-6,67-10”-5500‘575-(5-103)228,77m/s

2015-Junio-Coincidentes

A. Pregunta 1.-

a) Planteamos la diferencia de energia entre los dos puntos, asumiendo velocidad nula en ambos, y
esa diferencia serd la energia minima a aportar (enunciado habla de energia cinética a aportar; se
puede asumir que se trata de un lanzamiento vertical)

M
1. Superficie: E,=—G Rm
T
Mm
2. Alturah: E,=—G R, +h
La energia a aportar sera
Mm Mm 1 1 h
AE=-G -(-G =GMm(—— =GMm ——+——
R, +h ( R, ) m(RT RT+h) "R (R, +h)
GMm

Para el caso h=Rr la expresion queda A E =R
T

6,67-10""-5,97-10*-10°
2:6,37-10°

b) La energia adicional a aportar es la energia cinética asociada a la velocidad que tiene que tener

para tener una Orbita estable a esa altura.

Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una orbita circular estable

Mm V' » GM
G?—H’ZFﬁV —R—

0 o

=3,13-10"J

Sustituyendo AE=

o

T .. , _ 21 Mm
La energia cinética adicional a aportar serd £= > my = 5 GT En este caso R,=Rt+h = 2Rt

16,67-107"-5,97-10* 10

Sustituyendo E= 5 =1,56-10"J
2 2:6,37-10

B. Pregunta 1.-

N planeta __ M planeta M Tierra __ M Tierra M planeta __ planeta
a) gplaneta_G 2 - 2’ M - > 4M = Y ierra 4M

Rplaneta (2 : RT) Tierra RT Tierra Tierra
Como segun enunciado la aceleracion de la gravedad es la misma
_ Mplaneta _
1= 4M = Mplaneta_4 MTierra

Tierra
b) Planteamos la diferencia de energia entre los dos puntos, asumiendo velocidad nula en ambos, y
esa diferencia sera la energia minima a aportar

Mm
1. Superficie: E,=—G
superficie
Mm
2. Alturah: E,=—G
superficie
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La energia a aportar sera
Mm Mm 1 1 h
AE=-G————(-G )=GMm( - )=GMm
Rsupe(ficie+ h Rsuperﬁcie Rsuperﬁcie Rsuperﬁcie +h ( Rsuperﬁcie ) (Rsuperﬁcie +h )
G4 M m L
planeta frema (2 RT ) (3 RT) 4
Comparando para h =Rt AL = R = 3
Tierra T
GM .. —_—
rem ™ R, )(2R,)

2015-Junio
A. Pregunta 1.-
a) Para calcular la velocidad en una orbita circular, si el didmetro es 2,14-10° km, el radio es
1,07-10° m

v :z.n.Rexterior:2'75'1,07'109

everler T 171,6-3600

Utilizando la tercera ley de Kepler podemos plantear (no es necesario cambiar de unidades los
periodos mientras expresemos ambos con las mismas unidades)

=1,09-10"m/s

exterior

3 2 2 >
;;mrior = ;;Xtemr interior — Lexterior ' ;émrior Riperior=1,07" 10’ i/ 1;‘ 2 N 4,19 10°m
interior interior exterior >
b) Si igualamos fuerza centripeta y gravitatoria en la drbita circular para el planeta exterior:
Mm _ v: . vER_(1,090-10%-1,07-10° _ -
G 2 =m >M= G - 6.67-10" =1,91-10" kg
Si el diametro del planeta es 2,4-10* km, su radio es 1,2:10’ m
M n 1,91-107

La aceleracion de la gravedad en superficiees g=G ?26,67 10 (1 . 107)2 =885m/s’
B. Pregunta 1.-
a) Si el diametro son 6,0-10° km, el radio son 3,0-10* m

M gR®> _125-(3,0-10%?

=G—=>M= =
VR G 6,67-107"

b) Si igualamos fuerza centripeta y gravitatoria en la orbita circular llegamos a la expresion para la
tercera ley de Kepler, con la que obtenemos el radio de la érbita usando periodo y masa.

=1,7-10" kg

Mm v GM _2aR} _, 47 5 _ 3 GMT’
s =mg= R = ) 2T =g R k= 47’
6,67-10°"-1,7-10*-(12-3600)*
Rzi/ o= ( )28,1-108m
T
2015-Modelo

A. Pregunta 1.-
a) Llamamos M=Masa estrella, m=masa del planeta, T=Periodo revolucion planeta

Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la orbita circular del planeta:
2 2 2
2nR . .
G A}i’? =m;—p =y’= G]ZQ\I = ( ;2 ) = GIZQ\I =>R3=Giv[—n€ (R es radio orbita del planeta)
Esta relacion es la 3* ley de Kepler para orbitas circulares.

b) La expresion anterior es valida tanto para el planeta como para la Tierra: planteamos ambas
MT®
47

Planeta: R'=G

2

M., T

. 3 Sol + T
Tierra: R =G—

orbita Tierra ™ 2

(indicamos Resbita Tierra para no confundir con Rrierra)

Por el enunciado tenemos que M=3-Ms,i, y T=Trierma. Sustituyendo y dividiendo ambas expresiones
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3- Mg T
R3 2 -
= 4%# :3 = R:%/3 Ra’rbitaTierra
G M Sol

47"

3
Rérbita Tierra

B. Pregunta 1.-

a) Se indica solamente radio: asumimos planetas esféricos y de densidad uniforme.

4 3
P § Y Rplaneta

M 4 4
& superficie— G 2 , M= P V= P g Yt Rplaneta = 8 superficie— G 2 =G- p- g T Rplaneta
planeta R planeta
4
G pyrsmR
gsuperﬁcieA _ 4 3 4 pA _ gsuperﬁcieA RB _ _
= > —=——--—=3-1=3
gsupeljﬁcie B G . pB . %—JI RB gsupe)ﬁcieB A

b) Introduccion genérica (o bien plantear directamente la expresion para la velocidad de escape)

El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie de un planeta para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con
velocidad nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el
infinito la E, y E. son nulas

%mvz— GMm :0,.vmape:\/2 RGM =\2g

superficie R superficie

superficie superficie

vescapeA — \/2 ) gsuperficieA ) RA — /3 . 1:\/§
vescapeB \/2 ’ gsuperficie B’ RB

1%
. escapeA_i.lo:%m/SmllSSm/S

VescapeB_ \/§ - \/§
Validacion légica: si ambos tienen el mismo radio, pero A tiene mds aceleracion gravitatoria en
superficie, la velocidad de escape de B tiene que ser menor que la de A.
2014-Septiembre
A. Pregunta 1.-

a) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la orbita circular:
Mm_ v . GM _(2«R,) _GM _ ,»_GMT"
=m—>v = = = >R =

R: R, R, T’ R, 7 4x°

No tenemos como datos G y M,pero tenemos como dato la gravedad en su superficie y su radio, por
lo podemos plantear

G

M 2
g superﬁcie: G 2 = GM =& superficie ‘R planeta

planeta

Sustituyendo
» :§/3,71 +(3393-10°)*- (24-3600)°

o =2,01-10"m
T

b) Introduccion genérica (o bien plantear directamente la expresion para la velocidad de escape)

El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie de un planeta para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con
velocidad nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el
infinito la E, y E. son nulas

1 ? GMm = 0 y escape = \/2 GM

— — 3_
=2 G e’ Ropee=12+3,71+3393-10°=5018m/ 5

—myv —

2

Comentario: por los datos de gravedad en superficie y radio, el planeta es Marte.
B. Pregunta 1.-
a) Utilizando el dato de planeta esférico, densidad uniforme, y realizando los cambios de unidades

superficie superficie
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necesarios al Sistema Internacional

M 4
gsuperﬁcie = G M p V p 3 57T Rplaneta
planeta
p % Y Rplaneta 4 n 4
Gupase= 0z =G P TR 1, =667+ 107" 271,33 10°-71500-10°=26,57 m/s”

planeta

b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la orbita circular, calculamos el radio de la orbita

G Mm:mV_2:>v2:GM :><2TER0>2:GM:>R3: GMT2:gsupe}fﬁcie.Ri?laneta'Tz
R, R, R, T’ R, 7 4x’ 47
26,57-(71500-10%)*-(73-3600 )
Rozf/ ST Z 2) ( ) =6,19-10"m
T

En una 6rbita circular
2R o .108
V= O:2 m:6,19-10 :1,48'104171/5
T 73-3600
2014-Junio-Coincidentes
A. Pregunta 1.-

a) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una orbita circular

cMm_ v . GM _(2%R) _GM _ . GMT’
—2—m— Vv = = 2 = = o= 3
R, R, R, T R, 47

No tenemos G y M como dato, pero utilizando el dato de energia mecanica y la expresion para la
energia mecanica para una Orbita circular

— E R
E="1cMm_ cy=—n=n"e
2 R, m
Sustituyendo
E R, T? E ~5-107) (24-3600)°
RiZ—Z#LzR \/ o m r’ _\/_2.( )( > ) :1,38'107711
m 4x’ m 45’ 100 47
E R —5.10’- 107

Gm 6,67-10""-100
B. Pregunta 1.-
a) Si el diametro de la Tierra es 2,48 veces mayor, el radio es también 2,48 veces mayor.

MTierra
M, 443 M, . 248> 2,48’ 2,48 2
= lan:G 5 — lerra <» 981 N1,361’)’1/.5'
g Titan R% ” ( RTie,,m )2 Réierm 4 4,3 g Tierra 4 4 3 4 4’3
2,48

b) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie de un planeta
en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica
entre el lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente:

GM
Tlerra
Tzerm Tlerra Tlmn 4 4 3 s~ 4 23

€ rin \/ GM Tttan Titdn Tlerra

Txtan

2014-Junio
A. Pregunta 1.-
a) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie de un planeta
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en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica
entre el lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente:

V,=4/2 GTM La combinamos con los datos del enunciado: Ma/Mp=3 y Ra/Rp=4

) GM ,
ve*‘: Ry :\/MAEZ 3.1;@
Ve, \/2 GM, |MyR, 47 2
Ry
G£
b) gA,superficie: R, MAR_2_3'i2:i
9B superficie G% My R, 4 16

R}
B. Pregunta 1.-
a) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de lanzamiento para alcanzar una altura
h en la superficie de un planeta en funcion de su masa, su radio y la altura alcanzada, utilizando el
principio de conservacion de la energia mecanica entre el lanzamiento y la posicion de maxima
altura, pero la usamos directamente:

=42GM (i—ﬁ) La velocidad de escape es una particularizacion de esta velocidad para el

R

VL
caso de h=co, con lo que se tiene v,= \/2%

Sustituimos los datos datos y calculamos valores numéricos:
:\/2-6,67-10”-5,97-1024( 1 —— 61 -
6,37-10° 6,37-10°+500-10

vez\/Z *6,67-10 - 5,97‘1024(%
6,37-10

)=3,02:10’m/s

)=1,12-10"m/s

)
Como se indica comparar, lo hacemos cualitativamente: la velocidad de escape tiene que ser mucho
mayor que la velocidad de lanzamiento para alcanzar esa altura, ya que supone “llevar la masa mas
lejos, aportarle mas energia potencial”.
Ni la velocidad de lanzamiento ni la velocidad de escape dependen de la masa del objeto, que son 2
kg segun el enunciado. Esa masa influira en la energia gastada en proporcionar a ese cuerpo esa
velocidad, que supone aportarle esa energia cinética.
b) Aunque se podria hacer numéricamente para la velocidad de lanzamiento calculada en a, y seria
valido y mas corto, lo hacemos analiticamente para expresar esa distancia en funcion de R y h.
Utilizamos la conservacion de la energia mecanica, llamando
A: Situacion de lanzamiento: la energia mecanica es la cinética y la potencial gravitatoria asociada
al radio de la Tierra. Al mismo tiempo, y por conservacion de energia mecénica en la situacion del
apartado a, sera la energia mecénica en el punto de altura maxima

E (A)=tmv-cMn_Looml-_L ) gMm__gMm
2 R 2 R R+h R R+h
B: Situacion donde la velocidad se ha reducido un 10% (pasa a ser el 90% de la inicial) con
respecto a la velocidad de lanzamiento: la energia mecanica es la cinética asociada al 90% de
velocidad y la potencial gravitatoria asociada a la altura que queremos averiguar, que llamamos x.

1 Mm 1 1 Mm _ 081 081 1
Em(B)—Em(vL 0,9)° GR——09 mGM ( )— R+X—GMm( R ReA R+X)

R R+h

Igualando y operando
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Mm 0,81 0,81 1
_GR+h_GMm( R R+h R+x)

~1 _ 0,81(R+h)(R+x)—0,81 R(R+x)—R(R+h)

R+h ™~ R(R+h)(R+x)
—R’—Rx=0,81R’+0,81 Rh+0,81 Rx+0,81 hx—0,81 R*— 0,81 Rx— R°—Rh
(-1-0,81+0,81+1)R°+(—R—0,81 R—0,81h+0,81R)x=(0,81—1) Rh
_ —0,19Rh _ 0,19h

X= =
—R-081h 1+o,81£

Fisicamente podemos validar cierta consistencia: la expresion cumple que si h=0 entonces x=0.

Si h<<R, llegamos a que x=0,19h, que es la expresion a la que se llega si igualamos utilizando la

expresion de energia potencial gravitatoria para h<<R, y en ese caso v;=2gh
mgx+%m(0,9v)’=mgh= gx+10,81-2gh=gh=x=0,19h

Sustituyendo
v=.—0,19-6,37-10°-500-10°

—6,37-10°-0,81-500-10°

Fisicamente podemos validar cierta consistencia: es menor que 500 km, y que estd mas proximo al

punto mas de lanzamiento (donde se tiene el 100% de la velocidad inicial) que al punto de maxima

altura donde la velocidad es nula.

Como enunciado pide “la distancia a la que se encuentra el cohete, con respecto al centro de la

Tierra”, el resultado pedido es 6,37-10°+8,93-10%=6,46-10° m

2014-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) Hay una manera elegante y simple de resolverlo sin ningun calculo (idea de Juan G): el potencial

=8,93-10"m=289km

gravitatorio solamente es 0 en el infinito, tanto para el Tierra 1,510 m Sol
potencial creado por una inica masa como para el %
potencial creado por varias masas, ya que se suman x=0 X 1,510 -x X
siempre potenciales con el mismo signo, luego no puede < e <

haber ningun punto con coordenada finita donde se anule el potencial.

Resolviéndolo de manera numérica, tomamos como eje x la linea que une ambos centros, con el
origen en la Tierra y x positivas dirigidas hacia el Sol, utilizando unidades en m. Con lo que la
coordenada x de un punto sera su distancia a la Tierra, y 1,5-10"'-x sera la distancia de ese punto al
Sol. Utilizando el principio de superposicion, el potencial gravitatorio sera la suma de potenciales
gravitatorios asociados al Sol y a la Tierra. En la féormula debemos utilizar distancias, no
coordenadas, y usamos valor absoluto ya que las distancias siempre son positivas.

— - MTierra MSol _ . o
V=V tiorratV s =—G -G =0 Sustituyendo Mss=333183 ‘Micrra,
x| 1,5-10" x|

1 333183 1 333183

0:|—+—,l =>—1 =17 - 1 Resolvemos desglosando casos de valores absolutos:
A [15-10"=x - K[1,5-10" x|

11
Caso A: x<0 — [x|=-x, |1,5-10"-x|=1,5-10""-x  333183-x=1,5-10"—x=x= ?;31134 =4,5-10°m

No es valido ya que la solucion es positiva cuando la premisa es que fuera negativa.
Caso B: 0<x<1,5-10" — [|x|=x, |1,5-10"-x|=1,5-10"-x
_ L5107 =—45-10"m
- 333182 7
No es valido ya que la solucion es negativa cuando la premisa es que fuera positiva.
Caso C: 1,5-10"<x— [x]=x, |1,5-10"-x|=-1,5-10"+x
1 —-1,5- 10"

333183 - x=—1,5-10 +x=>x= “333184

No es valido ya que la solucién esta fuera del rango establecido como premisa

—333183-x=1,5-10"—x=x

=45-10"m
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Nota: Aunque los resultados fueran validos, su valor es de 450 km, y tampoco serian validos ya que
quedaria en el interior de la Tierra (Rriera ~6370 km) y dejaria de ser valido el modelo de masa
puntual usado para la Tierra.
b) Tomando el mismo sistema de referencia del apartado a) y utilizando la ley de gravitacion
universal y el principio de superposicion tenemos

T e > MTierra - MSol - .

E=Ep, +Eq=G—"(—i)+G————=i=0 Sustituyendo Ms,=333183 ‘Mierr,

x (1,5-10"—x)

0:‘-}+%:333183-x2:(1,5- 10" —x)*=>333183-x=1,5-10""—x
x (1,5-10"—x)

1,5-10" s
Y= A3simaer 010
B. Pregunta 1.-
a) El momento angular es un vector pero se pide solamente el modulo.
Al estar los satélites geoestacionarios en el plano ecuatorial, el vector posicion respecto al centro de

la Tierra y el vector velocidad son perpendiculares, y podemos plantear

|Z|: Ro’rbita ) msatélite ) Vsatélite
Calculamos el radio de la orbita geoestacionaria. Al ser una 6rbita circular, podemos igualar fuerza
2n R,
gravitatoria y centripeta, siendo al mismo tiempo v:T’”}"’” con T=24-3600=86400 s
Mm_ v, GM _(2aR) _GM _ . GMT’ 3| GMT?
G =m—ovy = = = :>R0:—:>R0:
R’ R, R, T’ R, 47° 47
—11 24 2
R0:§/6’67 10 5,972 107"- 86400 =4.22-10"m
4n
2m4,22-10’

[1]=4,22-107-500- =6,48-10" kg -m*- s~

86400
Para calcular la altura respecto de la superficie terrestre, restamos el radio terrestre:
h:Rérbita'Rterrestre:4,22' 1 07'6,37' 1 06:3 ,5 81 07 m

24
b) E,=FE_+ EpZ%mvz—G%:— §4—£1=—6,67 1071 M:_Z,%, 10°T
0 2-422-10

2013-Septiembre
A. Pregunta 1.-

o

planeta

RZ

Planeta

a) g planeta™ G

Como la orbita es circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria y expresamos en funcion de
los datos para el primer satélite, teniendo v,=2nR,/T

: 2 2 53
m&:GMplznemm:}(zﬂfg) :GMp]aneta:GM hmem:4ﬂ: 2R0
R, R, T R, p T
47’ Ry 4n*((3+1)-10°)
Sustituyendo & pumei™ = (3+1)-10%) =54m/s

T Ry (273600)%+(3-10°)°

b) Utilizando la tercera ley de Kepler, utilizamos subindice 1 para datos primer satélite y 2 para
segundo. Segun enunciado T,=2 h.

T R R, 10°
1 1'T2=T1\/ :2\/ (3+1+0,5)-10

il 2
T> R; R, (3+1)-10°
B. Pregunta 1.-
M M 3
== S M=p(4/3)xR
) P e TP

3

=239h
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RS M, R 4/3)n R’ R:
Sa_ 4 -4 123: pA( ) f f Como enunciado indica misma densidad
&s M, M- R, 93(4/3)75RBRA

G_
R}
R
8a_Za 3500 o0 117 BBo6/7~086
2, R, 3000 2,

b) Introduccion genérica (o bien plantear directamente la expresion para la velocidad de escape)

El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie de un planeta para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con
velocidad nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el
infinito la E, y E. son nulas

1 5 GMm :o-vmcw:\/z GM

2mv

superficie Riperficie
,GM,
Vet _ | R _ MARB:\/pA(4/3)nR Ry _Ry__ o
VescapeB 2% MR, pB(4/3)J‘ERBRA R,
R,

2013-Junio-Coincidentes
A. Pregunta 1.-

21 2 4
a) Se pide periodo T=—7G=—"—""—=1,45"10"s

) Sepidep @ 43310
Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una Orbita circular, y expresando en funcién ®

Mm v 2 ;. GM _3GM
G 2 =>R0—\/ 2

=m—=mw Ry>R =

R’ R ®

) o

—11 22
Sustituyendo  R,= i/ 6,67 10 7’_345 - B —297-10°m
(4,33-1077)
Se nos pide altura desde la superficie h=R(-R;=2,97-10°-1,74-10°=1,23-10° m
b) Podemos deducir la expresion para la energia mecanica para una 6rbita circular

1 . Mm 1 7,35-10%-800

E =—G =—6,67-10" =—6,60-10°J
2 Reia 2-2,97-10°
B. Pregunta 1.-
M goR; 9,81:(6,37-10°) a2 o
a =G—==G= = =6,67-10 "N-m -k
) % R; M 5,97-10% I

. L - o . . ., L
Para un péndulo en régimen de pequeiias oscilaciones, se puede deducir la expresion T=2m— ,

) 2
ue sustituyendonosda T,=2 \/
q 4 =™ 9 81

b

~2,84s

24
b g,=64=667-10".— 2710 _qg795/¢

R? (6,37-10°+8-10°)°
L, T,’ 2,83.°
TO—TI—Zn\/;:Ll—gl (Zn) =9,79-( 2n) =1,99m
2013-Junio
A. Pregunta 3.-

Mercul i0 = M gMercurlo RMercurlo 3 7 ) (2440 } 103 )2

=3,3-107k
Mercurio ™ G 6,67 . 10— 11 g

a) gMercurw = G

Mercurio
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p _ MMercurio _ 3,3 ° 1023
Mercurio VMg}‘Curig (4 / 3) T ( 2440 3 103)3
b) Sl go'rbita/ gsuperﬁcezl/ 4 - Rsuperﬁcez/ Rérbitazzl/ 4 - R(’)rbita = 2'Rsuperﬁcie
La energia necesaria es la diferencia de energia mecéanica entre ambas situaciones:
-En superficie la energia es potencial:
23
E,=—G Mm ——6.67-107""- 3,3-107-5000
Rsupe}fﬁcie 2440 10
-En orbita la energia es la suma de cinética y potencial. Si asumimos orbita circular estable,
igualando fuerza centripeta y gravedad podemos deducir la expresion para la energia mecanica

=5423 kgl m’

=—45-10"J

M
Em:_GTmRo’rbita >y SUStituyendO Rérbita = 2'Rsuperﬁcie 5 tenemos que
23
EmZ—G%:—6,67'10 11 w =—1,25- 10°7
22 Rypersicie 2-2-2440-10°

La energia necesaria €s En srbita — Em superficie =-1,25-10'° - (-4,5-10'° )= 3,25-10'° J

B. Pregunta 5.-

a) Falso. El momento angular, como vector y no solamente en modulo, es constante ya que la fuerza
gravitatoria del Sol es una fuerza central. El momento lineal en el afelio es menor que en el
perihelio, ya que en esos puntos, al ser vector posicion r y momento lineal p perpendiculares,
podemos igualar ramva=rpmve y dado que ra>tp, tiene que cumplirse que vp>va

b) Falso. La energia mecénica se conserva en toda la orbita ya que solamente actia la fuerza
gravitatoria del Sol que es conservativa. La energia potencial si es mayor en el afelio que en el
perihelio, ya que la distancia es mayor, y de acuerdo a la expresion para la Energia potencial E,=-
GMm/R, a valores mayores de R tendremos un nimero negativo mas pequefio, que implicara un
valor mayor.

2013-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) Al no existir rozamiento solamente actua la fuerza de la gravedad que es conservativa y podemos
plantear la conservacion de la energia mecénica en el instante de lanzamiento y en el instante en el
que alcanza la altura méxima.

1 M
1. Lanzamiento: EC:—mv2 ; —G—m

2 R
M -2 M,
2. Altura maxima (la altura es R+R/2= (3/2)-R): E=0; E,=—G # 3 GTm
Igualando energia mecanica en puntos 1 y 2
1 Mm -2 _Mm Vv _GM _ [2GM _ [2:6,67-107"-1,25-10% _
P R B S T —J Tsa0r L eeosmls
b) La aceleracion es un vector. Calculamos su modulo e indicamos direccion y sentido
cualitativamente: la direccion serd radial y sentido dirigido hacia el centro del planeta.
23
66T 10" 2210y sy
((3 )R) (%.1,5.106>

=

B. Pregunta 1.-
—GMm =2E,
R

a) Al ser una orbita circular, se puede deducir y manejar a la expresion E,=

2E,R 2-(-3,27-10°)-6-10°
-Gm  —6,67-10""-800
b) La velocidad lineal en la orbita se puede obtener igualando fuerza centripeta y gravitatoria, o
también deducir y manejar la expresion E,= 2E,,y E., =E..

Por lo tanto M = =7,35-10" kg
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_1 5 gy_ 1 2 13,27-10%-2
E=—mv=>-—(-3,27-10")==-800" =y ==
) v ( ) 5 v % 200 904 m/s

v __ 904 4
o= =1,5-10 radls
R 6-10°
Si igualamos fuerza centripeta y gravitatoria, podriamos plantear
-1 2
FCZFQ:»'mcoz RO=GM—§H:«(»: Glg/l _ 6,67-10 7625 10
Ro Ro (6-10°)

=1,5-10*rad/s

2012-Septiembre

A. Pregunta 2.-

a) El trabajo a realizar lo podemos relacionar con la diferencia de energia entre ambas Orbitas:

-El trabajo realizado es la variacion de energia cinética (teorema de las fuerzas vivas)

-El trabajo realizado para ir de 6rbita A a 6rbita B es la variacion de energia potencial cambiada de
signo.

En orbita circular, igualando fuerza centripeta y gravitatoria, podemos llegar a que la energia
mecanica y la cinética son la mitad en valor absoluto que la energia potencial, siendo la energia
cinética positiva.

Situacion A. Roa=5/2 Ry :

M, m M, m 1 . M,m M, m M .m
E =—G =-2G E, ==G = E =—G
P 5/2R, 5R, 2 5/2R, 5R; 5R,
Situacion B. Rg=5 Ry :
E,=—Gar g LlgMm g 1M
Pi T SR, 727 5R, "2 T SR,
-El trabajo realizado por el campo asociado asociado a la variacion de energia potencial:
W = (E,—F )=—(—GarM_(ygMamy_ My
FCA>B ™ pB pA - SRT SRT - SRT
w =—(E ,—E ):—667-10_“-598-1024-&:—5109]
FCA-B pB pA > H 56’37106

El resultado es negativo, trabajo no realizado por el campo sino aportado contra el campo (en
sentido opuesto campo): estamos llevando el satélite a una “altura mayor”, con mas energia
potencial, aportamos energia al sistema.

-El trabajo asociado asociado a la variacion de energia cinética:

1 M,m M, .m M. m | -1 M m
w =E ,—E =—G -G =G ~——1)=—G
Total A»> B cB cA 2 SRT SRT SRT (2 ) 2 SRT
. 400
Wi ass=Es—E.,=—0,5:6,67-10""-598-10" —————=-2.5-10"J
Total A> B B A 5'6,37'106

El resultado es negativo, en la orbita B la energia cinética es menor. Se extrae trabajo/energia del
sistema, que “pierde” energia cinética.

El trabajo total a realizar serd el trabajo aportado para aumentar la energia potencial (cambiamos el
signo porque las expresiones son para el trabajo realizado por el campo, no externamente) menos el
trabajo extraido para reducir la energia cinética:

W o consersativo as 5 =A En =AE ,+ AE,=5-10"=2,5-10"J =2,5-10"J
Nota: podemos llegar a la misma expresion indicando que el trabajo aportado es la variacion de
energia mecanica. Como en las orbitas E,=-E.,

WNa conservativo A B :EmB_ EmA: _(ECB_ ECA) :295 ’ 109‘]
b) Orbita circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria, y v,=2nR,/T
v: GM,m (2nR,} GM, 47°R’ 47%(5-6,37-10°)
m = > = 3 = ST =4——=T= — o
R, R, T R GM, 6,67-10 -5,98-10
B. Pregunta 2.- (Similitudes con 2010-Junio-Coincidentes-B.Cuestion 1: 1/6=0,166, 1/4~0,273)

=5,68-10"s

o
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a) Introduccion genérica (o bien plantear directamente la expresion para la velocidad de escape)

El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie terrestre para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con velocidad
nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el infinito la
E, y E. son nulas

L2 GMm_ :\/2GM
2 RT ’ 7 escape RT *
Se pide la velocidad de escape de la Luna y no disponemos de masa: intentamos relacionar masa de

la Luna con la de la Tierra segun la relacion entre aceleraciones de la gravedad proporcionada:

GM,
4 RR M, R M R? M
@:0,166: L =Lt 11 L= _—1=0,166-0,273
lg+| GM; M; R, M:(0273R,)} M;
R;

2GM #
v, =\/ L=\/2.6,67- 10710,166-0,273%-5,98 - 10 5=2382mls
: R, 0,273-6,37-10

b) Orbita circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria. Pasamos la velocidad a m/s

2 -11 2 24
Yo _ GMsz SR = G]\zlL: 6,67-10 ~O,166-0,32273 -5,98-10 =2.19-10°m

R, R, v, 1,5-10
2012-Junio
A. Pregunta 1.-
a) Orbita circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria. Pasamos el radio de la 6rbita a metros.
Rs=R1+h=6,37-10°+2:10"=2,637-10" m

vo_GMm_ _\/GMT _\/6,67' 10°""-5,98-10*

Ry R VR 2,637-10
b) Si la velocidad se anulase repentinamente, no tendria energia cinética y solamente tendria energia
potencial asociada a la altura de la orbita, y caeria verticalmente. Sin considerar el rozamiento del
aire solamente actua la fuerza de la gravedad conservativa y podemos considerar que hay
conservacion de la energia mecanica.

=3889m/s

Ly M, m
A. Orbita tras el frenado: E,=0,F p:—G
S
. 1 2 MTm
B. Llegada a la superficie. Eczzmvsue,o,Ep:—G 2
T
Igualando energias mecéanicas en Ay B
M, .m M, .m
-G . :lmviltc’lo_G . 2Vvuelo:\/ZGMT(L_L)
RS 2 RT ‘ RT RS
vsuelg=\/2-6,67-10”~5,98-102“( L L )=o7aemis
6,37-10" 2,637-10

B. Pregunta 1.-

a) Orbita circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria. Pasamos el radio de la 6rbita (Ro) a
metros, y obtenemos periodo ya que vo=2nRo/T. Con datos enunciado
Ro=R+h=6,37-10°4+2,5-10"=3,137-10"m

<2nRO;

GM 47’ R;

m—a = jm=4n2R§;:GMTT2:T:\/” 0
R, R GM,

=55276s

_\/ 4-7%+(3,137-107)
6,67-10"""-5,98-10*
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M m . 24'
b) E,=—G—1l=—ge7-10 2810 3000561400,
R 3,137-10

Para la energia cinética calculamos la velocidad con el periodo

1 2WR,, 2-7-3,137-107’
E == =0,5-3000- 2

syml=F) =0, T
También podriamos saber que en una Orbita circular estable la energia mecénica y la cinética son la
mitad en valor absoluto que la energia potencial, siendo la energia cinética positiva.

E,| |-3,81-10" _ 0
E == =1910101)
2012-Modelo

A. Pregunta 1.-

=1,91-10"J

‘R*_7,2:(4100-10° )’
G 6,67-10""

b) Calculamos la diferencia de energia entre ambas situaciones
Mm _—6,67-10""-1,81-10"-3 _

=1,81-10"kg

a) g:G%;M:g

Superficie: E =0; E =—G ——8,83-107J
perf! ‘ r R 4100-10°
P 2 . Mm
OVblta.Ec—Emv JE,=—G R

o

R,=4100+1000=5100km
—11 24
Ep:—6,67-10 LSL10™3 gy

5100-10

Calculamos velocidad en la drbita estable, donde F ,= F

2 11 24
GMm_ 7 /GM:\/6,67 10 LS110" s
R R R, 5100-10

E,=0,5-3-4865°=3,55-10"J
Energia mecénica total en superficie: E=-8,83-10" J
Energia mecanica total en orbita: E,=-7,1-107 +3,55-10" = -3,55-10" J

_ = GMm
2R

Nota: en una 6rbita estable la E,, es la mitad en valor absoluto de laE,, £,

La energia a suministrar es la diferencia: E,-E=-3,55-10" -(-8,83-107)=5,28-10" J
B. Pregunta 1.-

: 1 2 Mm
0rb1ta:EC=§mv ,'EI,:—GR—O
R ,=6370+2500=8870 km

Calculamos velocidad en la orbita estable, donde F )= F

2 —11 24
, SN /GM:\/6,67~10 5.9810%_ 20614
R’ R, R, 8870-10

Ec:%mv2:0,5-1100-67062:2,47-101°J

_ —6,67-10""-5,98-10**-1100
r 8870-10°

E,, total=2,47-10"°—4,95-10"°=—2,48-10""J

b) El momento angular es un vector L=7 X p=7 Xm-V

Al calcular el momento angular respecto al centro de la Tierra para una 6rbita circular, el vector
posicion siempre es perpendicular al vector velocidad, por lo que su médulo sera

2
|ZI=|7|m[v|=8870-10°-1100 -670626,54-1013kng[tambiénJ-s]

E

=—4,95-10"J
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2011-Septiembre-Coincidentes
A. Problema 1.-

a) El momento angular es constante en la drbita al ser fuerzas centrales, por lo que su médulo es
igual entre dos puntos cualquiera de la érbita. Como en perigeo y apogeo los vectores ry p son
perpendiculares, podemos igualar ramva=rpmvy y despejar para obtener el modulo de la velocidad
solicitado.
v, 7,02-10°8,22-10°
ry 10,30-10°
b) El médulo del momento angular es constante en la drbita, lo podemos calcular en perigeo o
apogeo, tomamos uno de ellos.
|L|=r,mv,=7,02:10°-200-8,22:10°=1,15-10" kgm’s~' [también J s
Su direccion es perpendicular al pano de la orbita, y su sentido vendra dado por la regla de la mano
derecha al realizar el producto vectorial de los vectores ry p.
c¢) La velocidad areolar es constante segtin la 2% ley de Kepler. Hay dos opciones
A.-Teniendo el periodo de la 6rbita, se puede utilizar la formula del area de la elipse y dividir por €l
(similar a resolucion apartado a de 2011-Junio-A.Cuestion 1 para orbita circular). Nose da T

=5,60-10"m/s

A

2 2
explicitamente, pero se puede obtener con la 3* ley de Kepler 13:4_“ recordando que para
R GM
orbitas elipticas en hay que usar como R el semieje mayor de la elipse “a”, que podemos calcular
como la mitad de la suma de radio en perigeo y apogeo.
r +7 . 10° 10°
a= apogeo perigeo — 10,30 10 +7,02 10 :8,661067’}’[
2 2
T_\/ 477-(8,66-10°)
6,67-10 "-5,98-10*
Para calcular el area de la elipse debemos calcular su semieje menor, “b”
Una vez conocido el semieje mayor y el apogeo, podemos calcular la distancia del centro al foco
F =7 focoacento= AT periges=8,66-10°=7,02:10°=1,64-10"m
Sabiendo que por geometria de la elipse la suma de distancias entre un punto cualquiera y ambos
focos es constante (mirando en apogeo es ra + (2f+ra) =2a), y tomando los puntos donde cortan
semieje menor y mayor tenemos que la distancia total es 2a. Tomando un tridngulo formado por f,
centro y extremo semieje menor. f+h’=q" luego b= \/(8,66- 106)2 —(1,64- 106)2: 8,5-10°m
Elareaes A=nab=mn-8,66-10°8,5-10°=2,31-10"m’
: dA _2,31-10" wm’
La velocidad areolares ——=—=>——-=2288-10 —
dt  8017,6 ’ s
B.-Usar la relacion de proporcionalidad entre el mdédulo del momento angular, que es constante en
toda la oOrbita, y la velocidad areolar, también constante. La expresion o bien se conoce, o se deduce:
Si planteamos la orbita eliptica y un area diferencial barrida

=8017,6 s

dA= % 7 xd 7| (Lamitad del area del paralelogramo

formado por vectores r y dr)
Operando para obtener la velocidad areolar

dd 1. dF| 1. 5
dt 2 dit| 2 R
o oeow dd 1D i)

C Ll=cte=m|r xv e T
omo || | | dt 2m 2m cle
d4 1,15-10" om’
L0 —88.100
dt ~ 2-200 ’ s

d) La energia mecénica del satélite es constante en toda la orbita. La calculamos en uno de los
puntos: perigeo.

Péagina 44 de 71



mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2024. Soluciones Gravitacién

enrique@fiquipedia.es Revisado 8 octubre 2024
l 2 332 9
Ecper,.geozimvpe,igeo:0,5.200~(8,22.10 )'=6,76-10"J
M. -m _ 107 .10%.
E  =—G—1l= 6,67-10 5,986 10 200:—1,136-1010J
prens ¥ perigeo 730210
Ep=E, perigeo=6,76-10"—1,136-10"'=—4,6-10"J

Nota: la expresion E,=—G —, que seconoce / deduce facilmente para Orbitas circulares es
[P 4]

valida en oOrbitas elipticas si se sustituye el radio r por el semieje mayor de la elipse “a”, calculado
en una de las opciones de apartado c.
Mm _—6,67-10"-5,98-10™-200 _

E,=—G - =—4,6:10"J
2a 2-8,66-10
2011-Junio-Coincidentes
B. Cuestion 1 .-
a)  Orbita circular, igualandoFg:chellegaaEm=_GMm=lE =—F

2r 277 ¢
_—GMm _—6,67-10"-5,97-10"-200 _

E g =—2,65-10"J
"o 3-10
—-11 24
g,==GMm_ 66710 1597107200 __, 35 4,
2r 2:3-10

E=E,—E,=—133-10"—(-2,65-10")=1,32:10"J
b) La energia a aportar es la diferencia de energia mecénica entre ambas situaciones
E (r=4.10"m)=—GMm r:—6,67-10*“-5,93-102“-200 99510
2 2-4-10
AE=E,(r=410"m)—E, (r=3-10"m)=-9,95-10°~(—1,32-10")=3,25-10°J
2011-Septiembre
A. Cuestion 1.-

L _Fl_GM -
] ZQZ G > En la superficie, si el radio del plantea es R, gl=
r

GM

2
RP
La aceleracion de la gravedad es una magnitud vectorial; tomando el origen de coordenadas en el
centro del planeta y considerando %, un vector unitario que va desde el centro del planeta (lo
asumimos homogéneo y su centro geométrico coincide con el centro de masas) hasta el punto de la

superficie del planeta

a)

v - —GM .
g=—g |HFT% El signo menos indica que esta dirigido hacia el centro del planeta.
p
GM
- 2 2 -
. S su erfice| __ RT _ 4RT _ = | _ S su erficie| __ 9,8 _ -2
b) Si =Ry, r=R+h=2Rr; g.h = a =4= |gh|_pT_ 1 =2.45ms
(2R,

B. Problema 1.-
Endrbita circularestable, F ,=F

a) 2 10—l 102
GMm_, /GM:\/6,67 107 S9810% 44
R R, R, 2,26:6,37-10
Nota: la velocidad es independiente de la masa de la sonda.
—11 24
b) E,= GMm _ —6,67-10 -5,98 106 1000 =—277-10
R, 2,26-6,37-10

o
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Orbita circular , igualando F,=F sellegaakE, = _Zﬂ:% E,=-FE,
r
C) B
E = Cz;Mm:o,5~(—2,77~1010):—1,39-10”’J
r

d) La energia a comunicar es la diferencia de energia entre ambas situaciones.

En el infinito la E, y la E. es cero, por lo que la E,, es cero.

AE :Einﬁnim'E()rbita:O'('l,39'1010) = 1,39 1010 J

2011-Junio

A. Cuestion 1.-

Nota: suponemos ciertos los datos (el radio real de una érbita geoestacionaria no es 3,6x10" m,

el dato suministrado es el valor real de la altura de una orbita geoestacionaria)

a) Como la orbita es circular y seglin la tercera ley de Kepler la velocidad areolar es constante
et m(3,6:107)

areolar — T - 24-3600

v =4,7-10" m’/ s

b) El momento angular es un vector L=7 Xp=7 xm-V . Si es geoestacionario la orbita esta en el
plano ecuatorial, pero el momento angular es referido a un punto, por lo que no lo hacemos respecto
al centro de la Tierra sino que utilizamos los dos puntos que indica el enunciado.

El momento angular respecto a los polos de la Tierra es respecto a dos puntos que estan en el eje de
giro, por lo que el vector posicion siempre lo podemos descomponer en un vector que vaya desde el
polo hasta el centro de la Tierra mas un vector que vaya desde el centro de la Tierra hasta el punto

de la orbita (y este ultimo vector est4 en el mismo plano que el vector velocidad)
T . A

-

_ L=(7 popoconso* T CentroOrbila) Xm-v o
L= potocenso * MV Couroompisa XMV =L+ 1L,
Para calcular el modulo de la la velocidad,
podemos calcular de manera intermedia la
velocidad angular, o sabiendo que es constante,
utilizar el cociente entre espacio recorrido en la

Polo Norte

PoloCel

o 2T
[vI=
Srbita ciroul
orbita circular |§|:M:2618m/5
243600 -

Si tomamos el plano ecuatorial como plano xy y
el eje de giro en el que estan los dos polos como e¢je z, tomando como sentido positivo el dirigido
hacia el polo norte geografico, tendremos:

¢ Ll :rPolc;‘entro xm T}

* Direccion: perpendicular al plano formado por eje z y el vector velocidad: seréd
direccion radial, misma direccion de vector posicion.

* Sentido: de acuerdo al sentido de giro del satélite, y segiin de qué polo se trate, serd
el mismo sentido que el vector posicion (para polo norte) o sentido opuesto (polo
sur).

* Mbodulo: al ser siempre el vector perpendicular a la velocidad, serd (no se
proporciona como dato el radio de la Tierra, se toma 6370 km.

2
6.37-10°5-10°-2618 =8,3- 10° K& 1 ymbicn J- ]
s
¢ L2:rCenlr_;0rbita Xm-;
* Direccion: perpendicular al plano xy
* Sentido: de acuerdo al sentido de giro del satélite, que tiene que ser el mismo que el
de la tierra, estara dirigido hacia z positivas.

*  Modulo: al ser siempre el vector perpendicular a la velocidad, sera
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2
3.6-107-5-10°-2618 =4,7-10" X8 [ yambion J 5]
S

Fijandonos en los que nos solicita el enunciado, indicamos de manera global el médulo, direccion y
sentido. Realizamos un diagrama en 2 dimensiones mas simplificado donde se ve el angulo que
forma con la vertical: no esta a escala, ya que se ve que |L2‘ > |L1| , por lo que podriamos intentar
aproximar \Z| N‘EZ‘

. Modulo: Viendo que los dos vectores calculados zA
antes son perpendiculares entre si: Polo Norte
ZI=|Zf+[Zf
[Z1=4(8,3-107F +(4,7-10") :

2
|L|=4.8- 1014kg_m [también J s |
s

. Direccion: en una recta que esta en el plano

formado por el eje de la Tierra y el satélite, y que f
orma con el eje z un angulo 0, siendo

_|Ed 4710

1g0===—""—"—"=0=arctg(5,66)=1,4 rad=80° Polo Sur
A REERTE gl5.60)
. Sentido: dirigido hacia z positivas (Polo Norte) o z negativas (Polo Sur),
B. Problema 1.-

a) Aplicando la tercera Ley de Kepler para los datos de la Luna, y teniendo en cuenta que la masa
que aparece en la formula es la del objeto central respecto al que se orbita, en este caso la Tierra, y
haciendo cambios de unidades

T’ _4x° 47 R’ 4-7”(3,84-10%)° W N

e 6= Pl 24 7=6,7-10 2

R® GM M-T? 5,98-10"-(27,32-24-3600) kg
b) De acuerdo a la Ley de Gravitacion universal, la fuerza serd un vector, de direccion la linea que
une los centros de gravedad de ambos cuerpos, de sentido atractivo, y de modulo (mismo médulo
Tierra -Luna que Luna-Tierra pero sentido opuesto)

Fl=gMm_ 6,7-10*”-5,98-101‘;7,35-1022 210N

r 3,84-10

c¢) Para calcular el trabajo podriamos plantear una integral de la fuerza (variable segun la posicion)
en el recorrido, o plantear que  W=—AE  teniendo en cuenta que el trabajo seria el realizado por
el campo y que la masa a mover de 5000 kg tendra Energia potencial respecto de la Tierra y de la
Luna. Despreciamos el radio respecto de la distancia global, pero no para considerar el cuerpo sobre
la superficie de cada planeta.
En el punto final (la Luna)

Mm_ —6,7-107"-5,98:10**-5000 _

9
Ep Final respecto Tierra ™ - G r 3’84 ] 108 - _5,2 1 0 J

_ _Mm_—67-10"7,35-10"5000 _ 10
EpFinalrespectoLuna_ -G r - 1.74- 106 __174 10°J

E, pna=—1,92-10"J
En el punto inicial (la Tierra)
Mm _—6,7-10""-7,35-10"-5000 _

— 7
EplnicialrespectoLuna__G ’ 3 84108 —_6,410 J

_ Mm_—67-10"-598-10**-5000 _ o
EpInicialrespectoTierra__G r - 6 37106 —_3,1410 J
E, piia=—6,4-10"=3,14-10" =—3,14064-10"' J

Calculamos la variacion para calcular el trabajo
W=—=AE,=—(E ,rina—E pinicir) =—(—1,92:10""—(=3,14064-10" ))=—2,95-10"'J

pinicial
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El trabajo es negativo porque claramente no es realizado por el campo, sino que se realiza de
manera externa a €él.
d) Si la distancia a la Tierra es R /4, la distancia a la Luna serd % Ry

M. m
7| _MT(3/4RL)2__T‘32_5,98-1024_ _132
Fil o Mum M (U4R,)] M.~ 73510"
r
2011-Modelo
A. Problema 1.-

a) Aplicando la tercera Ley de Kepler para los datos del planeta, y teniendo en cuenta que la masa
que aparece en la formula es la del objeto central respecto al que se orbita, en este caso la estrella, y
haciendo cambios de unidades (se puede llegar también igualando F, y F.)

T’ _4x’ _M_4n2~R3_ 4-7*-(10%10°)

R GM’'~  G-T* 66710 "(3-365-24:3600)°

1 GMm GM ,_ —GMm
Em:EC+Ep:§mv2—T;[F :Fg:>v2: , = By

=6,61-10" kg

c

b) :—6,67-10*”-6,61-1028-1024

; 2:10%10°
¢) El momento angular es un vector L=7Xp=7FXm-v
Al calcular el momento angular respecto al centro de la estrella para una orbita circular, el vector
posicion siempre es perpendicular al vector velocidad, por lo que su médulo sera

6,67-10 "-6,61-10%*
10%-10°

=-22-10"J

2
|L|:|?|m|$|:108-103-1024-\/ =6,64-1038kng[tambiénJ-s]

\/GM
~11 28
d) V,y ry \/ GM :\/6967 10 6’61 10 :2,35'10781’&61/5

r=2r ;0,=—= =
oo 2r) (2-10%10°)

2 )
B. Cuestion 1.-

GMm _ m> 'v_\/GM

a) Orbita circular F ;= F .; — S

4 r r
5 GM
E, EmAvA Va4 ’ s _7s ;
—4= =(-=%) = =—=<1,luego E, <E. .Tienemayor E el satélite B
EC 1 2 VB GM I’A 4 s
B EmBVB -
B
. GM
E, EmAVA My Va ’ my ry _my . -
b) = =—=(—=) =—= =—=<1,luego E_. <E_ .Tiene mayor E el satélite B
E,_ lm L2 My Vg My GM m, o
2 88 T'p
2010-Septiembre-Fase General
A. Problema 1.-

Solucion 100% idéntica a 2008-Septiembre-A-Problema 2, varia ligeramente enunciado apartado d
B. Cuestion 1.-
GMm _mv’  _ |GM

=
7 r r

a) Orbitacircular F =

Péagina 48 de 71



mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2024. Soluciones Gravitacién

enriqgue@fiquipedia.es Revisado 8 octubre 2024
1 5, 1 GM;
E, ML= S
E,=—GM,—
E, -1
c="_.F =-2E,
EpL 2 DL L
3/2 2
Orbita circularv ;= 2 ;T = dar__2xr _2%r ;T°=4-— ) (Tercer ley de Kepler)
T Vi \/GMT \/GM GM
r

2010-Septiembre-Fase Especifica
A. Cuestion 1.-
a) (Similar a 2009-Septiembre-Cuestion 1-b) Se puede razonar de dos maneras
— El momento angular es constante en la orbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y
afelio los vectores ry p son perpendiculares, podemos igualar ramvs=rpmvp y dado que
rA>Tp, tiene que cumplirse que vp>va
— La Energia mecanica es constante en toda la orbita al ser fuerzas conservativas, por lo tanto
en el punto donde la Ep es menor (perihelio deducible seglin expresion Ep, la Ep sera
minima en valor absoluto pero maxima (es negativa)), la Energia cinética serd mayor y por
lo tanto también la velocidad.

b) Como sdlo actian fuerzas conservativas, la energia mecanica se conserva en toda la orbita, por lo

—GMm 1 2
+=mv

que es la misma en toda ella, incluyendo afelio y perihelio £,=FE + E = p

B. Cuestion 1.-

Orbita circular F,=F_ ;— ;

GMm _mv* _\/GM

7 r r
E _ l 2 _ l GM estrella
Coustoroide 2 M steroide ¥ asteroide = 2 M steroide
r
a) m
— asteroide
E =" OM e
r
E —1
CU.& teroide
ws =" F, =-2E,
E 2 Pasteroide € asteroide
Pasteroide
b) E,=E+E=-2FE+E =-F,

E,=10"J;E,==210"J

2010-Junio-Coincidentes

A. Problema 1.-

a) Segun la segunda ley de Kepler sabemos que la velocidad areolar es constante, por lo que
podemos obtener el periodo del satélite A.

i 2 332

by =lrea_ gy 0= T T (8400-107)
tiempo T, 2210-10

b) Igualando Fc y Fg en orbita circular obtenemos expresion de la relacion entre periodo, radio y

masa del planeta, que es la tercera ley de Kepler
2R, GMm_mv* (2nR,) _GM .T2_4752

=27000s

Orbita circular F ,=F _; v= : , ;TP=——R
roita circular g oV ]/-2 . T2 Ro GM 0
4R, 47°(8400-10°)
Despejando la masa y sustituyendo M= —= ull — ) 224,8-1023kg
GT* 6,67-10"-(27000)
¢) Orbitacircular, igualando F,=F_sellegaaE,= — szr\/lm = % E,=—E,
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GMm ,
—~ 2 2 2
Ful g R _muRop _my_ R,
|FB‘ GMmy my RiA my RzoB
2
R()B
—GMm,

2

R, R
— — oB :37 04 oB :37 8400 —
E,, —GMm, my,R, ~ R,R, 23500

13,2

d) El momento angular es un vector L=7 xp=7 xm-V . Si tomamos el origen de coordenadas en
el centro de la orbita, el plano ecuatorial como plano xy, y el giro del planeta en el sentido de las
agujas del reloj visto desde z positivas, tendremos que los vectores posicion y momento lineal
siempre estaran en el plano xy, y su producto vectorial tendra direccion del eje z y sentido dirigido
hacia z negativas.

El modulo lo podemos calcular teniendo en cuenta que la orbita es circular, por lo que vectores
posicion y momento lineal son siempre perpendiculares, y la expresion de la velocidad la podemos
deducir de la expresion vista en apartado b.

6,67-107"-4.8-10%
8400-10°

2
=1,77-10* kng [también J s |

|i|=|?|m|§|:8400-103-1,08-10“-\/

B. Cuestion 1.-

a) El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie terrestre para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con velocidad
nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el infinito la
E, y E. son nulas

1 > GMm _ _\/ZGM
Smv — _0"vescape_

independiente de la masa del objeto. Lo que si variara con la

2 R, R,
masa serd la energia cinética del objeto lanzado a esa velocidad
GM,
b) @:l: RZL :&.R_%}:&(AI.RLY:?ML: ! :L
‘ng 6 GMT MT Ri MT RL MT 6'16 96
R2
T
\/ZGML
vo | R :J&.&:F AR, _[4_ )
v, \/2GMT M, R, V196 R, 9%
R;

2010-Junio-Fase General

A. Cuestion 1.- (Cuestiones de fechas anteriores donde se piden enunciados leyes Kepler: 2009-
Modelo-Cuestion 1 (39), 2006-Modelo-Cuestion 1 (1 2y 39), 2000-Junio-Cuestion 1 (1°y 29))

a) Ley de las areas. El area barrida por unidad de tiempo por el radio vector que une el Sol y el
planeta, la velocidad areolar, es constante. En una 6rbita eliptica en la que el Sol esta en uno de los
focos segun la primera ley, en el perihelio (punto mas cercano al Sol, radiovector de valor minimo)
la velocidad debe ser maxima para que barra la misma cantidad de &rea por unidad de tiempo que en
otros puntos de la orbita. De la misma manera la velocidad es minima en el afelio (punto mas
alejado del Sol, radiovector de valor maximo), ya que con poco giro el radiovector barre mas area
que en otros puntos de la 6rbita donde el radiovector es menor.

b) Ley de los periodos. Los cuadrados de los periodos son directamente proporcionales a los cubos
de los semiejes mayores de las orbitas. T2 = C-R*.
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2
OrbitaF ,=F; G]\/.zlm SLLBSE M ; Circularv _2nr
& r r r T
GM 47K .2 47 3 3 47
, ;T =’ =Cr dondeC= M
B. Problema 1.-

a) Aplicando la tercera Ley de Kepler para los datos de o, y teniendo en cuenta que la masa que
aparece en la formula es la del objeto central respecto al que se orbita, en este caso Jupiter, y
haciendo cambios de unidades (se puede llegar también igualando F, y F.)

T, 4x’ _ATR;, 4-7°(4,22:10°)
R GM,... "™ G-T2 66710 "(1,77-24-3600)
b) La intensidad de campo es un vector:
- su direccion serd radial uniendo centro Jupiter y centro lo

- su sentido sera dirigido hacia el centro de Jupiter
27
_sumodulo lg=EY =6,67-10" L2100 712m/57 6 Nlkg
r (4,22:10°%)
1 2

c) E==m,v, Necesitamos calcular v, y tenemos varias opciones:

=1,9-10" kg

6,67-107""-1,9-10%

1.Igualando F,y F 'v:\/GMJ”””"’:\/ =17329mls
. g cr Rlo 4’22108

8
2.Orbitacircularv=2nr— 2n4,22:10 =17338m/s

T 1,77-24-3600
E,=0,5-8,9-10"17338°=1,34-10°'J
d) Como es una 6rbita circular, el vector r y el vector v son perpendiculares en todo momento

2
|Z=[7]- m[¥]sen 90°=4.22-10°-8.9-102-17338 =6.51-10° X8 [ también J -5 ]
S

2010-Junio-Fase Especifica

A. Cuestion 1.- (Idéntico a 2005-Junio-Cuestion 2)

B. Problema 1.-

a) R= 12:10*10°=12-10° m
GMm:m_vz.v:\/GM:\/6,67-10—11-5,98,1024

2 ’ 12-10°

7 r
|Iv5|=mv:1000-5765:5,765. 106kg_'m
S

=5765mls

Orbita circular F_=F ;
g ¢ ,

Al ser una 6rbita circular los vectores r y v son perpendiculares en todo momento
2
[|=[7]- m|7] sen 90°=12-10°1000-5765=6,918-10" K& [también J -5]
s

El vector momento lineal si cambia de direccion continuamente, de manera ciclica: siempre es
tangencial a la 6rbita circular.

El vector momento angular no cambia de direccion, se mantiene constante perpendicular al plano de
la 6rbita: el vector globalmente es constante (mddulo, direccion y sentido) al ser fuerzas centrales.

6
b) Orbitacircularvzznr;Tzzmﬂzznlz'lo =130795=3,63h
Y 5765
—11 24
E = GMm: 6,67-10 5,98610 1000:—1,66-101°J
2R 2-12-10
2010-Modelo
A. Problema 1.-

a) Consideramos sélo fuerzas conservativas por lo que se conserva la energia mecéanica
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—GMm
Punto A, lanzamiento: £.==m Vv E P
2 R,
—GMm
. F =0,E =
Punto B, altura 300 km: s Ps (Rr"‘ h)

Igualando energia mecanicaen Ay en B
1 2 GMm_ —GMm \/

2GM (— ! ! —)

2"V TR, _(RT+h) R, Ry+h
v:\/2-6,67-10‘“-5,98-102“( L ! -)=2373,3m/s
6,37-10°  6,37-10°+300-10

_ —GMm _—6,67-107"-5,98-10*-100

b) E, = =—-5,98-10"J
) P TR n) 6,37-10°+ 300-10°

c¢) Calculamos la energia que tendria en orbita, y luego restaremos la calculada anteriormente
E =—GMm ___599.10°s

morbita circular — m -
La energia a suministrar seria AE=Eu, srbita circular— Ep a 300 in=-2,99-10° -(-5,98-10%)=2,99-10° J

GM _ |6,67-10""-5,98-10*
d) Igualando F.y F,, v= \/ 2 2 =7733mls
) Rp+h | 6,37-10° 300-10°
2n(R,+ h 2n(R,+h -10° -10°
e (R, );T: (Ry+h) _23(6,37-10°+ 300 10):5419,53
T v 7733
El periodo también se puede calcular utilizando la tercera ley de Kepler
B. Cuestion 1.-

a) Utilizando la tercera ley de Kepler

1_T
FERPEN

GM
ed

b) Igualando F. y F, en oOrbita circular vV = R

—L.7 —27832—3 415 dias=3 dias , 9 horas, 57,6 min

orbita L

2R
T R. T
& S o S _L—lgzz
v, 2nR, R, T,
T,
2009-Septiembre
Cuestion 1.-

a) Falso. La velocidad de escape es la velocidad que debe tener un objeto para escapar del campo
gravitatorio llegando al infinito con velocidad nula. Utilizando el principio de conservacion de la
energia y teniendo en cuenta que en el infinito la E, y E. son nulas

1 > GMm
Lovie
2 R,
masa sera la energia cinética del objeto lanzado a esa velocidad.
b) Verdadero. Se puede razonar de dos maneras
— El momento angular es constante en la orbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y
afelio los vectores r y p son perpendiculares, podemos igualar ramvs=rpmvp y dado que
ra>Tp, tiene que cumplirse que vp>va
— La Energia mecanica es constante en toda la orbita al ser fuerzas conservativas, por lo tanto

=0,V pyeape =1 2(;M independiente de la masa del objeto. Lo que si variara con la
T
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en el punto donde la E, es menor (perihelio deducible segin expresion Ep, la Ep sera
minima en valor absoluto pero maxima (es negativa)), la Energia cinética sera mayor y por
lo tanto también la velocidad.

2009-Junio
Cuestion 1.-
2
a) Orbitacircular F ,=F ,; %:ﬂ; =M
14 r r
Eﬁ%mvz——GAfm =(%—1)mvzz%l-soo-(@s-103)2:—1,056-10%
—11 24
r:G]i4:6,67~10 ‘5,39910 :9,44.106’%

Como se pide altura desde superficie , restamos radio dela Tierra :
h=9,44-10°-6,37-10°=3,07-10°m
B. Problema 1.-
a) Aplicando la tercera Ley de Kepler

e T [
onus = - ; T Venus: TTW”‘”\/(M B 365 \/(M) :225 dl,as

T?"ierra R?}ierra Tierra 1,49 1011
b) Orbita circular v= 2 j; r =wr
2711,08-10" 4 2711,49-10" )
=== 0 =349-10'm/s;v,, =——222 = _=297-10"m/
Vvens = 535243600 S Viiera= 365.94-3600 s

2009-Modelo

Cuestion 1.- (Cuestiones de fechas anteriores donde se piden enunciados leyes Kepler: 2006-
Modelo-Cuestion 1 (14 2%y 39), 2000-Junio-Cuestion 1 (1°y 29))

a) Ley de los periodos. Los cuadrados de los periodos son directamente proporcionales a los cubos de los
semiejes mayores de las Orbitas. T> = C-R°.

2
Orbita Fg:Fc; GA{WZ — my - V2: GM S¢leular v= 2nr
7 r r T
2 2 2 2
GM :4n2r ;TP = 4n r=Cr dondeC= adl
r T GM GM
b) No se indica el periodo de la Tierra explicitamente, por lo que consideramos un afio como 365 dias
2 2 2
=A% 5 =40 s __4n (1,49-10%10°°=1,97-10" kg
GM GT 6,67-10"-(365-24-3600)
2008-Septiembre
Cuestion 1.-

a) En este caso el vector v tiene el mismo sentido que 1, luego su producto vectorial es cero ya que
el seno del angulo que forman es cero  |L|=[7| m-[3]-sen 0°=0

b) En esa orbita circular el vector v, que siempre es tangencial a la trayectoria y estard en el plano
ecuatorial, siempre formara 90° con el vector r, luego el seno del angulo que forman sera siempre 1.

2
Orbita circular F —=F,; G]\Zm — v V= GM
7 r r
Radio 6rbita=6,37-10°+ 600-10°=6,97-10° m

—11 24 2
6,67-10 .5’968'10 :5’27'1013_kg~m [también J -s |
6,97-10 s
Como soélo se pide modulo, no hace falta indicar direccion ni sentido de momento angular.
A. Problema 2.-

|L|=[7|-m-[p|- sen 90":6,97-106-1000-\/

GMm _mv> _ GM _6,67-10"""-5,98-10*
2 s = 2 T 3\2
r r v (7,5-10%)

a) Orbitacircular F,=F,; =7,09-10°m=7090 km
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—11 24
by £ =—CMm_—667:10759810™100_ s 300,
7,09-10
—11 24
o) E,= GMm: 6,67-10 " -5,98 610 100:—2,81-109J
2r 2-7,09-10

d) Calculamos la energia mecénica en la nueva orbita, y luego calculamos la diferencia
—11 24
—GMm _ —6,67-10 -5,98-10"-100 ——141-10°J
2r' 2:2:7,09-10°
AE=E,'-E,=—1,41-10"—(-2,81-10")=1,4-10"J
Nota: Dato de radio de la Tierra del enunciado no utilizado.
2008-Junio
Cuestion 2.-
a) Se pide momento angular, que es un vector, luego hay que dar médulo, direccidon y sentido
— Direccion: perpendicular al plano de la 6rbita
— Sentido: el asociado al sentido de giro del satélite que fijara la direccion del vector v, tras
aplicar el producto vectorial
— Modulo: como la orbita es circular, el vector ry el vector v siempre forman 90

2
Orbita circular F.=F,; GMm _ mv, V=4 M
r

r'=21,E,'=

rz r

Radio érbita= R+ h=R;+ 1,5R,=2,5R;=2,5-6,37-10°=1,59-10"m

1 —11‘ 1 24 k X 2
6,67-10 5’978 0 30810 M [umbicn -]
1,59-10 s
b) Para que escape del campo gravitatorio, tiene que llegar al infinito, donde tendra energia
potencial y cinética nula sin llega con velocidad cero. Por conservacion de la energia, la energia que
tiene mas la que le comuniquemos sera la que tendria en el infinito.
. B ll . . 24 .
GMm _ 6,67-10" 5,98 1(7) 5000 _ 6.27-10"J
2R 2-1,59-10

|Z)=|7]-m 3] sen 900:1,59-107-5000-\/

A E=E,(w)—E, (orbita)=

2008-Modelo

Cuestion 1. Y
a) Representamos en un diagrama para elegir x ¢ y. Para cada , M M
lado del cuadrado (en diagrama representamos uno de los r
cuatro, entre masas M, y M4), los efectos de las dos masas 1
mas proximas tienen mismo modulo, direccion, pero sentido
opuesto, por lo que se cancelan (en figura g, y ga). 1 8
La distancia de cada una de las otras 2 masas (M, y M) al 14 &

centro del lado es cuadrado es  v2°+1=+5 m.El campo
tendrd una componente en la direccion del lado que también
se cancelara. El campo total sera la suma de las dos r

componentes perpendiculares al lado en el sentido dirigido M| M
hacia el centro del cuadrado. Podemos calcular la componente 1T xm)
x de g y g3 de dos maneras:

A. Por trigonometria, utilizando el angulo que forma r, con el eje X, cuya tangente es 1/2

=

|§X\=G—]¥Icos(arctan(l))
r 2

6,67-10"""-6
5
Como se suma el efecto de dos masas, el valor es el doble, y teniendo en cuenta el signo
&r=—2-7,16-10"7=-1,43-10"T m/s’6 N l kg

. L _ T -._—GM .
B. Teniendo presente que M,ZH y 8=, U
r

1g.|= 0,894=7.16-10"" m/s

Péagina 54 de 71



mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2024. Soluciones Gravitacién

enriqgue@fiquipedia.es Revisado 8 octubre 2024
s,z GM, . GM; . 667106 (27+1/), =6,67-10""6 (27 -1})
8r—=8:178; r? 1 r; 3 5 \/g 5 \/g

. —6,67-107 "6, - “10e 2
=2(——)2i=—1,43-10 "i m/s"oN/k
gr=2 55 ) g

Por simetria, ya que las cuatro masas son iguales, podemos indicar:

Punto entre M, y M,  &,=1,43-10""" jm/s’6 N | kg

Punto entre M, yM;  &,=1,43-10 T m/s’6 N/ kg

Punto entre M3 y My &,=—1,43-10""" jm/s*6 N lkg

b) En el centro de cuadrado por simetria el campo es claramente cero, pero es no implica que el
potencial sea también cero. Por el principio de superposicion, dado que todas las masas estan a la
misma distancia 2 m del centro

—GM ) ~4-6.67 106

— _ =—1,13-10""J/k
r V2 &

Vtota1:4 V:4(

B. Problema 1.

a) La fuerza es un vector, luego debemos indicar modulo, direccion y sentido
— Direccidn radial, en la linea que une centro de la Tierra y centro de satélite.
— Sentido: hacia la Tierra, fuerza atractiva

. = GMm : : P
~ Mobdulo: |Fl= > Necesitamos conocer r, radio de la orbita
r

Utilizando la relacion entre velocidades de escape (se pueden deducir la expresion para la
velocidad de escape, pero la usamos directamente; para la 6rbita hay que tener presente que
tiene energia potencial y cinética, la energia de escape no es idéntica a la que habria en una
situacion similar en superficie donde s6lo hay energia potencial, pero la expresion de la
velocidad de escape es independiente de si el punto inicial tiene velocidad de rotacion o esta
en orbita, porque la velocidad de escape esta asociada a la velocidad total que hay que tener
para escapar)
JGM
Ve érbita _ Ro _\/&_l

= = ‘R,=4R

Vesuperﬁce \/ o) GM Ro 2 ° !

Ry
—11 24
= GMm _6.67:10° 5,98 107200 _ ;) g7
r (4-6,37-10°)
=11 24
b) V:_GM:_6’6(7:237'51’§§)'10 =—1,565-10"J I kg
v . .
o E _—GMm _ —6,67-10"-5.98-10"-200 _ | ccs 100/
" 2r (2:4-6,37-10°) ’

d) Para que sea geoestacionario, el periodo del satélite debe ser de 24 horas, ademas de estar su
orbita en el plano ecuatorial. Utilizando la tercera ley de Kepler

2 2
T2:4—nr3;T:\/ _41175 24(4-6,37-106)32 40464 s #24 horas = no es estacionario
GM 6,67-10"-5,98-10
2007-Septiembre

Cuestion 1.
a) La aceleracion es un vector: calculamos la relacion entre mddulos
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M 4 1
p:7;M:p‘§nR3’.pP:prRP:ERT
GM , 4 s
- 2 p'—J'IZRP 2
€ol_ Rr _Mp R " 377" Ry _Rp_1
"G, M, B 4 TR |g\— |T\— -9.8=4,9m/s’
g p-—nRST P T
R 3
, 2 2n R
b) Orbitacircular F =F ; GMm _ mv V= GM.V: 2

R R, R, ’ T
Utilizamos la tercera ley de Kepler, pero como no tenemos valor de M pero si de g, lo dejamos en
funcién de g, que depende de Rp, no de R,

GM
gp_ 2P P:ngi’
P
2xR,’ R 47°R; 10°
(F2%0) =g TPy 2T e g 2O3TLIO L 400.10°=3 586:10°m
T Ro gPR
2 6\3
r= 27 <Z;5781611003)2:6051s
4.9. (27
b ( 2 )
A. Problema 1.-

a) Utilizamos la tercera Ley de Kepler, que podriamos deducir igualando Fc y Fg
2 24. 2 107" 10%
pod ey \/T szwzi/( 3600)26,67 10'5,96-10
4m 47
Enaltura , descontando el radio terrestre h=4,22-10'—6371- 10° =3,5829-10"~36000 km

b) La energia a aportar es la diferencia de energia entre ambas situaciones.
1.1

=4,22-10"m

AE=E, (6rbita)—E, (superfice)= _Gsz Ro—(_(g;/lm):GMm(z__&+R_T)
AE=6,67-10""5,96-10"20-(—— —+ ! £)=1,15-10"J
2:4,22:10" 6371-10
2007-Junio
Cuestion 1.-
M 4 1
p:7;M:p'gﬂiR3,‘RL:0,27RT;gL:ggT
) GAfL 2 P 4J'CR3
Vs R M Ry TV3TERY 0L R Lo 1P 1 g6
g GM, M; R, oLk R Pr R, Pr 6 Pr 6027
T T
R7 3

b) La expresion para la velocidad de escape desde la superficie de un planeta se obtiene igualando
energia en superficie (potencial y cinética) con energia en infinito (cero)

2GM, 4 KR,
v R M, R, |PL37 R’
= - \/M 7, =L 2L—\/062 (0,27)°=0,213
Ve, \/2GM p _J.CR R 7‘ T
R, 3
B. Problema 1.-

a) Utilizamos la tercera ley de Kepler con los datos de Fobos (también igualando F. y Fy)
253 2. 1033
7 2_4m s M:4n 15 _ 475_(1?380 10°) 2
GM GT’> 6,67-10""(7,65-3600)

=6,44-10" kg
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b) Utilizando la tercera ley

T eimos _ Rbeimos R e | :
TDzezmm — RDSezmos : TDeimOS= Tpobm\/ Deimos ) :7,65 \/( 23460 ) :30,26 horas = 1,26 dias

Fobos A Fobos R popos 9380

O . = —GM M piny, _ —6,67-10""-6,44-10"-2.4-10"
O 2R peimes (2-23460-10°)

d) En 6rbita circular el vector v, que siempre es tangencial a la trayectoria y siempre formara 90°

con el vector r, luego el seno del angulo que forman sera siempre 1.

=-22-10""J

GMm:m_vz_v:\/GM

2

Orbita circular F =F,;

7 r r
—11 23 2
|L|=|7] m-[3|- sen 90° =23460- 103.2,4‘10‘?\/6’67 21;)4606’1‘:; 10 762 IO”kng[mmbiénJ's]
Nota: no se utiliza el dato proporcionado de masa de Fobos.
2007-Modelo
Cuestion 1.-
2
Orbita circular F.=F,; G]\fm = K Vvi= GM
7 r r
a)
_ —E ~9.10°
E = GMm:—mv2=v=\/ ’”:\/ 2-10 =6325mls
b r m 5

) Eczém#:o,s-s (9-10°)*=2,025-10°
E,=E,+ E,=—2-10°+2,025-10°=2,5-10°J
Si la energia mecanica es mayor que cero, el objeto se escapa del campo gravitatorio, y por tanto no
describe ningtn tipo de orbita.
2006-Septiembre
Cuestion 1.-
a) Consideramos so6lo fuerzas conservativas por lo que se conserva la energia mecéanica
—GMm
RT
—GMm
2R,

) | .
Punto A, lanzamiento: £, = F MY E,=

Punto B, altura R=6370 km: £,.,=0/F,6 =

Igualando energia mecanicaen Ay en B
1 > GMm _—GMm _vz\/zGM( _l):\/GM
Ry

2"V TR, TR, R, 2

v_\/6,67~10‘“-5,98-102“
6,37-10°

b) Para escapar al campo gravitatorio terrestre tiene que aportarse como minimo energia para que

llegue al infinito con energia potencial y cinética nula, lo que igualando supone para la Tierra

1. 2 GMm_. :\/2GM:\/2~6,67-10_“'5,98-1024
R 6,37-10°

=7913m/s

=11191m/s

my
2 ° R,
Por lo tanto si se lanza con una velocidad doble que la del apartado anterior, v =2-7913=15826 m/s

si escapara del campo gravitatorio terrestre, llegando al infinito con cierta energia cinética.
2006-Junio

A. Problema 1.-
|P|=m V| ; necesitamos calcular m
o GM, ? GM
a) Orbita circular FC:Fg; zm =y K Vvi=

7 r r
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g apoGMm Lo o
E,=E, +E = +2mv =( 1+2)mv = mv
—2E  —2-(—4,5-10°
m= 5 2= ( 2 7 ):155,4kg
Y 7610

|pl=155,4-7610= 1,175-106kg%
|LI=[71p

s necesitamos calcular v

2
Orbita circular FCZFg ; GMm == GM

2 ’ 2

r r v
—11 24 2
|L]= G¥.|»|:6’67 10 5;98 10 1,175-10°=8,09-10"% ke 2 [también J - ]
v 7610 s
Orbita circular v= 2;;» ;T= 2nr ;antes yadeducidor= Gﬁl luegoT =2n ng/[
v v
—11 24
T=2n 6,67-10 -5,98-10 —5687

b) 7610°
Altura: restamos al radio de la orbita el radio terrestre

h_6,67-10*“-5,98-102“

—6,37-10°=5,17-10"m

7610°
Cuestion 1.-
£go GM GM
=50 = R.+h=vV2R,;h=(v2—1)R,~041 R
a) & 2:><Rr+h)2 2R2T$ T ‘f T (‘F ) T T
Vy GM _ —GM
Vo =0 = R.+h=2R_.:h=R
0 BT T T Ren) 2R, NS
2006-Modelo

Cuestion 1.- (Cuestiones de fechas anteriores donde se piden enunciados leyes Kepler: 2000-
Junio-Cuestion 1 (1°y 29))

a) 1. Ley de las orbitas. Planetas describen orbitas elipticas y el Sol esta en uno de los focos.

2. Ley de las areas. El 4rea barrida por unidad de tiempo por el radio vector que une Sol-Planeta / la
velocidad areolar es constante.

3. Ley de los periodos. Los cuadrados de los periodos son directamente proporcionales a los cubos
de los semiejes mayores de las orbitas.

b) Utilizando la tercera ley de Kepler, y tomando el periodo orbital de la Tierra como referencia

Tzrn RSmn R ran ’ 2871012 :
l;a == [3] 0:>Turano:TTierra e :TTierra ’—11 :8377 aﬁosterrestres
T Tiera RTierra Tierra 1,50 10
A. Problema 1.-

a) Tomamos como eje x la linea que une los planetas 1 y 2, y tomamos el origen de coordenadas en
el centro del planeta 1. Si llamamos x a la coordenada del punto P, dado que los sentidos de las
fuerzas son opuestos, podemos plantear

M 2M D— — D
m m 1 1 X
F=F,:GM,Z=GM,—“— 1= x= A2x+x=D;x=
1 2 lxz Z(D_x)z 2 (D_x)z \/5 1+\/§
4,.83-10" 10
x=222 =2.10"m
1+\/§

b) Como sdlo actian fuerzas conservativas, se conserva la energia mecanica
Tenemos energia potencial de m respecto a ambos planetas, y las sumamos usando superposicion
Punto inicial A, superficie planeta 1:
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ECZ%MVZZO,S-5'103'(2‘104)2:10]2‘]
—6,67-10""-4-10**-5- 10’

=—GM ,— =-222-10"J
R 6-10°
11 24
E,=—GM, m 6,67-10" l20410 :5-10° 55210
: D—Rl 4.83-10"—6-10°

E, =10"-222-10"-552-10"=7,78-10""J
Punto final B, superficie planeta 2:

E’CZ%m(V')2
—6,67-10"""-4-10*-5-10° 7
E =—GM, -2 ="5 =—2.76-10"J
” ' D—-R, 4,83-10"°—6-10°
—11 24 3
E = G, M = —6,67-10""-2 zl 10%:5-10 445.10"
2 R, 6-10

E' =E'—2,76-10"-4,45-10"=E "' —4,45-10"
E, =E, ;7,78 10“—E' —4,45-10";E",=1,22-10"%J

Comentano. se ven posibles aproximaciones:

Como D >> R, y D >> R, podriamos aproximar D-R; y D-R, a D

Como D >> R, y D >> R, en cada una de las dos situaciones prevalece la E, respecto al objeto mas
lejano, ya que es mayor (un nimero negativo mucho mas pequeno)

2005-Septiembre y (m)

Cuestion 2.-

a) Cualitativamente, por la configuracion de la figura, tomando
como eje x la linea que une las masas M, las componentes de la
fuerza resultante en el eje x se cancelan, quedando sélo
componente en el sentido de las y negativas. El valor absoluto de
la fuerza de ambas masas sobre m' es el mismo ya que ambas
tienen la misma masa y estan a la misma distancia, por lo que su
modulo serd la contribucion de una de ellas multiplicada por dos.
Podemos calcularlo de dos maneras:

A. Trigonometria. Calculamos la componente y multiplicando el médulo por el seno de a, y
multiplicamos por dos para sumar el efecto de ambas masas.

F=26M" senai=—266710"2202 (0 4505=—1.89-10"F N

: L _ T ._—GM
B. Teniendo presente que ,=m y &=, U
r

El vector que vade My aAes i+ j yladistanciaentre ellos 1%+1°=v2 m
El vector que vade MyaAes —i+; yladistanciaentre ellos 1%+ 1°=y2 m
Mm' (i+j) Mym' (=i+j)_ 120-02 1 -

F=—G———+2"—-G ~2:6,67-10° —j=—1,89-10"N
2 V2 2 2 2 V2! ’
F(4) - o, .

b) a(4)= (4)_=1.89-10° =-9,4510""j mls’

_om' 0,2

o _F(B) _—

a(B)= o =0 yaque en B por simetria la fuerzatotal es nula

A. Problema 1.-

a) La intensidad de campo gravitatorio es un vector, indicamos modulo, direccion y Direccion
radial, en la linea que une centro de la Tierra y centro de satélite.
Sentido: hacia la Tierra, fuerza atractiva
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—11 24
g GM 667107598 10" )
Modulo R 7 6
o (g‘ 6,37-10°)

2 ~11 24
b Orbita circular F ,=F ,; ijzmzﬂ;vz GM _ 16,6710 -5,9810 =7326mls
) ¢ R R | R 7 6
0 0 0 3-6,37-10

7 6
2%R, ‘T_anO_ZJ'Eg~6,37~IO

T v 7326
2 2 ’
adi; R?,:\/ jln 24'(1'637'106) =6374s
GM 6,67-10"":5,98-10* "6

—11 24
g —=GMm_~6.67:10""5.98:10"400 _ | (7100

©) R, 2%-6,37-106

Orbita circularv= =6374s

Tambiéen T :\/

d) Se pide variacion de energia potencial, no de energia mecanica

ANE=E —E) .:—GMm_(—GMm)
P P }eo IeT
A E=6,67-10""-5,98-10**-400( 1 i 1 )=3,58-10"J
6,37-10° Z.6,37-10°
2005-Junio
Cuestion 2.-

GM, ’ GM
En ambos apartados, para orbita circular de radio 6rbita R, F g=F o R 2m = n;v vi= R

o

> 1 GM _1GMm

8) Ee=gmv=gmp=37R,
B 1 5 GMm_GMm, 1 _\_ —GMm_1
b) Em—EC+Ep—2mv = (2 )— > —2Ep

A. Problema 1.-
a) Utilizando la tercera ley de Kepler

R,=R,+ h=6,37-10°+ 655-10°=7,025-10°m

2 2 2
=40 Rf,,-T:\/4“ R3:\/ el (7,025-10°)=5858 s

- GM GM "\ 6,67-107"5,98-10*
—11 24
by £,=—GMm_ 66710 159810100, gy,
oR, 2-7,025-10

¢) Como es una orbita circular los vectores r y v forman siempre 90°
GMm _mv* = GM
2
6,67-10"""-5,98-10*
7,025-10°

Orbita circular F ,=F ,;

2
|L|=[7|m || sen 90 0:7,025-106-100-\/ =5,29-10" kg 2 [ también J -5
S

GM ,

g, R Ry (637:10°) _

g GM; R (7,02510°)
R;

2005-Modelo

Cuestion 1.-

d)

b
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a) Falso. Para escapar al campo gravitatorio terrestre tiene que aportarse como minimo energia para
que llegue al infinito con energia potencial y cinética nula, lo que igualando supone para la Tierra
un valor de velocidad independiente de la masa.
15 GMm_, \/ 2GM
—mv,— =0,v,=
Ry Ry

2

b) Verdadero, haciendo los célculos. El trabajo a realizar es la diferencia de energia entre la energia
que tiene en Orbita (el radio de la orbita es el mismo en los dos casos) y la energia que tiene en la

superficie. Si hallamos la expresion para una masa cualquiera y una altura de orbita cualquiera

—GMm —GMm
Energia en orbita: £,=E,+ E .= TR Energia en superficie: £,=E,= R
T

o

Energia a aportar, que es el trabajo a realizar, espresada en funcion de la masa del satélite, que es lo
unico que varia entre los dos casos.
1

_—GMm [ —GMm_ 1\ _
A E= R —( R, )——G m(T&—R—T)—COHSlame‘m Se ve que a mayor masa, mayor

0

trabajo a realizar.
2004-Septiembre
Cuestioén 1.-
a) Utilizamos la tercera ley de Kepler
2 3 3 3
D = By T s = TTierya\/(%) =365,25 \/(@) =224,65 dias terrestres

Tz 13 > 5 Venus C'8,31

Tierra Tierra

_2mr 2-73-10%6,01-60

Tierra

b = = =35019 m/
) T 224.6524-2600 s
A. Problema 1.-
2
p:M: M ;g= Gﬂf ﬁMzi(Rzmdiodel planeta , en superficie)
V 4J'CR3 R G
a) 3
2
=38R ;3 & _ > o2 =693548
4G R 47GR 4-71-6,67-10""-3200-10 m

Se pide también la velocidad de escape, v,=4/2 G%

Para no calcular la masa del planeta como dato intermedio ya que no se pide, expresamos el

producto GM en funcion de los datos del enunciado

GM
9="3 >GM=gR* y =\2gR=12-6,2-3200-10°=6299m/s

b) La energia a comunicar es la diferencia de energia entre la energia que tiene en orbita y la
energia que tiene en la superficie.
—GMm : —GMm

5 R, Energia en superficie: E,=E,= R
Utilizamos la tercera ley de Kepler con los datos de que el periodo son dos horas y la masa para
calcular el radio de la orbita.

2 2
r=4% pi— 47; Rf,:zRO:i/
g

Energia en Orbita: E,=E +E =

T%. g R? :i/ (2-3600)>6,2-(3200-10°)°

- - =4,37-10°m
47 4n

GM 2
Energia a comunicar

—GMm —GMm 1 1 21 1
AE= R — =—GMm(= R, ——)=—gmR’(= R, ——
AE=-6,2-50-(3200-10")*( L ! )=6,29-10°J

2.437-10° 3200-10°
2004-Junio
Cuestion 2.-
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a) El momento angular es constante en la Orbita al ser fuerzas centrales, y es el mismo en el afelio y
perihelio.

b) El momento lineal y la velocidad es mayor en el perihelio. Se puede razonar de dos maneras
— El momento angular es constante en la orbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y
afelio los vectores r y p son perpendiculares, podemos igualar ramva=rpmvp y dado que
ra>Tp, tiene que cumplirse que vp>va
— La Energia mecdanica es constante en toda la orbita al ser fuerzas conservativas, por lo tanto
en el punto donde la Ep es menor (perihelio deducible seglin expresion Ep, la Ep sera
minima en valor absoluto pero méxima (es negativa)), la Energia cinética serd mayor y por
lo tanto también la velocidad.
c¢) La energia potencial es mayor en el afelio, ya que al ser la distancia mayor en afelio, segun la
—GMm
R
d) Al haber so6lo fuerzas conservativas la energia mecéanica se conserva en toda la orbita, y es la
misma en afelio y perihelio.
2004-Modelo
Cuestion 1.-
a) El momento angular es constante en la drbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y afelio
'p_Va_14

los vectores r y p son perpendiculares, podemos plantear 7 mv =r,mv,= POy 0,7
A P

expresion £, = sera un nimero mayor (un numero negativo de menor valor absoluto)

—GMm
E r r
b) Pi— A :—P:E :0,7
E, =-GMm r, 20
I'p
A. Problema 1.-

a) Utilizando la tercera ley de Kepler (habria que deducirla)

T R’ , g 103 PPSAE
zmnda — ;onda ; Ts(mda: Tsatélite _sonda_ :7’7\/ 3390 10 + 4(10 10 — 1’97 h
Tsutélite R satélite satélite 93 90 -1 O

También se puede hacer antes apartado b y calcular primero masa, y luego T.
b) Utilizando la tercera ley de Kepler (habria que deducirla)

a7’ 4R’ 47*(9390-10°) -
’=——"PRosM= = =6,38-10"%
GM GT* 6,67-107"+(7,7-3600)’ &
_GM _6,67-10"-6,38-10° __ _m
-2 3\2 “3’7_3
R (3390-10°) s
2003-Septiembre
A. Problema 1.-

a) Utilizando la tercera ley de Kepler, ya que conocemos periodo y radio orbita
2 253 2 . 3\3
A e S T
GM GM 6,67-10 -5,98-10
b) El momento lineal es un vector; sera siempre tangencial a la orbita, y su modulo sera
2R . -10° .
o_100-277100-10 — 749506 kg-m
T 5952 s

El momento angular es un vector; serd perpendicular al plano de la 6rbita, formaré siempre 90° con
el vector r, y su médulo sera

2
|Zl=|7m [ sen90°=R,|5|=7100-10°-749506 =5,32-10" kg [ también J -s ]
S

=5952 s

[pl=m[v|=m
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_ _—GMm  —GMm ,_ 11
0 AEP_EP,;,W_E Poperice Rs _( R2T )__GMm (E_R_zr)
A E,=—6,67-10""5,98-10*-100( 1 S— 1 -)=6,4-10°J
7100-10°  6,37-10
21 R 2 103 \2
E.=tmy=Lm| 225 =0 5.100.| 220010 5 51070
0 2 T 5952
=11 24
E,=E+E,=2810"- 6,67-10 5,98 310 100_ 58107
| 7100-10

También podriamos haber razonado directamente que en orbita circular E,, =- E. = 1/2 E,
2003-Junio

Cuestion 1.-
M 4 1
p:7;M:anR:;;RP_ERT;pP_pT
GM , 4
a) 2 pp_TCR?oR?-
g Ry 73 —RP—l 1 _ m
g, GM, 4 R, 2 8r=58r=0.59.81=4.905

3 2
5 Pr 3 TR Rp
RT
b) La velocidad de escape se obtiene igualando la energia mecdanica en superficie con la energia
mecanica en infinito (cero), con lo que se llega a la expresion

%mvz—%202ve= 2%2\/2gR
v, 20, R
‘P:&#:\/l-lzi:ve =0,511,2-10°=5,6-10 m/s
v, V2g R, 122727
A. Problema 1.-

a) El momento angular es constante en la orbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y afelio

los vectores r y p son perpendiculares, podemos plantear
r4V4_6,99-10"-3,88-10" 4
romyv,=r,my,=2v,= == p =5,9-10"m/s
A A P P P rP 4,60‘1010

Ec=%mv2:0,5-3,18-1023'(5,9-104)2:5,5'1032]

=—9.18-10"%J

b) g ——GMm_ —6,67-107""-1,99-10%-3,18-10%
! 4,6:10"
E,=E +E, =5510"-9,18-107=-3,68-10"J

o) |[Pl=mp|=3,18-10"5,9-10'=1,88-10" kg =
S

2
|Z|=|7|m | sen90°=R|pl=4,6-10"-1,88-10*=8,65-10" kg [ también J - 5]
S

d) Energia total: igual en afelio y perihelio, ya que se conserva al haber solo fuerzas conservativas.
Momento angular: igual en afelio y perihelio, ya que se conserva al ser fuerzas centrales.

Energia cinética y potencial: distinta en afelio y perihelio al depender de la distancia.

Momento lineal: distinto en afelio y perihelio al haber distintas velocidades.

2003-Modelo

Cuestion 1.-
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Mp=2TM;v, =3v,

2GM,,
v, R My, R 27-R R 2
a) L= L :\/ P-—T:\/ T:3:>—T:3—:lm()’33
Ve, [2GM, M; R, R, R, 27 3
RT
GM ,
b) Er Ri’ &(&)2 27-1 _
g GM, M, R, 3°
R;
A. Problema 1.-
a) Utilizamos la tercera ley de Kepler
’ GM, T .
iatélite = 4—75 iatélite = Rsatélite = ' L 2 e
GM.hipiter 47
Expresamos la masa de la Jupiter en funcion de los datos proporcionados
GMTierra gTierra'RY% 320'gTierra'R§"
M Jupiter = 320 M Tierra » 8 Tierra = R; = Tierra = T , MJlipiter :T

Despejamos el Radio de la orbita del satélite, y calculamos altura
i/320- e RE T e i/ 320-9,8+(6,37-10°)(9-3600+ 50-60)°
47° B 47°
Vo=t R =1320%nR3 >R, =VI320 R

Jupiter — 3 Jupiter Tierra Jupiter Tierra

satélite ™

=1,59-10°m

h=R R i =1,59-10°—=1320-6,37-10°=8,91-10" m
27 R e _ 2+7-1,59:10°

T 7 9-3600+ 50-60

satélite

b) Orbitacircularv = =28221mls

satélite

2002-Septiembre

A. Problema 1 .-

a) Si el satélite pasa sobre un punto cada dos dias, el periodo es T = 2 dias. Utilizamos la tercera ley
de Kepler

2
2 _ 47 R3 =R '\

i/ GMTTfa,é,,»m_i/ 6.6710":5.9810" (2:24:3600F _ oo

satélite ™ G MT satélite satélite ™ 43_52 - 43‘(2
h=R.,..—R;=6,707-10"=6,37-10°=6,07-10"m
b) La energia a comunicar para colocarlo en esa orbita desde el lanzamiento es la diferencia de
energias entre Orbita y situacion de lanzamiento

—GMm —GMm
En orbita £,=E+E = R : En lanzamiento: £,=E,= R
T

Energia a comunicar para llevar a orbita:
—GM, —GM,
AEél‘bita: G m_( G m):_GMm( T Ty
2Rsatélite RT 2R RT
La energia de escape es la energia a comunicar para que escape del campo gravitatorio terrestre,
llegando al infinito con energia cinética nula. Por lo tanto esa energia es en valor absoluto, la

energia potencial gravitatoria.

satélite

1 1 )

satélite

) ) AE _GMm
Energia a comunicar para escape: escape = p
T

La relacion entre ambas es
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AE _GMm'(le _RL) “R 6
orbita — satélite T — T + 1: _6,37'107+ 1:0’9525:95’25%
A Ee.vcape GMm 2Rsatélite 2677110
RT
2002-Junio
Cuestion 1.-
4 5
Gp-mR
a) GM 3 4 3g 3.6 kg
= = =o0=—nGR=>p= = =7158—=
TR R’ P3 P47 GR 47-6,67-107""-3000-10 n
b) v,= %:\/2gR=\/2~6~3OOO-103=6OOOm/s
A. Problema 1.-

a) Como sabemos la velocidad angular, sabemos el periodo
=2l r=2T__ 2T _g333)
T 1,45-10
Conocido el periodo y la masa del objeto respecto al que orbita, podemos conocer el radio de la
orbita utilizando la tercera ley de Kepler

2 GMT} 107™".4.87-10% 2
TT:4JI rizrlzi/ 21:§/6,67 10 4,87210 43332 =2.49:10"m
GM 47 47
Al ser una 6rbita circular los vectores r y v forman siempre 90°
_ _ _ L 2,2:10" A
Li=rymv=rrmo; r=>m= =24.47 kg

o, 1,45107%(2,49-10")
b) La energia a invertir sera la diferencia de energia entre ambas situaciones
=11 24
Orbita 1: E, = —GMm _ —6,67-10 -4,87-170 2447 _ —16-10°
L 2n 2:2,49-10
En la orbita 2 hay que tener en cuenta que tendremos un nuevo radio que debemos calcular,
calculando el periodo y utilizando la tercera ley de Kepler como en el apartado anterior.

27 2n_ 2m
(DZ7Z>T:W: 10_4:628325

2 GMT? 10712 87, 10%. 2
T§:4n r§2r2:3} 22=§/6,67 10 4,87210 62832 ~3.19-10"m
GM 47 4x

_—GMm _—6,67-10"-4,87-10™-24.47 _

Orbita2: E, = - =—1,25-10°J
©2n 2:3,19:10

Energia a invertir A E=E, —E, =—1,25-10"—(—1,6-10")=3,5-10"J

2002-Modelo

Cuestion 1.-

a) Como P=mg pero la masa no varia, calculamos la altura a la que la intensidad del campo
gravitatorio sea la mitad

GM
gh_(RT+h)2_ Ry 2_1 _ —( ~
o= G | R —E:QRT_RTM,h_(Jz—l)RT~o,41RT
R;

b) Porque la intensidad de campo gravitatorio mide la fuerza por unidad de masa, y la aceleracion es
inversamente proporcional a la masa. Si tenemos dos cuerpos de m; y m,, siendo m, el mas pesado
(m, > m,), tendremos que Fi=m;g y F, =myg, por lo que efectivamente F, > F,, sin embargo como
F=ma, a = F/m, luego a,=F,/m; y a,=F,/m,, siendo en ambos casos a;=a,=g, misma aceleracion
independientemente de la masa del objeto.

A. Problema 1.-
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a) Utilizamos la tercera ley de Kepler con los datos del planeta 1
470 s 47°R’ 47 (10" 2
T’=——R>M= = =1,49-10"k
GM GT® 6,67-10"(2:365-24-3600 )’ &

b) Utilizamos la tercera ley de Kepler, teniendo en cuenta que R, cuando no se trata de una orbita
circular, hace referencia al semieje mayor, que para el planeta 2 seria (1,8-10"'+10'")/2=1,4-10" m
2 3 3 11\3

T—j:R%; T2:T1\/ 5 :2-\/ L4 119 =3,31 afios

T8 R R, 0
¢) Utilizando el principio de conservacion del momento angular, ya que son fuerzas centrales, y
teniendo en cuenta que en el punto mas proximo (perihelio) y mas alejado (afelio) los vectoresry v
forman 90°, podemos plantear para el planeta 2

L,=L,=r mv,=r,mv,
Utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica, ya que solo actian fuerzas

conservativas, podemos plantear para el planeta 2
. 1 > GMm _ 1 > GMm

Em _Em :>_va_ - Vp—

. ro2 ry 2 rp

Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas (va y vp), cOmo nos interesa vp, despejamos v en la
primera y sustituimos en la segunda.

FpVp
v, py
2
» GM 170 1., 1
_ () A =M (=2
Ve, =5 () —gvi=GM (=)
6.67-10 "1,49-10"(— L~ 1)
1.8-10" 10" _ /
T 10" 2 =11304mls
5(1,8-10“> 2

2001-Septiembre

Cuestion 1.-

a) Si ignoramos fuerzas de rozamiento podemos asumir que solamente actua la fuerza de la
gravedad, conservativa, y planteamos la conservacion de energia mecanica entre ambos puntos:
Punto 1, lanzamiento:

EC:%mVZ:%1032002:5,12- 10°J

Ep:—G Mm

R No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto
superficie

podemos obtenerla del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que
2

=>GM :g.Rsuperﬁcie:9’8 ’ (6937 : 106)2:3,9765 : 1014m3/s2

g=G—
superficie

Mm 10

=-3,9765-10"" m:—6,24-108J

superficie 5

En el lanzamiento E,=—G

Punto 2, altura maxima

m
E=0, E,=—GM

=-3,9765- 101“~1—06
(R +hma’x> 693710 +hma’x

Igualamos ambas energias, podemos responder a la pregunta del enunciado indicando que
E, =E,,=E ,,=5,12-10'-6,24-10°=—5,728-10°J
b) Si sustituimos

superficie
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8 14 10 -7 1
E, =E,,=—572810'=—3,9765-10" ———— 514410 '=——————
6,37-10%h, 6,37-10%h, .
6,94-10°=6,37-10°+h, . =h,, =570000m

2001-Junio
Cuestion 1.- (Enunciado similar a 2001-Modelo-Cuestion 1, resolucion idéntica)
a) En una orbita circular podemos igualar fuerza gravitatoria y centripeta

GMm_mvz. 2. GM _ .y
® R V=" Sustituimos en la expresion de la E.:

1 5, 1 GM_GMm

Orbita circular F g= F_;

Ee=qmv=gmp==7%r
14 M Mm I4 14 .
b) La energia potencial es E,=—G R - bor lo que la energia mecanica es
E,=E+E,= GMm  GMm _ —GMm

2R, R, 2R

1
La relacion solicitadaes E,=% F

2 P
A. Problema 1.-
f L _ ‘GMm_mvz_ . GM
a) Orbitacircular F ,=F ; Ri Y SV = R
GM o
2 6
Vi_ I N \/”z 9,034-10 .,
1= =—=y =—v,=>———v,=>Vv,=1,063 v, tambiénv,=0,94 v
v; GM Vl 1 rl 2 8106 2 1 2 2 1
r

, Ti_n r (8-10°)°
b) Segln la tercera ley de Kepler —=—=T7 = =5T,=——"-5'T7,»7,=0,837T,
o r (9,034-10°)
Para describir la posicion en este caso utilizamos coordenadas polares, tomando 0=0° en el instante
inicial para ambos satélites. Enunciado no pide posicion relativa entre satélites: basta con dar la
posicion del segundo satélite respecto al sistema de coordenadas elegido.

El primer satélite es el que tiene mayor velocidad, y en recorrer 6 vueltas tardard un tiempo

¢ _ erecorrido porS1 __ 6 2 4 rl
tardado por S 1 vl Vl
: o ) . 6-2mr,
En ese tiempo, el segundo satélite habra recorrido  €,..0it0 pors2= V2" L iardado por s1= V2"
v
1

Como queremos conocer la fase de este satélite y en un movimiento circular la fase en radianes es

0= , donde en este caso estamos hablando de la fase de S, y tenemos que usar r,, de modo que

x| e

v r
0 2.6-2n0-L
Vi ry
Sustituyendo la relacion entre velocidades del apartado a
6
=0,94-6- 21— =9 987 rad ~ 10 rad
034-10

b

recorrido por S2

recorrido por S 2

Como el angulo recorrido por el segundo satélite es aproximadamente un multiplo de 2, el satélite
S, ha completado vueltas completas (5 vueltas completas) y se encuentra en la misma posicion que
en el instante inicial. Como el satélite S, también ha completado un nimero completo de vueltas, 6
segun el enunciado, ambos estan en la posicion inicial.

2001-Modelo

Cuestion 1.-

En una orbita circular podemos igualar fuerza gravitatoria y centripeta

Pagina 67 de 71



mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2024. Soluciones Gravitacién
enrique@fiquipedia.es Revisado 8 octubre 2024

GMm _mv> »_ GM . .,
® R V=" Sustituimos en la expresion de la E.:

o

1 > 1 GM _GMnm

Orbita circular F = F_

Be=gmy=om 2 ==7r
, | M o
La energia potencial es E,=—G R -Dbor lo que la energia mecanica es
E,=E+E,= GMm  GMm _—GMm

2R, R, 2R,

) .. 1
Larelacion solicitadaes E,==FE,

2
A. Problema 1.-
a) Segun el enunciado Tiupiter=12Trierra.
T° R, s— R,
Segun la tercera ley de Kepler T_;:F =>V12°= R R,=524R,
T T

.7 r . r J
b) La aceleracion en la orbita es centripeta. —=
a

Para hallar la relacion entre las velocidades, igualamos fuerza gravitatoria y centripeta al ser orbita
2

GM GM
circular Fg — Fc ; So;2 Z/l planeta =M e 1% pl;;em . vi ones = RSol
M
G RS{)I » R2
a _ _ A
L= L= L= (127PP=127"~3,64-107°
aT G MSol J R_/
RT
También se puede plantear que siendo circulares, v=2nR/T
(27 R,)

a, _ TiRJ _RJ TzT_ 1223

ar (2R, Ry T, 12°
T7 Ry

2000-Septiembre
Cuestion 1.-
a) La frecuencia angular con la que debe girar es la misma que la frecuencia angular de giro de la
Tierra; se trata de un satélite geoestacionario.

0=z 2% 72710 " rad/s

T 24-3600 °°

b) En una orbita circular podemos igualar fuerza centripeta y gravitatoria, y podemos sustituir
v=mR,, luego -
.GMm _ mv. GM Z(U)Ro)2=>R0=3\%G—M

F =F ;
g ¢ Ri Rg Ro wz

=12"*"~3,64-1072

No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto podemos obtenerla
del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que
g=G

2

=GM = gRyyperpic=9-8+(6,37-10°)°=3,9765-10" m’/ 5

2
superficie

Sustituyendo
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14
RO \/39765 10" 5 107
o (7,27-107°)

Como se pide altura, h=R-Ryypersicie=4,22-107-6,37-10°=3,58-10" m

A. Problema 1.-
a) La velocidad del satélite, igualando fuerza centripeta y gravitatoria
2
Orbita circular F =F ; GZ\42m =Y 2= GM . |GM
£ R, R, R, R,

No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto podemos obtenerla
del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que

2=G =GM =g Riyperpic=9-8(6,37-10°)°=3,9765-10" m’/ s

superficie
Para hallar el radio de la 6rbita, usamos la relacion entre el campo del enunciado: llamamos gr al
valor de la gravedad en la superficie y go al valor en la drbita.
GM
GM _ 8 _1_ ro _rr_1
R’ gT 2 GM s 2

2
rr

gl=g= =ry=V2r;

No se solicita la altura, pero se puede calcular ro,=r;+h=r;+h= V2r=h=(V2-1)r;
Sustituyendo:

14
= ?/29263;71100 6643.9m/s

e - —GMm
b) Para una érbita circular se puede llegar a la expresion  E,,=

R que también se puede

comprobar que E.=-E., que es mas comoda ya que en el apartado a tenemos calculada la velocidad,
por lo que sustituyendo: E,=-0,5-200-6643,9°=-4,4-10° J

2000-Junio

Cuestion 1.-

a) 1. Ley de las orbitas. Planetas describen Orbitas elipticas y el Sol esta en uno de los focos.

2. Ley de las areas. El area barrida por unidad de tiempo por el radio vector que une Sol-Planeta / la
velocidad areolar es constante.

b) Como no se indica en enunciado para oOrbita circular
debemos contemplar el caso genérico de oOrbita eliptica.
Si planteamos la orbita eliptica y un area diferencial
barrida

dA= % 7 xd 7| (La mitad del 4rea del paralelogramo

formado por vectores r y dr)
Operando para obtener la velocidad areolar
dA 1. d7

ar 2 ar

§|7><V|

, ., L_ ~ .
Seglin el teorema de la conservacion del momento angular cil—t: M . Tomando como referencia

para el momento de las fuerzas el objeto respecto al que se orbita, siempre tendremos que vector
posicion y vector fuerza son paralelos, ya que son fuerzas centrales, por lo que M=7%xF=0

Por lo tanto la variacion del momento angular es nula, y el vector momento angular es constante, en
concreto su médulo, |L|= m|F xV|=cte .

4 _1il_ i
d 2m 2m
particular del teorema de conservacion del momento angular.

Podemos plantear =cte , que muestra que la segunda ley de Kepler es un caso
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A. Problema 1-
a) Calculamos la energia potencial en ambos puntos:
En superficie antes del lanzamiento:

E, =—G Mm __ 66710598 1024-%:—3,76-10%
R, 37-10
En la orbita;
Eo=—GMM_ 6671059810 09 —_316-10"s
R, 6,37-10°+1200- 10

La diferencia de energia es AE,=E o-E;1=-3,16-10'°-(-3,76-10'")=6-10° J

b) La energia de escape es la energia que hay que suministrar para que llegue a una posicion
infinitamente alejada (E,=0), con velocidad nula (Ec=0). Al no considerar fuerzas no conservativas
podemos plantear la conservacion de la energia mecanica: la energia mecanica que tenga el satélite
en la 6rbita mas la energia adicional suministrada sera igual a la energia mecanica en la posicion
infinitamente alejada

-Energia mecanica en drbita: ya conocemos la E o del apartado a, calculamos la E.. Si asumimos
orbita circular podemos llegar a la expresion Eno=1/2E,0=0,5:(-3,16-10'%)=-1,58-10"° J

-Energia mecanica en posicion infinitamente alejada (E,=0), con velocidad nula (E=0): E...=0.

La diferencia de energia es la energia a suministrar AE,=En-Eno=0-(-1,58-10'%)=1,58-10"J
2000-Modelo

Cuestioén 1.-

a) Segun la segunda ley de Kepler, la velocidad areolar es constante, luego para barrer la misma
cantidad de area estando mas cerca del Sol, perihelio, tendra que ir a mayor velocidad. También
podemos razonar que como se trata de fuerzas centrales, el momento angular es constante, y como
tanto en perihelio como en afelio el vector posicion y el vector velocidad son perpendiculares
podemos establecer la relacion

L

- -

rqfelio _ v perihelio

:‘L

= m.rqfelia ) Vafelio =mr v

afelio perihelio perihelio ) perihelio

Y perinelio Y afelio

COmO Tafelio > Tperihelio —> Vperihelio = Vafelio

Respecto a la aceleracion, al ser la unica fuerza la gravitatoria y ser central, en modulo podemos
a=F/m=GM/r?, luego en los puntos donde r sea menor (perihelio), el modulo del vector aceleracion
sera mayor.

Nota: Se podria intentar plantear que la aceleracion es centripeta a=v’/r, pero en ese caso r no es
el asociado a perihelio y afelio, sino el radio de curvatura, y para la elipse es el mismo en perihelio
y afelio. En perihelio y afelio los vectores posicion y velocidad son perpendiculares y toda la
aceleracion es realmente centripeta, pero no es cierto en todos los puntos de una orbita no circular,
donde la aceleracion global tiene una componente tangencial a la trayectoria y otra normal, no
solamente hay aceleracion centripeta. Con ese razonamiento, dado que v es mayor en perihelio que
en afelio, también se llega a la misma conclusion de que es mayor la aceleracion en perihelio que
en afelio.

b) La expresion de la energia potencial E;,=-GMm/R nos indica que a mayor distancia, el valor
negativo es de médulo menor, lo que implica mayor energia potencial: tiene mayor energia
potencial en el afelio.

La energia mecénica es constante ya que solamente actian fuerzas conservativas, por lo que tiene el
mismo valor en perihelio y en afelio.

Nota: seria un error utilizar la expresion de que en una 6rbita E.no=1/2-E,0, ya que eso solamente es
cierto para Orbitas circulares en las que la E,o es constante.

A. Problema 1.-
2
a) Orbita circular F ,=F _; G]\/ém =0 2= GM =>v:4/G—M
¢ Ra RO RO Ro

No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto podemos obtenerla
del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que
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2=G—; =GM =g Riyperpiic=9-8(6,37-10°)°=3,9765-10"" m’/ s
superficie
El radio de la orbita R,=R1+h=6,37-10°+300-10°=6,67-10° m
Sustituyendo

14
= MZWH mls
6,67-10

Como la 6rbita es circular, toda la aceleracion es centripeta con direccion radial y sentido dirigido
2 2
hacia el centro de la Tierra, y su méduloes a ZV—ZLIGZ&%m/s2
R, 6,67-10
6
27R, _2m6,67-10° o\
v 7721
b) El trabajo que hay que realizar, considerando solamente hay fuerzas conservativas, es la
diferencia de energia mecénica entre las dos situaciones:
-En la superficie antes del lanzamiento: E=0, E,=-GMm/R+
No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto podemos obtenerla
del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que

g=G >GM =gR =9,8-(6,37-10°)°=3,9765-10" m’/ s

El periodo de la 6rbitaes 7=

2
superficie

2

superficie
Sustituyendo: E,=-3,9765-10'*-1000/6,37-10°=-6,24-10" J

-En la orbita, al ser orbita circular se puede llegar a la expresion Eno=1/2-Eyo= -1/2-GMm/R, = -
0,5-3,9765-10*1000/(6,37-10°+300-10*)=-2,98-10" J

La diferencia de energia es el trabajo a realizar: AE,=Euo-Enr=-2,98-10'-(-6,24-10'°)=3,26-10"" J
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