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Comentario general: aunque a veces en estas soluciones por abreviar no se incluyan
explicitamente las deducciones de las expresiones, se suele exigir que en la respuesta se incluyan
sin ponerlas directamente. Las deducciones exigidas en gravitacion se pueden resumir en:
demostracion 3“ley de Kepler para orbitas circulares (relacion entre T, v y radio de orbita),
velocidad de lanzamiento y de escape, expresion de energia cinética y mecanica en orbita circular,
en general apoyadas en conservacion de energia mecanica y en igualar igualar fuerza centripeta y
gravitatoria. La expresion de energia potencial gravitatoria se puede deducir como una integral, o
al menos citar que se puede obtener asi. Al usar la expresion de g es recomendable indicar que
proviene de ley de gravitacion universal y que g=F/m. En PAU dentro de gravitacion hay
problemas asociados a leyes de Kepler, que con LOMCE pasa a estar en 1°de Bachillerato, aunque
3“se sigue usando.

2023-Modelo

A.1. a) Planteamos la conservacion de energia mecanica entre la situacion en el punto de
lanzamiento de la superficie terrestre (A) y la situacidon en la que esta en orbita (B)

Al tratarse de una Orbita circular igualando Fc=Fg llegamos a v’=GM/Rgy Em(B)=Ep(B)+Ec(B)=-
2GMm/Rg siendo Rg=R1+h

Eaportada:Em(B)_Em(A)

-1 _ Mm Mm 1 1
Eaportada_7GRT+h_(_G RT )_GMm(R_T_m)
E gportada =667 10" "1+5,97 -10*- 400 1 L )=2,13-10"J

6,37-10° 2(6,37-10°+15000-10°)
Se pide también el periodo: conociendo el radio se puede obtener a partir de 3* ley de Kepler, que se

2
ngFC:«G]\gﬁ:m}‘;—:Rizjﬂf T
T
puede deducir . 5 . :
T=\/4—R'R3B=\/ _‘}f‘ —+(6,37-10°+15-10")°=3,11-10"s
GM 6,67-10""'+5,97-10

b) Planteamos la conservacion de energia mecanica entre la situacion en orbita (B) y un punto

infinitamente alejado, que es infinito, donde la energia potencial es cero, al que llegue con

velocidad nula (para que la energia aportada sea la minima como se pide)
Eaportada:Em(oo)_Em(B)

-1 Mm
Eaportada_o_(TG RT+h)
. 24-
Eaportada:lG’67.1O_11. 5,97 610 400 3 :3:73109.]
2 2(6,37-10°+15000-10°)

B.1. Similar a 2008-Mod-C1 pero con 2 masas en lugar de con cuatro.

a) La fuerza total sera la suma de las fuerzas aplicadas por cada masa, aplicando superposicion, o

también el campo total, calculado por superposicion, multiplicado por la masa.

La masa 1 genera una fuerza atractiva solo en el eje y, de mddulo

|~ GMim _6.67- 10155
2

7, 5 =5,00-10° N

La masa 2 genera una fuerza atractiva con componente X y componente y, ambas negativas, que
podemos calcular de dos maneras:
A. Por trigonometria, utilizando el angulo que forma r; con el eje x, cuya tangente es /2

La distancia de la masa 1 al punto (2, 1) usando Pitagoras es d 12\/ 2°+1°=+/5m

_ GMm 1\_6,67-107""10-5
——2cos(arctan(5))— 5
r

-0,894=5,97-10°°'N

| 1x

GMm
7"2

-11
Se”(arctan(%)):6,67-105 10-5

Sumando vectores tomando signos del diagrama, la fuerza total es
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F=-597-10"7-530-10°j N
) L _ T = —GMm
B. Teniendo presente que u,ﬂzm y F= 5 U,
r
Fr=F+F=———u,— > Uy
r; r
7 _—6,67-107"10-5 (27+17)+—6,67~10_“~15-5—-,
T 5 V5 1’ /

Se llega al mismo resultado  F=-5,97-10""°7—5,30-10"° iN

b) El trabajo realizado por el campo gravitatorio, que es conservativo, solo depende del punto
inicial y final, no de la trayectoria, asi que es el mismo por los tres caminos A, B y C del diagrama.
Sin estar la masa de 5 kg presente, el campo lo genera m; y se mueve m,.

my m,
Wcampo(Z,O)—)(O,l):_AEp:_mZAV:_m2<_Gd _(_G d ))
(0,00—(0,1) (0,0)—(2,0)
— -1 1 1,_ 9
Wcampo(Z,O)-)(O,l)_15'6)67'10 10(1_5)—5,0010 J

El trabajo realizado por el campo es positivo y es a favor del campo: la masa pasa a una posicion
mas cercana.
2022-Julio-Coincidentes
A.1. a) Calculamos el radio de la orbita planteando la tercera ley de Kepler igualando fuerza
gravitatoria y centripeta en orbita circular y usando v=2nR/T. Al ser geoestacionario T=24 h.
2

Mjn :mV—:Rg’:GZ\g T

R R 47

-11 24
R:#%Tzzf/&w 10 : 597 10" (34.3600)°=4,22-10m
T T

b) Planteamos la conservacion de energia entre ambas oOrbitas: la diferencia serd la energia aportada.
Llamamos A a la orbita inicial y B a la orbita con radio 3 veces mayor.
En la 6rbita la energia es la suma de potencial y cinética: E,=-GMm/R + 4mv?, y teniendo en
cuenta que v’=GM/R, llegamos a E,= - \GMm/R.
Em(A)+Eaportada:Em(B)$ Eaportada:Em(B)_Em(A)
—1 6,67-10 ! .5,97-10""-500 10*- 590 _(__1 6,67-10" 5,97-10%- 500)
3-4,22-10 2 4,22-10
24
Eapmda:_?ls,m 107" -w(l— 1)=1,57-10"J
4,22-10 3
B.1. a) Conociendo la energia mecanica y la velocidad podemos calcular la energia potencial.
Ep=Em-Ec=9,9-10"%- % -2:107%-(107)*=-10"" J
El potencial es la energia potencial por unidad de masa, V=Ep/m=-10"/2-10"=-5-10" J/kg
b) El potencial calculado en apartado a esta generado por la tinica masa M
=-GM/d — M=-V-d/G=-(-5-10"-5)/6,67-10"'=375 kg
2022-Julio
A.1. a) Planteamos la deduccion de la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y
centripeta y usando v=2mr/T ya que es una trayectoria circular (usamos r como en enunciado)

F,=F =G

E

aportada = )

2
F,=F,=GMM_pV o p-CMp
r r 47
_ 47’ 3_ 47’ 6 3\3_ 3
T= U= — —+(6,37-10°+700-10°)’=5,92-10°s~1,64 h
GM 6,67-10 ' +5,97-10

b) En la orbita la energia es la suma de potencial y cinética: E,=-GMm/R + 4mv?, y teniendo en
cuenta que v’=GM/R, llegamos a E,= - AGMm/R.

Numéricamente
S
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5,97 -10**-2300
6,37-10°+700- 10
B.1. a) Llamamos P al origen (0, 0) y Q al punto (0, 2). Solamente actlia la fuerza gravitatoria y se
conserva la energia mecanica. La distancia del punto A al Q es V2241°=v5m y la distancia del
punto Aal Pes 1 m.

—1

E,=—> 6,67-107"" - =—6,48-10"J

m m
—2,95-101°=—m3(—6,67-10”-2(%_%))
1n-10
m, = —2,95-10 : _ 40kg
—6,67-10 "2 (—=—1
(-1

b) a) El campo en el punto Q estara dirigido hacia el punto A. El vector que va
desde el punto Q a A es (1, -2) m y su mddulo usando Pitdgoras es m)

V2’+1°=5m .El angulo que forma el vector campo con la horizontal lo 2Q
llamamgs a, y_’tendré componente x pos_i}iva e y negativa. a

g=9,i—g,j=g-cos(a)i—gsen(a)]
El médulo es g=GM/R*=6,67-10""-2/5=2,67-10""" m/s*

y(

A
5:2,67-10_“(% i —%j):1,19-10_11 i—2,39-10" jm/s*6 Nlkg g T

2022-Junio-Coincidentes
A.1. a) Calculamos el radio de la orbita planteando la tercera ley de Kepler igualando fuerza
gravitatoria y centripeta en orbita circular y usando v=2nR/T
Mfzﬁ Y L pio Gl\g T2
R R 47

—11 23
R:?/%Tzzi/s’m 10 . 03910 (12.3600=1,263-10"m
TT 7T

Se pide altura h=R-Ry=1,263-10"-3,39-10°=9,24-10° m

b) Planteamos la conservacion de energia mecénica entre la situacion en la que la velocidad orbital
es cero (mientras estan funcionando los retrocohetes no se conserva) y el momento de impacto en el
suelo lunar. En el punto superior (A) solo tiene energia potencial, y en el punto inferior (B), tiene
energia potencial y energia cinética.

F,=F.>G

— _ Mm_ Mm 1 2
Em(A)_Em(B)ZEp<A)_Ep(B)+EC(B):>_G RA —_G RB +§mv
.10% 1023
_6’67'10711. 6,39 ].0 7: 6,67'10711‘6’39 106 +lv2
1,263-10 3,39-10° 2

v=v2(—3,375-10°+1,257-10")=4,29-10> m/s
B.1. a) El campo en el punto Q estara dirigido hacia el punto P. El vector que va desde el punto P a
Q es (100, -20) m y su modulo usando Pitagoras es 1100%+20°=102m . El angulo que forma el
vector campo con la horizontal lo llamamos a, y tendrd componente x negativa e y positiva.

-
- .

g:—gx_i'+gy7:—g-cos(a)_i’+g sen(a)j

El médulo es g=GM/R*=6,67-10""-5/102%=3,2-10™"* m/s*
§=32-10"4(21007, 20 %) 3141074746810 m/s*

102 102

b) El punto (50, 10) m esta en la recta que une los puntos Py Q: el vector velocidad estara

contenido en dicha recta y su vector unitario sera el mismo que el vector unitario del campo.

Solamente actua la fuerza gravitatoria y se conserva la energia mecanica. Llamamos R al punto en

(50, 10) m.
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Mm Mm 1
E,(Q)=E,(R}=E,(Q)=E,(R)+E(R)=~G LR =-G L Heomy’
—6,67-10"" I =—6,67-10"" i+1v2
102 =115

v=y2(=3,27-102+6,54-10%)=2,56-10 *m/s
Se pide vector, asi que no basta solo el médulo v, hay que dar coordenadas.

v:2,56-10*6(_100 20 + £2 j)=-2,51-10 °1+5,01-10 " jm/s

102 102

2022-Junio
AA. Apartado a similar a 202 1-Junio-Al
a) Llamamos A al punto (8, 6) m. La distancia entre la masa en el origen y el punto A usando
Pitdgoras es J62+8°=10m .El angulo que forma con la horizontal lo llamamos a, y el vector
campo estara d1r1g1d0 hacia el orlgen _

g=—g,i—9g,j=—g-cos(a)i—gsen(a)]
El modulo es g=GM/R2=6,67 10"-20/10°=1,334-10" m/s*

G=—1334-107" (1% T+9 )= 107107 -8,00-10"2] m/s’

10
F=m-g=—321-10"i-2,4-10 "N

b) Solamente actta la fuerza gravitatoria y se conserva la energia mecanica. Llamamos B al punto

en el que se detiene, en el que la energia cinética sera nula.

_ _ Mm 1 o Mm
E,(A)=E,(B)=E,(A)+E(A)=E,(B)=-G R, +ymy =—G R,
6671071223, 1.3, (12.105P=—6,67-107. 293

10 2 R,
. -9
R,= —4-10 =21,74m

—4-10"°+2,16-10""°
Rg es distancia al origen y se pide el punto: sera (21,74-8/10; 21,74-6/10) — B=(17,4 ; 13,04) m
B.1. a) Utilizamos directamente la expresion de velocidad de escape, que habria que deducir.
Si el didmetro de Marte es la mitad que el de la Tierra, su radio también es la mitad.

My

2SR, M, R,
v
L= L \/ \/10 Ll 5=v,=V5v,,
Vem \/ M,, M, R 2

26—

Ry
b) Solamente actta la fuerza gravitatoria y se conserva la energia mecanica. Usamos directamente
expresion de velocidad de escape que habria que deducir.
A (superficie antes del lanzamiento):
M M;/10)m M:m

Mm;EC—lmviM Ln2c M:G( 1/10) _1- My
R, 2 2 R,, R,/2 5 R;
Se puede usar resultado de apartado para llegar a misma expresion para la energia cinética

E,=—G

1 1 1 21 1, .M, 1 _Mm
E = =—m2-G ==G
c 2mveM ) m(\/s veT) 2m 5 RT 5 RT
Mm
B (maxima altura): E, Z—G— E.=0
Mm Mom M-m
E (A)=E, (B)=—goim oM __ Mmm 41 _ _1=>Rde:§RT
Ry 5 R; R,y 5R; R, 4

Se pide altura h=R4-R1=(5/4-1)R+=R+1/4=1,59-10° m

2022-Modelo
A.1. a) Llamamos A al afelio y B al perihelio
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Péagina 4 de 63 e


mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2023. Soluciones Gravitacién
enrique@fiquipedia.es Revisado 3 noviembre 2022

Wrealizado campo A — B = 'AEp:'MAV:'M(V(B)_V(A))

-GM 41 1,99-10% 8
B)=———=-6,67-10 "' ==>—-=-9,03-10° J /k
V(B)=— 6,6 R LERL Jlkg
30
v(a)="SM__g67-10" -%:—8,73-10%/1@7
R 1,52:10

W redtizadocampo . 5=— 5,97 -10°**-(=9,03-10°—(—8,73-10°))=1,79-10*J
b) La energia mecanica se conserva durante toda la 6rbita, y es la suma de energia cinética 'y
potencial. La energia potencial es méxima en el afelio y minima en el perihelio, por lo que la
energia cinética es minima en el afelio y maxima en el perihelio. Planteamos en perihelio
E = —Gé\/lm +%mv2:M‘V(B)+% mv’
—2,65-10%=-5,97-10*-9,03- 108+% 5,97-10*v*

=3,03-10"m/s

\/2 (~2,65-10%+5,97-10**-9,03-10°)
v=4/2-

5,97-10*
B.1. a) Planteamos usando la ley de gravitacion universal, aplicando Pitagoras para calcular la
distancia entre Cy A

M M+ M, M M M ]
FCA:iFBAﬁe#:O’le Bz £ 2 . >=0,1 zB ‘ b ’
10 dea dz, d’+D d .
Aplicando la condicién del enunciado Mg=M¢c -@

d’=0,1(d’+D*)=0,9d°=0,1 D°= D=3d
b) El peso de A sobre la superficie terrestre es la fuerza gravitatoria usando la masa de la Tierra y su
radio, datos del enunciado.

) MyM; o My M; 10 . _ 597-10%
F.=10""F 66— 4-10°'6—L A5 =10 22 —
BA Tierrasobre 10 kg d2 R; d2 (6’37 . 106 )2
6\2
:\/10_(96,37 102)4 —_0.26m
10775,97-10
2021-Julio

A.1. a) Calculamos el radio de la 6rbita, sabiendo que describe un movimiento circular uniforme

v=2aR/T — R=v-T/27=(25000/3,6)-5-3600/27=1,9894-10" m

Planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y centripeta y usando v=2nR/T

2

M;ﬁ =mo RSZ—GN;[ T

R R 47

vl ©R®_ 4n°-(1,9894-107)°
GT® 6,67-10 "+(5-3600)

F,=F.>G

-=1,4383-10"kg

25
b) M:%ﬂ;Rap:p:R:?, ) =3 1f383 10 :5,9685'106177
—7pP —m 16150
3 3
25
g=G Y =gg7.101. 1438310 _»593, ™
R (5,9685-10°) s

B.1. a) El vector campo esta dirigido hacia la masa en el centro de coordenadas.
La distancia entre la masa y el punto (2, 2) usando Pitagoras es V22427 =22 m ~2.83m
o m 1
El médulo de la componente x del campo sera |gx‘:|g| cos 45 :GE ) E
m_1_ _118
(2¥2F V2 667
b) Llamamos A al punto (4, 0) y B al punto (2, 2)
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Wrealizado campoA—B — ‘AE :'M'AV:'M (V(B) V(A))
GM 2 _—6,67 . —1u

V(B)= —6,67-10 - —=

(B)= 202 2
V(A):%:—G,G%lo11%:—3,335-10”J/kg

WreallzadocampoA B 5( 3567 10 ! ( 3’335'10_11)):6:91'10_11]

Trabajo realizado por el campo positivo, es a favor del campo: estamos llevando una masa a
potenciales menores, la acercamos a la inica masa que genera el campo.
2021-Junio-Coincidentes

A.1. a) Planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y centripeta y usando
v=27tR/T ya que es una trayectoria circular

Mm v 3 GM

F=F=>G—=m—=>R'=—"2T"
R? R 47
2 2
T:\/_4n -};23:\/—4”11 (2,50=1,24-10°s
GM 6,67-10 -6

b) La energia minima a suministrar al perdigon para que escape del campo gravitatorio de la bola
(llega a una posicion infinitamente alejada con velocidad nula) es la diferencia de energia entre
ambas situaciones: E orbita + E suministrada = E infinito
En el infinito la energia potencia y cinética es nula.
En la orbita la energia es la suma de potencial y cinética: Em=-GMm/R + 4mv?, y teniendo en
cuenta que v’=GM/R, llegamos a Em= - "x"GMm/R, de modo que la energia a suministrar, positiva,
sera AGM/R=0,5-6,67-10""-6-0,35-10°/2,5=2,8-10"* J
B.1. a) Planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y centripeta y usando
v=2nR/T para trayectorias circulares

M m LZ = R’= &M T?
"R 47
Como se indica el periodo de revolucion de Jupiter y la masa del Sol, podemos calcular el radio de
la orbita de Jupiter, para obtener a partir de €l el radio de 51 Pegasus b. Tomamos 1 afio = 365 dias.

11 30
R_i/m_i/f)m 10 _-1.99-107 (45.365-24-3600)’=7,838-10"m
47 4n

Aplicamos ahora la 3% ley para calcular la masa de la estrella respecto a la que orbita 51 Pegasus b,
del que ya conocemos radio, 100 veces menor que el de Jupiter calculado, y periodo, dato, 4 dias.
=4 v’R'_ 4 n2(71838 +10"/100)° =239-10"kg
GT® 6,67-10 '"+(4-24-3600)°
b) En la 6rbita la energia es la suma de potencial y cinética: E,=-GMm/R + 4mv?, y teniendo en
cuenta que v’=GM/R, llegamos a E,= - .GMm/R. Numéricamente

1 1 2,39-10"+(51-1,90-10") _

E,=—6,67-10 —9,85-10%J
"2 7,838-10"'/100

2021-Junio
A.1. a) La distancia entre la masa y el punto A usando Pitagoras es

\6°+8°=10m y (m)
V(A)Z-S}M/R_z'-6,67-10‘“-59-10‘3/102-3,_:'54-10‘13 J/kg A

g=g.i—g,j=g-cos(a)i—gsen(a)j 0T
El médulo es g=GM/R*=-6,67-10""-50-107/10*=-3,34-10""* m/s*

G=-334-10 427 -0 7)=2,67-107-2,00-10 ] m/s?

10 10 M

b) Wrealizado campo A — B = ‘AEp_'mAV:'m(V(B)_v(A))

V(B)=-GM/R=-6,67-10""-50-10"/8=-4,17-10"° J/kg B 8 x(m)
OF &40
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W ealizado campo A — B = =20-107+(-4,17-107" -(-3,34-107))=1,66-10" J

Trabajo realizado por el campo positivo, es a favor del campo: estamos llevando una masa a
potenciales menores, la acercamos a la tinica masa que genera el campo.

B.1. a) Calculamos el radio de la orbita, planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza
gravitatoria y centripeta y considerando oOrbita circular por lo que v=2nR/T

Mm S R= G]Vf T2
R 47
—11 26
R=§/6’67 10568107 (56.3600)~2,53-10°m
471
27R _272,53-10° 4
= = 2 :1,2310 /
T  36-3600 mrs

Dado que en orbita circular v’=GM/R
E=F+E="CMm, 1 —loMm_p__§
P 2 2 R
o — _ _1 4\2 11
Numéricamente Em——EC—73500-(1,23 -10*)°~—2,65-10"J

b) La energia a suministrar es la diferencia de energia entre ambas situaciones. La situacion final
seria un punto infinitamente alejado en el que no tendria energia potencial ni cinética, por lo que su
energia mecanica seria cero. La energia a aportar para que la energia total sea cero, teniendo energia
mecanica en Orbita negativa, es el mismo valor numérico pero en positivo.

Esuministrada=Eﬁnal'Einicial — Esuministrada=0-Em ()rbita=2,65' 10“ J

2021-Modelo

A.1. a) Asumiendo 6rbita circular, y al ser un periodo tan largo de tiempo consideramos los afios de

20
2Jrr 2712,4-10 2,35-105m/s

T ~ 203-10°-365,25-24-3600
b) Planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza gravitatoria y centripeta y llamamos M a la
masa del centro galactico y m a la del Sol.

365,25 dias (para contabilizar bisiestos) V=

2 2 235.10° -2 4-10%
Mm_ Yo p=Y R_[2,35-10) 410 19910 kg
R G 6,67-10
B.1. a) Utilizamos directamente la expresion de velocidad de escape, que habria que deducir.
) GM,
R S M,V
V,= zGM GM _P_i__z’ﬁ_g,eo.i:lo
Ve R, GM, M, V.p 6
ViT
GM,
R, M, R;
b) N =—2_1=360" 12—3,6
gr GM; M;R; 10
R;

2020-Septiembre
A.1. a) Para calcular masa nos basta con el dato de densidad y el dato de radio que nos permite

calcular el Volumen asumiendo que es esféricos. Pasamos datos a Sistema Internacional.

M= V=p nRCa,,Sm 1830%75(2410-103)3~1,07-1023kg

La aceleracion de la gravedad es un vector, que sera radial, dirigido hacia el centro, y su médulo

M . 23
serd  Jeuieo=C ——2=6,67-10 11-MN1,23m/52

Calisto (2410 ) 103 )2

b) Para calcular el radio de la 6rbita, planteamos la tercera ley de Kepler igualando fuerza
gravitatoria y centripeta y considerando 6rbita circular por lo que v=2nR/T

300
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2
Mm_ Y o p=CM g
R 47

(16,89-24-3600)*~1,898-10"m

. i,/ 6.67-10 "-1,90-10%
47
Dado que en 6rbita circular v’=GM/R
Em=Ep+EC=_GMm 1 2 —1 . Mm

+—mv’="=G="=E,=—E,
R 2 2 "R

Numéricamente
27 23
E,=—E,=—1667-10" 22010 L0710
2 1,898-10
B.1. a) La tnica fuerza que actia sobre ¢l satélite es la gravitatoria que es centripeta.
2 2
= m v - T2 — 41 3
R GM

~—3,57-10"J

2
T :\/ fff‘ —(3,39-10°+290-10°)’~6,68-10 s
6,67-10 -6,42-10
L 2R _2m(3,39-10°+290-10
Al ser la orbita circular v= LA ( S ) ~3,46-10°m/s
T (6,68-10%)

b) La energia a suministrar es la diferencia de energia entre los dos puntos

—GMm , 1 2_ —1 . Mm

+=mv’=—G—

R 2 2 R

A (6rbita, antes de suministrar la energia): E,=FE,+E =
B (0): Ep:O;ECZO
—-1GMm,_ 1 _.Mm
i i E(B)-E(A)=0—(——7)=2G—
La diferencia es ( ) ( ) ( > R ) > R
1 - 6,42-10%-1031
Numéricamente E(B)—E(A)==6,67-10 . > . 3 ~6,0-10J
2 2+(3,39-10°+290-10°)

2020-Julio-Coincidentes

A.1. a) Usamos la definicion de g, y simplificamos sabiendo que Mp=Mj.
g=2g,26 00 p_lpg_p_Llp_1

PR RS R 2T TR

b) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente

alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecanica en un

lanzamiento desde un punto A a una distancia R a un punto B infinitamente alejado: la energia

mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

A (superficie): E,=—G %;EC:%mvi

B (): E,=0;E.=0

Como se conserva la energia mecdanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape

Mm 1 GM

~G—+=mv.=0=v,=4/2 =
R 2

-6370-10°~4,5-10°m

6,67-10""-5,97-10*

4,5-10°
B.1. a) La tnica fuerza que actaa sobre ¢l satélite es la gravitatoria que es centripeta. Al ser la
orbita circular v=2nR/T

2 2153 2 .106)3
Mm_ Y =41 R _ il ((25;97 10) _~6,67-10""'N-m’ kg ?
R MT® 5,98-10°-(96,5-60)

b) Usamos directamente la expresion de energia potencial gravitatoria (la deduccion implica
integrar) y obtenemos la expresion de energia mecanica en Orbita

Sese
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E =p +g=—CMm 1 2 —GMm 1 GM_—1GMm
P 2 R 2 R 2 R
—11 24
Numéricamente E,,= 6,67-10 5,98 {30 6000 =—1,72-10"J
2:6,97-10
2020-Julio

A.1. a) La tinica fuerza que actiia sobre el satélite es la gravitatoria que es centripeta
2 27
F=F=GXM_pY oy=/G M:\/6,67- 107" 20105 8510 mis
R R R 1,59-10°-10
5 3
b) Al ser una orbita circular v =27R_ p-27R_271,59 10 : 10
T % 2,82-10
Al ser una 6rbita sincronica, el periodo del satélite calculado es el periodo de rotacion pedido.
1,95-10%
(5500-10%)
b) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente
alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecanica en un

lanzamiento desde un punto A a una distancia R a un punto B infinitamente alejado: la energia

mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

M 1
A (superficie): EPZ—G—m; E=-mv.

R 2 ¢
B(x): E,=0;E =0
Como se conserva la energia mecdanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape

=3,54-10"s

B.1. a) gZG%:6,67-10“- ~43m/s>

—G@+lmv5=0:ve= 2%
R 2 R
—11 25
Numéricamente vez\/26’67 10 1’935 10 =2,17-10"m/s
5500-10

2020-Modelo
A. Pregunta 1.-
a) La unica fuerza que actua el satélite es la gravitatoria y es radial si asumimos oOrbita circular.
Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando orbita circular.
2
Mi;ﬁ: v VZZRRﬁRBZ GMszﬁRngZW2
R R T 4-m 4n
Si completa 15 orbitas en 24 h, el periodo es T=24/15 h. Sustituyendo valores numéricos
R i/ 6,67-10 " -5,97-10* (24:3600 )2
- 4’ 15
Como se pide altura, h=R-R=6,94-10°-6371-10°=5,69-10° m
b) Usamos directamente la expresion de energia potencial gravitatoria (la deduccidon implica
integrar) y obtenemos la expresion de energia mecanica en orbita
_ _—GMm 1 >, —GMm 1 GM_—-1GMm
E,=E, +E = +—mv = +=m =
R 2 R 2 R 2 R
—6,67-10 " -5,97-10*-5800 _

Numéricamente E,,= 3 =—1,66-10"J
2:6,94-10

F,=F.=G T?

=6,94-10°m

B. Pregunta 1.-.

a) La unica fuerza que actua el planeta es la gravitatoria y es radial al ser la 6rbita circular.
Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando orbita circular.

2
FyoFieGMIM Y 2%R o GM g o M .
R R T 4.7 4n
g
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Si completa 1 vuelta en 3 afios terrestres, el periodo son los 3 afios terrestres (usamos 365,25 dias)
46,67-10""-6,0-10%
; (
47

3%365,25-24-3600)°=4,5-10"m

Sustituyendo valores numéricos R=

.. . . P 2 GMP
b) Usando la definicion de campo gravitatorio g=G — = R perficie™ g

superficie

Usamos directamente la expresi(')n de velocidad de escape, que se podria deducir

V =./2 GMQ = M V Rsuger[lcze
Rsuperflae 2 G

RTrﬂae (11,2-10°)*

Sustituyendo M, R’ erficie = —gYe e =4,18-10°m
p 296 2-15
R2 . 1062
M — g superﬂcte 15 (4’ ]-8 %?1 ) — 3’93 . 1024 kg
G 6,67-10

2019-Julio-Coincidentes
A. Pregunta 1.-
a) La unica fuerza que actua la nave es la gravitatoria y es radial en una orbita circular. Deducimos
la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los modulos,
igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando orbita circular.
Mm v\’ 2xR_ .5 GM _y/GM
=m—_— V= = R’ =
R T 4-7° 47
En un satélite geoestacionario el periodo son 24 h. Sustituyendo valores numéricos
. i/ 6,67:10""5,97:10%

47

TZ

24-3600)°=4,22-10"m

2-m4,22:10

(24-3600)
b) En la nueva 6rbita varia radio, periodo y velocidad. Se puede resolver de varias maneras, todas
son validas.

La velocidad orbitales v= =3,1-10°m/s

24
-La mas rapida seria utilizar v’= G4 >V Z\/G M_ \/6,67 1071 5’97—107 =2,17-10°m/s
R R 2:4,22-10
Otra opcidn, sabiendo radio, es calcular periodo, que se puede hacer de varias maneras
-Con el mismo planteamiento del apartado anterior:

2
_2nR o R= GM T ST = 4 R’
T 4 -7 GM

4x’
6,67-10 ''-5,97-10*
-Usando la tercera ley de Kepler teniendo en cuenta que ambas 6rbitas son sobre mismo objeto
centrales

T T R
ST,=T,)—5=24- 3600/2°=2,44-10°s
1

R R

Numéricamente T:\/ (2-4,22-107)°=2,44-10°s

: : 2-72-4,22-10'
La nueva velocidad orbital es v=""" ——=2,17-10"m/s
(2,44-10°)

B. Pregunta 1.-

a) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente
alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecanica en un
lanzamiento desde un punto A a una distancia R a un punto B infinitamente alejado: la energia
mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

Sese
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: M 1
A (superficie): E ——GTm E, —Emv
B(w): E,=0;E.=0
Como se conserva la energia mecdanica, igualamos en A y en B y despejamos la velocidad de escape
Mm 1 GM

—G——+—mv.=0=>v,=42 ——
R 2 R

6,67-10 "-5,97-10*
2-6,37-10°
b) La energia adicional requerida es la diferencia de energia entre los dos puntos

Numéricamente para R=2Rr v,= \/ 2 =7,906-10’m/s

—GMm 1 2_ —1 . Mm
+—-mv=—-G—
R 2 2 R

A (Orbita, antes de aportar la energia): E,=E +E_ =
B (x): EPZO;ECZO

1 GMm 1 . Mm
i i E(B)—E(A)=0— =G—
La diferencia es ( ) ( ) ( 2> R ) 5 R
1 1 5,97-10*-10°

Numéricamente E(B)—E(A)=56,67-10 =1,56-10"J

2019-Julio

A. Pregunta 1.-

a) La tinica fuerza que actfia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial al ser la érbita circular.
Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta, y considerando 6rbita circular.

2-6,37-10°

2 2
Mﬁ‘l — V:ZTCR:>R3_ GMT ST= 47 An p3
R T 4.7 GM

?-(6,37-10°+5900-10%)’
6,67-10""-5,97-10*
b) La energia requerida es la energia a aportar, que es la diferencia de energia entre ambas
situaciones.

=1,35-10"s

. , 47
Sustituyendo valores numéricos T :\/

Mm

A (superficie antes del lanzamiento): E,=—G——;E =0

T
B (6rbita): De igualar fuerza gravitatoria y centripeta en una orbita circular se llega a

Em:Em+Ep:_GMm+lmv2:_—16 Mm

R, 2 2 R,
—1 GM; —GM 1 1
La diferencia es E(B)—E(A)ZT Rom—( RTm):GMm<R_T_2RO)
Numeéricamente
E(B)-E(A)=6,67-10""5,97-10 - 405(——— ! )=1,87-10"J

6,37-10° 2(6,37-10°+5900-10%)
B. Pregunta 1-.
a) La unica fuerza que actua sobre el satélite es la gravitatoria y es radial al ser la drbita circular.
Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta y considerando orbita circular.
Mm__V 2nR GM AR’

—=m— V= =R’= >

R T 47’ GT

47°+(671100-10°)°

6,67-10""+(3,55-24-3600 )
b) Deducimos la expresion de la velocidad de escape aplicando el principio de conservacion de la
energia mecanica en un lanzamiento desde un punto A en la superficie del planeta a un punto B

megs
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infinitamente alejado: la energia mecénica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas
como el rozamiento.
. Mm 1
A (superficie): E,=—G R E. =5 MVe v
B (): E,=0;E._=0
Igualando energia mecanica en A 'y en B y despejando la velocidad de escape

—Gm+1mv =0=v,= 2ﬂ
R 2

6,67-10""-1,9-10”

——=6-10"m/s
69911-10

Numéricamente (radio de planeta) v,= \/ 2

2019-Junio-Coincidentes
A. Pregunta 1.-

a) Igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta en drbita circular.
Mm_ Vv’ _ |GM _ |6,67-10"-7,35-10%
=M =vV= - 3 3
R’ R R 1737-10°+250-10
La energia total del satélite en Orbita es la energia mecanica
_ _~-GMm 1 _ , -GMm 1 _GM_—-1GMm_-1_,
E =E +E_= +—mv'= +-m =— ———=—mv
b 2 R 2 R 2 R 2
-11 22
Numéricamente E,, = —1667-10 -7,35-107-1,6- 10 —-1,97- 107

2 1737-10°+250-10°
b) Deducimos la expresion de la velocidad de escape aplicando el principio de conservacion de la
energia mecanica en un lanzamiento desde un punto A en la superficie del planeta a un punto B
infinitamente alejado: la energia mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas
como el rozamiento.

F,=

=1,57-10°m/s

. M 1
A (superficie): E,= —GTm E = 5m
B (oo); EPIO;ECZO
Igualando energia mecanica en Ay en B y despejando la velocidad de escape
Mm 1 GM

—G——+=mv.=0=v,=12—
R 2

6,67-10 "-7,35-10%

1737-10°
Usando la definicion de gravedad como fuerza por unidad de masa y la ley de gravitacion universal

M, 6,67-10 "-7,35-10%

Numéricamente v,= \/ 2 =2,38-10°m/s

’ ) _ 2
=G R (1737-10°) =Lezm/s
B. Pregunta 1.-
a) La distancia desde el punto A (0, 0) al punto B (2, -2) es y (m)
V2'+27=1/8=212m A 2
Se pide fuerza que masa en A ejerce sobre masa en B. Lo podemos x (m)

plantear de dos maneras.
A. Por trigonometria, utilizando el angulo que forma r con el ¢je x,
que son 45°

|13|:6,67-10“-38;5:1,25-1010 N

-2

Calculamos las componentes multiplicando médulo por coseno y
seno, tomando signos de diagrama

F=—|F|cos457 +|F|sen45j=—1,25-10"" L 74125107 Lj:—8,84-10*”‘i’+8,84-1o*“jN
2 V2
e
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.. . o . z Mm .
B. Usando la definicion vectorial de la ley de gravitacion universal F=—G——1,
r
~ 2 = 2 -~
El vector unitario que va desde el punto A (0, 0) al punto B (2, -2) es U, Zﬁ 1— m J
3-:5,1-= 1-= 1= 117
=—6,67-10 - ==2(—=i——=j)=-8,84-10 " i+8,84-10 "' j N
8 (¢ 2 2! )= J
b) Consideramos el trabajo realizado por el campo y llamamos C al punto (2, 0)
Wyse=—mAV=—m(V(C)-V(B))=-5 -(—6,67-10”5—(—6,67-10”23—\6)):1,4710]

El trabajo realizado por el campo es positivo: es favor del campo atraer la masa de 5 kg desde la
posicion B a la posicion C mas cercana a la masa A

2019-Junio

A. Pregunta 1.-

a) La distancia desde el punto (4, 3) al origen es Va’+3’=5m

Lo podemos plantear de dos maneras

A. Por trigonometria, utilizando el d&ngulo que forma r con el eje x, cuyo coseno 4/5 y seno 3/5.

[6/=6,67-10""-2=1,33-10""m/s’6 N /kg

Calculamos las componentes multiplicando médulo por coseno y seno, tomando signos de diagrama

3=(3|cosal T +[g|sencj=133-10" 11g7+1 33 10‘“%*_1 07-10""7+8,00- 10”2 T m/ 526 Nlkg

B. Usando la definicion vectorial 9=—G — U,
r

T . __—4-+ 3=
El vector unitario que va desde el punto (4,3) al origen es urZ? I T J
Usando la definicion vectorial de campo
n 5,—4-= 3= —117 —127 2 .
g=-6,67-10" —(?1—51) 1,07-10 " i+8,00-10 " jm/s*6 N/kg
5%

Consideramos el trabajo realizado por el campo
w —mAV=—m(V (origen) —¥{ee})=—0,5-(—6,67 - 10”%):3,34 107"

0= orzgen

El trabajo realizado por el campo es positivo: es favor del campo atraer una masa desde el infinito
acercandola a otra masa.

b) Llamando x a la distancia medida desde el origen en la linea que une el origen con el punto (4,
3), podemos plantear que ambos campos tendran misma direccion en esa linea pero sentido
opuesto, y para que el campo total resultante por superposicion sea nulo, deben tener ambos el
mismo moédulo.

M43 $0,5: 5
(d(4,3)_x)2 X’ (S_X)2

- - m,.
‘gorigen| = ‘g(4,S)| = G Z;gen = G

— — 50,1
0,1(5—x)=x*=0,1(5—x)=x=(1+/0,1)x=5/0,1=>x= = ~1,2
(5—x)'=x’=v0,1(5—x)=x>( )x =x= X m

Matematicamente hay dos soluciones, pero solamente tiene sentido la que estd mas cerca de la masa
de 0,5 kg.

B. Pregunta 1.-

a) La unica fuerza que actua sobre el satélite es la gravitatoria y es radial en una orbita circular.
Deducimos la tercera ley de Kepler, planteando la segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta y considerando orbita circular.

m__ v _2xR .3 GM _y/GM
—=m—  v= =>R= —
R T 4-7° 47

En un satélite geoestacionario el periodo son 24 h. Sustituyendo valores numéricos

Sese
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—11 24

R:i/ 6,67-10 ?’97 19" (24.3600=4,22-10"m
4n

Como se pide altura, h=R-R1=4,22-107-6,37-10°=3,58-10" m

7

La velocidad orbital es v 2%

2 1-10°)
b) La fuerza centripetaes F = m~-=5900 -M: 1,34-10°N
R 4,22-10

b

=3,1-10°m/s

La energia total del satélite en orbita es la energia mecanica
~GMm 1 ,_—GMm 1 GM _—1GMm

E,=E +E.= mv m
P R 2 R 2 R 2 R
—11 23
Numéricamente Em=—1 6,67:10 5,97 710 5900:—2,78'10101
2 4,22-10
2019-Modelo

A. Pregunta 1.-
a) La tinica fuerza que actlia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial. Planteamos la ley
fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los modulos, igualando
fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.
Mm v V'R
=M= M=
R G

2xR ‘T
Al ser de una orbita circular Vv ZTET = R= ;_n

F,=F =G

viT (2,3-10%)-30-60
2:nG  2-m-6,67-10 "
b) Usamos directamente la expresion de energia potencial gravitatoria (la deduccion implica
integrar) y obtenemos la expresion de energia mecéanica en Orbita
_ ~—-GMm 1 >, —-GMm 1 GM _ -1GMm
E,=FE +E_ = +—mv = +—m =
P R 2 R 2 R 2 R
—1GMm-2-m _—6,67-10 "-5,226-10"-150 7 _

Numéricamente E,,= 2 =—-3,97-10"J
2 v-T 2,3-107-30-60

Sustituyendo M= =5,226-10"kg

B. Pregunta 1.-
a) Planteamos que en una caida de una altura de 10 m con un radio de 8,5:10° m el valor de la

gravedad es constante, y describe un MRUA

x=x0+v0t+% at’= 10=%gc 1,58°= gcz%:&m m/s’

b

Conociendo la gravedad y utilizando la ley de gravitacion universal

M. gcR® 8,01-(8,5-10°) 24
=G—>M_.= = =8,68-107" k
Je== g 7 Mg 6,67-10 " I
b) La unica fuerza que actia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial. Planteamos la ley
fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los modulos, igualando

fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.

M,m v V'R
Fg:FC:>G ? :mﬁﬁMA:?
2nR
Al ser de una orbita circular v= T;,
2 3 2 L1013
M, =32 R 421(1’8 10) _=2,96-10"kg
GT® 6,67-10 "+(395-24-3600)
2018-Julio

A. Pregunta 1.-

sege
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a) La masa del objeto no depende del punto en el que se encuentra, y en este caso sigue siendo de
50 kg.

El peso del objeto en la superficie de Mercurio es la fuerza gravitatoria que realiza Mercurio: sera
un vector en la direccion de la linea que pasa por el centro de Mercurio y con sentido dirigido hacia
Mercurio al ser la fuerza gravitatoria atractiva. Su mddulo segtn la ley de gravitacion universal sera

M,,-m 23
o= Gy =G =6,67-10 1. 330 50 _ 154 g5 iy
Ry (2,44-10°%
b) Si llamamos R=Ry+h a la distancia a la la que el peso se reduce a la tercera parte, planteamos

con modulos

1 Mym | M—
P,==P =>GT:36
M

3 superficie
=(v/3-1)R,,=1,78-10°m
Validamos que modulo del peso a esa distancia y es 3 del calculado en a). También se podria haber
planteado numéricamente partiendo de ese valor 184,85/3=61,6
3,30-10%-50

M,
P=G—2"—g67-10" = —=618N
R’ (2,44-10°+1,78-10°)

p

=3R,=R’=>V3-R, =R, +h

B. Pregunta 1.-
a) La unica fuerza que actlia sobre el satélite artificial es la gravitatoria y es radial. Planteamos la
ley fundamental de la dinamica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los mddulos,
igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.
Mm vi 2 GM
=M=V =—
R R
El radio de la orbita es R=R++h=6,37-10°+694-10°=7,064:10° m

F,=

—11 24
:\/6,67 1075.97-10" 0
7,064-10
6
Al tratarse de una orbita circular VZZT}R:TZZ T ;:5006; 10 =5912s

b) La energia necesaria a aportar para trasladarlo es la diferencia de energias mecéanicas entre ambas
orbitas, que son la suma de energia cinética y potencial. Usamos directamente la expresion de
energia potencial gravitatoria (la deduccion implica integrar) y obtenemos la expresion de energia

mecanica en Orbita
—GMm+1 z_—GMm+1 GM _—1 GMm

E =FE +E = —mv = —m =
moophe R 2 R 2 R 2 R
La diferencia solicitada es
—1 GMm 1 GMm, 1 1 1
AE=E_ ... —-E . = —(— == GM. —
m, 6rbita1000 km 1 m,érbita 694 km 2 Rloookm ( 2 1}594;@) 2 m(f694km Rloookm)
; AE=%6,67-10""5,97-10*-712 — =8,33-10"J
Sustituyendo 2 (7,064-106 6,37-106+1000-103)

2018-Junio-coincidentes

A. Pregunta 1.-

a) La unica fuerza que actuia sobre la nave (que pasa a ser un satélite al orbitar) es la gravitatoria y
es radial. Planteamos la ley fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en modo escalar
con los modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.

2
Fg:FC:>G MT =1=ﬁL =>R= Gly
R R v
e 2R . ., .
Al tratarse de una orbita circular Vv :T , que sustituyendo nos lleva a la expresion asociada a
la tercera ley de Kepler R’= GM \/ 4 R’
4’ GM
S
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Ax’
6,67-10 "-6,42-10”
Considerando afios de 365 dias, 10-365-24-3600/10735=29377 vueltas.

b) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente
alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecanica en un
lanzamiento desde un punto A en la superficie del planeta a un punto B infinitamente alejado: la

energia mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.

M 1
A (superficie): E,=—G 2ME =—mv’

R 2
B(x): E,=0;E =0
Como se conserva la energia mecdanica, igualamos en Ay en B y despejamos la velocidad de escape

R 2 R

Numéricamente T:\/ -(5000-10°)’=10735's

—11 23
Numéricamente vez\/26’67 10 -6,42-10 =5,02-10°m/s

3397,5-10°

B. Pregunta 1.-
. ) M
a) El campo generado por una unica masa puntual es radial g =- G U, siendo el vector unitario

saliente desde la masa. Si llamamos Q al punto (4, 0) en el que se encuentra la masa, el vector
unitario lo que lo podemos plantear como el vector QP (-4, 3) dividido por su médulo, que es 5 m,

—4- 3~
=i+
de modo que U c I 5]
Por lo tanto g=—6,67+10" ”5i(?41 +§ F)m-s 2=8,5376-10 27 —6,4032-10 2 fm s
b) Planteamos el trabajo realizado por el campo (no el trabajo externo), por lo que usamos la
definicion de energia potencial = W umpo origens p=—A E,=—mMAV =—m(V, Vongen)
M M .11 -10
w , =—m(-G——-(-G—))=10:(6,67-10 " 4(=—-))=—1,334-10 " J
campo , origen- P m( de ( de )) ( ( 5 4 ))

El trabajo realizado por el campo es negativo: se trata de un trabajo que hay que aportar
externamente, es en contra del campo, porque estamos alejando una masa (inicialmente estaba a 4
m y luego esta a 5 m), llevandola a potenciales mayores.

2018-Junio

A. Pregunta 1.-

ml mz — . .«
>—u, direccion la

a) Segun la ley de gravitacion universal, la fuerza es un vector F;,=—G

linea que une ambas masas, sentido atractivo: al ser la fuerza que m, ejerce sobre m; esta dirigida
desde m; hacia my;. (el vector unitario va desde m; a my). Su modulo es

F=667-10"12029—1 33.10° N

El peso P, es lafuerza que la Tierra ejerce sobre m, , tendré direccion la linea que une el centro
de masas de m; con el centro de la Tierra, sentido dirigido hacia el centro de la Tierra, y mdédulo
(tomamos como distancia la del radio de la Tierra)
= 24
p|=6,67-10"122710 20 _ 94y
(6,37-10°)°
Aungque no es dato g, podemos validar el resultado, es aproximadamente P=m-g=20-9,8=196 N
b) La fuerza gravitatoria depende de las masas (linealmente) y de la distancia (con el inverso del
cuadrado). Aunque entre m; y m, la distancia sea mucho menor (1 m frente a 6,37-10° m), que
entre m, y la Tierra, la masa de la Tierra es mucho mayor que la de m;. (5,97-10* kg frente a 10 kg)

B. Pregunta 1.-
Op 550
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a) Si la orbita es geoestacionaria, su periodo es T=24 h, por lo que si queremos que el periodo sea el
doble sera de 48 h.

Al indicarse radio asumimos Orbita circular. La tunica fuerza que actia sobre el satélite es la
gravitatoria y es radial. Planteamos la ley fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en
modo escalar con los modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.

Fg:FC:>G MT :ﬁ“tL :>R:G]§4
R R 1%
e 2R . ., .
Al tratarse de una orbita circular Vv :T , que sustituyendo nos lleva a la expresion asociada a
la tercera ley de Kepler R’= GMZ T’=R=} G—NéTz
T 47
6,67-10""-5,97-10*
Sustituyendo valores numéricos R= | — - (48-3600)°=6,7-10"m
47

b) Planteamos la diferencia de energias mecanicas, que son la suma de energia cinética y potencial.
Usamos directamente la expresion de energia potencial gravitatoria (la deduccion implica integrar)
y obtenemos la expresion de energia mecanica en Orbita
_ _—GMm 1 > —GMm 1 GM _—1GMm
E,=E +E.= +—mv'= +-—m

b 2 R 2 R 2 R
La diferencia solicitada es

AE=E, spiar=ssn—E

-1 GMm -1 GMm _1 1 1
m, 6rbitaT = :—7_(— )Z_GMm( - )
T Rycggn 2 Rplpuy 2 Ri—oun  Rr—ssn
El radio de la 6rbita con T=24 h no lo tenemos calculado pero lo hacemos con el mismo

planteamiento de apartado a
_36,67-10""-5,97-10*

R - (24-3600)°=4,2-10"m
4n
Sustituyendo
AE=1667-10""597-10%10°(— _— L -)=1,77-10"J
2 4,2-10" 6,7-10

El valor es positivo, ya que es energia aportada al tener mas energia en la segunda 6rbita (el radio es
mayor y tiene una energia mecanica mayor, niimero negativo de menor valor absoluto).
2018-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) Al tener dos masas utilizamos el principio de superposicion. En el eje x entre las masas se puede
ver que el campo tiene sentidos opuestos y hay un punto intermedio en el que se cancelara, mas
cercano a X; que a X, al ser m, mayor que m;. Lo planteamos como modulos, llamamos x para la
coordenada del punto donde se cancelan medida desde x;=0. Asumimos X,-x positivo (x entre las

2
. J m,_ XX
m, X
= 5
Sutituyendo y expresando con cuatro cifras significativas V5x=5-x= x= el ~1,545m

. . m, m, m,
dos masas) ¢,+¢,=0=g¢,=¢,26—=6—"—5>—=
X (xo=x)" m

X,— X

X

Nota: enunciado pide “el punto en el eje X”, y podriamos plantear si hay puntos fuera del segmento
que une las masas en las que también se cancela. Podemos ver que en el eje X fuera de ese
segmento los campos gravitatorios tienen mismo sentido, por lo que no se cancela.

b) Aplicando el principio de superposicion

2 10

\% +
1,545 5-—1,545

=-2,79-10""J /kg

_ m, m, -1
V1+V2——GF—G7——6,67‘10
1 2

total —

B. Pregunta 1.-
a) En una orbita circular la inica fuerza que actia sobre el planeta es la gravitatoria y es radial.
Planteamos la ley fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los

Sege
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modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.
2
M m mY S Rp= GM
v’

o 2R . ., .
Al tratarse de una orbita circular Vv :T , que sustituyendo nos lleva a la expresion asociada a

la tercera ley de Kepler R’= fl\/‘g ‘> R=} GA{

4n

-1 30
Sustituyendo valores numéricos R= i’/ 6,67-10 21:3 10 (
4n

b) El campo gravitatorio en un punto intermedio lo obtenemos por superposicion. Tendra sentidos
opuestos, calculamos los médulos y comprobamos cual es mayor a esa distancia (aunque a priori
podemos asumir que el campo de la estrella serd mayor)

g M __g67-10" 1,3:107 =0,0108637m/s’6 N /kg

e g ’ (8,98:10°—4,6-10°7
G —Planeta Mplaneta —6 67-10" 11 5- 10_6' 1,38'1030
planeta (4’6 ) ]-0 )

Vemos que es mayor el gampo generado por la estrella en ese punto, luego tendra sentido hacia
dentro de la estrella, y el modulo sera la diferencia. Definimos como vector unitario el dirigido
hacia fuera de la estrella

Grotat= esrelia* Ipianeia=—(0,0108637—0,0020489 ) if,~—0,00881i, m/s°6 N / kg
2017-Septiembre
A. Pregunta 1.-
a) La velocidad de escape es la que debe tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente
alejado con velocidad nula. Aplicamos el principio de conservacion de la energia mecanica en un
lanzamiento desde un punto A en la superficie del planeta a un punto B infinitamente alejado: la

energia mecanica se conserva dado que no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.
. Mm 1
A (superficie): E,=—G T;Eczimvi
B (): E,=0;E.=0
Como se conserva la energia mecanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape
Mm 1 GM

_GT+EmV =0=v.= ZT

b) Utilizamos la definicion de aceleracion de la gravedad para averiguar el radio

—11 23
g:GMZ:R: /GM:\/6,67 10 -3,30-10 =2.44-10°m
R g 3,70

210-24-3600)°=8,98-10""m

estrella

=0,0020489m/s’6 N/ kg

gplaneta

—-11 23
v, =42 GM :\/2 6,67-10 -3,30-107 _ 4,25-10°m/s a) La velocidad de escape es la que debe

‘ R 2,44-10°
tener un cuerpo para llegar a un punto infinitamente alejado con velocidad nula. Aplicamos el
principio de conservacion de la energia mecanica en un lanzamiento desde un punto A en la
superficie del planeta a un punto B infinitamente alejado: la energia mecanica se conserva dado que

no hay fuerzas no conservativas como el rozamiento.
Mi 1
A (superficie): E,=—G Tm;ECZEmvf3
B(x): E,=0;E =0
Como se conserva la energia mecdanica, igualamos en A 'y en B y despejamos la velocidad de escape
Mm 1 GM

—G——+—mv.=0=>v,=42 ——
R 2 R

b) Utilizamos la definicion de aceleracion de la gravedad para averiguar el radio

Sese
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—11 23
g=GM2=>R= /GM:\/6,67 10 3,30-10 :2’44'106m
R g 3,70
—11 23
V= 2GM:\/2 5,67-10 3’360 10— 425-10°m/s
R 2,44-10

B. Pregunta 1.-
a) En una orbita circular la inica fuerza que actia sobre el satélite es la gravitatoria y es radial.
Planteamos la ley fundamental de la dindmica, segunda ley de Newton, en modo escalar con los
modulos, igualando fuerza gravitatoria y fuerza centripeta.
Mm_ V¢ \/ GM
2 PV
R R R

. . GM
b) Utilizando el mismo desarrollo de apartado a R=—;
v

e _2mR : P .
Al tratarse de una orbita circular V=——— |, que sustituyendo nos lleva a la expresion asociada a

T
la tercera ley de Kepler R’= GA{ T°= R=} GA{ T?
47 47
—-11 23
Sustituyendo valores numéricos R:§’/ 6,67-10 (25’42 10 (24,62-3600)2:2,042 -10"m
47

La energia mecénica es la suma de energia cinética y potencial. Usamos directamente la expresion
de energia potencial gravitatoria (la deduccion implica integrar) y obtenemos la expresion de
energia mecanica en orbita y el valor pedido

—GMm 1 > —GMm 1 GM _—1GMm

E =FE +E = mv m
m L R 2 R 2 R 2 R
—11 23
Em:—l 6,67-10 -6,42 710 21:_2,202.10”
2 2,042-10

2017-Junio-coincidentes
A. Pregunta 1.-
a) Planteamos conservacion de energia mecanica entre los dos puntos

A. Punto de lanzamiento E.= % MV arsaniencos Ey=—G R]\::a
B. Punto de altura h ECZOJEp:_G%
Em(A )ZEm(B) =>%""’Vlzanzamiento_G é\ii:a =—G R:iih
Vianzaniento = \/2 aM( T]i_erra - RTier]r_a +h )
1 1

Viamsamiento :\/ 2-6,67-10"-5,97-10*( —— - ~)=1696m/s
6,37-10° 6,37-10"+150-10
b) La energia adicional a aportar es la energia cinética asociada a la velocidad que tiene que tener
para tener una Orbita estable a esa altura.
Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una Orbita circular estable

GMm: Vv 2 GM

® "RVTR

(]

o o

> 1 Mm

La energia cinética adicional a aportar sera E= Sy =5 GT

o

(se podria haber llegado a la misma expresion restando la energia mecénica en una 6rbita circular
con ese radio y la energia potencial esa altura)

Sese
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6,67-10"-5,97-10*-120

1 - ——=3,66-10"J
2 6,37-10°+150-10

Sustituyendo E=

B. Pregunta 1.-

Aunque los puntos se dan con 3 coordenadas (x, y, z) la coordenada z A P3(9/2,6)

siempre es 0, por lo que se trata de un problema en el plano XY. L]

Realizamos un diagrama en z=0 representando los puntos P(1,0), P»(3,4)

y P5(9/2,6)

a) Se plantea utilizando la relacion AE,=m-AV aunque se podria haber

usando directamente AE,,.

El trabajo realizado por el campo para mover m; es
WP;)PZ:_mlAV:_ml(va_VPl)

P2(3,4)
)

M M
W,,p=—2(-G——(-G=
p,»P, ( dz ( dl))
_ 11 1 1, 10-9 M ° >
Wosp=2-6,67-10""-50( W_I)__S’SSG 107°J T rhao 5

El trabajo es negativo, es en contra del campo: estamos alejando una masa de M y el campo
tenderia a atraerla.

b) Se pide la energia cinética de la particula partiendo del reposo, que por el teorema de las fuerzas
vivas es igual al trabajo total realizado AE =W,

(También se puede plantear mediante conservacion de E mecénica). En este caso el unico trabajo lo

realiza el campo, y el trabajo realizado por el campo para mover m; es

M M 1 1 1
W,sp=-3(-G=——(-G=-))=3-6,67-10""-50( —
P> P, \/32+42 \/(9/2)2+62

=6,67-10 "J
d2 d3 )
El trabajo es positivo, es a favor del campo: estamos acerando una masa a M, la masa m, esta
ganando energia cinética.

2017-Junio

A. Pregunta 1.-

a) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie del asteroide
en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica
entre el punto de lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente.

v,=,2 M
R
4 4

M=p-V=p- =71 R*=3000-=73000°=3,39-10"" kg
3 3

La densidad y el radio los expresamos en unidades del Sistema Internacional como G . La densidad
—11 14
es 3000 kg/m* y el radio 3000 m. v, =,/2 GTM:\/Z- 6,67 10300?(’)’39 10 =3,88m/s

b) Planteamos la conservacion de energia mecanica entre el punto de lanzamiento en superficie a la
velocidad de escape y el punto a 1000 m de altura.

1 Mm
A. Punto de lanzamiento E.=—-m Vi ;E,=—G
2 Rasteroide
1 2 Mm
E=—mv, ;E =—G
B. PuntO a 1 km de altllra c 2 p (Rasteroide"' 1000)
Em(A)ZEm(B)zlmvi—G Mm _1avG Mm
2 Rastemide 2 (Rastemide+ 1000)
14 14
Lzg8p-667-10".23910 L2 g47.q0n. 23910
2 3000 2 (3000+1000)

v=+2-5,642925~3,36m/s

Sese
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M 0,12-M - . .103°
a) g:G 2estreIIa: 52:6,67‘10 1, 0,12 ].,99 ]_;)2 N1658m/52

Restrella (0’14 ' RS) (0,14 -7 10 )

) ) o 2
b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una 6rbita circular, y usando Vv Z%
G MPréximaCentaurim —m 4 nz R(zjrbim _ i/ G 0,12 'MST2
- orbita™
Rirbita TzRérbita t 4 ﬂ:z
6,67-107"-0,12-1,99-10*+(11,2-24-3600)°
érbim=§/ = ( ) =7,23-10°m
T

Comentario: son datos reales aproximados del exoplaneta Proxima Centauri b
2017-Modelo

A. Pregunta 1.-

Resolucion idéntica a 2016-Modelo-A1l

B. Pregunta 1.-

Resolucion idéntica a 2016-Modelo-B1

2016-Septiembre

A. Pregunta 1.-

a) Planteamos conservacion de energia mecanica entre los dos puntos
Mm

. 1 -
A. Punto de lanzamiento E.= 5 MV ianzamiento 3 E,=-G

Mm
B. Punto de altura maxima E.=0,E p:—Gr—,'r mix = R ptaneta ¥ imix

madx

planeta

Em(A):Em(B)2lmvlzanzamiemo_c Mm :_G Mm
2 Rplaneta rméx
1 302 _n 6,42-10% . 6,42-10%
~(2-10°)-6,67-10 - ——=5=-6,67-10 - ——
2 4500-10 F mix

roa=5,697-10°m=h,;,=1,197-10°m
b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una 6rbita circular
2 —11 23
V... . . .
cMm_, Vows,, _ |GM =\/6,67 100642100y 6
T 6rbita T srbita T srbita 5,697-10
>Comentario: la masa del enunciado es aproximadamente la de Marte, que tiene una velocidad de

escape de unos 5 km/s
B. Pregunta 1.-

2
a) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una orbita circular, y usando Vv =%
4722 A’ 2 108.103)3
G l\fm — ﬂ; orbita M= ogblta — 47 (25145 10°-10 ) : :9,2 . 1030kg
revia Tr i GT 6,67-10 " -(28-24-3600)

n 9,2-10% _
(100-10%7
>Comentario: si calculamos la velocidad de escape podemos ver que es proxima a la velocidad de

-11 30
la luz, sin llegar a ser un agujero negro v =4/2 %=\/2- 6,67-10 9’32 100 _ 1,11-10°m/s
100-10

M
b) Si didmetro=200 km, R=100 km |gl=G E=6,67 ‘10 6,14-10""m/s’

2016-Junio

A. Pregunta 1.-

a) En la orbita eliptica el momento angular se conserva, por lo que su modulo es el mismo en todos
los puntos. Dado que en en perihelio y afelio vector posicion y velocidad forman 90°, podemos

igualar los modulos y llegamos a
P
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|L - _|L - - . _ Cm . N _ rperihelio
perihelio| — |~ perihelio rperihelio m vperihelio_rafelio m vafelio vafelio_vperihelio
afelio
9
3 206,7-10

Voo =26,50- 10 =2—=~21980ms "'
249,210

Se puede citar que la velocidad es un vector tangente a la trayectoria y se indica solamente su
modulo. Validacion fisica: en afelio debe llevar una velocidad menor que en perihelio.

b) Con datos de afelio obtenidos en a)

MM

Rt Ll T Vo
2

a

E =F +FE =—G
ma pa ca r

30 23
w, 199-10° 64210 | 14 05 .107(21,98- 107 =—1,869- 1071
249.2-10 2
Con esto bastaria, pero hacemos validaciones:
-La energia mecanica también es constante en la orbita, la podemos calcular en cualquier punto.
Para el perihelio con los datos del enunciado
MM, 1 M,V

p
r, 2

E, =—6,67-10"

E,=E,+E =—G

30 23
n,199°10 64210\ g 15 .10%(26,50-10°)=—1,869- 10" J
206,710 2
-Si usamos expresion general para la energia mecanica en orbita eliptica, en la que se usa el valor

del semieje mayor que es a=(206,7-10°+249,2-10°)/2=2,2795-10" m

E,,=—6,67-10°

Em:__lGiMSMM
2 a
30 23
Emp=—16,67 1071 1,99-10 6,421110 =—1,869'10321
2 2,2795-10

B. Pregunta 1.-
a) Usamos la ley de Hooke F=kAL, y como el muelle es el mismo, el cociente entre pesos que son

las fuerzas que realizan la deformacion, es igual que el cociente entre alargamientos
P, kAL, AL, 3
—= = PT = PM =

P, kAL, AL, 1,13

Al ser P=mg y haberse usado la misma masa, la relacion es la misma entre los valores de

aceleraciones de la gravedad.

Si queremos que una masa tenga en Marte el mismo peso que en la Tierra, la masa total hay que

90~239kg . Como se pide la

PM

aumentarla en el mismo factor que la diferencia de pesos m=

1,13

masa adicional, serian 239-90=149 kg.

Planteamiento direCtO m gT = (m+ Madicional) gM = Madicional =m & —m= 90 ( 1—313 -1 ) ~ 149 kg
M )

b) Utilizando la constante elastica del muelle, calculamos el valor de la gravedad en la Tierra

9:2:52 k-AL _327-0,03 —9.81m/s
m m m 1
Usamos la definicion de gravedad
R2 . L1062
lgl=G %:M = gG L 9’8615 ég’i_}? ) =5,97-10"kg
T ,0/°°
2016-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) La distancia entre los centros de ambos cuerpos es la suma del radio de Urano (Ry) maés la
distancia entre sus superficies, mas el radio de Titania (R).

Los radios de Urano y Titania los podemos calcular a partir de g y los datos dados:

3egs
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MU MU \/ -1 8 69‘1025 7
=G——=Ry=4/G—=4/6,67-10 - —-—————=2,58-10
gU R%J = U \/ gU ’6 8,69 ;58 m
M, Mt_\/ i 353107 ;
g[_GFZRt_\/GE_ 6,67-10 0’?—7,98 10°m

t
La distancia entre ambas superficies es d=c-t=3,0-10°-1,366=4,10-10°m
El radio de la orbita de Titania es Ry riana=2,58* 10" +7,98-10°+4,10-10°=4,37-10°m
b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la 6rbita circular de Titania:

2 ! 2
Ri RO RO Tz Ro GM o
= 4 8\3_ S
= 6,67-10°"-8 69_1025'(4,37'10 $=7,54-10"s

ldia terrestre

7=7,54-10°
¥ 7243600

=8,73 dias terrestres

B. Pregunta 1.-

a) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie de un planeta
en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica
entre el lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente:

V,=4/2 oM
R
Sustituyendo y teniendo en cuenta que Mpianea=2Mrierra, ¥ qQUE Rpianeta= 2 Rriema
GM Planeta
Crtanes RPlaneta — 2M Tierra RTierra — \/222

1
vemm, \/ GM Tierra M Tierra /2 R Tierra
P ———

Tierra

M Planeta
2 2
g Planeta RPlaneta 2 M Tierra (RTierra ) 2
b = = =8= G pianeta=8 Grierra=8"9,81=78,5m/ s
) 9 Tierra G M Tierra M Tierra (1/2 RTierra )2 Iptane I
RZ

Tierra
La aceleracion de la gravedad es un vector: la direccion es una linea radial a partir del centro del
Planeta, y el sentido dirigido hacia el centro del planeta.
2015-Septiembre
A. Pregunta 1.-
M Rgu erficie
gsuperﬁcie & G 2 =M= gsuperficie ) PG :

superficie

8
D 2710° =2 R = Rpeee =

superficie superficie 21

108 2
) =4,56-10"k

- " g
6,67-10
b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la 6rbita circular del planeta:
2 2 2
gMm_, v _ 2 GM_ (2ch?) _GM o A po

R R R T R GM

0 o o 4

M=3:

_\/6,67~10‘“-4,56- 10%
B. Pregunta 1.-

2 8 3
4-m (12430-10°) =5,54-10*s=15,4 4

Sese
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4 3
B M 3 p- § Yt Rsuperficie B 4
=G 2 - 2 =G P E T Rsuperficie

g superficie
a) superficie superficie

=6,67-10"""-5500- 4 5.10° =7,68-10 >m/s’
3

g superficie

b) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie de un planeta
en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecénica
entre el lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente:

Gp nR 4
vV, =4 2 2 6,67-10""+5500- gn (5 10) =8,77mls

2015-Jun|o Commdentes

A. Pregunta 1.-

a) Planteamos la diferencia de energia entre los dos puntos, asumiendo velocidad nula en ambos, y
esa diferencia serd la energia minima a aportar (enunciado habla de energia cinética a aportar; se
puede asumir que se trata de un lanzamiento vertical)

1. Superficie: E,=—G

RT
Mm
2. Alturah: E ——GR "y
La energia a aportar serd
Mm Mm 1 1 h
AE=—-G -G =GMm(——— =GMmr———"-
R +h ( RT) m(RT RT+h) "R, (R, +h)
., GMm
Para el caso h=Rr la expresion queda A E= R
—11 24 3
Sustituyendo A E=20710 597107107 545,450

2-6,37-10°
b) La energia adicional a aportar es la energia cinética asociada a la velocidad que tiene que tener
para tener una Orbita estable a esa altura.
Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una 6rbita circular estable

Mm v . GM
G =-m— )y =
B "R TR,
La energia cinética adicional a aportar serda £= ) mv’= 5 GT En este caso R.=R1th = 2Rt
—11 24 3
Sustituyendo  E=+ 20710 159710 10 ) 5610,
2 2:6,37-10
B. Pregunta 1.-
N planeta __ M planeta M Tierra __ M Tierra M planeta __ planeta
a) gplaneta_G 2 =G Z.M =G 2 4M _gTierra4M
Rplaneta (2 : RT) Tierra RT Tierra Tierra
Como segun enunciado la aceleracion de la gravedad es la misma
_ Mplaneta _
1= 4 M = Mplaneta_4 MTierra

Tierra

b) Planteamos la diferencia de energia entre los dos puntos, asumiendo velocidad nula en ambos, y
esa diferencia serd la energia minima a aportar

Mm
1. Superficie: E,=—G
superficie
Mm
2. Alturah: E,=—G
superficie

3egs
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La energia a aportar sera
Mm Mm 1 1 h
AE=-G————(-G )=GMm( - )=GMm
Rsuperﬁcie+ h Rsupe;fficie Rsupe;ﬁcie Rsuperﬁcie +h ( Rsuperﬁcie ) (Rsuper/icie +h )
GAM, m—tT
planeta frera (2 RT ) (3 RT) 4
Comparando para h =Ry = ==
A ETierra G M RT 3
r (R, (2R,)

2015-Junio
A. Pregunta 1.-
a) Para calcular la velocidad en una Orbita circular, si el didmetro es 2,14-10° km, el radio es
1,07-10° m

v :z.n.Rexterior:2'75'1,07'109

everior T 171,6-3600

Utilizando la tercera ley de Kepler podemos plantear (no es necesario cambiar de unidades los
periodos mientras expresemos ambos con las mismas unidades)

Rerior T vterior (T2 rior 2
zxw”w = me”m = Rinterior = Rexlerior 1 ;me’ = = Rinterior = 1’07 ’ 109 ' i/ 42 2 N 45 1 9 ' 108 m
R T T ior 171,6

interior interior

=1,09-10"m/s

exterior

b) Si igualamos fuerza centripeta y gravitatoria en la orbita circular para el planeta exterior:

Mm _ Vv’ v R _(1,09-10%)%1,07-10 2
G =m—=>M= == - =1,91-107"k
R R G 6,67-10 " \
Si el diametro del planeta es 2,4-10* km, su radio es 1,2:10’ m
M o 1,91 1077

=885m/s’

La aceleracion de | dad fici =G=3=6,67-10" =
a aceleracion de la gravedad en superiicic es £ R2 (1,2'107)2

B. Pregunta 1.-
a) Si el diametro son 6,0-10° km, el radio son 3,0:-10* m
2 8\2
g:GﬂﬁM:gR _125-(3,0 1?1)
R G 6,67-10
b) Si igualamos fuerza centripeta y gravitatoria en la 6rbita circular llegamos a la expresion para la
tercera ley de Kepler, con la que obtenemos el radio de la 6rbita usando periodo y masa.

=1,7-10" kg

Mm v GM _2maR; _, 47 5 _ 5|GMT’
G =R R U ) 2T e R =R,
6,67-10°""-1,7-10”-(12-3600)*
sz/ ’4 - ( )28,1-108m
T
2015-Modelo

A. Pregunta 1.-
a) Llamamos M=Masa estrella, m=masa del planeta, T=Periodo revolucién planeta
Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la 6rbita circular del planeta:

Mm_ v, GM_ (2R} _GM _ ,s_GMT’ .
G =m— = = R=— 5
2 momSV=— e R e (R es radio orbita del planeta)

p
Esta relacion es la 3% ley de Kepler para orbitas circulares.

b) La expresion anterior es valida tanto para el planeta como para la Tierra: planteamos ambas

2
3 MT
Planeta: R =G——
4n
2
M, T
. 3 Sol L Tie .. .
Tierra: R}, gioa=G ———— (indicamos Ryi Tiera para no confundir con Rriera)

Por el enunciado tenemos que M=3-Ms,1, y T=Trierma. Sustituyendo y dividiendo ambas expresiones

Sese
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3- My T
R’ 45 -
3 = 2 = 3 = R: 3/3 Ra’rbim Tierra
Rérbita Tierra G 1 4 Sol ;‘_
452

B. Pregunta 1.-

a) Se indica solamente radio: asumimos planetas esféricos y de densidad uniforme.

4 3
p ’ § Yt Rplaneta

M 4 4
gsupe}_’ﬁcie: G 2 , M= p ’ V = p ' § 4 Rplanetu = gsupel_’ﬁcie: G 2 = G ’ p ’ § T Rplaneta
planeta R planeta
4
G pyrsmR
gxupezjﬁcieA — 4 3 4 - &: gsupe;ﬁcieA . & =3-1=3
gsupe}_’ﬁcie B G . pB . %—ﬂ; RB gsupei_’ﬁcieB A

b) Introduccion genérica (o bien plantear directamente la expresion para la velocidad de escape)

El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie de un planeta para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con
velocidad nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el
infinito la E, y E. son nulas

%mvz_ T :():'Vempe:\/2 RGM =V2'g

superficie R superficie

superficie superficie

VescapeA — \/2 ) gsuperficieA ) RA — /3 B 1 :\/§
vescape B \/2 ) gsuperficie B’ RB

1%
_ escapeA_l.103m/5N1155m/S

VescapeB_ \/§ - \/§
Validacion légica: si ambos tienen el mismo radio, pero A tiene mas aceleracion gravitatoria en
superficie, la velocidad de escape de B tiene que ser menor que la de A.
2014-Septiembre
A. Pregunta 1.-

a) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la orbita circular:
Mm_ v . GM _(2«R,) _GM __ ,;_GMT”
=m—>=v = = = >R =

R. R, R, T’ R, 7 4x’

No tenemos como datos G y M,pero tenemos como dato la gravedad en su superficie y su radio, por
lo podemos plantear

G

M 2
g superﬁcie: G 2 =>GM = g superficie Rpltmeta

planeta

Sustituyendo
» :§/3,71 -(3393-10°)*- (24-3600)*

: =2,01-10"m
4n

b) Introduccion genérica (o bien plantear directamente la expresion para la velocidad de escape)

El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la

superficie de un planeta para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con

velocidad nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el

infinito la E, y E. son nulas

1 ? - GMm = O ’. escape = \/2 GM

E my
Comentario: por los datos de gravedad en superficie y radio, el planeta es Marte.

B. Pregunta 1.-

a) Utilizando el dato de planeta esférico, densidad uniforme, y realizando los cambios de unidades

S
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necesarios al Sistema Internacional
M 4
gsupe)jﬁcie = G M p V= p 3 T Rp/ancta
pluneta
p % T Rpluneta 4 4
Ruperic=0 o7 ——=G P TR 1, = 6,67 107 " 3133 10°-71500-10°=26,57 m/s’
planeta

b) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en la 6rbita circular, calculamos el radio de la 6rbita

G Mm:m£:v2:GM :>(2TER0)2:GM :>R3: GMT2: gsuperﬁcie.Rilanem'T2
R, R, R, T’ R, 7 4x’ 47’
26,57-(71500-10%)%-(73-3600 )
Rozi/ ST 2 2) ( ) =6,19-10"m
TT

En una 6rbita circular

2nR i -108
V= T o:2 T 6,]_9 ]_O :1,48'104m/5
T 73-3600
2014-Junio-Coincidentes
A. Pregunta 1.-

a) Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una oOrbita circular

cMm_ v _ . GM (2xR,) GM pi GMT”
T2 MV o= = 2 = = 2
R 'R, R, T R, 4n

No tenemos G y M como dato, pero utilizando el dato de energia mecénica y la expresion para la
energia mecanica para una Orbita circular

E R
E ="tcMm_ Gy=—p=n—e
2 R, m
Sustituyendo
E R T° E T2 —5-107) (24-3600)
R=—2=nte T g \/ 2—T—:\/—2-( ) (2436007, 35107,
m 4’ m 4’ 100 4n
E R —5.10’- .

Gm 6,67-10""-100
B. Pregunta 1.-
a) Si el didmetro de la Tierra es 2,48 veces mayor, el radio es también 2,48 veces mayor.

Tierra

443 My, 248 2,48’ 2,48’

M

Titan 2
= =G = =9,81- ~1,36 m/
S R?"ita'n R Tierra ? R ?"ierra 44’3 S 44 3 44’ 3 e
( 2,48 )

b) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie de un planeta
en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica
entre el lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente:

GM
Tzerra
Tlerra Tlerra Tltan 4 4 3 s~ 4 23

\/ GM Tltan Titdn Tzerra

Tltan

2014-Junio
A. Pregunta 1.-
a) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de escape en la superficie de un planeta

Sese
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en funcion de su masa y su radio, utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica
entre el lanzamiento y una posicion infinitamente alejada, pero la usamos directamente:

v, =4/2 GTM La combinamos con los datos del enunciado: Ma/Mp=3 y Ra/Rp=4

5 GM ,
h: R, :\/MAEZ 3.l:£
Ve, \/2 GMg MB RA 4 2
Ry
GuA
b) gA,superficie: R, :MA R_f:3 l:i
9B superficie G % My R, 4" 16

R}
B. Pregunta 1.-
a) Se podria incluir el deducir la expresion de la velocidad de lanzamiento para alcanzar una altura
h en la superficie de un planeta en funcion de su masa, su radio y la altura alcanzada, utilizando el
principio de conservacion de la energia mecanica entre el lanzamiento y la posicion de maxima
altura, pero la usamos directamente:

v, =42GM (l—ﬁ) La velocidad de escape es una particularizacion de esta velocidad para el

R

caso de h=o0, con lo que se tiene v, = ZGTM

Sustituimos los datos datos y calculamos valores numéricos:

vL:\/2-6,67-10”-5,97-102“( 1 —— 61 ~)=3,02-10’m/s
6,37-10° 6,37-10°+500-10
1

vez\/Z *6,67-10"-5,97-10*(————)=1,12-10"m/s
6,37-10

b

Como se indica comparar, lo hacemos cualitativamente: la velocidad de escape tiene que ser mucho
mayor que la velocidad de lanzamiento para alcanzar esa altura, ya que supone “llevar la masa mas
lejos, aportarle mas energia potencial”.
Ni la velocidad de lanzamiento ni la velocidad de escape dependen de la masa del objeto, que son 2
kg segun el enunciado. Esa masa influira en la energia gastada en proporcionar a ese cuerpo esa
velocidad, que supone aportarle esa energia cinética.
b) Aunque se podria hacer numéricamente para la velocidad de lanzamiento calculada en a, y seria
valido y mas corto, lo hacemos analiticamente para expresar esa distancia en funcion de R y h.
Utilizamos la conservacion de la energia mecanica, llamando
A: Situacion de lanzamiento: la energia mecanica es la cinética y la potencial gravitatoria asociada
al radio de la Tierra. Al mismo tiempo, y por conservacion de energia mecéanica en la situacion del
apartado a, sera la energia mecénica en el punto de altura maxima

E (A)=2m-cMM-Loom(E-Lt ) cMm__gMm

2 R 2 R R+h R R+h

B: Situacion donde la velocidad se ha reducido un 10% (pasa a ser el 90% de la inicial) con
respecto a la velocidad de lanzamiento: la energia mecénica es la cinética asociada al 90% de
velocidad y la potencial gravitatoria asociada a la altura que queremos averiguar, que llamamos x.

1 Mm 1 1 Mm 081 081 1
Em<B):§m(vL-0,9)2_Gm:0,92mGM(E—R+h)— =G Mt - 2 =)

Igualando y operando

Op 0]
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M 1 1 1
G Mm (08108 )

R+h R R+h R+x
~1 _ 0,81(R+h)(R+x)—0,81 R(R+x)—R(R+h)

R+h ™~ R(R+h)(R+x)
—R’~Rx=0,81R’+0,81 Rh+0,81 Rx+0,81 hx—0,81 R*— 0,81 Rx—R°—Rh
(-1-0,81+0,81+1)R°+(—R—0,81 R—0,81h+0,81R)x=(0,81—1) Rh
_ —0,19Rh _ 0,19h

X= =
~R-081h 1+0,81£

Fisicamente podemos validar cierta consistencia: la expresion cumple que si h=0 entonces x=0.
Si h<<R, llegamos a que x=0,19h, que es la expresion a la que se llega si igualamos utilizando la
expresion de energia potencial gravitatoria para h<<R, y en ese caso v;=2gh
mgx+%m(0,9v)’=mgh= gx+140,81-2gh=gh=x=0,19h
Sustituyendo
= .—0,19-6,37-10°-500-10’
—6,37-10°-0,81-500-10°
Fisicamente podemos validar cierta consistencia: es menor que 500 km, y que estd mas proximo al
punto mas de lanzamiento (donde se tiene el 100% de la velocidad inicial) que al punto de maxima
altura donde la velocidad es nula.
Como enunciado pide “la distancia a la que se encuentra el cohete, con respecto al centro de la
Tierra”, el resultado pedido es 6,37-10+8,93-10%=6,46:10° m
2014-Modelo
A. Pregunta 1.-
a) Hay una manera elegante y simple de resolverlo sin ningtn calculo (idea de Juan G): el potencial
gravitatorio solamente es 0 en el infinito, tanto para el potencial creado por una inica masa como
para el potencial creado por varias masas, ya que se suman siempre potenciales con el mismo signo,
luego no puede haber ningin punto con coordenada finita donde se anule el potencial.

=8,93-10"m=89km

Resolviéndolo de manera numérica, tomamos como €j€¢  Tierra 1.5-10"m Sol

, . ld 2 »l
x la linea que une ambos centros, con el origen en la — e
Tierra y x positivas dirigidas hacia el Sol, utilizando x=0 X 1,510"x X

unidades en m. Con lo que la coordenada x de un punto
sera su distancia a la Tierra, y 1,5-10"-x ser4 la distancia de ese punto al Sol. Utilizando el principio
de superposicion, el potencial gravitatorio serd la suma de potenciales gravitatorios asociados al Sol
y a la Tierra. En la férmula debemos utilizar distancias, no coordenadas, y usamos valor absoluto ya
que las distancias siempre son positivas.

— - MTierra MSol _ . _
V=V tiratVs=—G -G o =0 Sustituyendo Ms,=333183 ‘M,
x| 1,5-10" x|

1 333183 1 333183
O=5+——— =" 75=7—- 7177 Resolvemos desglosando casos de valores absolutos:

I 1,5-10"=x]  R[1,5-10"—x]

11
Caso A: x<0 — [x|=-x, [1,5-10"-x|=1,5-10"-x  333183-x=1,5-10"—x=>x= 13’531124 =4,5-10°m

No es valido ya que la solucién es positiva cuando la premisa es que fuera negativa.
Caso B: 0<x<1,5-10" — [x|=x, |1,5-10"-x|=1,5-10"-x
_1,5-10" 5
=—2——=—45-100m
—333182
No es valido ya que la solucion es negativa cuando la premisa es que fuera positiva.
Caso C: 1,5-10"<x— [x]=x, |1,5-10"-x|=-1,5-10"+x
11 —-1,5-1 0"

333183 - x=—1,510 +x=>x= 313184

No es valido ya que la solucion esta fuera del rango establecido como premisa

Sese
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Nota: Aunque los resultados fueran validos, su valor es de 450 km, y tampoco serian validos ya que
quedaria en el interior de la Tierra (Rriema <6370 km) y dejaria de ser valido el modelo de masa
puntual usado para la Tierra.

b) Tomando el mismo sistema de referencia del apartado a) y utilizando la ley de gravitacion
universal y el principio de superposicion tenemos

MTlerra s MSol T _ . _
E= ET,e,m Sol—G (—i)+G——=—=i=0 Sustituyendo Ms;=333183 ‘Mriema,
x’ (1,5-10" —x)
0="14 3B 333183, 022(1,5-10" — 1) >333183-x=1,5-10" —x
x> (1,5:-10"—x)
1,5-10" s
=2 _—26-10°m
V/333183+1

B. Pregunta 1.-

a) El momento angular es un vector pero se pide solamente el modulo.

Al estar los satélites geoestacionarios en el plano ecuatorial, el vector posicion respecto al centro de
la Tierra y el vector velocidad son perpendiculares, y podemos plantear

|Z |: Ro’rbita ) msatélite ) vsatélite
Calculamos el radio de la orbita geoestacionaria. Al ser una oOrbita circular, podemos igualar fuerza
2n R,
gravitatoria y centripeta, siendo al mismo tiempo VZT(W’”M con T=24-3600=86400 s
Mm_ v, GM _(2aR) _GM _ . GMT’ 3| GMT?
G =m——=>v = = = >R =——>=>R,=
R’ R, R, T’ R, 47° 47
—11 24 2
R0:§/6’67 10 5,972 107"- 86400 =4.22-10"m
47
2m4,22-10’

1]=4,22-107-500- =6,48-10"kg-m*- s~

86400

Para calcular la altura respecto de la superficie terrestre, restamos el radio terrestre:
h:R(')rbita‘Rterrestre:4,22 -1 07'6 37-1 06_3 581 07

1 Mm Mm 1.5,97-10%-500
b) E =E+E =—mv'-G—=—G——=—6,67-10" 20— =

)BTRS R, 2R, 242210

2013-Septiembre
A. Pregunta 1.-

=-2,36-10"J

planeta

RZ

Planeta

a) g planeta ™

Como la orbita es circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria y expresamos en funcion de
los datos para el primer satélite, teniendo v,=2nR,/T

: 2 2 53
mﬁz GMpl;netam - (2 T §0) — GMplaneta ~GM = 4 2R0
R, R T R, P T
4R} 4x*((3+1)-10%)
Sustituyendo & pgmera™ = (3+1)-10%) =54 mls>

T* R}y (2-3600)-(3-10°)
b) Utilizando la tercera ley de Kepler, utilizamos subindice 1 para datos primer satélite y 2 para
segundo. Segun enunciado T,=2 h.

7° R R.\ 106
—i=—§;T2:T1\/ 2 :2\/ (3+1+0,5) 10

T2 R} R, (3+1)-10°
a) pzﬂziﬁszMB)nﬁ

Rl
B. Pregunta 1.-
V. (4/3)nR’
Bl
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MA
G—-

gi_ R, _M, R, p,(4/3)aR}R;

7 >= >— Como enunciado indica misma densidad
Er My R,y pp(4/3)nRyR;

G—2L

R,

R
8a_Za_300 o0 117 8E-6/7~086
25 R, 3000 2,

b) Introduccién genérica (o bien plantear directamente la expresion para la velocidad de escape)

El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie de un planeta para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con
velocidad nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el
infinito la E, y E. son nulas

1 > GMm _ . _ \/ GM

Smyv - _O’vescape_ 2

2 superficie Rsuperﬁcie

5 GM ,
vescapeA_ RA _ MARB_\/pA(4/3)nRiRB_&_7/6
VescapeB 2 GMB MBRA pB(4/3)TCR;RA RB
Ry
2013-Junio-Coincidentes
A. Pregunta 1.-
27 27
a) Se pide periodo T=W=74’33. = =1,45-10"s
Igualando fuerza centripeta y gravitatoria en una Orbita circular, y expresando en funcion ®
2
G A};[T zm;}a—:mmzRO:« R= GA;[ =>R0:§/GA24
o o W
—11 22
Sustituyendo  R,= i/ 6,67 10 71345 - 0 —297-10°m
(433-107%)

Se nos pide altura desde la superficie h=R(-R;=2,97-10°-1,74-10°=1,23-10° m
b) Podemos deducir la expresion para la energia mecanica para una Orbita circular
—1, Mm n_7,35-10%-800 _

E =— =—6,67-10 " 22— == =_6,60-10"J
2 Reia 2-2,97-10
B. Pregunta 1.-
R2 . L1162 - -
2) gOZGMZ:G: 9o o:9,81 (6,37-10°) =6,67-10" " N-m® kg

R} M 5,97-10°*

B’ L o I . ., L
Para un péndulo en régimen de pequefias oscilaciones, se puede deducir la expresion T=2m— ,

2 2,84s
1

b

que sustituyendo nos da T ,=2 n\/ 9

24
b) 9,=G2=667-10" 29710 =9,79ml/s’

R? (6,37-10°+8-10°)
2 2

o L, =~ T,° 2,83,
TO_:rl_zn\/g:l:«Ll_g1 (2n) =9,79-( o ) =1,99m

2013-Junio
A. Pregunta 3.-
MMercurio — 8 Mercurio Ri/lercurio — 3:7 ) ( 2440- 103 )2

a) gMe"CWitl:GZi:)MMercurio_ G - 6 67 10—11 :3’3 1023kg

Sese
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M ) . 23
_ Mercurio __ 3,3 10 — 5423 kg/ m3

Prercuris =7 o (413)7(2440-10°)
b) Si go'rbita/ gsuperﬁce:1/4 - Rsuperﬁcez/ Ro’rbitazzl/ 4 — Rewin = 2'Rsuperﬁcie
La energia necesaria es la diferencia de energia mecanica entre ambas situaciones:
-En superficie la energia es potencial:

23
E,=—G Mm —_6.67-107"- 3,3-107-5000
Rsuperﬁcie 2440 10

-En 6rbita la energia es la suma de cinética y potencial. Si asumimos oOrbita circular estable,

igualando fuerza centripeta y gravedad podemos deducir la expresion para la energia mecéanica

=—45-10"J

M
Em:_GTmRmbzm .Y SuStltuyendO Rémwia = 2 Rsuperﬁcw , tenemos que
23
EmZ—G%=—6,67'IO 11 w =—125" 1007
22 Roperficie 2-2-2440-10°

La energia necesaria s En srita — Eum superficie =1,25-10" - (-4,5:10' )= 3,25-10"° J

B. Pregunta 5.-

a) Falso. El momento angular, como vector y no solamente en modulo, es constante ya que la fuerza
gravitatoria del Sol es una fuerza central. El momento lineal en el afelio es menor que en el
perihelio, ya que en esos puntos, al ser vector posicion r y momento lineal p perpendiculares,
podemos igualar ramva=rpmvp y dado que ra>1p, tiene que cumplirse que vp>va

b) Falso. La energia mecénica se conserva en toda la orbita ya que solamente actia la fuerza
gravitatoria del Sol que es conservativa. La energia potencial si es mayor en el afelio que en el
perihelio, ya que la distancia es mayor, y de acuerdo a la expresion para la Energia potencial E,=-
GMm/R, a valores mayores de R tendremos un nimero negativo mas pequefio, que implicara un
valor mayor.

2013-Modelo

A. Pregunta 1.-

a) Al no existir rozamiento solamente actda la fuerza de la gravedad que es conservativa y podemos
plantear la conservacion de la energia mecanica en el instante de lanzamiento y en el instante en el
que alcanza la altura méxima.

. 1 M
1. Lanzamiento: E,==mv’ ; ——G—m

2 R
M -2 M,

2. Altura maxima (la altura es R+R/2= (3/2)-R): E=0; E,=—-G # 3 G—m
Igualando energia mecanica en puntos 1y 2

1 Mm -2 _Mm V' GM 2GM _ [2:6,67-10""1,25-10% _

P R B S T —\/ Tsa0r | 2Assmls
b) La aceleracion es un vector. Calculamos su modulo e indicamos direccion y sentido
cualitativamente: la direccion serd radial y sentido dirigido hacia el centro del planeta.

B=6—M 66710125107 sy
((3/2)-R) 3 6
(5-1,5 -10°)
B. Pregunta 1.-
—GM;
a) Al ser una Orbita circular, se puede deducir y manejar a la expresion E = R m_ 2E

2E,R 2:(-3,27-10%)-6-10°
—Gm  —6,67-10 "'-800
b) La velocidad lineal en la 6rbita se puede obtener igualando fuerza centripeta y gravitatoria, o
también deducir y manejar la expresion E,= 2E,, y E., =E..

Sese
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_1 5 gy_ 1 2 13,27-10%-2
E=—mv=>-— _3,2710 ==-800- ) e —
b v ( ) 5 v y 200 904 m/s

v _ 904 4

—= =1,5-10 radls
R 6-10°
Si igualamos fuerza centripeta y gravitatoria, podriamos plantear
Mm_ _ |GM_ 667-10"-7,35-10"

R, R} (6-10°)°

=1,5-10*rad/s

F.=F >mo’R,=G

2012-Septiembre

A. Pregunta 2.-

a) El trabajo a realizar lo podemos relacionar con la diferencia de energia entre ambas orbitas:

-El trabajo realizado es la variacion de energia cinética (teorema de las fuerzas vivas)

-El trabajo realizado para ir de 6rbita A a 6rbita B es la variacion de energia potencial cambiada de
signo.

En orbita circular, igualando fuerza centripeta y gravitatoria, podemos llegar a que la energia
mecanica y la cinética son la mitad en valor absoluto que la energia potencial, siendo la energia
cinética positiva.

Situacion A. Roa=5/2 Ry :

E ——q M, .m Z—ZGMTm B :lG M.m _ M, m E =G M, m
4 5/2R, 5R, “ 27 5/2R, 5R, A 5R,
Situacion B. Rp=5 Ry :
M, m 1 . M,m -1 . M,m
En=mC05p" Ea=3055 Ew=73 05
-El trabajo realizado por el campo asociado asociado a la variacion de energia potencial:
M m M, m M, m
WFCA-)B:_(EpB_EpA):_(_G 5R, _(_ZG 5R, ))ZG 5R, (1_2>
WFC“B:—(E,,B—E,,A):—6,67-10_“-5,98-1024-#:—5-109‘]
5-6,37-10

El resultado es negativo, trabajo no realizado por el campo sino aportado contra el campo (en
sentido opuesto campo): estamos llevando el satélite a una “altura mayor”, con mas energia
potencial, aportamos energia al sistema.

-El trabajo asociado asociado a la variacion de energia cinética:

1 M,m M, .m M. m | -1 M.m
w =E ,—E =—G -G =G ~——1)=—0G
Total A» B cB cA 2 SRT SRT SRT (2 ) 2 SRT
_ 400
Wit ass=Es—E.,=—0,56,67-10"-5,98-10"" ————=-25-10"J
Total A> B B A 5'6,37'106

El resultado es negativo, en la 6rbita B la energia cinética es menor. Se extrae trabajo/energia del
sistema, que “pierde” energia cinética.
El trabajo total a realizar serd el trabajo aportado para aumentar la energia potencial (cambiamos el
signo porque las expresiones son para el trabajo realizado por el campo, no externamente) menos el
trabajo extraido para reducir la energia cinética:
W voconservativo as 5 =A En=AE ,+ AE,=5-10"-2,5-10"J =2,5-10"J
Nota: podemos llegar a la misma expresion indicando que el trabajo aportado es la variacion de
energia mecanica. Como en las orbitas E,=-E.,
W Noconservativo 4>8=Emp— E pa= _(ECB_ECA) =2,5- 10°J
b) Orbita circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria, y v,=2nR,/T
v,_GMym _(2nR,) _GM, =>T—\/4R2R2—T—\/ 47°(5-6,37-10°)
"R, R T° R, YoM, Ve667-10" 598 10%
B. Pregunta 2.- (Similitudes con 2010-Junio-Coincidentes-B.Cuestion 1: 1/6=0,166, 1/4~0,273)

30
Pé4gina 33 de 63 e

-"

[

=5,68-10%s



mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2023. Soluciones Gravitacién
enrique@fiquipedia.es Revisado 3 noviembre 2022

a) Introduccion genérica (o bien plantear directamente la expresion para la velocidad de escape)

El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie terrestre para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con velocidad
nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el infinito la
E, y E. son nulas

1 > GMm _ B \/ 2GM
—mv — =0,v, = .
2 RT escape RT

Se pide la velocidad de escape de la Luna y no disponemos de masa: intentamos relacionar masa de

la Luna con la de la Tierra segun la relacion entre aceleraciones de la gravedad proporcionada:

GM,
y R M, RP M R, M
@:0,166: L=t 11 L —=_—1=0,166-0,273"
27| GM,; M; R, M;(0273R,)} M;
Ry
2GM 24
v, :\/ L:\/2-6,67- 10710,166-0,273°- 5,98 - 10 :=2382mls
' R, 0,273-6,37-10

b) Orbita circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria. Pasamos la velocidad a m/s
2

v, GMm _GM,; 6,67-10"-0,166-0,273°-5,98-10*
m—= >R = =
R, R o 1,5-10%
2012-Junio
A. Pregunta 1.-
a) Orbita circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria. Pasamos el radio de la 6rbita a metros.
Rs=R1+h=6,37-10°+2-10"=2,637-10" m
vo_GMm_ _\/GMT _\/6,67- 10°""-5,98-10%
Ry R Ry 2,637-10
b) Si la velocidad se anulase repentinamente, no tendria energia cinética y solamente tendria energia
potencial asociada a la altura de la orbita, y caeria verticalmente. Sin considerar el rozamiento del
aire solamente actia la fuerza de la gravedad conservativa y podemos considerar que hay
conservacion de la energia mecénica.

=2,19-10°m

=3889m/s

oy M, m
A. Orbita tras el frenado: E,=0,F p:—G
S
. 1 M, m
B. Llegada a la superficie. E‘;Em Voo E,=—C R
T
Igualando energias mecéanicas en Ay B
M, .m M . m
_G = :lmvfue/a_G 2 ﬁV?uelo:\/ZGMT(L_L)
R, 2 R, : R, Ry
vsuelo:\/2.6’67'10_11.5598'1024( 1 6_ 1 7):97461’/’[/S
6,37-10° 2,637-10

B. Pregunta 1.-

a) Orbita circular, igualamos fuerza centripeta y gravitatoria. Pasamos el radio de la 6rbita (Ro) a
metros, y obtenemos periodo ya que vo=2nRo/T. Con datos enunciado
Ro=R+h=6,37-10%4+2,5-10"=3,137-10"m

2

(ZnRO>

GM 470° R}
m—L = jm=>4n2R30:GMTT2:T:\/ T %o
R, R GM,

2 7\3

:\/ R ENE VAT e
6,67-10 5,98 10
30
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M.m 1024,
b) E,=—G— =—6,67-10 22810 3900:—3,81~1010J
R 3,137-10
Para la energia cinética calculamos la velocidad con el periodo
1 27R,) 2-7-3,137-107)’ 10
E =— — . (==~ ) =109]-1
. 2m( ) =0,5-3000( 2276 ) =1,91-10"J

También podriamos saber que en una Orbita circular estable la energia mecanica y la cinética son la
mitad en valor absoluto que la energia potencial, siendo la energia cinética positiva.

_|E)_-3.81-10" 0
B ===t =191010")
2012-Modelo

A. Pregunta 1.-

2 3\2
Q) g—gM. &R _7,2:(4100-10°) 181-10%%
SR G 6,67-10°" 8
b) Calculamos la diferencia de energia entre ambas situaciones
, Mm _—6,67-10""-1,81-10*"3 7
Superficie: E =0; E =—G =— 2 =—8,83-10'J
perficie: L. ! R 4100-10°

SO T B Mm
0rbzta.Ec—5mv ; Ep——GR—O

R,=4100+1000=5100 km
—11 24

g ==66710 LI8LI0M3 o g,
5100-10

Calculamos velocidad en la orbita estable, donde F ,= F,

2 1 24
GMm_ 7 /GM:\/6,67 10" LS110Y s
R R R, 5100-10

E,=0,5-3-4865°=3,55-10"J
Energia mecénica total en superficie: E~=-8,83-10" J
Energia mecénica total en orbita: E,=-7,1-107 +3,55-10" = -3,55-10" J

_= GMm
2R

Nota: en una orbita estable la E,, es la mitad en valor absoluto de laE,, E,

La energia a suministrar es la diferencia: E,-E=-3,55-10" -(-8,83-10")=5,28-10" J
B. Pregunta 1.-

Mm

R

o

Orbita:ECZ%m Vv E,=—G
R ,=6370+2500=8870 km

Calculamos velocidad en la orbita estable , donde FF = F,

2 ~11 24
2) GM_T:mV—;v:4 GM:\/6’67'10 '5’938'10 =6706m/s
R’ R, R, 8870-10

Ec:%mvzzo,S -1100-6706°=2,47-10""J

_ —6,67-10""-5,98-10**-1100 _
" 8870-10° -
E, total=2,47-10""—4,95-10""=—-2,48-10'"J

b) El momento angular es un vector L=7 Xp=7 Xm-V

Al calcular el momento angular respecto al centro de la Tierra para una 6rbita circular, el vector
posicion siempre es perpendicular al vector velocidad, por lo que su médulo sera

2
|Z|=I7m[v|=8870-10°-1100-6706=6,54-10" kg [ también J -s |
S

300
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2011-Septiembre-Coincidentes
A. Problema 1.-
a) El momento angular es constante en la 6rbita al ser fuerzas centrales, por lo que su modulo es
igual entre dos puntos cualquiera de la 6rbita. Como en perigeo y apogeo los vectores r y p son
perpendiculares, podemos igualar ramva=rpmv, y despejar para obtener el mdodulo de la velocidad
solicitado.
v, 7,02-10°8,22-10°
r 4 10,30-10°
b) El mddulo del momento angular es constante en la drbita, lo podemos calcular en perigeo o
apogeo, tomamos uno de ellos.
|L|=r,mv,=7,02:10°-200-8,22:10°=1,15-10" kgm’s™' [tambiénJ s
Su direccion es perpendicular al pano de la orbita, y su sentido vendra dado por la regla de la mano
derecha al realizar el producto vectorial de los vectores r y p.
c¢) La velocidad areolar es constante segtin la 2% ley de Kepler. Hay dos opciones
A.-Teniendo el periodo de la orbita, se puede utilizar la férmula del area de la elipse y dividir por €l
(similar a resolucion apartado a de 2011-Junio-A.Cuestion 1 para oOrbita circular). No se da T

=5,60-10"m/s

A

2 2
explicitamente, pero se puede obtener con la 3* ley de Kepler 13:4_“ recordando que para
R GM
orbitas elipticas en hay que usar como R el semieje mayor de la elipse “a”, que podemos calcular
como la mitad de la suma de radio en perigeo y apogeo.
r +r . 10° 10°
a= apogeo perigeo — 10,30 10 +7,02 10 :8’66-106]/]/1
2 2
T_\/ 477-(8,66-10°)
6,67-10 "-5,98-10*
Para calcular el area de la elipse debemos calcular su semieje menor, “b”
Una vez conocido el semieje mayor y el apogeo, podemos calcular la distancia del centro al foco
f =7 focoacentro— A ¥ perigeo = 8’66 106_ 7902 106: 1a64 : 106 m
Sabiendo que por geometria de la elipse la suma de distancias entre un punto cualquiera y ambos
focos es constante (mirando en apogeo es ra + (2f+ra) =2a), y tomando los puntos donde cortan
semieje menor y mayor tenemos que la distancia total es 2a. Tomando un tridngulo formado por f,
centro y extremo semieje menor. f2+h’=a’ luego H=1/(8,66-10°) —(1,64-10°)°=8,5-10°m
Elédreaes A=nab=n-8,66-10°-8,5-10°=2,31-10"m’
: dA _2,31-10" wom’
La velocidad areolares ——="=>——-=2288-10 —
dt  8017,6 ’ s
B.-Usar la relacion de proporcionalidad entre el mddulo del momento angular, que es constante en
toda la oOrbita, y la velocidad areolar, también constante. La expresion o bien se conoce, o se deduce:
Si planteamos la orbita eliptica y un area diferencial barrida

=8017,6 s

dA= % 7 xd 7| (Lamitad del area del paralelogramo

formado por vectores r y dr)
Operando para obtener la velocidad areolar

dt 2 dt| 2 R
Como |i|zcte:m|7><i5| d—A:lm:ﬂ:cte
dt 2m 2m
dA _1,15-10" om’
—=————=288-10 —
dt 2-200 ’ Ky

d) La energia mecanica del satélite es constante en toda la orbita. La calculamos en uno de los

puntos: perigeo.
P
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E L 2 22:10°)’=6,76-10°
¢ perigeo zmvperlgeu_oas' 00(83 : 0 ) - :7 : O J
M.m —667-1071.5 08.10%.
E_ ——gMim_ 6,67-107""-5,98-10 200:_1’136.1010J
e rperigeo 7,02106
E=E 1 perigeo=6,76:10"=1,136-10""=—4,6-10"J

Nota: la expresion E,=—G —, que seconoce / deduce facilmente para Orbitas circulares es

valida en orbitas elipticas si se sustituye el radio r por el semieje mayor de la elipse “a
en una de las opciones de apartado c.
Mm _ —6,67-10"""-5,98-10*-200

[P b

, calculado

E,=—G——=—2 t =—4,6:10"J
2a 2-8,66-10
2011-Junio-Coincidentes
B. Cuestion 1 .-
a) Orbitacircular,igualandoF :F‘SellegaaEm=_GMm—lE =—F

2r 277 ¢
—GMm _—6,67-10° 1.5.97-10*-200

E,= =-2,65-10"J
r 3107
—11 24
g, ==GMm_—66710 :5.9710"200 _ _, 334,
2r 2:3-10

E=E,—E,=—133-10"—(-2,65-10")=1,32-10"J
b) La energia a aportar es la diferencia de energia mecéanica entre ambas situaciones
E(r=4-10" m)=—GMmn  _—6.67-10 1597107200 _ g g 108
2 2-4-10
AE=E,(r=410"m)—E, (r=3-10"m)=-9,95-10°~(—1,32-10")=3,25-10°J
2011-Septiembre
A. Cuestion 1.-

- M _ .
a) |g|=|m—g‘= G > En la superficie, si el radio del plantea es R, gl=
r

GM

RP

La aceleracion de la gravedad es una magnitud vectorial; tomando el origen de coordenadas en el
centro del planeta y considerando %, un vector unitario que va desde el centro del planeta (lo

asumimos homogéneo y su centro geométrico coincide con el centro de masas) hasta el punto de la
superficie del planeta

-~ _—GM .
g :_|g|ur:Tur El signo menos indica que esta dirigido hacia el centro del planeta.
p
GM
- 2
. gsupe}_’ﬁce _ RT 4RT gsuperfue 8 _ -2
= =R+h=2Ry; = =2,45
b) Si h=Rr, r;=R++h=2Rr; z oM R 4=|g|= ms
(2R;)
B. Problema 1.-
Enorbita circularestable, F ,=F
a) 2 101 1024
GMm_, v /GM:\/6,67 107598 10% 544
R’ R, R, 2,26-6,37-10
Nota: la velocidad es independiente de la masa de la sonda.
—11 24
b) E,= GMm _ —6,67-10 -5,98 106 1000 =—2.77-10"J
R, 2,26-6,37-10
i
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Orbita circular , igualando F,=F sellegaaE, = _(;ﬂ:% E,=-E,
r
C) B
Em:%:qs-(—z,ﬂ-lo”):— 139107
r

d) La energia a comunicar es la diferencia de energia entre ambas situaciones.
En el infinito la E, y la E. es cero, por lo que la E,, es cero.
AE :Einﬁnito'E()rbita:O'('l,39'1010) = 1,39 1010 J
2011-Junio
A. Cuestion 1.-
Nota: suponemos ciertos los datos (el radio real de una érbita geoestacionaria no es 3,6x10" m,
el dato suministrado es el valor real de la altura de una orbita geoestacionaria)
a) Como la orbita es circular y seglin la tercera ley de Kepler la velocidad areolar es constante
. = nr’_m(3,6:107)
aecler™ T 24-3600

=4,7-10" m*/ s

b) El momento angular es un vector L=7 Xp=7 xm-V . Si es geoestacionario la 6rbita est en el
plano ecuatorial, pero el momento angular es referido a un punto, por lo que no lo hacemos respecto
al centro de la Tierra sino que utilizamos los dos puntos que indica el enunciado.
El momento angular respecto a los polos de la Tierra es respecto a dos puntos que estan en el eje de
giro, por lo que el vector posicion siempre lo podemos descomponer en un vector que vaya desde el
polo hasta el centro de la Tierra mas un vector que vaya desde el centro de la Tierra hasta el punto
de la orbita (y este ultimo vector esta en el mismo plano que el vector velocidad)

L= potoontro T conroorpita) X TV =F pojoontro X T VHT Coroonpia X1 V= L1+ Ly
Para calcular el modulo de la la 2 A
velocidad, podemos calcular de
manera intermedia la velocidad
angular, o sabiendo que es constante,
utilizar el cociente entre espacio
recorrido en la orbita circular

Polo Norte

S 2-Tr
[vl=
2-7-3,6-10
V|="—"7——=2618m/
=54 3600 e
Si tomamos el plano ecuatorial como

plano xy y el eje de giro en el que
estan los dos polos como eje z, Polo Sur
tomando como sentido positivo el
dirigido hacia el polo norte geografico, tendremos:
* lerpo/;entm Xm-v

* Direccion: perpendicular al plano formado por eje z y el vector velocidad: sera
direccion radial, misma direccion de vector posicion.

* Sentido: de acuerdo al sentido de giro del satélite, y segiin de qué polo se trate, sera
el mismo sentido que el vector posicion (para polo norte) o sentido opuesto (polo
sur).

* Modulo: al ser siempre el vector perpendicular a la velocidad, serd (no se
proporciona como dato el radio de la Tierra, se toma 6370 km.

2
6.37-10%5-10°-2618 =83 10" K&
S

tambiénJ-s |

* LZ = T Centroorbita xm-v
* Direccion: perpendicular al plano xy
» Sentido: de acuerdo al sentido de giro del satélite, que tiene que ser el mismo que el

340
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de la tierra, estard dirigido hacia z positivas.
* Modulo: al ser siempre el vector perpendicular a la velocidad, sera

2
3.6-107-5-10°-2618 =4,7-10" X8 [ yambion J 5]
S

Fijandonos en los que nos solicita el enunciado, indicamos de manera global el modulo, direccion y
sentido. Realizamos un diagrama en 2 dimensiones mas simplificado donde se ve el angulo que
forma con la vertical: no esta a escala, ya que se ve que ‘Lz‘ > ‘L ‘ , por lo que podriamos intentar
aproximar L] N‘Zz‘

. Modulo: Viendo que los dos vectores calculados zA
antes son perpendiculares entre si: Polo Norte
o=cf+zf o T INN A
IL|=+(8,3-10")+(4,7-10")
2
|L|=4,8- 1014kg_m [tambiénJ -s | Y r
. . § T'CentroOrbita L 1"‘->
. Direccion: en una recta que esta en el plano ?
formado por el eje de la Tierra y el satélite, y que f
orma con el eje z un angulo 6, siendo
L 14
e_‘ l_47 10 0=arcig(5,66)=14 rad=80° Polo Sur
IZ] 8310
. Sentido: dirigido hacia z positivas (Polo Norte) o z negativas (Polo Sur),

B. Problema 1.-
a) Aplicando la tercera Ley de Kepler para los datos de la Luna, y teniendo en cuenta que la masa
que aparece en la formula es la del objeto central respecto al que se orbita, en este caso la Tierra, y
haciendo cambios de unidades

T°_4x’ .G_4n2'R 4-1t*(3,84-10%) 7. 10_11N-m2

R® GM’ M-T? 598-10-(27,32-24 3600) kg’
b) De acuerdo a la Ley de Gravitacion universal, la fuerza serd un vector, de direccion la linea que
une los centros de gravedad de ambos cuerpos, de sentido atractivo, y de modulo (mismo médulo
Tierra -Luna que Luna-Tierra pero sentido opuesto)

Fl=gMm_6T 10""-5,98- 102 7.3510% 5 00N
3,84-10
c) Para calcular el trabajo podriamos plantear una integral de la fuerza (variable segtn la posicion)
en el recorrido, o plantear que  W=—AE  teniendo en cuenta que el trabajo seria el realizado por
el campo y que la masa a mover de 5000 kg tendra Energia potencial respecto de la Tierra y de la
Luna. Despreciamos el radio respecto de la distancia global, pero no para considerar el cuerpo sobre
la superficie de cada planeta.
En el punto final (la Luna)

Mm_—6,7-10""-5,98-10-5000 _

E . . =—CG —5,2-10°J
p Finalrespecto Tierra 2 3,84 10
_ Mm_—6,7-10""-7,35-107-5000 _ 10
pFinalrespectoLuna__G r - 1’74106 __13410 J

E, pma=—1,92:10"J
En el punto inicial (la Tierra)

Mm _—6,7- 107"-7,35-10%-5000

E . =G =—6,4-10"J
p Inicialrespecto Luna ’ 3,8410
Mm_—6,7-10""-5,98-10*-5000 _ I
P[nicialrespectoTierra__G r - 6,37106 —_3,1410 J
E, pia=—6,4-10"=3,14-10"'=—3,14064-10" J

300
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Calculamos la variacion para calcular el trabajo
W=—AE,=—(E ,ppa—E pinicia) =—(—1,92:10"°—=(—3,14064- 10" ))=—2,95-10""J
El trabajo es negativo porque claramente no es realizado por el campo, sino que se realiza de
manera externa a ¢€l.
d) Si la distancia a la Tierra es R /4, la distancia a la Luna sera % Ry

M, m
P~ o MR My o 59810%
|F')| G Mum M,(1/4R,? M, 735107
r;
2011-Modelo
A. Problema 1.-

a) Aplicando la tercera Ley de Kepler para los datos del planeta, y teniendo en cuenta que la masa
que aparece en la formula es la del objeto central respecto al que se orbita, en este caso la estrella, y
haciendo cambios de unidades (se puede llegar también igualando F, y F.)

T°_4x’ .M_4Tc2~R3_ 4-7*-(10°-10%)

R® GM’ G-T* 6,67-107"(3-365-24-3600)°

1 GMm GM , —GMm
Em:EC+EPZEmVZ—T;[FC:FgZWZZ p = o

=6,61-10" kg

b) g =—0:67:107"-6,61:10"10%

" 2-10°-10°
¢) El momento angular es un vector L=7Xp=7Xm-v
Al calcular el momento angular respecto al centro de la estrella para una orbita circular, el vector
posicion siempre es perpendicular al vector velocidad, por lo que su méddulo sera

=—22-10"J

—11 28 2
|L|:|?|m|v|:108-103-102“-\/6’67 10 60110 _ ¢ 610%™ [ ambien. -]
10%-10 s
\/GM
—11 28
PSR e I :\/ GM3:\/6,67 107 M66L10% ) 350 s
r,oT, (27) (2-10%107)

B. Cuestion 1.-

GMm:m_v2 'v:\/GM

2

Orbita circular F =F.;

V4 r r
1 ) GM
a) E M4V 2
i 2 V4 "4 _Ts . -
L= =(-4) = =—=<1,luego E < E, .Tiene mayor E el satélite B
EL,; 1 I Vp G r, 4 ’
2 B" B I"B
) GM
EcA_EmAVA_mA V4 2_mA ry _my . ‘7
b) = =—(—) =— =—=<\1,luego E_. <E_ .Tiene mayor E el satélite B
E_ lm 2 my vy my GM my oo
2 B"B rB
2010-Septiembre-Fase General
A. Problema 1.-

Soluciéon 100% idéntica a 2008-Septiembre-A-Problema 2, varia ligeramente enunciado apartado d
B. Cuestion 1.-

2
a) Orbitacircular F=F; GZ\fm =y v= GM
4 r r
s
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1,1 GM,;
E, ML=
E,=—GM,—
E, -1
L="~.F =—2F,
EPL 2 P L
3/2 2
Oi’bitacircularvL:znr;Tzznr: 2nr _2ar ;T°=4-—*(Tercer ley de Kepler)
T v, \/GMT JGM GM
r

2010-Septiembre-Fase Especifica
A. Cuestion 1.-

a) (Similar a 2009-Septiembre-Cuestion 1-b) Se puede razonar de dos maneras

— El momento angular es constante en la orbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y
afelio los vectores r y p son perpendiculares, podemos igualar ramvs=rpmvy y dado que
A>Ty, tiene que cumplirse que vp>va

— La Energia mecanica es constante en toda la orbita al ser fuerzas conservativas, por lo tanto
en el punto donde la Ep es menor (perihelio deducible segiin expresion Ep, la Ep sera
minima en valor absoluto pero méxima (es negativa)), la Energia cinética serd mayor y por
lo tanto también la velocidad.

b) Como sdlo actiian fuerzas conservativas, la energia mecanica se conserva en toda la orbita, por lo

—GMm 1 2
+=mv

que es la misma en toda ella, incluyendo afelio y perihelio £,=E + E = P

B. Cuestion 1.-

Orbita circular F,=F, ;,—

_GMm:mvz.v:\/GM

r r r
E = l 2 — l GM estrella
Castroide 2 M isteroide Y asteroide = 2 M (steroide
r
a) "
— asteroide
Epacmmlde - GM@S!rel/a
r
£ 1
CU.\ feroide
e=—E, =72E
E 2 Pasteroide € asteroide
Pasteroide
b) E, = Ep+ E=-2E+E=—E,

E,=10"J;E,==210"J

2010-Junio-Coincidentes

A. Problema 1.-

a) Segun la segunda ley de Kepler sabemos que la velocidad areolar es constante, por lo que
podemos obtener el periodo del satélite A.

2 3)\2
. :8210'106:ﬂ:TA:M
tiempo T, 8210-10

b) Igualando Fc y Fg en orbita circular obtenemos expresion de la relacion entre periodo, radio y
masa del planeta, que es la tercera ley de Kepler

. 2nR 2 (2nR,) 2
OrbitacirculangZFc;v: T 2. GMm:mv ( T 0) :G]\/[-T2—47E

__ area

Y areolar =

=27000s

= R
N rT R, GM™
A7’R)  4n’(8400-10°)

GT®  6,67-107"-(27000)
—GMm 1
2r _EEP__EC

sege
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GMm
Pl g Ros _maRop _ma_ R,
|FB‘ GMmy my RiA my RiB
Ry
—GMm,
E 2R R R>, R
mA: 0A :ﬂ 03237 127A ()B:37 8400 :13,2
E., —GMm, my;R, R, R,, 23500
2R

d) El momento angular es un vector L=7 xp=7 xm-V . Si tomamos el origen de coordenadas en
el centro de la orbita, el plano ecuatorial como plano xy, y el giro del planeta en el sentido de las
agujas del reloj visto desde z positivas, tendremos que los vectores posicion y momento lineal
siempre estaran en el plano xy, y su producto vectorial tendra direccion del eje z y sentido dirigido
hacia z negativas.

El modulo lo podemos calcular teniendo en cuenta que la orbita es circular, por lo que vectores
posicion y momento lineal son siempre perpendiculares, y la expresion de la velocidad la podemos
deducir de la expresion vista en apartado b.

6,67-107""-4.8-10%
8400-10°

2
=1,77- IO%kng [también J s |

|Z|=[7|m [v|=8400-10> 1,08-10“’-\/

B. Cuestion 1.-

a) El significado fisico de la velocidad de escape es la velocidad que deberia tener un cuerpo en la
superficie terrestre para escapar del campo gravitatorio, es decir, llegar al infinito con velocidad
nula. Utilizando el principio de conservacion de la energia y teniendo en cuenta que en el infinito la
E, y E. son nulas

%m V- ngm =0, vmape:\/ 2(1';IM independiente de la masa del objeto. Lo que si variara con la
T T

masa serd la energia cinética del objeto lanzado a esa velocidad

GM,
o Bl_Lo R MR MR M, 11
g/l 6 GM, M, R M, R, M; 616 96
R2
T
\/2GML
ol R M LR [,
v, \/2GMT M, R, V96 R, 196
R;

2010-Junio-Fase General

A. Cuestion 1.- (Cuestiones de fechas anteriores donde se piden enunciados leyes Kepler: 2009-
Modelo-Cuestion 1 (39), 2006-Modelo-Cuestion 1 (1 2y 3%), 2000-Junio-Cuestion 1 (1°y 2°)

a) Ley de las areas. El area barrida por unidad de tiempo por el radio vector que une el Sol y el
planeta, la velocidad areolar, es constante. En una orbita eliptica en la que el Sol esta en uno de los
focos segun la primera ley, en el perihelio (punto mas cercano al Sol, radiovector de valor minimo)
la velocidad debe ser maxima para que barra la misma cantidad de area por unidad de tiempo que en
otros puntos de la drbita. De la misma manera la velocidad es minima en el afelio (punto mas
alejado del Sol, radiovector de valor maximo), ya que con poco giro el radiovector barre mas area
que en otros puntos de la 6rbita donde el radiovector es menor.

b) Ley de los periodos. Los cuadrados de los periodos son directamente proporcionales a los cubos
de los semiejes mayores de las orbitas. T> = C-R°.

3egs
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2
OrbitaF ,=F; Gj\{m SLLESS M ; Circularv _2nr
& r r r T
2 2 2 2
GM:4rc "o 4dn P=Cr donde C= 47

r 7>’ GM GM

B. Problema 1.-
a) Aplicando la tercera Ley de Kepler para los datos de lo, y teniendo en cuenta que la masa que
aparece en la formula es la del objeto central respecto al que se orbita, en este caso Jupiter, y
haciendo cambios de unidades (se puede llegar también igualando F, y F.)

T, 4xn’ 4R, 4wh(42210° -

3 s M Jipiter = = Y -=1,9-10" kg

R, GM,,.. "7 GT, 6,67-10 "(1,77-24-3600)
b) La intensidad de campo es un vector:
- su direccion serd radial uniendo centro Jupiter y centro lo
- su sentido sera dirigido hacia el centro de Jupiter

27
_sumodulo lg=Z =6,67-10" L2 0 712m/5% 6 Nlkg
; (4.22:10°)

1 5 . . . )
c) E.= > Mi0Vio Necesitamos calcular v, y tenemos varias opciones:

6,67-107""-1,9-10”
4,22-10°

=17338m/s

=17329ml s

GMJL& iter
1. Igualando F,y F.; v= R P =
Io

2nr _ 2m4,22-10°
T 1,77-24-3600
E,=0,5-8,9-10"17338°=1,34-10°'J
d) Como es una orbita circular, el vector r y el vector v son perpendiculares en todo momento

2
|Z=[7]-m|¥]sen 90°=4.22-10°-8.9-102-17338=6.51- 10" X8 [ también J -5 ]
S

2.Orbita circular v=

2010-Junio-Fase Especifica
A. Cuestion 1.- (Idéntico a 2005-Junio-Cuestion 2)
B. Problema 1.-
a) R= 12:10°10°=12-10° m
GMm :m_vz_v:\/GM:\/6,67-10—11_5,98,1024
12-10°
6 kg-m
S

Orbita circular F,=F. =5765mls

7 r r

|pl=mv=1000-5765=5,765-10
Al ser una 6rbita circular los vectores r y v son perpendiculares en todo momento
2
[ |=17]-m[7] sen 90°=12-10°1000-5765=6.918-10" &7 [también J -s]
S

El vector momento lineal si cambia de direccién continuamente, de manera ciclica: siempre es
tangencial a la orbita circular.

El vector momento angular no cambia de direccion, se mantiene constante perpendicular al plano de
la 6rbita: el vector globalmente es constante (mddulo, direccion y sentido) al ser fuerzas centrales.
nr .. 2nr_2mw12-10°

b) Orbita circularvz2 ;T = =130795=3,63 h
v 5765
—11 24
E = GMm: 6,67-10 5,98610 1000:—1,66-1010,]
2R 2-12-10
2010-Modelo
A. Problema 1.-

a) Consideramos sélo fuerzas conservativas por lo que se conserva la energia mecanica

300
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—GMm
Punto A, lanzamiento: £.==m v ;E 0=
2 R,
—GMm
- E =0,FE =
Punto B, altura 300 km: s 2 (Ry+ h)
Igualando energia mecanicaen Ay en B
1 2 GMm_ —GMm 1 1
5 - = ;v=42GM(———
2"V TR, (R k) \/ (RT R+ )
1 1

)=2373,3m/s

v:\/2-6,67-10‘“-5,9g.1024( - :
6,37-10°  6,37-10°+ 300-10
11 2
b) E,= GMm _—6,67-100 -598-107°-100 =—5.9810°J
TR+ R) . 637-10+300-10°
¢) Calculamos la energia que tendria en orbita, y luego restaremos la calculada anteriormente
Emo'rhita circular — _Gﬂ =— 2799 : 109J
2(R+h)
La energia a suministrar seria AE=Eu srita circutar — Ep a 300 km=-2,99-10° -(-5,98-10%)=2,99-10° J

—11 24
d) Igualando Fcy F,, v= GM 2\/6’67 10 - 2,98 103 =7733mls
Re+h | 6,37-10°+ 300-10
2n(R,+ h 2n(R, +h 10° -10°
_2x(R, );T: (R, +h) _25(6,37-10% 300-10 ):5419,5S
T v 7733
El periodo también se puede calcular utilizando la tercera ley de Kepler

B. Cuestion 1.-
a) Utilizando la tercera ley de Kepler

T
413 2L T —27832—3 415 dias=3 dias , 9 horas , 57,6 min

GM
St

b) Igualando F. y F, en orbita circular vV = R

orbita L

— = 8=2
v, 2nR, R, T,

T,
2009-Septiembre
Cuestion 1.-

a) Falso. La velocidad de escape es la velocidad que debe tener un objeto para escapar del campo
gravitatorio llegando al infinito con velocidad nula. Utilizando el principio de conservacion de la
energia y teniendo en cuenta que en el infinito la E, y E. son nulas

1 > GMm
2 mvie
2 R;
masa serd la energia cinética del objeto lanzado a esa velocidad.
b) Verdadero. Se puede razonar de dos maneras
— El momento angular es constante en la orbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y
afelio los vectores r y p son perpendiculares, podemos igualar ramvs=rpmvy y dado que
ra>Tp, tiene que cumplirse que vp>va
— La Energia mecanica es constante en toda la orbita al ser fuerzas conservativas, por lo tanto

Tege
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en el punto donde la E; es menor (perihelio deducible segiin expresion Ep, la Ep sera
minima en valor absoluto pero méxima (es negativa)), la Energia cinética serd mayor y por
lo tanto también la velocidad.

2009-Junio
Cuestion 1.-
2
a) Orbita circular F ,=F %:ﬂ VZ:G_M
v r r
Em%mvz—G—Af??=(%—l)mvzz%l-500~(6,5~103)2:—1,056-101%
—11 24
e G]§4:6,67-10 5,39§~10 :9,44.106’%
b) v (6,5-107)

Como se pide altura desde superficie , restamos radio de la Tierra
h=9,44-10°—6,37-10°=3,07-10°m
B. Problema 1.-
a) Aplicando la tercera Ley de Kepler

R RV (1 ag. 10l )3
Vonis = o y T Venus = TTiE"m \/( M B 365 \/( M ) :225 dl,as

T ?"ierra R;ierra Tierra 1,49 1011
b) Orbita circular v= 2;}’ =wr
2m11,08-10" 4 2711,49-10" s
== — =349-10"mls;v, =—2"—=297-10"m/
Vvens = 535943600 TS Viiera= 365943600 s

2009-Modelo

Cuestion 1.- (Cuestiones de fechas anteriores donde se piden enunciados leyes Kepler: 2006-
Modelo-Cuestion 1 (14 2y 39), 2000-Junio-Cuestion 1 (1“y 29))

a) Ley de los periodos. Los cuadrados de los periodos son directamente proporcionales a los cubos de los
semiejes mayores de las orbitas. T> = C-R°.

2
Orbita F,=F,; G]\{m _my . Ve GM - Circularv= 2nr
r r r T
2 2 2 2
GM:4EZF ;TP = 4n r’=Cr dondeC= 4n
r T GM GM
b) No se indica el periodo de la Tierra explicitamente, por lo que consideramos un afio como 365 dias
47 An° 4 45 8 1133 30
T’=—=7r M= r= 1,49-10°10°)’=1,97-10"k
GM GT’ 6,67-10‘”-(365-24-3600)2( ) &
2008-Septiembre
Cuestion 1.-

a) En este caso el vector v tiene el mismo sentido que r, luego su producto vectorial es cero ya que
el seno del angulo que forman es cero  |L|=[7| m-[3]- sen 0°=0

b) En esa orbita circular el vector v, que siempre es tangencial a la trayectoria y estara en el plano
ecuatorial, siempre formara 90° con el vector r, luego el seno del angulo que forman sera siempre 1.

2
Orbita circular F ,= F,; G]\/zlm =Y SV= GM
7 r r
Radio érbita=6,37-10°+ 600-10°=6,97-10°m

—11 24 2
6,67-10 .5’968.10 :5,27-1013—kg.m [también J -s |
6,97-10 s
Como solo se pide modulo, no hace falta indicar direccion ni sentido de momento angular.
A. Problema 2.-

|Z|=|7|-m-[p|-sen 90°=6,97- 10"-1000-\/

2 —-11 24
a) Orbitacircular F,=F,; Gﬁf’" = = G]ll =8.6710 5’39§ 10
y r v (7,5-10°)
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—11 24
b) Ep:—GMm:—6,67-1() -5,986'1() '1002—5,63'109J
7,09-10
—11 24
o E,=—GMm_—66710 159810100y ¢y 10
2r 2-7,09-10

d) Calculamos la energia mecanica en la nueva orbita, y luego calculamos la diferencia
pr=or g1 =—GMm _ —6,67-10_”-5,98-16024- 100__ 1 41.10°7
2r' 2-2:7,09-10
AE=E,'-E,=—1,41-10"—(-281-10")=1,4-10"J
Nota: Dato de radio de la Tierra del enunciado no utilizado.
2008-Junio
Cuestion 2.-
a) Se pide momento angular, que es un vector, luego hay que dar médulo, direccidon y sentido
— Direccion: perpendicular al plano de la érbita
— Sentido: el asociado al sentido de giro del satélite que fijara la direccion del vector v, tras
aplicar el producto vectorial
— Modulo: como la orbita es circular, el vector r y el vector v siempre forman 90

2
Orbita circular F.=F,; GMm _ mv, V=4 M
r

rz r

Radio érbita= Ry+ h=R,+ 1,5R,=2,5R,=2,5-6,37-10°=1,59-10"m

—11 24 2
6,67-10 5’978 10 30810 K& [yumbien J -5
1,59-10 s
b) Para que escape del campo gravitatorio, tiene que llegar al infinito, donde tendra energia
potencial y cinética nula sin llega con velocidad cero. Por conservacion de la energia, la energia que
tiene mas la que le comuniquemos serd la que tendria en el infinito.
GMm _ 6,67-107"'-5,98-10**-5000
2R 2:1,59-10’

|Z|=|7]- m-[p|- sen 90°=1,59- 107-5000-\/

=6,27-10"J

A E=E,(w)—E, (orbita)=

2008-Modelo

Cuestion 1. v
a) Representamos en un diagrama para elegir x ¢ y. Paracada , [M My
lado del cuadrado (en diagrama representamos uno de los 5 i
cuatro, entre masas M, y M4), los efectos de las dos masas
mas proximas tienen mismo modulo, direccion, pero sentido .
opuesto, por lo que se cancelan (en figura g, y ga). 1 G
La distancia de cada una de las otras 2 masas (M, y M) al 14 &

centro del lado es cuadrado es  2°+1=1/5 m. El campo
tendra una componente en la direccion del lado que también I
se cancelara. El campo total sera la suma de las dos i -
componentes perpendiculares al lado en el sentido dirigido M| M,
hacia el centro del cuadrado. Podemos calcular la componente - 1 3
x de g y g3 de dos maneras:

A. Por trigonometria, utilizando el angulo que forma r, con el eje X, cuya tangente es 1/2

g )= G]L/[ cos (arctan (%))
P

—11
1 |=20719 6.0 94=7,16-10" m/s’

! 5
Como se suma el efecto de dos masas, el valor es el doble, y teniendo en cuenta el signo
&r=—2-716-10""7=—1,43-10 i m/s6 N kg

. L _ 7 ~._—GM .
B. Teniendo presente que urzm y &= U,
p

Sese
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2,z —GM, . GM; . 667106 (27i+1/), =6.67-10""6 (27 -1})
8r—8178; r? 1 r§ 3 5 \/g 5 \/g

R —6,67-107 "6, = 0=
=2(——)2i=—1,43-10" i mls*6 Nk
8r ( 5\@ ) g

Por simetria, ya que las cuatro masas son iguales, podemos indicar:
Punto entre M, y M, &,=1,43-10"" jm/s’6 N lkg
Punto entre M, y M;  &,=1,43-10 i m/s>6 N/ kg
Punto entre Ms y My &,=—1,43-10"""jm/s’6 N lkg
b) En el centro de cuadrado por simetria el campo es claramente cero, pero es no implica que el
potencial sea también cero. Por el principio de superposicion, dado que todas las masas estan a la
misma distancia 2 m del centro
—GM \_ —4:6,67-10 "6
Vtatal:4V:4( ): A
r V2
B. Problema 1.
a) La fuerza es un vector, luego debemos indicar mddulo, direccion y sentido
— Direccidn radial, en la linea que une centro de la Tierra y centro de satélite.
— Sentido: hacia la Tierra, fuerza atractiva

=—1,13-10"" J/ kg

> m ) . P
~ Mobdulo: |F |:—2 Necesitamos conocer r, radio de la o6rbita
r

Utilizando la relacion entre velocidades de escape (se pueden deducir la expresion para la
velocidad de escape, pero la usamos directamente; para la orbita hay que tener presente que
tiene energia potencial y cinética, la energia de escape no es idéntica a la que habria en una
situacion similar en superficie donde s6lo hay energia potencial, pero la expresion de la
velocidad de escape es independiente de si el punto inicial tiene velocidad de rotacion o estd
en Orbita, porque la velocidad de escape esta asociada a la velocidad total que hay que tener
para escapar)
,GM
Ve érbita _ Ro _\/ RT_l .

= = —==;R =4R
vesupeiﬁce \/ 2 GM Ro 2 ° !
Ry
—11 24
Fl= GMm _6,67-10-5,98-10™-200 —12287N
r (4-6,37-10°)
—11 24
b) y——GM _=667-10 -5,968-10 = 1.565-10" kg
r (4-6,37-10°)
—11 24
0 Em:—GMm:—6,67~10 5,98 1? 200:_1’565‘10{]
2r (2:4-6,37-10°)

d) Para que sea geoestacionario, el periodo del satélite debe ser de 24 horas, ademas de estar su
orbita en el plano ecuatorial. Utilizando la tercera ley de Kepler

2
P4 -T:\/ An —(4-6,37-10°)=40464 524 horas = no es estacionario
M’ 6,67-107"'-5,98-10
2007-Septiembre

Cuestion 1.
a) La aceleracion es un vector: calculamos la relacion entre médulos
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M 4 1
927;M:p'§“R3pr:prRPZERT
GM , 4
€| R, M, R PR R R, 1.1
TP: Li = P-—;: -—gz—P:—:|§p‘:—|g"r‘:—-9,8=4,9m/sz
&l oM, My Ry A4 e Ry Ry 2 287177
R2 3
, 2 2n R
b) Orbitacircular F =F ; G]]\ém:n;\: V= Cjil V=—p 2

[

Utilizamos la tercera ley de Kepler, pero como no tenemos valor de M pero si de g, lo dejamos en
funcion de g, que depende de Rp, no de R,

GM 2
gp_ R2 P:ngP
P
2nR,’ R 47°R; 10°
(F2fo) =g Do pe (2T 8o p JO3TLO ) 4600.10°=3,586:10°m
r "R, grRp
2 6)\3
r= 27 <Z;57i61102)2:6051s
4.9. (227
2 ( 2 )
A. Problema 1.-
a) Utilizamos la tercera Ley de Kepler, que podriamos deducir igualando Fc y Fg
2 24:3600)°6,67-10 ''5,96-10*
r=47 g, \/T Gi”zi/( ) : =4,22:10"m
GM 47 47

Enaltura , descontando el radio terrestre h=4,22-10'—6371- 10323,5829- 107 ~36000 km
b) La energia a aportar es la diferencia de energia entre ambas situaciones.
—GMm —GMm 1 1
AE=FE (orbita)—E = R,— GMm(—+—
dnbita) E (superfce = =51 ~( =M = Gt o)

AE=6,67-10""5,96-10"20-(—— —+ ! -)=1,15-10"J
2:4,22:107 6371-10

2007-Junio
Cuestion 1.-
M 4 1
p=7;M=p-§JTR3;RL=0,27RT;gL:ggT
) GAfL 2 P 4J'ER3
: &:L:&.&:L R; &&_&027 1 _Pr_ 1 —0.62
g GM, M, R p-inR3 RZL Pr R, Pr 6 D7 6-027
T T
R; 3

b) La expresion para la velocidad de escape desde la superficie de un planeta se obtiene igualando
energia en superficie (potencial y cinética) con energia en infinito (cero)
2GM,

- RR R
v R M, R, “ _lp,
o \/ 5—\/062 (0,27)*=0,213
T

v., \/ 2GM, | M, R, AL
R, 3
B. Problema 1.-

a) Utilizamos la tercera ley de Kepler con los datos de Fobos (también igualando F. y F,)
253 2. 103
7 »_4m R gy =Am 15 _ 47:_(1?380 10°) 2
GM GT* 6,67-10"(7,65-3600)
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b) Utilizando la tercera ley

T2,.<R3., R}_<3 3
= B T = TMM\/ = peines ) =7,65 \/ (—23460 ) =30.26 horas = 1,26 dias

Fobos Fobos R £opos 9380

O E, . = —GM 1 peins _ —6,67-10""-6,44-10"-2,4-10"
MO 2R peimos (2-23460-10°)

d) En orbita circular el vector v, que siempre es tangencial a la trayectoria y siempre formara 90°

con el vector r, luego el seno del angulo que forman sera siempre 1.

=—22-10""J

, I
Orbita circular F.=F,; Gj\{m ., :\/%
r r r

6,67-10"""-6,44-10”

23460-10°
Nota: no se utiliza el dato proporcionado de masa de Fobos.
2007-Modelo

Cuestion 1.-

tambiénJ s |

2
:7,62-1025kng[

\L|=|7] m- [ sen 90":23460'1032,4‘1015«\/

2
Orbita circular F =F, Gj\fm =y K Vvi= GM
V4 r r

a)
_ —FE —2.10%
E = GMm:—mv2=>v=\/ ’"Z\/ 2510 =6325mls

P r m

E.=Lmv?=055(9-10°=2,025-10°J
b) 2
E,=E +E =-2-10°+2,025-10"=2,5-10°J
Si la energia mecanica es mayor que cero, el objeto se escapa del campo gravitatorio, y por tanto no
describe ningun tipo de 6rbita.
2006-Septiembre
Cuestion 1.-

a) Consideramos so6lo fuerzas conservativas por lo que se conserva la energia mecanica
—GMm

RT
—GMm
2R,

) |
Punto A, lanzamiento: £, = F MY E,=

Punto B, altura R=6370 km: £,.,=0,FE,6 =

Igualando energia mecanicaen Ay en B
1 > GMm _—GMm _v:\/zGM( 1 ):\/GM

_ 1__
2™ TR, TR, R, 2

_\/6,67-10‘”-5,98-1024
6,37-10°

b) Para escapar al campo gravitatorio terrestre tiene que aportarse como minimo energia para que

llegue al infinito con energia potencial y cinética nula, lo que igualando supone para la Tierra

1. 2 GMm_, :\/2GM:\/2-6,67'10_“5,98'1024
R 6,37-10°

=7913m/s

=11191m/s

S MV R,
Por lo tanto si se lanza con una velocidad doble que la del apartado anterior, v =2-7913=15826 m/s

si escapara del campo gravitatorio terrestre, llegando al infinito con cierta energia cinética.
2006-Junio

A. Problema 1.-
|P|=m[¥|; necesitamos calcular m
2
a) Orbita circular FCZFg; GA{m = K Vvi= GM
7 r r
s
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g apo=GMm L o
E,=E,+E .= +2mv =( 1+2)mv— 7 mv
—2E, —2-(-4,5-10°)
m= 7= 2 =155,4k
N 7610° &

|pl=155,4-7610= 1,175-106kg%
|L|=[7I

s necesitamos calcular v
2
GMm _ mv = GM

Orbitacircular F ,=F ,; — , >

r r v
—11 24 2
i|= ng-|;9|=6’67 10 5;98 10 1,175-10°=8,09-10"% ke - [también J - ]
v 7610 s
Orbita circular v= 2TTW ;T= 2nr ;antes yadeducidor = G];/[ luegoT =2n Gji/[
v v
—11 24
T:2n6,67-10 -5,98-10 —5687 ¢

b) 7610°
Altura: restamos al radio de la orbita el radio terrestre

h_6,67~10‘“-5,98~102“

~6,37-10°=5,17-10m

7610°
Cuestion 1.-
g GM GM
=20 = >R +h=v2R :h=(V2—1)R,~041R
a) gh 2 (RT+h>2 2R2T T T ( ) T T
4 GM  —GM
V =9 = R .+h=2R.;h=R
0 NI T T Ran) 2R, T NS
2006-Modelo

Cuestion 1.- (Cuestiones de fechas anteriores donde se piden enunciados leyes Kepler: 2000-
Junio-Cuestion 1 (1°y 29))

a) 1. Ley de las orbitas. Planetas describen orbitas elipticas y el Sol esta en uno de los focos.

2. Ley de las areas. El area barrida por unidad de tiempo por el radio vector que une Sol-Planeta / la
velocidad areolar es constante.

3. Ley de los periodos. Los cuadrados de los periodos son directamente proporcionales a los cubos
de los semiejes mayores de las Orbitas.

b) Utilizando la tercera ley de Kepler, y tomando el periodo orbital de la Tierra como referencia

T%Jran R?/ran RUmn ’ 2,87 : 1012 : ~
T2_0 = R3—0 =T =Tl == =T 110 150107 =83,7 arios terrestres
Tiera Tierra Tierra ) '
A. Problema 1.-

a) Tomamos como eje x la linea que une los planetas 1 y 2, y tomamos el origen de coordenadas en
el centro del planeta 1. Si llamamos x a la coordenada del punto P, dado que los sentidos de las
fuerzas son opuestos, podemos plantear

m m M, 2M, D—x = D
F=F,:GM,Z=GMm,—"— 1= x= A2x+x=D;x=
1 2 lxz 2(D—x)2 e (D_x)z \/E 1+\/§
4,.83-10" 10
=22 =2.10"m
1+\5

b) Como soélo actiian fuerzas conservativas, se conserva la energia mecanica
Tenemos energia potencial de m respecto a ambos planetas, y las sumamos usando superposicion
Punto inicial A, superficie planeta 1:

300
Péagina 50 de 63 e


mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2023. Soluciones Gravitacién

enrigue@fiquipedia.es Revisado 3 noviembre 2022
ECZ%mv2=0,5-5~103~(2-104)2=1012J
11 24
S 8 ) e U PP
R 6-10°
11 24
EPZ—GMz m —667 10 1204 10**-5-10° ——2.76- 107
; D-R,  48310°—610°

E,=10"-2,22-10"-2,76-10'=7,78-10" J

Punto final B, superficie planeta 2:
1

E’:Em(v’)2
—11 24
E,=—GM, m___—6,67-10 1:1 10**-5-10° 2761077
' D—R, 4,83-10"°—6-10°
—11 24
—Gm, M= —6,67-107"-2-4-10*-5-10° 44510
’R, 6-10°

E' =E'.—2,76:10"—4,45-10"'=E ' ,—4,45-10"

E,=E, ;778:10"'=E',—445-10" ;E ", =1,22-10"J
Comentario: se ven posibles aproximaciones:
Como D >> R, y D >> R, podriamos aproximar D-R; y D-R, a D
Como D >> R, y D >> R,, en cada una de las dos situaciones prevalece la E, respecto al objeto mas
lejano, ya que es mayor (un nimero negativo mucho mas pequefo)
2005-Septiembre
Cuestion 2.-
a) Cualitativamente, por la configuracion de la figura, tomando
como ¢je x la linea que une las masas M, las componentes de la
fuerza resultante en el eje x se cancelan, quedando sélo
componente en el sentido de las y negativas. El valor absoluto de
la fuerza de ambas masas sobre m' es el mismo ya que ambas
tienen la misma masa y estan a la misma distancia, por lo que su
modulo serd la contribucion de una de ellas multiplicada por dos.
Podemos calcularlo de dos maneras:
A. Trigonometria. Calculamos la componente y multiplicando el mddulo por el seno de a, y

multiplicamos por dos para sumar el efecto de ambas masas.
1120-0,2

— M M senoj=—2-6,67-10 5 % gen45° j=—1,89-107"° N
}"
. _—GM .
B. Teniendo presente que 1, | | g§=——, U,

r
El vector que vade My aAes 7+ j y ladistancia entre ellos 1°+1°=y2 m
El vector que vade MyaAes —i+ ; yladistanciaentre ellos 1%+ 1°=y2 m

- Mm' (i+7) Mym' (=i+j)_ 1120-02 1 = 10
F=G——F+—G —2:6,67-10" —=j=-1,89-10 N
2 2 2 2 2 2/ /
FlA4) — 10 _
by a(a)= A ZL8910 0 o s g0z
. m' 0,2
Lo F(B) _—
a(B)= py =0 yaque en B por simetria la fuerzatotal es nula
A. Problema 1.-

a) La intensidad de campo gravitatorio es un vector, indicamos modulo, direccion y Direccion
radial, en la linea que une centro de la Tierra y centro de satélite.

Sentido: hacia la Tierra, fuerza atractiva
SR
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—11 24
g GM 667107598 10",
Moddulo R 7 6
i (g‘ 6,37-10°)

2 —11 24
b Orbita circular F ,=F ,; G]Wzmzﬂ;vz GM _ 6,67-10 -5,98-10 =7326mls
) ¢ R R | R 7 6
0 0 0 —-6,37-10
6
217-6,37-10°
2an_T_2rcR0_ 6

T v 7326
2 2 3
i Ri=\/ An _(L.637-10°) =6374 s
GM 6,67-107''-5,98-10** 6

—11 24
g =—GMm_ —6,67-10 -5,98-10 '400:—1,07.101%

©) R, 2%-6,37-106

Orbita circularv= =6374s

Tambiéen T :\/

d) Se pide variacion de energia potencial, no de energia mecéanica
AE=FE —F »Z—GMm_(—GMm>
Po P superficie R R .

o

L
6
03710" L637-10f

A E=6,67-10""-5,98-10**-400( )=3,58-10"J

2005-Junio
Cuestion 2.-

GM) ’ GM
En ambos apartados, para Orbita circular de radio orbita R, F,=F,; R 2m = n;; vi= R

) o

o

1 2 1 GM _1GMm

a) Ec—imv —EmR—O—E Ro

GMm_GMm(l_ )_—GMm_lE
2r 2°°°F

1
b) Em:Ec+Ep:§mv2— p SE

A. Problema 1.-
a) Utilizando la tercera ley de Kepler

R,=R,+ h=6,37-10°+ 655-10°=7,025-10"m

2 2 2
237 Rf,,-T:\/4“ R3:\/ adl (7,025-10°)=5858 s

- GM GM "\ 6,67-107""5,98-10*
—11 24
by E,= GMm _ —6,67-10 -5,98 160 100:—2,84-109J
2R, 2:7,025-10
¢) Como es una orbita circular los vectores r y v forman siempre 90°
2
Orbitacircular F ,=F ,; GA{m =M= GM
r r r
-1 24 2
|L‘:|7’|m|§|sen90 027’025'106.100'\/ - ‘5’968.10 =5,29-lOukgm—[tambiénJ-s]
7,025-10 s
GM,
g Seo R, R} _ (637-10°F _
g GM, R (7,025-10°)
R;
2005-Modelo
Cuestion 1.-
P
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a) Falso. Para escapar al campo gravitatorio terrestre tiene que aportarse como minimo energia para
que llegue al infinito con energia potencial y cinética nula, lo que igualando supone para la Tierra
un valor de velocidad independiente de la masa.
1 > GMm_. \/ 2GM
—mv,— =0,v,=
Ry Ry

2

b) Verdadero, haciendo los célculos. El trabajo a realizar es la diferencia de energia entre la energia
que tiene en Orbita (el radio de la orbita es el mismo en los dos casos) y la energia que tiene en la
superficie. Si hallamos la expresion para una masa cualquiera y una altura de 6rbita cualquiera
. —GMm i —GMm
Energia en orbita: £,=E,+ E .= —or_ Energia en superficie: E,=E,= R
o T
Energia a aportar, que es el trabajo a realizar, espresada en funcion de la masa del satélite, que es lo
unico que varia entre los dos casos.
~GMm —GMm 1 1
AE= — =—GMm|(————)=constante-m
R ( R, ) (2R0 Rr) Se ve que a mayor masa, mayor

0

trabajo a realizar.
2004-Septiembre

Cuestion 1.-

a) Utilizamos la tercera ley de Kepler

2 3 ’ Venus —
T R c-8,31

Tierra Tierra

_2mr_ 2-m3-10%6,01-60

Tierra

T s Rboms Ry || 6,01 )
e - s —Tmm\/(%) 2365,25\/(c g’gl ) =224,65 dias terrestres

b) v= = =35019m/s
T 224,65-24-2600
A. Problema 1.-
2
p:M: M ;g= Gﬁf :Mzi(Rzradiodel planeta , en superficie)
V iJ'ERB R G
a) 3
2
=388 _3_¢& _ 262 =693548
4nGR  4nGR 4.7-6,67-10 ''-3200-10 m

Se pide también la velocidad de escape, v,=4/2 G%

Para no calcular la masa del planeta como dato intermedio ya que no se pide, expresamos el

producto GM en funcion de los datos del enunciado

GM
9="pr >GM=gR* y =\2gR=12-6,2-3200-10°=6299m/s

b) La energia a comunicar es la diferencia de energia entre la energia que tiene en orbita y la
energia que tiene en la superficie.

—GMi —GM,
> mRo Energia en superficie: £,=E,= GR =

Utilizamos la tercera ley de Kepler con los datos de que el periodo son dos horas y la masa para
calcular el radio de la orbita.

2 2 2. 5. R? 2-3600)*6,2-(3200-10°)
T2:4_JIRz: 4R2R22R0:\3/T ng :i/( ) 5 2( )
gR 47 47

Energia en Orbita: E,=E +E =

=437-10°
GM : "

Energia a comunicar

—GMm —GMm 1 1 21 1
AE= R — =—GMm(= R, ——)=—gmR*(= R ——
AE=-6.2-50-(3200-10)*( ! ! )=6,29-10°J

2.437-10° 3200-10°

Sese
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a) El momento angular es constante en la 6rbita al ser fuerzas centrales, y es el mismo en el afelio y
perihelio.
b) El momento lineal y la velocidad es mayor en el perihelio. Se puede razonar de dos maneras
— El momento angular es constante en la 6rbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y
afelio los vectores r y p son perpendiculares, podemos igualar ramva=rpmvp y dado que
rA>Tp, tiene que cumplirse que vp>va
— La Energia mecénica es constante en toda la orbita al ser fuerzas conservativas, por lo tanto
en el punto donde la Ep es menor (perihelio deducible segin expresion Ep, la Ep sera
minima en valor absoluto pero méxima (es negativa)), la Energia cinética sera mayor y por
lo tanto también la velocidad.
c¢) La energia potencial es mayor en el afelio, ya que al ser la distancia mayor en afelio, segiin la
—GMm
R
d) Al haber so6lo fuerzas conservativas la energia mecédnica se conserva en toda la orbita, y es la
misma en afelio y perihelio.
2004-Modelo
Cuestioén 1.-
a) El momento angular es constante en la 6rbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y afelio
r. v, 14

los vectores r y p son perpendiculares, podemos plantear 7 ,mv =r,mv,= PRy 0,7
A P

expresion E,= serd un namero mayor (un nimero negativo de menor valor absoluto)

—GMm
E r r, 14
p A P
41— =—=—=0.7
b) EpP —GMm r, 20 ’
rp
A. Problema 1.-

a) Utilizando la tercera ley de Kepler (habria que deducirla)

T?onda _ Rimda . _ sonda 3_ 3390- 103+ 400- 103 3_
2 T p3 » % sonda™ Tsatélite N 7:7 . 3 - 1,97 h
Tsalélile Rsalélite satélite 9390-10

También se puede hacer antes apartado b y calcular primero masa, y luego T.
b) Utilizando la tercera ley de Kepler (habria que deducirla)

2 2R 47*(9390-10°)
]12:—43-E R3:>M:4n IE = 3 (_11 ) 2:6,38'1023kg
GM GT> 6,67-10"+(7,7-3600)

_GM _6,67-10"-6,38-10° __ _m
- 2 3\2 _397_2
R (3390-107) s
2003-Septiembre
A. Problema 1.-

a) Utilizando la tercera ley de Kepler, ya que conocemos periodo y radio orbita
Tz:4fc2 R3:T:\/4E2R3:\/ 4752(7100'103)3
GM 6,67-10"':5,98-10*

=5952
GM

b) El momento lineal es un vector; serd siempre tangencial a la orbita, y su modulo sera
2nR . 10° .
o_100-277100-10 — 749506 kg-m
T 5952 s
El momento angular es un vector; serd perpendicular al plano de la 6rbita, formaré siempre 90° con
el vector r, y su médulo sera

2
|Zl=|7|m | sen90°=R,|p|=7100-10749506 =5,32-10" kg [ también J -]
S

[pl=m[v|=m

Sese
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B _—GMm ,—GMm ,_ 11
C) A EP - Epmﬂrm o E Psuperfice - Rs B ( R? ) - GMm ( ;{2} B R_?" )
A E,=—6,67-10""-5,98-10*-100( 1 = 1 -)=6,4-10"J
7100-10°  6,37-10
21 R 2 103 \2
E=tpyr=d 258 _g 500 22100105 g0
0 ¢ 2 T 5952
—11 24
E,=E+E =2810~ 6.67-10 .5,98-310 .100:_2’8‘109J
7100-10

También podriamos haber razonado directamente que en orbita circular E,, =- E. = 1/2 E,
2003-Junio

Cuestion 1.-
M p-4 1
p=y M= mR Ry = Rripr =Py
GM, 4
3 2
a) 2 pP'_ﬂ:RP'RT
gP RP 3 RP 1 1 m
orf— = =—=—=90,=—0,=0,59,81=4,905—
g, GM, L Er=n&r 2

—Ri pr'g

b) La velocidad de escape se obtiene igualando la energia mecanica en superficie con la energia
mecanica en infinito (cero), con lo que se llega a la expresion

l114\)5—%2021/62 2@2\/2gR
2 R
% 2¢,R
ef:&#:\/l-l:—lzve =0,511,2-10°=5,6-10 m/s
v, V2g,R, V22 2 '«
A. Problema 1.-

a) El momento angular es constante en la orbita al ser fuerzas centrales. Como en perihelio y afelio

los vectores r y p son perpendiculares, podemos plantear
r4Va4_6,99-10°-3,88-10" 4
romv,=r,my,=2v,= == P =5,9-10"m/s
A A P P P rp 4,60'1010

Ec:%mvz:0,5-3,18-1023-(5,9-10“)2:5,5-1032J

=—9.18-10"J

b) g ——GMm_ —6,67-107""-1,99-10*"-3,18-10%
g 4,6-10"
E,=E +E, =5510"-9,18-107=-3,68-10"J

c) |?v|=m|v|=3,18-10”~5,9~10“:1,88-1028@%

2
|Z|=I7Im | sen90°=R|pl=4,6-10""1,88-10%=8,65-10" kg [ también J - 5]
S

d) Energia total: igual en afelio y perihelio, ya que se conserva al haber sdlo fuerzas conservativas.
Momento angular: igual en afelio y perihelio, ya que se conserva al ser fuerzas centrales.

Energia cinética y potencial: distinta en afelio y perihelio al depender de la distancia.

Momento lineal: distinto en afelio y perihelio al haber distintas velocidades.

2003-Modelo

Cuestioén 1.-

Sese
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Mp=2TM;;v,=3v,
2GM,
a) Ve,,: Rp :\/MP'&:\/27-RT:3:&:3_221N0’33
Ve, [2GM, VM, R, Ry R, 27 3
RT
GM ,
by 2= R, _%.(ﬁ)z_ 2715
g GM; M; R, 32
R;
A. Problema 1.-
a) Utilizamos la tercera ley de Kepler
’ GM , T .
2vatélite: 4 1 Rzatélite =R satélite = ' JuplterZ e
o GMJlipiter ‘ ) 4 T
Expresamos la masa de la Jupiter en funcion de los datos proporcionados
GMTierm gTierm ’ RYZ" 320 ’ gTierru ’ R2T
M Jupiter =320M Tierra’ 8 Tierra — R 7% = Tierra — T , Jupiter :T

Despejamos el Radio de la orbita del satélite, y calculamos altura

/320" 8 i Ry i _ 3 320-9,8+(6,37-10°)°-(9-3600+ 50-60 )’ :
satélite — 2 = > = 1,59 10°m
4n 4n
VJLipiter = % ye Ridpiter: 1320 % ye R;ierm =~ RJu’piter: 3‘ 1320 RTierra
D=R = R i =1,59-10°=31320-6,37-10°=8,91-10" m

2 TCRsatélite — 2.7 1,59 108
T curctive 9-3600+ 50-60

b) Orbitacircularv = =28221mls

2002-Septiembre
A. Problema 1 .-

a) Si el satélite pasa sobre un punto cada dos dias, el periodo es T = 2 dias. Utilizamos la tercera ley
de Kepler

2
2 _ 47 R3 =R '\

i/ GMTTfmé,,-,e_i/ 6.6710":5.98:10"(2:24:3600F _ oo

satélite ™ G MT satélite satélite ™ 4 .7172 - 4 J’|52
h=R,,..—R;=6,707-10"—6,37-10°=6,07-10"m
b) La energia a comunicar para colocarlo en esa orbita desde el lanzamiento es la diferencia de
energias entre Orbita y situacion de lanzamiento

—GMm —GMm
En orbita E,=E.+E = R ; En lanzamiento: E,=E,= R
T

Energia a comunicar para llevar a orbita:
—GM, —GM)
A E = (=S )= — G5 — — =
2R RT 2Rsatélite RT
La energia de escape es la energia a comunicar para que escape del campo gravitatorio terrestre,
llegando al infinito con energia cinética nula. Por lo tanto esa energia es en valor absoluto, la

energia potencial gravitatoria.

satélite

1 1 )

satélite

) ) AE _GMm
Energia a comunicar para escape: escape—  p
T

La relacion entre ambas es
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Pé4gina 56 de 63 e


mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2023. Soluciones Gravitacién

enrigue@fiquipedia.es Revisado 3 noviembre 2022
1 1
—GMm-( ——)
A Eél‘bita _ 2Rsatélit@ RT _ _RT _ _6,37 106 _ _ 0
= = + 1= -+ 1=0,9525=95,25%
A Eescape GMm 2Rsatélite 2677110
IQT
2002-Junio
Cuestion 1.-
GpiJcR3
a) GM 3 4 3g 3.6 kg
= = =0o—nGR=>p= = =7158—=
TR R’ P3 PT47GR 47-6,67-107""-3000-10° m
b) v,= 2GTM=\/2gR=\/2~6-3OOO-103=6000m/s
A. Problema 1.-

a) Como sabemos la velocidad angular, sabemos el periodo

0=l r=2T__ 2T _g333)

T 1,45-10
Conocido el periodo y la masa del objeto respecto al que orbita, podemos conocer el radio de la
orbita utilizando la tercera ley de Kepler

2 GMT} 107.4.87-10% 2
T?:4n r?:rlzi/ 21:§/6,67 10 4,87210 43332 =2.49:10"m
GM 47 41
Al ser una 6rbita circular los vectores r y v forman siempre 90°
_ _ _ L 2,2:10" 3
Li=rymv=rimw -r=>m= =24,47 kg

o, 1,45:107%(2,49-10")
b) La energia a invertir serd la diferencia de energia entre ambas situaciones
—11 24
Orbita 1: E, = —GMm _ —6,67-10 -4,87-170 2447 _ —1,6-10°J
L 2n 2-2,49-10
En la orbita 2 hay que tener en cuenta que tendremos un nuevo radio que debemos calcular,
calculando el periodo y utilizando la tercera ley de Kepler como en el apartado anterior.

2n 2n_ 2m
(D:?:>T:W: 10_4:62832S

2 GMT? 1074 /7. 10%. 2
T§=g;[r§=>r2=3/ 4ﬂ22:§/6,67 10 4;8;210 62832 =3.19-10m

_—GMm _—6,67-10""-4,87-10"-24.47 _

Orbita2: E, = - =—1,25-10°J
©2n 2:3,19:10

Energia a invertir A E=E, —E, =—1,25-10"—(—1,6-10%)=3,5-10"J

2002-Modelo

Cuestion 1.-

a) Como P=mg pero la masa no varia, calculamos la altura a la que la intensidad del campo
gravitatorio sea la mitad

GM

gh_(RT+h)2_ Ry 2_1 _ h—=(> ~

o= M | R —52\/ERT—RT+h,h—(\/Z—l)RT~O,41RT
R;

b) Porque la intensidad de campo gravitatorio mide la fuerza por unidad de masa, y la aceleracion es
inversamente proporcional a la masa. Si tenemos dos cuerpos de m; y m,, siendo m, el mas pesado
(m, > m;,), tendremos que Fi=m;g y F, =mug, por lo que efectivamente F, > F,, sin embargo como
F=ma, a = F/m, luego a,=F,/m; y a,=F,/m,, siendo en ambos casos a;=a,=g, misma aceleracion
independientemente de la masa del objeto.

A. Problema 1.-
e
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a) Utilizamos la tercera ley de Kepler con los datos del planeta 1
4% 4R 47 (10" 2
T’=——R=>M= = =1,49-10"k;
GM GT®>  6,67-10"(2:365-24-3600 )’ &

b) Utilizamos la tercera ley de Kepler, teniendo en cuenta que R, cuando no se trata de una 6rbita
circular, hace referencia al semieje mayor, que para el planeta 2 seria (1,8:10"'+10")/2=1,4-10" m
T, R, \/R23 \/14-10“3 ~
—=—=,T,=T |5 | =24/| 77| =2,24aros
T, R, R, 0
¢) Utilizando el principio de conservacion del momento angular, ya que son fuerzas centrales, y
teniendo en cuenta que en el punto mas proximo (perihelio) y mas alejado (afelio) los vectoresry v

forman 90°, podemos plantear para el planeta 2
L,=L,=r mv,=r,mv,

Utilizando el principio de conservacion de la energia mecanica, ya que solo actiian fuerzas
conservativas, podemos plantear para el planeta 2

1 > GMm _ 1 > GMm
Eﬂl :Eﬂl 2_va_—:_mvP_—
! v 2 r 2 r
A P
Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas (va y vp), COMo nos interesa vp, despejamos v en la

primera y sustituimos en la segunda.

_TpVp
VA_—FA
2
V= s () =)V =GM (=)
"'p 2'r, 2 ry Tp
6.67-10 "1,49-10°(— 1 1)
1. 10" 12’8‘10 10 =11304m/s
20507 2

2001-Septiembre

Cuestion 1.-

a) Si ignoramos fuerzas de rozamiento podemos asumir que solamente actua la fuerza de la
gravedad, conservativa, y planteamos la conservacion de energia mecanica entre ambos puntos:
Punto 1, lanzamiento:

Ec:%mvzzéloszoozzs,lz- 10°J
Mm . .

E,=—G No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto
superficie

podemos obtenerla del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que

g=G ZM >GM =gR =9,8+(6,37-10°)°=3,9765-10" m’/ s

superficie

2
superficie

En el lanzamiento E,=—G Mo =—3,9765- 1014'%2—6,24-108‘/
superficie 6,37 10
Punto 2, altura maxima
E—0, E,=—GM i =3,9765- 10" ——19
’ (Rsuperﬁcie ma'x) 6937 107+ hmdx

Igualamos ambas energias, podemos responder a la pregunta del enunciado indicando que
E,=E,,=E,,=5,12-10'-6,24-10°=-5,728-10°J
b) Si sustituimos
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8 14 10 7 1
E,=E,,=—572810°=-3,9765-10" ————=144-10 '=—————
6,37-10%h, . 6,37-10°+ %,
6,94-10°=6,37-10°+h, . =h . =570000m

2001-Junio
Cuestion 1.- (Enunciado similar a 2001-Modelo-Cuestion 1, resolucion idéntica)
a) En una orbita circular podemos igualar fuerza gravitatoria y centripeta

GMm _mv> »_ GM . y
® R V=" Sustituimos en la expresion de la E.:

1 - 1 GM _GMm

Orbita circular F —F

Be=qmv=gmp==7%r
b) La energia potencial es E,=—G R - Dor lo que la energia mecénica es
E,=E+E,= GMm  GMm _ —GMm

2R, R, 2R

. .. 1
La relacion solicitadaes E, =% F

2 P
A. Problema 1.-
2
a) Orbita circular F ,=F ,; GMzm:mv V= GM
g R R, R,
GM -
2 6

Vi ry P \/’"2 9,034-10 .,

—= ===y, = —v,=¢——Vv,=>Vv,=1,063 v, tambiénv,=0,94 v

V; GM rl 1 7"] 2 8 106 2 1 2 2 1

r,

, Ti_n r (8-10°)°
b) Segn la tercera ley de Kepler —=—=T7 = =57T,=——"-5'T7,»7,=0,837,
con S (9,034-10°)
Para describir la posicion en este caso utilizamos coordenadas polares, tomando 6=0° en el instante
inicial para ambos satélites. Enunciado no pide posicion relativa entre satélites: basta con dar la
posicion del segundo satélite respecto al sistema de coordenadas elegido.

El primer satélite es el que tiene mayor velocidad, y en recorrer 6 vueltas tardara un tiempo

¢ _ erecorridoparSl _ 6 \ 2 4 }"1
tardado por S 1 Vl Vl
. - , . 6-2mr,
En ese tiempo, el segundo satélite habra recorrido  €,..0,ia0 pors2= V2" iardado por s1= V2"
v
1

Como queremos conocer la fase de este satélite y en un movimiento circular la fase en radianes es

0= , donde en este caso estamos hablando de la fase de S, y tenemos que usar r,, de modo que

x| e

v r
0 2.6-2q0—L
Vi ry
Sustituyendo la relacion entre velocidades del apartado a
6
=0,94-6 21— =998 wrad ~ 107 rad
34-10

2

recorrido por S2

recorrido por S 2

Como el angulo recorrido por el segundo satélite es aproximadamente un multiplo de 2, el satélite
S, ha completado vueltas completas (5 vueltas completas) y se encuentra en la misma posicion que
en el instante inicial. Como el satélite S, también ha completado un niimero completo de vueltas, 6
segun el enunciado, ambos estan en la posicion inicial.

2001-Modelo

Cuestioén 1.-

En una 6rbita circular podemos igualar fuerza gravitatoria y centripeta

300
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S GMm _ mv’ GM o .
Orbita circular F ,=F _; ?Z R_o V= To Sustituimos en la expresion de la E.:
E _lmvz_lm GM _GMm
<2 2 R, 2R,
, . Mm . .
La energia potenciales E,=—G R »bor lo que la energia mecanica es
GMm GMm —GMm
= + = — =
En=E+E, 2R, R, 2R,
. . 1
La relacion solicitadaes £, =§ E,
A. Problema 1.-
a) Segun el enunciado Tiupiter=12Triera.
, T)_R) s R
Segln la tercera ley de Kepler —5=—7F=VI12'=—"=R ,=524R,
T, R; Ry
b) La aceleracion en la orbita es centripeta.
v
a, R, vi R;
ar V2T v; R,
RT
Para hallar la relacion entre las velocidades, igualamos fuerza gravitatoria y centripeta al ser orbita
. GM Sol M planeta Vzlane a 2 GMSol
01rcular Fg: FC , RZ b :mplaneta pR : , vplaneta: R
M
G RSol R R2
a
L= L =L (127 27,47
ar G Mg, R, R
RT

2000-Septiembre
Cuestion 1.-

a) La frecuencia angular con la que debe girar es la misma que la frecuencia angular de giro de la
Tierra; se trata de un satélite geoestacionario.

2 2m 2710 " rad |

=T 243600 210 radls
b) En una orbita circular podemos igualar fuerza centripeta y gravitatoria, y podemos sustituir
v=mR,, luego -
G]Wzm \\ mv’ ; GM :((DRO)ZﬁR :3\/G_A24

R: R, R

F,=F; ~R =1
No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto podemos obtenerla
del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que
g=G 2M =>GM =g'R’ers=9.8+(6,37-10°)°=3,9765-10" m’/ s
superficie

Sustituyendo

14
r= GA;[;\% 3976510\ o 17
o (7,27-107)

Como se pide altura, h=R-Ryypersicie=4,22-107-6,37-10°=3,58-10" m
A. Problema 1.-
a) La velocidad del satélite, igualando fuerza centripeta y gravitatoria
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2
Orbita circular F,=F,; G]I‘ém :n;—vo; sz%:v: %

No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto podemos obtenerla
del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que

g=G =GM =g Riperpic=9-8(6,37-10°)°=3,9765-10" m’/ s°

superficie
Para hallar el radio de la orbita, usamos la relacion entre el campo del enunciado: llamamos gr al
valor de la gravedad en la superficie y go al valor en la 6rbita.

GM
||—g—GM So_1_ r20 :r_ZT 1 =7 =\2r
R gy 2 GM 2 2 o7

rs

No se solicita la altura, pero se puede calcular r,=r;+h=r +h =2 rr=h=( V2-1 )rr
Sustituyendo:

14
1/329263% 6643.9ml s
—GMm

b) Para una 6rbita circular se puede llegar a la expresion  E,,= R que también se puede

comprobar que E,=-E., que es mds comoda ya que en el apartado a tenemos calculada la velocidad,
por lo que sustituyendo: E,=-0,5-200-6643,9°=-4,4-10° ]

2000-Junio

Cuestion 1.-

a) 1. Ley de las orbitas. Planetas describen Orbitas elipticas y el Sol esta en uno de los focos.

2. Ley de las areas. El area barrida por unidad de tiempo por el radio vector que une Sol-Planeta / la
velocidad areolar es constante.

b) Como no se indica en enunciado para oOrbita circular debemos contemplar el caso genérico de
orbita eliptica. Si planteamos la orbita eliptica y un area
diferencial barrida

dA= % 7 xd 7| (La mitad del 4rea del paralelogramo

formado por vectores r y dr)

Operando para obtener la velocidad areolar
A _1\. dr7 1|4X»|
a2 a2 Y

Segun el teorema de la conservacion del momento

angular CZ—tL: M . Tomando como referencia para el momento de las fuerzas el objeto respecto al

que se orbita, siempre tendremos que vector posicion y vector fuerza son paralelos, ya que son
fuerzas centrales, por lo que M=7xF=0 .Porlo tanto la variacién del momento angular es
nula, y el vector momento angular es constante, en concreto su modulo, | L|— ml|7 xv|=cte .

Podemos plantear dd _1 m: ﬂ:cte , que muestra que la segunda ley de Kepler es un caso
dt 2m 2m
particular del teorema de conservacion del momento angular.

A. Problema 1-
a) Calculamos la energia potencial en ambos puntos:
En superficie antes del lanzamiento:

EpT:—GMm =—6,67-10"" 5,98-1024~ﬂ6:—3,76~101°J
R; 6,37-10

2

Sese
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EPO:—GMm:—6,67-10*”-5,98-102“~ 600 =-3,16-10"J

R, 6,37-10°+1200- 10

La diferencia de energia es AE,=E0-E;=-3,16-10'°-(-3,76-10'")=6-10° J

b) La energia de escape es la energia que hay que suministrar para que llegue a una posicion
infinitamente alejada (E,=0), con velocidad nula (E.=0). Al no considerar fuerzas no conservativas
podemos plantear la conservacion de la energia mecénica: la energia mecéanica que tenga el satélite
en la orbita mas la energia adicional suministrada serd igual a la energia mecénica en la posicion
infinitamente alejada

-Energia mecénica en orbita: ya conocemos la E,o del apartado a, calculamos la E.. Si asumimos
orbita circular podemos llegar a la expresion Eno=1/2E,0=0,5-(-3,16-10'°)=-1,58-10"" J

-Energia mecénica en posicion infinitamente alejada (E,=0), con velocidad nula (Ec=0): E...=0.

La diferencia de energia es la energia a suministrar AE,=En-Emo=0-(-1,58-10'")=1,58:10"J
2000-Modelo

Cuestion 1.-

a) Segun la segunda ley de Kepler, la velocidad areolar es constante, luego para barrer la misma
cantidad de area estando mas cerca del Sol, perihelio, tendra que ir a mayor velocidad. También
podemos razonar que como se trata de fuerzas centrales, el momento angular es constante, y como
tanto en perihelio como en afelio el vector posicion y el vector velocidad son perpendiculares
podemos establecer la relacion

Lafelio :|L

- r afelio v perihelio

perihelio = m.rqfelia ) quelio =mr perihelio ’ Vperihelio

perikelio Y afelio
Como Taetio > Tperihelio — Vperihelio ~ Vafelio
Respecto a la aceleracion, al ser la unica fuerza la gravitatoria y ser central, en modulo podemos
a=F/m=GM/r’, luego en los puntos donde r sea menor (perihelio), el moédulo del vector aceleracion
sera mayor.
Nota: Se podria intentar plantear que la aceleracion es centripeta a=v’/;, pero en ese caso r no es
el asociado a perihelio y afelio, sino el radio de curvatura, y para la elipse es el mismo en perihelio
v afelio. En perihelio y afelio los vectores posicion y velocidad son perpendiculares y toda la
aceleracion es realmente centripeta, pero no es cierto en todos los puntos de una orbita no circular,
donde la aceleracion global tiene una componente tangencial a la trayectoria y otra normal, no
solamente hay aceleracion centripeta. Con ese razonamiento, dado que v es mayor en perihelio que
en afelio, también se llega a la misma conclusion de que es mayor la aceleracion en perihelio que
en afelio.
b) La expresion de la energia potencial E;=-GMm/R nos indica que a mayor distancia, el valor
negativo es de médulo menor, lo que implica mayor energia potencial: tiene mayor energia
potencial en el afelio.
La energia mecénica es constante ya que solamente actiian fuerzas conservativas, por lo que tiene el
mismo valor en perihelio y en afelio.
Nota: seria un error utilizar la expresion de que en una orbita E.o=1/2-E,0, ya que eso solamente es
cierto para Orbitas circulares en las que la E,o es constante.

A. Problema 1.-
2
a) Orbita circular F =F, G]\/{m = V= GM =>v:4/G—M
¢ Ro R0 RO Ro

No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto podemos obtenerla
del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que

g=G QL =GM =g Ry =9-8(6,37-10°)°=3,9765-10" m’/ s°
superficie
El radio de la érbita R,=R+h=6,37-10°+300-10°=6,67-10° m
Sustituyendo

14
V=4 3’976#1227721 mls
6,67-10

Sese
Pagina 62 de 63 !I -


mailto:enrique@fiquipedia.es

Ejercicios Fisica PAU Comunidad de Madrid 2000-2023. Soluciones Gravitacién

enrique@fiquipedia.es Revisado 3 noviembre 2022
Como la 6rbita es circular, toda la aceleracion es centripeta con direccion radial y sentido dirigido
2 2
. . 7721
hacia el centro de la Tierra, y su méduloes a =V—=—6=8,94m/ s>
R, 6,67-10

2nR, 2m-6,67-10°

v o 7721
b) El trabajo que hay que realizar, considerando solamente hay fuerzas conservativas, es la
diferencia de energia mecanica entre las dos situaciones:
-En la superficie antes del lanzamiento: E.=0, E,=-GMm/R+
No se da en el enunciado los valores de G ni de M, pero el valor de su producto podemos obtenerla
del valor proporcionado de la gravedad en la superficie de la Tierra, ya que

2

g=G ZM =>GM =g R pe=9-8+(6,37-10°)’=3,9765-10" m*/ 5
superficie
Sustituyendo: E,=-3,9765-10'*-1000/6,37-10°=-6,24-10" J
-En la orbita, al ser orbita circular se puede llegar a la expresion Eno=1/2-Eyo=-1/2-GMm/R, = -
0,5-3,9765-10"*-1000/(6,37-10°+300-10*)=-2,98-10"° J
La diferencia de energia es el trabajo a realizar: AE,=Euo-Enr=-2,98-10'-(-6,24-10'°)=3,26-10" J

El periodo de la 6rbitaes 7= =5428 s

300
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