Limites - Propiedades

JExistencia tnica de limite

Si los limites laterales de una funcion f(x) en un punto x=x, son diferentes, la
funcion f(x) no tiene limite en x=x, (unicidad del limite).

Una funciéon f(x) posee limite en x=x, siy solo si sus limites laterales son
iguales. Y este limite es unico.

lim f(x)=L <==> lim f(x)=lim f(x)=L

- +
x> X, X2x, XX,

Si los limites laterales coinciden en (+x) , se dice que el limite de la funcién es  (+o) .
Y si los limites laterales coinciden en (—«) , se dice que el limite de la funcién es

(—o0)
No debemos confundir esto con el hecho de que el limite no exista. Es decir, una cosa es
que el limite valga (+x) 6 (—«) ,Yy otra cosa distinta es que el limite no exista.

Un limite no existe cuando sus limites laterales no coinciden (ya sean valores finitos
o infinitos), o cuando no esté definido su valor (por ejemplo, si estudiamos una raiz
cuadrada o un logaritmo en valores negativos: lim Vx=27 , limInx># ).

x=—1 x>—1

B Propiedades de los limites

Si lim f(x)=L, L#0 , existe un entorno de x, en el que los valores que toma la

XX,

funcion tiene el mismo signo que L . Es decir:

lim f(x)=L, L#0 ==> 38>0/signo( f(x,—9))=signo( f(x,+d))=signo(L)

x=2Xx,

Para las siguientes propiedades vamos a considerar dos funciones f(x) y g(x) con
limites finitos en un punto x, .

lim f(x)=L, LER

XX,

lim g(x)=M, MR

x=2Xx,

El limite de la suma de funciones es igual a la suma de los limites de cada funcién. Es
decir:

lim (£ (x)+g(x))=lim f(x)+lim g(x)=L+M

XX, x=>x, XX,
Igualmente, el limite de la diferencia de funciones es la diferencia de los limites:

lim ( f(x)—g(x))=lim f(x)—lim g(x)=L—M

xx, XX X=X,


http://www.danipartal.net/

El limite del producto de funciones es el producto de los limites:

lim (f(x)-g(x))=lim f(x)-lim g(x)=L-M

x2x, XX, XX,

El limite de una constante multiplicada por una funcién es igual a la constante por el limite
de la funcion:

limk- f(x)=k-lim f(x)=k-L, keR

X=X, X=X,

El limite de un cocientes de funciones es el cociente de los limites, siempre que el limite
del denominador sea distinto de cero.

lim £ (x)
o fx)\_wen, _L
}613(10( g(x))_ lim g(x)_ﬁ’ M=0

Xx,

El limite de una funcién elevada a otra funcién, es el limite de la base elevado al limite del
exponente, siempre y cuando el limite de la base sea positivo.

lim (x)
lim £ (x)Y=lim f(x)""

xx, x2x,

=L", L>0

BOperaciones basicas con factores infinitos

(+00)+(+00)=+00

(—o0)+(—00)=—o0

k+to=+w, k€R

(+00):(+a0)=(—0) (—a0)= 400

(+00)-(=o0)=(—00) -(+0)=—00

k-(x0)=%+0, kER y k>0

k-(£0)=Fo, k€ER y k<0

k_0,keR y k=0
%:m, kER y k>0
k

G="% k€R y k<0
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BLimites en el infinito

Hasta ahora, al calcular limites, estamos estudiando el comportamiento de la funcion en
los alrededores de un valor x, finito. Por ejemplo:

lim (x*+2x—2)=13

x >3

¢Qué ocurre si deseamos estudiar el comportamiento de la funcion en puntos
tremendamente positivos ( +oo ) o tremendamente negativos ( —o )?

Es lo que se conoce como limites en el infinito que, segun casos, generan los conceptos
de asintota horizontal y asintota oblicua (como aquellos valores a los que la grafica se
acerca indefinidamente, cada vez mas, para valores en el infinito de la variable x ).

La notacion es la siguiente:

lim f(x) — Limite de la funcién cuando x tiendea +o

X = ©

lim f(x) — Limite de la funcién cuando x tiendea —o

X % —©

No tiene sentido preguntarnos por limites laterales en el infinito (es decir, a la izquierda y
derecha de =« ). Directamente estudiamos el limite, siguiendo una serie de reglas
(algunas ya son conocidas de clases anteriores, y otras iremos presentandolas conforme
realicemos ejemplos mas complicados).

B Algunos ejemplos

Una funcién puede dispararse cuando x tiende a infinito, como por ejemplo la parabola

S (x)=x"

. 2
Iim x"=+w

X 2 +o©

. 2
Iim x"=+w

X > —©

Ambos limites tienden a +o

3

La funciéon g(x)=x" , por su parte, presenta los siguientes valores en el infinito.

. 3
Iim x'=+w

X > 4w

Iim x'=—o0

X > —o

Las graficas siguiente ratifican los resultados analiticos obtenidos.
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X

La siguiente funcion h(x)=e" va a converger en valores de la x tremendamente
negativos pero se dispara para valores de x tremendamente positivos.

lim e'=+w

X 2 +w©

lim e"=0 — Asintota horizontal y=0 para valoresde x=>—o

X = —o

1
| h(x) = e* %

7 %6 -5 -4 -3 -2 o 1 2 3 4

-2

. In(x . ] :
La funcion i(x)= (x) , ademas de poseer una asintota vertical en x=0 , posee una

X

e
asintota horizontal y=0 para valores tremendamente positivos de x
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1n(x):o — Asintota horizontal y=0 para valores de x-=>+w

El limite  lim " (f)

X > —w e
y otra cosa bien distinta implica que el limite valga infinito. Como ya hemos repetido varias
veces en este tema, es importante no confundir ambos conceptos.

)= In(x)
eX
asintota horizontal y=0 es cortada por la funcién en el punto x=1

=3 es un ejemplo de que una cosa significa que el limite no exista,

En la siguiente grafica mostramos la curva i(x , donde podras apreciar que la
¢, Como es posible, si es una asintota? Porque el comportamiento de acercarse cada vez

mas y mas a la asintota, sin tocarla, se da para valores enormes x->+x

0.5

Por ultimo presentamos un ejemplo de grafica con asintota oblicua con la funcion
2

. X . ’ .
jl(x)= i1 que posee ademas una asintota vertical en x=-—1
X

2

lim =x—1 — Asintota oblicua y=x-—1 paravalores x-=+o
X > +© x+1

2
lim =x—1 — Asintota oblicua y=x—1 paravalores x->—o

x-)—oox"'
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Poco a poco aprenderemos a resolver por nosotros solos, analiticamente, estos limites.
jPaciencia, todo llegara!
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